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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die probabilistische Analyse zweier Algorithmen,
die jeweils aus einer Folge von Daten einen bindren Baum erzeugen. Dies sind
der digital search tree- und der binary search tree-Algorithmus. Durch die
Verwendung zufilliger Daten erhalten wir zufillige bindre B&ume.

Nachdem wir in Kapitel 1 eine Einfiihrung der grundlegenden Begriffe und
Konzepte geben, untersuchen wir in Kapitel 2 zunéchst das asymptotische
Verhalten der Pfadldnge im digital search tree. Es stellt sich heraus, dass kei-
ne Verteilungskonvergenz vorliegt; jedoch kann eine Familie von Verteilungen
gefunden werden, der sich die untersuchte Grofe entlang von Teilfolgen asym-
ptotisch nahert.

In Kapitel 3 verwenden wir statistische Methoden, um aus einzelnen Merkma-
len eines vorgegebenen Baumes Aufschluss zu erhalten auf seine Gesamtgrofie
oder auch, von welchem Algorithmus er erzeugt wurde. Man erkennt, dass auf-
grund der rekursiven Struktur verschiedener Verteilungsfamilien auf bindren
Biaumen das in Kapitel 4 weiter untersuchte Teilbaumgréfienprofil eine suf-
fiziente Statistik fiir die Gesamtheit dieser Familien darstellt. M6chte man
zwischen BST- und DST-Algorithmus unterscheiden, stellt sich heraus, dass
die interne Pfadlinge bereits alle relevante Information hierfiir enthélt.

Kapitel 4 widmet sich dann dem Teilbaumgréfenprofil und insbesondere des-
sen Asymptotik. Im Gegensatz zum konventionellen Knotenprofil betrachten
wir die Anzahl von Knoten im Baum, deren Teilbaum eine bestimmte Gréfe
besitzt. Dies erleichtert insbesondere den rekursiven Zugang zur stochastischen
Struktur der vorgegebenen Bdume. Mit Hilfe der Kontraktionsmethode wei-
sen wir fiir die Verteilung der Anzahl kleiner Teilbdume asymptotisch eine
mehrdimensionale Normalverteilung nach. Die grofen Knoten fassen wir zu
yEisbergen“ zusammen und erhalten je nach Baumtyp verschiedene Grenzpro-
zesse. Das allgemeine Resultat wird auf verschiedene Verteilungsfamilien auf
bindren Bdumen angewandt und sogar auf die nicht-bindre Baumstruktur des
Random Recursive Tree iibertragen.

Schlagwérter: Verteilungskonvergenz, Teilbaumgréfenprofil, Kontraktionsme-
thode
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Abstract

This dissertation deals with the probabilistic analysis of two specific algo-
rithms, each of which constructs a binary tree out of a given sequence of data.
These are the digital search tree and the binary search tree algorithm. Since
we consider random input the trees are also random.

After the introduction of basic notions and concepts in Chapter 1 we investi-
gate in Chapter 2 the asymptotic behaviour of the pathlength in a digital search
tree. It turns out that there is no weak convergence. Instead we introduce a
family of probability measures which approximates the distribution of interest
asymptotically along subsequences.

In Chapter 3 we make use of statistical methods to estimate the total size or to
test hypotheses regarding the type of algorithm from a single quantity derived
from the given tree. It turns out, that the subtree size profile is sufficient
for the whole family of recursively structured distributions on binary trees.
For example, if we have to distinguish between a binary search tree and a
digital search tree, the pathlength of the given tree will already contain all the
information needed.

Chapter 4 then deals with the subtree size profile and in particular with the
corresponding asymptotics. In contrast to the well-known node profile the sub-
tree size profile counts the number of nodes in a tree which are root to a subtree
of a certain size. This facilitates the recursive analysis of the stochastic struc-
ture of the given trees. Using the contraction method we prove asymptotic
multivariate normality for the subtrees with a small size. The large subtrees
are cumulated to “icebergs” for which we obtain different limit processes de-
pending on the type of tree. The result is of some generality and is then applied
to different distribution families on binary trees. We carry this over even to
the non-binary structure of random recursive trees.

Keywords: convergence in distribution, subtree size profile, contraction me-
thod






Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung 1
2 Die DST-Pfadldange als nicht-homogener Erneuerungsprozess 9
2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses . . . . .. . . 11
2.2 Asymptotik der Einfiigetiefe bei DST . . . . . .. .. ... ... 21
2.3 Darstellung der Grenzverteilung . . . . . . . . . ... ... ... 34
3 Statistische Konzepte fiir bindre Baume 39
3.1 Schétzen der Knotenzahl . . . . . .. ... ... ... ...... 40
3.2 Konfidenzschranken . . . . . . .. ... . 0oL 46
3.3 Approximative Konfidenzschranken (DST) . . . . . ... .. .. 50
3.4 Approximative Konfidenzschranken (BST) . . . . . ... .. .. 51
3.5 Entscheidungsprobleme . . . . . . . ... ... .o oL 54
4 Das TeilbaumgroRenprofil 65
4.1 Elementare Eigenschaften . . . . ... ... ... .. ...... 66
4.2 Rekursive Verteilungsfamilien . . . . . ... ... .. ... ... 72
4.3 Binary Search Tree . . . . . . .. .. ... ... L. 74
4.4 Allgemeine Asymptotik fiir Eisberge . . . . . .. ... .. ... 88
4.5 Eisberge bei bindren Bdumen . . . . . . ... ... 0L 106
4.6 Random Recursive Tree . . . . . .. ... ... ... ...... 130
4.7 Ausblick . . . ... 133
Literaturverzeichnis 135

vii






1 Einfiihrung

Nichtlineare Datenstrukturen sind aus der modernen Informatik nicht mehr
wegzudenken. Darunter fallen gerichtete und ungerichtete Graphen ebenso wie
binédre und gew6hnliche Baume. Knuth schreibt in [Knu97, S. 308] dazu, Baum-
strukturen seien

,2the most important nonlinear structures that arise in computer
algorithms.“

Thema dieser Arbeit ist die Analyse bestimmter stochastischer Strukturen
auf bindren Bdumen. Wir geben zunichst Knuths rekursive Definition eines
bindren Baumes an:

Ein bindrer Baum ist eine endliche Menge von Knoten, die entweder leer ist
oder aus einer Wurzel und zwei disjunkten bindren Baumen besteht, die wir
den linken und rechten Teilbaum nennen (vgl. [Knu97|, S. 312). Ist ¢ ein binérer
Baum, so schreiben wir L(¢) fiir den linken, R(¢) fiir den rechten Teilbaum.

Aufgrund der Tatsache, dass ein Knoten eines bindren Baumes immer zwei
Teilbdume besitzt (die leer sein kénnen), kann man den Rand Ot eines binédren
Baumes t definieren. An jeder Stelle, an der ein leerer bindrer Baum als lin-
ker oder rechter Teilbaum eines Knotens auftritt, hingen wir einen ezternen
Knoten an. Die Menge der externen Knoten eines Baumes bildet seinen Rand.
Zur besseren Unterscheidung der externen Knoten von den Elementen von ¢
nennt man letztere daher mitunter interne Knoten; ist nur von Knoten die
Rede, sind immer interne gemeint. (Vgl. Abbildung 1.1)

Betrachtet man einen einzelnen (internen) Knoten v eines bindren Baumes ¢,
so kann man v aufgrund der Disjunktheit der Teilbdume eindeutig als Wurzel
oder als Element von L(¢) bzw. R(t) identifizieren. Dies lasst sich rekursiv
fortsetzen, bis man v als Wurzel eines Teilbaumes gefunden hat. Die Anzahl
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<~—— Waurzelknoten

linker Teilbaum

\ rechter Teilbaum (leer)

Wurzelknoten des rechten Teilbaums
des linken Teilbaums

Abbildung 1.1: Veranschaulichung eines bindren Baumes. Kreise stehen fiir interne,
Quadrate fiir externe Knoten.

der Rekursionsschritte, die dafiir nétig sind, nennt man die Tiefe des Knotens.
Die Wurzel von t hat also die Tiefe 0, die Wurzeln von L(t) und R(t) haben
jeweils die Tiefe 1 und so fort.

Kodiert man nun einen solchen (Rekursions-)Abstieg mit ,0“ fiir links und
,1¢ fiir rechts, so erhilt man zu v ein Tupel (v1,...,03) € {0,1}*, welches v
eindeutig identifiziert. Die Lange k des Tupels ist dabei genau die Tiefe des
Knotens v. Diese Darstellung der Knoten als (endliche) Folgen iiber der Menge
{0,1} motiviert eine alternative Definition des Begriffs bindrer Baum, die an
die Interpretation der theoretischen Informatik eines solchen Tupels als eine
Zeichenkette oder ein Wort der Lénge k iiber einem Alphabet (hier: {0,1})
angelehnt ist:

Ein bindrer Baum ist eine endliche, prifixstabile Teilmenge von {0,1}*.

Dabei ist {0,1}* die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {0,1}, also

o

{Oal}* = U {Oal}ka

k=0

und eine Menge t heillt prifizstabil, falls fiir jedes v = (vy,...,v5) €t, k €N,
auch jedes Préfix (vy,...,v;), j = 0,... .k, ein Element von ¢ ist. Das Tupel



der Lange 0 entspricht dem leeren Wort, also dem Wurzelknoten, welchen wir
mit () bezeichnen. Das heifit: (| als Baum ist der leere Baum, der Baum {0}
ist derjenige, der nur aus dem Wurzelknoten besteht. Der bindre Baum in
Abbildung 1.1 ldsst sich also schreiben als {0, (0),(0,1)}. In der Informatik
trifft man haufig die Schreibweise € als Bezeichner fiir das leere Wort.

Betrachtet man nun eine beliebige Folge 6 € {0,1}' von Nullen und Einsen, so
ist 6 ein Pfad, der nacheinander die Knoten (61, ...,0;), 7 = 0,1,2,..., besucht,
bis man den Baum verldsst und auf einen externen Knoten trifft. Die Tiefe
dieses externen Knotens ist die Linge des Pfades 6.

Auf dhnliche Weise ist die externe Pfadlinge als die Summe der Tiefen aller
externen Knoten definiert. Analog ist die interne Pfadlinge die Summe der
Tiefen aller internen Knoten. Zum Beispiel betrégt fiir den bindren Baum in
Abbildung 1.1 die interne Pfadldnge 3 und die externe 9. Es ldsst sich leicht
zeigen, dass fiir einen aus n € Ny Knoten bestehenden bindren Baum die
externe Pfadlinge immer um 2n grofer ist als die interne Pfadldnge (siehe
z.B. [Mah91], S. 83). Unter strukturellen Gesichtspunkten kénnen die beiden
Begriffe also austauschbar verwendet werden.

Der Teilbaum t(r) eines Knotens r € ¢ ist diejenige Teilmenge von ¢, deren
Elemente r als Préfix besitzen; die ersten |r| Stellen werden dabei geldscht,
so dass r der Wurzelknoten von ¢(r) ist. Fiir den Baum in Abbildung 1.1 gilt
beispielsweise ¢((0)) = {0, (1)}

Algorithmen

Wieder aus der Informatik entlehnt sind zwei wichtige Algorithmen, die aus
einem n-Tupel von Daten einen bindren Baum erzeugen. Dies sind der bina-
ry search tree- und der digital search tree-Algorithmus (abgekiirzt: BST bzw.
DST). Beide dienen dem Speichern von Daten und insbesondere dem schnel-
len Wiederauffinden derselben. Der BST-Algorithmus besitzt dabei eine starke
Verwandtschaft zum beriihmten Sortieralgorithmus QQUICKSORT, und zwar in
der nicht-randomisierten Variante, bei der immer das erste Element der zu
sortierenden Liste als Pivot dient.
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Zwar ist Quicksort ein rekursiv arbeitender Algorithmus, der BST-Algorithmus
verfahrt jedoch iterativ. Die stochastische Struktur der beiden Algorithmen ist
gleich. Wir beschreiben zunéchst die Vorgehensweise von BST.

Ausgangspunkt ist eine Folge (z1,...,z,) von verschiedenen Datenwerten. t;
ist der Baum, der nur aus dem Wurzelknoten mit dem Wert x1 besteht. Aus
ty, entsteht nun ¢34 durch Einfiigen von 1. Dazu wird xj41 mit dem Wert
des Wurzelknotens (also x1) verglichen; ist x; 1 kleiner, steigen wir nach links
ab, bei ,grofer rechts. Nun vergleichen wir xg; mit dem Wert des dadurch
erreichten Knotens und wiederholen diese Prozedur, bis wir auf einen externen
Knoten treffen; dort wird =1 eingefiigt.

Da fiir den Algorithmus nur die absoluten Rénge der Datenwerte entscheidend
sind, kénnen wir zu derjenigen Permutation = von {1,...,n} iibergehen, die
von diesen Réngen gebildet wird — kurz: w(k) ist der absolute Rang von zj
innerhalb der gegebenen Folge. Abbildung 1.2 zeigt tg und die Entstehung von
t10 zu der Permutation (7,9,4,2,5,8,3,10,1,6).

Abbildung 1.2: Funktionsweise des BST-Algorithmus

Der Zusammenhang zu Quicksort ldsst sich ebenfalls an dieser Abbildung
veranschaulichen: Das Pivot (hier: das erste Element) spaltet die zu sortie-



rende Permutation in die beiden Teilpermutationen (4,2,5,3,1,6) aus Elemen-
ten, die kleiner als das Pivot sind, und (9,8,10) aus den iibrigen Elementen.
Diese Teilpermutationen werden ihrerseits wieder sortiert. In der Sprache der
bindren Bdume: Setze das Pivot in den Wurzelknoten und bilde aus den vergli-
chen zum Pivot kleineren Elementen den linken, aus den grofieren den rechten
Teilbaum.

Aus dem erzeugten bindren Baum erh&lt man durch einen sogenannten in-
order-Durchlauf (d.h. ,besuche linken Teilbaum, dann Wurzel, dann rechten
Teilbaum®) die Daten in sortierter Reihenfolge zuriick.

Im Gegensatz zum BST-Algorithmus findet beim DST-Algorithmus keine Sor-
tierung statt; der DST-Algorithmus dient lediglich dem Speichern und Auf-
finden von Daten. Ausgehend von einer Folge (z,)nen von Zahlen aus dem
Einheitsintervall erzeugt er eine Folge (¢, )nen, von bindren Biaumen: ¢ ist der
leere Baum, t; besteht nur aus der Wurzel, die mit z; bewertet wird. Wenn
der Baum ¢,, die Werte z1,...,z, enthélt, so erhalten wir daraus ¢,1, indem
wir anhand der Bindrdarstellung von z,,1 im Baum absteigen, d.h. dem Pfad
Zp41 folgen, bis wir auf einen externen Knoten stofien. An dieser Stelle wird
Zpny1 abgelegt.

Ein Beispiel: In Abbildung 1.3 sind tg9 und die Entstehung von t1y durch das
Einfiigen von 19 zu der Zahlenfolge (z,,)n=1,..10 = (0110, 1011, 0011, 0010,
0111, 0011, 1011, 0001, 0100, 1010) dargestellt.

Sucht man nun nach einem bestimmten Datum, so durchlauft man den Baum,
als wolle man dieses Datum einfiigen. Trifft man selbiges dabei an, so ist die
Suche erfolgreich, trifft man auf einen externen Knoten, so ist das gegebene
Datum im Baum nicht vorhanden.

Stochastik und probabilistische Analyse

Betrachten wir nun fiir festes n € Ny die Menge T, der bindren Bdume mit n
Knoten. Der einfachste Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf dieser Menge
ist die Gleichverteilung, bzw., da es sich bei 7, um eine endliche Menge han-
delt, das Laplace-Experiment auf T,. Einen Baum, der aus 7, gleichverteilt
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Abbildung 1.3: Funktionsweise des DST-Algorithmus

ausgewahlt wird, bezeichnen wir als Catalan-Baum. Dieser Baum-Typ spielt
jedoch nur in Abschnitt 4.5.4 eine Rolle.

Bei der Analyse von Algorithmen sind Kriterien wie die Laufzeit oder die
Gesamtanzahl an benétigten Vergleichen oft direkt abhéngig von der Struktur
der Eingabedaten. Beispielsweise lauft die oben beschriebene Variante von
Quicksort bei bereits sortierten Daten in einer Zeit ab, die proportional zum
Quadrat der Anzahl der Eingabedaten ist. Im Mittel erreicht der Algorithmus
dagegen fiir eine typische, unsortierte Kingabe eine Laufzeit proportional zu
nlogn (bei n Eingabedaten).

Die Stochastik bildet nun die Struktur dieser Eingabedaten nach und ana-
lysiert den Algorithmus auf der Basis einer zufilligen Eingabe. Typisch ist
dabei die Verwendung von unabhéngigen auf dem Einheitsintervall gleichver-
teilten Daten. Diesen Zugang zur Analyse von Algorithmen nennt man auch
probabilistische Analyse.

So ist es mittels der weiter oben vorgestellten Algorithmen mdoglich, auf kano-
nische Art und Weise eine Verteilung auf 7,, zu konstruieren. Mehr noch: Durch



das iterative Konzept der Algorithmen erhilt man eine Familie (P, )pecn, von
Wahrscheinlichkeitsmafen, wobei P, auf (7,) definiert ist:

Aus einer Folge (Uy)gen von unabhéngigen, auf dem Einheitsintervall gleich-
verteilten Zufallsvariablen konstruieren wir eine Folge (77, )nen, bindrer Baume
mittels des DST-Algorithmus und erhalten so die Verteilungsfamilie (PPST).

Fiir den BST-Algorithmus kann man etwas allgemeiner vorgehen. Haben die
Daten (Uy) dieselbe stetige Verteilung und sind unabhingig, so hingt (PPST)
nicht von £(Uy) ab, da T}, nur von der Folge der Riange von Uy, . .. U}, abhéngt.
Diese bilden aber stets eine auf der Menge der Permutationen von {1,...,n}
gleichverteilte Permutation.

Uberblick

In Kapitel 2 beschéiftigen wir uns mit der Asymptotik der Linge eines Pfades
im Digital Search Tree. Die Beobachtung, dass die Wartezeit fiir das Erreichen
einer bestimmten Tiefe eine bestimmte stochastische Struktur aufweist, fiihrt
zu einer allgemeineren Betrachtungsweise in einem erneuerungstheoretischen
Kontext.

Im darauffolgenden Kapitel wenden wir uns statistischen Fragestellungen zu.
Wir setzen die stochastische Struktur eines zufilligen bindren Baumes als ge-
geben voraus. Anhand der Tiefe des externen Knotens zum Pfad (0,0,...)
wollen wir mit statistischen Methoden Schéitzwerte fiir die Anzahl der Kno-
ten im ganzen Baum erhalten. Zusétzlich geben wir exakte und approximative
Konfidenzschranken fiir diesen Wert an.

Eine andere Fragestellung, die wir untersuchen, ist die, ob ein gegebener Baum
mittels DST- oder BST-Algorithmus erzeugt wurde. Der optimale Test lasst
sich dabei so formulieren, dass die Testgrofe die interne Pfadlange des vorge-
gebenen Baumes ist.

Dies ist die Motivation, das Profil der Teilbaumgréfien in Kapitel 4 n&her
zu untersuchen, aus dem sich unter anderem auch die interne Pfadléinge be-
stimmen ldsst. Wir klassifizieren die einzelnen Knoten nach der Gréfle des
Teilbaums, dessen Wurzel sie sind. Eine analoge Vorgehensweise ist hdufig bei
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der Analyse kombinatorischer Strukturen anzutreffen — in diesem Fall bilden
die bindren Bdume ebendiese kombinatorische Struktur.

Von Interesse ist dabei die Verteilung der Knoten auf diese Klassen, da sie
Aufschluss iiber die Balance des Baumes gibt. Auf den algorithmischen Ur-
sprung aus der Informatik {ibertragen, lassen sich also Aussagen iiber das
Teilbaumgrokenprofil auf Aussagen iiber die Laufzeit des betroffenen Algo-
rithmus iibertragen.

Hauptanliegen dieses Kapitels ist dann die Untersuchung asymptotischer Frage-
stellungen.

Literatur

Wann immer spezielle Literatur verwendet wird oder der Vertiefung des Hin-
tergrundes dienlich sein kann, wird sie an Ort und Stelle angefiihrt. Dariiber
hinaus seien an dieser Stelle einige Quellen genannt, die sich in ihrem Ge-
biet als Referenz durchgesetzt haben. Dies ist zuvorderst das Standardwerk
von Knuth ([Knu73],[Knu97|) zur grundlegenden Theorie von Such- und Sor-
tieralgorithmen. Zuféllige Baume und insbesondere die stochastische Struktur
bindrer Baume werden bei Mahmoud ([Mah91]) ausfiihrlich behandelt. Zieht
man einen analytischeren Zugang zur Analyse von Algorithmen vor, so kann
das Buch von Sedgewick und Flajolet ([SF96]) als Einstieg dienen. Beziig-
lich wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundlagen sei auf die Werke von Feller
([Fel71]) und Billingsley (|Bil68],[Bil86]) verwiesen, fiir statistische Grundlagen
referenzieren wir Bickel und Doksum ([BD76]).



2 Die DST-Pfadliange als nicht-homogener
Erneuerungsprozess

Es seien Y7,Ys, ... unabhingige und nicht-negative Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2,2(,P). Wir betrachten die Y} als Lebensdauern
und definieren die Gesamtlebensdauer S,, der ersten n Komponenten als

Sn = ZYk, n € N.
k=1

Zusammen mit Sy = 0 ist so S, der Zeitpunkt der n-ten Erneuerung. Der
erste Erneuerungszeitpunkt fillt also mit dem Ausfall der ersten Komponente
zusammen.

Nun betrachten wir fiir ¢ > 0 die Zahl N; der Erneuerungen bis einschliefilich
zum Zeitpunkt ¢
Ny = sup{n € Ny : S,, < t}.

Der Prozess (N¢)¢>o heilt Erneuerungsprozess; Abbildung 2.1 zeigt ein Bei-
spiel. An dieser Abbildung kann man auch eine fiir die Erneuerungstheorie
typische Manipulationsméglichkeit ablesen: Es gilt ndmlich fiir & € Ny und
t>0

N; =k genau dann, wenn S <t < Sg.1,

insbesondere erhalten wir durch Vereinigung dieser Ereignisse fiir k,k+1, . ..
P(N: > k) = P(Sk <t), fiir alle k € Ny und alle £ > 0. (2.1)
In der klassischen Erneuerungstheorie geht man davon aus, dass die Lebens-

dauern identisch verteilt sind. In diesem Fall nennt man (NV;) einen homogenen
Erneuerungsprozess.



2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess
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Abbildung 2.1: Ein Pfad eines Erneuerungsprozesses

Wir betrachten nun eine Familie von Lebensdauerverteilungen, die in gewis-
ser Art und Weise exponentiell wachsen. Es wird sich herausstellen, dass im
Gegensatz zum klassischen Fall (siehe [Fel71], XI.5) auch nach einer entspre-
chenden Normierung keine Verteilungskonvergenz vorliegt. Statt dessen stellen
sich Fluktuationen in der asymptotischen Verteilung ein, die durch eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafen modelliert werden konnen.

Diese nicht-homogene Erneuerungstheorie liasst sich auf das Verhalten eines
Pfades im digitalen Suchbaum iibertragen. Es sei (7},) eine Folge von biniren
Bédumen, die vom DST-Algorithmus aus einer Folge (U, ) von unabhéngigen,
unif(0,1)-verteilten Zufallsvariablen erzeugt werden (vgl. Kapitel 1). Die in
diesem Kapitel untersuchte Fragestellung ist die nach der Tiefe, in welcher der
nachfolgende Datenwert U, eingefiigt wird. Bei der beispielhaften Betrach-
tung des Pfades (0,0,...), also einem ,nur links“-Abstieg durch den Baum,
erkennt man, dass die stochastische Wartezeit auf einen hier eingefiigten Kno-
ten mit zunehmendem n exponentiell wichst. Diesen Zusammenhang werden
wir in den nachfolgenden Abschnitten erldutern.

Zu diesem Zweck betrachten wir in Abschnitt 2.1 zundchst ganz allgemein ex-
ponentiell wachsende Lebensdauern und stellen fest, dass eine normierte Versi-
on des Erneuerungsprozesses in Verteilung gegen eine Familie von Grenzmafen
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2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

konvergiert. Schlieklich wenden wir die gewonnenen Resultate in Abschnitt 2.2
auf einen Spezialfall an, der der oben beschriebenen Situation entspricht. In
diesem Fall lasst sich die Familie der Grenzmafie mit Hilfe einer Mischung von
Wahrscheinlichkeitsmafien darstellen; dies untersuchen wir in Abschnitt 2.3.

Als erstes wollen wir das exponentielle Wachstum der Lebensdauerverteilungen
formalisieren. Dazu sei (Yg)gen eine Folge von nicht negativen und unabhén-
gigen Zufallsvariablen, fiir die ein o > 1 existiert, so dass

oy, By o und o *EY, — EY, (2.2)
fiir eine Zufallsvariable Y., jeweils mit k& — oo. Auflerdem fordern wir, dass
alle beteiligten Erwartungswerte existieren, also

EY;, < oo fiir alle k € N und EY, < oo. (2.3)

Beispiel 2.1 Sei Y}, geometrisch verteilt mit Parameter ¢* fiir alle £ € N und
ein festes ¢ € (0,1). Dann gilt mit P(Y3 > j) = (1 — ¢*)7 fiir a = ¢~ %

Pla %Y, <) =P(Y; < ¢ *z))
=1-(1-ghle"e

x

—1—e

und wir haben die erste Hélfte von (2.2) fiir Y, exponentialverteilt mit Pa-
rameter 1. Die zweite Hilfte von (2.2) ist sofort klar, denn es gilt EY; = ¢~ *

und o *EY; = 1 = EY,,, und auch (2.3) ist trivialerweise erfiillt.

2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

Natiirlich strebt der Erneuerungsprozess sowohl bei identisch verteilten als
auch unter der Annahme von exponentiell wachsenden Lebensdauern (2.2)
mit wachsendem Zeitparameter gegen unendlich. Wir beschéftigen uns daher
mit einer normierten Variante, deren Grenzverteilung nicht degeneriert ist: Das

11



2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

im Falle von exponentiell wachsenden Lebensdauern logarithmische Wachstum
des Erneuerungsprozesses legt es nahe, die Verteilung von

Nt — Uoga tJ

zu betrachten. Wie bereits am Anfang des Kapitels erwédhnt, liegt fiir die-
sen normierten Prozess keine Verteilungskonvergenz vor. Entlang von Teilfol-
gen, die einer bestimmten Bedingung geniigen, erh&lt man jedoch Konvergenz.
Diese Teilfolgenkonvergenz lésst sich dann zusammenfassen zu einer Konver-
genzaussage, die unter Zuhilfenahme einer Familie von Wahrscheinlichkeits-
mafen formuliert werden kann.

Eine wichtige Rolle fiir die Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses
spielt die Zufallsgrofe

o0
Seo 1= Y _a ¥y, (2.4)
k=0
wobei Yo 0,Yoo 1, . . . unabhéngig und identisch £(Y)-verteilt sind. Setzen wir

(2.2) und (2.3) voraus, speziell also die Existenz des Erwartungswertes von Yo,
so ergibt sich mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

EY,,
1-—a

o0
ES, = Za*kEYOO =
k=0

Damit folgt insbesondere, dass Sy fast sicher endlich ist; die Summe (2.4)
konvergiert also fast sicher.

Dariiber hinaus ergibt sich die Verteilung von S, als Grenzwert der Vertei-
lungen der skalierten Partialsummen a~"S,,. Eine analoge Konvergenzaussage
beweisen wir zunéchst fiir Folgen reeller Zahlen.

Lemma 2.2 Ist (x,)nen eine Folge reeller Zahlen mit lim, .oz, = € R
und a > 1, so gilt

n—1
X

lim aikmn,k = .
n— 00 11—«
k=0

12



2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

Beweis. Fir n € N sei f, : Ng — R definiert durch

Tpk, k=0,....,n—1,
fn(k) = {

0 sonst.

Da (z) konvergiert, ist sup,cy |zn| und damit auch sup,¢cy || fnllco endlich.
Definiert man auf (No,B(Ny)) das Mall p durch u({n}) == a™", n € Ny, so
ist p ein endliches Maf und man erhélt mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz
n—1 oo T
. k T _ - . -k _
nILIEOZa xn,k—nlgrgo and,u—:c/N du = x Za T —a O
k=0 0 0 k=0

Fiir die stochastische Version dieser Aussage ben6tigen wir noch ein Hilfsmittel
aus dem Gebiet der probability metrics. Es setzt Konvergenz beziiglich der
Wasserstein-Metrik und schwache Konvergenz miteinander in Beziehung. Die
Wasserstein-Metrik ist definiert als

dw(p,v) == inf{E[X —Y|: L(X) = p,L(Y) = v},

wobei g und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafie sind. Der Einfachheit halber
schreiben wir dw (X,Y") anstelle von dw (L£(X),L£(Y")). Das folgende Lemma er-
gibt sich auch als Spezialfall von Theorem 6.3.3 in [Rac91]. Die Argumentation
im zweiten Teil des hier angegebenen Beweises kann jedoch im nachfolgenden
Satz noch einmal verwendet werden.

Lemma 2.3 Seien X, X,, n € N, nichtnegative Zufallsvariablen mit jeweils
existierendem Erwartungswert. Dann sind &dquivalent, jeweils mit n — oo,

(i) dw(Xn,X) — 0,

(i) Xp 2% X und EX,, — EX.

Beweis. (i) = (ii): Zu £(X,) und L£(X) existiert aufgrund der Infimumsei-
genschaft von dw eine Folge (Y,,) von Zufallsvariablen auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum mit £(Y,) = £(X,) fir alle n € Nund L(Y) = L(X), fiir

13



2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

die nach Voraussetzung gilt
ElY, -Y| - 0 mitn — oo.

Da alle beteiligten Erwartungswerte existieren, folgt die Verteilungskonvergenz
aus der Chebyshevschen Ungleichung, die Konvergenz der Erwartungswerte
trivialerweise aus der Dreiecksungleichung.

(ii) <= (i): Fiir diesen Beweisschritt bendtigen wir zwei Hilfsmittel. Nach dem

zweiten Teil von Theorem 5.4 in [Bil68]| gilt: Sind Z,Z;,Z,, . .. nichtnegative Zu-

fallsvariablen mit jeweils existierendem Erwartungswert, und gilt Z, dstr, 7

sowie EZ,, — EZ, jeweils mit n — oo, so ist {Z, : n € N} gleichgradig inte-
grierbar. Weiter besagt ein Standardresultat zur gleichgradigen Integrierbar-
keit, dass fiir eine Folge von Zufallsvariablen Z;,Z5, ... gleichgradige Integrier-
barkeit und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen eine weitere Zufallsvaria-
ble Z ein notwendiges und hinreichendes Kriterium bilden fiir die Konvergenz
von Zy gegen Z im Mittel, d.h. E|Z, — Z| — 0 (siehe z.B. [Bau74], Satz 20.4).

Nach dem Einbettungssatz von Skorohod lassen sich nun Zufallsvariablen Y
und Yy, k € N, auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(,P)
finden, so dass sogar Y, — Y mit n — oo fast sicher gilt. Insbesondere kon-
vergiert (Y,,) dann in Wahrscheinlichkeit gegen Y, und die beiden Hilfsmittel
implizieren E|Y;, — Y| — 0. Damit folgt sofort

dw(Xn,X) < E|Y, = Y| = 0. O
Das folgende Lemma ist eine Erweiterung von Lemma 1 aus [DGO07|. Der Be-

weis unterscheidet sich vor allem durch den Gebrauch der Wasserstein-Metrik
wesentlich von dem dort gegebenen.

Lemma 2.4 Unter den Bedingungen (2.2) und (2.3) gilt

_ distr
a S, —

Soo

sowie Ea™" S, — ES4, jeweils mit n — oo.

14



2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

Beweis. Die Behauptung ist nach Lemma 2.3 dquivalent zu
dw(afnsn,soo) — 0, n — oo.

Dies wiederum folgt nach der Dreiecksungleichung fiir die Wasserstein-Metrik
sofort aus den beiden Teilaussagen

n—1

dyy <a"5n,za’fyoo,nk> - 0 (2.5)
k=0
n—1

und dw (Sw,ZakYm,nk> — 0. (2.6)
k=0

Wir betrachten zunédchst (2.6). Da Y 0,Ys0,1, ... unabhéngig sind und dersel-
ben Verteilung geniigen, gilt

n—1

n—1 _
dw (Som Z akYoo,nk> = dw (Som Z akYoo,k>

k=0 k=0
o} n—1
Z OlikYOOVk — Z OtikYoovk
k=0 k=0

o0
=) a FRY.
k=n

nach Definition (2.4) von S. Der verbleibende Ausdruck ist eine Nullfolge in
n, da a > 1 und EY o endlich ist.

IN

E

Fiir den Nachweis von (2.5) benutzen wir eine Variante der Quantilkonstruk-
tion. Sei (Up)nen eine Folge von unabhingigen, jeweils auf dem Einheitsin-
tervall gleichverteilten Zufallsvariablen. Seien Fj, die Verteilungsfunktionen zu
Yy, k € N, und sei F' die Verteilungsfunktion zu Y,,. Dann definieren wir

Vi =F, Y(Uy) und Yo :=F Y(Uy) fiir k € N.

Dabei bezeichnet G !(z) := inf{y € R : G(y) > z} die Quantilfunktion
zu einer Verteilungsfunktion G. Klar ist, dass dann gilt £(Y;) = £(Y}) und

L(Ysor) = L(Ys ) fiir alle & € N. Aufgrund der Unabhéngigkeit von {Y} :

15



2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

k € N} bzw. {Uy, : k € N} haben also auch (Y1,...,Y;) und (Y1,...,Y;) eben-

n
so dieselbe gemeinsame Verteilung wie (Yoo,1,Yo0,2,---) und (Yoo 1, Yoo 2, - - -)-
Daraus folgt nun mit S, := >"7_; Y}, dass gilt

E(Sn) - E(Sn) (2.7)
Weiterhin erhélt man durch Umkehr der Summationsreihenfolge

n—1 n—1
ainSn =distr a " Z Yok = Z aik(ai(nik)ynfk)a n €N,
k=0 k=0

und es folgt nach Dreiecksungleichung

n—1
dw <OlnSn, Z Otkyoo,nk>

k=0
n—1 n—1
S E Z a*k (a*(nfk)ynik) _ Z aikYoo,nfk
k=0 k=0
n—1 n—1
< Z OtikE‘Oli(nik)Ynfk - Yoo,nfk‘ = Z aikmnfk;
k=0 k=0
mit
T = E‘ ?oo,k — Olikffk‘, keN

Der Wert von xp hdngt von Uy, nur iiber dessen Verteilung ab. Die zum Anfang
des Beweises analoge Konstruktion kénnen wir also durchfiihren mit U ~
unif (0,1), Y2 := F~Y(U) und Y} := F, ' (U). Wir erhalten

z, = EYL — o %Y.

Nach Konstruktion und als Konsequenz aus dem Einbettungssatz von Skoro-
hod konvergiert a *Y; — Y., mit k — oo fast sicher. Wie im zweiten Teil des
Beweises zu Lemma 2.3 benutzen wir die dort verwendeten zwei Hilfsmittel,
um auch hier aus den Voraussetzungen (2.2) und (2.3) zu folgern, dass (xy)
eine Nullfolge ist. Mit Lemma 2.2 folgt insgesamt die Behauptung. U
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2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

Wir definieren nun eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen {Q,, : n € [0,1]}
durch
Qn = L(|-log, Sec+ 1)) fiir0<n<1. (2.8)

Der folgende Satz zeigt, dass der normierte Erneuerungsprozess sich dieser Fa-
milie asymptotisch ndhert. Dabei erhalten wir entlang solcher Folgen (¢,), fiir
die {log, t,} konvergiert, sogar Verteilungskonvergenz. {x} bezeichnet dabei
den fractional part einer reellen Zahl z, also {z} =z — [z].

Satz 2.5 Gelte (2.2), (2.3) und sei L(Y) stetig. Ist (¢, )nen eine Folge reeller
Zahlen mit ¢, — oo und {log, t,} — n fiir ein n € [0,1], so gilt mit n — oo

L(Ny, — logatn]) = Q.
Beweis. Wir definieren zwei Abkiirzungen: Fiir n € N sei

kn = |log, tn], und 7, := {log,t,}.

Das erneuerungstheoretische Standardargument (2.1) liefert hier fiir beliebiges
j € Z und n so grof, dass j > —k,,

P(Ny, —kp =3j) = P(Skutj <tn) — P(Skutjt1 < tn)-

Wir betrachten zunachst nur den ersten Ausdruck auf der rechten Seite. Fiir
das gegebene Ereignis gilt die folgende Aquivalenz:

Skptj Stn = —log, (a*k"*jSknﬂ-) +n, > —log, (a*k"*jtn) + Tn
und auf der rechten Seite bleibt nach Vereinfachen

—log, (a*k"*jtn) 4+ = kn+j—log,tn +1n = 7.

Nach Lemma 2.4 und dem continuous mapping theorem (siehe z.B. [Bil68,
S. 31]) konvergiert mit n — oo

distr

floga(ofknijk"H) — —log, Seo- (2.9)
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

Um nun links 7, und rechts n hinzuaddieren zu kénnen, ohne dabei die Ver-
teilungskonvergenz zu storen, gebrauchen wir Theorem 4.1 aus [Bil68]. Dieses
Theorem besagt, dass fiir Zufallsvariablen X, X1,Xs,... und Z,Z,,Z5,... mit

Xn AT ¥ und Zn D Z gilt, dass X, +Z, distr, X+ 7. Wir verwenden diesen
Satz mit X,, = —loga(a*k”*jSknﬂ-) und Z,, = n,. Nach Voraussetzung ist

(nn) eine konvergente Folge reeller Zahlen, insbesondere konvergiert (7,) also
in Wahrscheinlichkeit. Zusammen mit (2.9) folgt aus dem zitierten Theorem

— log,, (a*k"*jSan) + N ﬂ —log, Soc + 1 (2.10)

mit n — oo. Analoges gilt, wenn wir den Index j um eine Position nach rechts
verschieben.

Um nun den Grenziibergang
P(Skn+j < tn) — P(loga Soo > ])a n — oo,

aus der soeben nachgewiesenen Verteilungskonvergenz zu folgern, miissen wir
noch zeigen, dass die Verteilungsfunktion von —log, So+n in j stetig ist. Dies
ist insbesondere der Fall, wenn S, eine stetige Verteilungsfunktion besitzt.
Nach Voraussetzung ist £(Y,) stetig, und aus der Definition (2.4) von S
erhalten wir die Verteilungsgleichheit

L(Ss) = L{a1S8x) * L(Yio).

Damit ist £(Ss) eine Faltung mit mindestens einer stetigen Verteilung und
damit selbst stetig.

Insgesamt haben wir also

P(Ny, = kn = j) = P(=logy Sec +1 2 j)
— P(—log, Sec +n>j+1)
n

= P(|-log, Seo+ 1| =j) = ({7})

und damit folgt die Behauptung. U
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2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesses

Wir wollen die Aussage dieses Satzes nun verallgemeinern in dem Sinne, dass
die Familie {@,, : n € [0,1]} fiir beliebige Folgen (t,) mit ¢, — oo den asym-
ptotischen Ersatz einer Grenzverteilung darstellt. Dazu ben6tigen wir zunéchst
noch eine Stetigkeitsaussage.

Lemma 2.6 Ist Sy stetig, so ist die Abbildung

0,1] 37— Qy = L(|—1logy Seo + 1))

stetig im Sinne der Verteilungskonvergenz.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir eine Folge (1,,) € [0,1]" mit 5, — 1 die
schwache Konvergenz

Qu. > Qy

erfiillt ist. Sei also (7,,) eine solche Folge. Dann gentiigt zu zeigen, dass fiir jedes
j € 7Z gilt, dass

lim Qy, ({5}) = @u({7})-
Sei also j € Z. Aus dem Beweis zu Satz 2.5 ist bekannt, dass

an({]}) = P(_loga‘soozj_nn) - P(_logaSoon"i'l_nn)-

Nach Voraussetzung ist die Verteilung von S, stetig, somit ist die Verteilung
von — log, S« ebenfalls stetig und es folgt

P(*logaSoonfnn) *P(*loga5m2j+1*77n)
— P(=logy Sec > j—n) — P(—log,Sec >j+1—1)
= Qn({]}) O

Der Totalvariationsabstand zweier Wahrscheinlichkeitsmafie 4 und v auf einem
messbaren Raum (£2,2) ist definiert als

drv(p,v) = ;lég[\u(B) —v(B)).
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

Sind die Wahrscheinlichkeitsmafie auf abzdhlbaren Mengen wie in diesem Fall
auf 7Z konzentriert, so gilt

1 , .
drv(mv) = 5 3o |u{ih) — v({3))
JEZ
Des Weiteren konvergiert eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen, die al-
le auf derselben abz&hlbaren Menge konzentriert sind, nach Scheffés Lemma
(siehe z.B. [Bil86], S. 218) genau dann in Verteilung, wenn der Totalvariati-

onsabstand zum Grenzmak im Limes verschwindet. Wir kénnen die Aussage
von Satz 2.5 also formulieren als

lim dTV(E(Ntn ~ |log,, th),Qn) —0 (2.11)

n—oo

fiir alle Folgen (t)nen, fir die gilt, dass ¢, — oo und {log, t,} — 7, jeweils
mit n — oo.

Damit ergibt sich eine neue Formulierung von Satz 2.5, die auf die Beschran-
kung der Konvergenz entlang bestimmter Teilfolgen verzichtet:

Satz 2.7 Gelte (2.2), (2.3) und sei L(Y) stetig. Dann ist
Jim dry (£(N; = 1080 t1), Qquog, ) = O.
Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung
a(t) = drv (['(Nt - Uoga tJ)vQ{loga t})
und a,(t) = drv (E(Nt — |log, tJ)aQn)-

Angenommen, es existiert eine Folge (¢, )nen mit ¢, — oo und a(t,) — ¢ > 0.
Dann existiert dazu eine Teilfolge (¢, ) mit

limsup {log, t,} = kli)rgo{loga tnyt =: 1.

n—oo

Nach der Formulierung (2.11) der Aussage von Satz 2.5 gilt dann a,(t,,) — 0.
Zusammen mit Lemma 2.6 folgt a(t,,) — 0. Widerspruch. O
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

2.2 Asymptotik der Einfiigetiefe bei DST

Sei nun (Up)nen eine Folge unabhéngiger, auf dem Einheitsintervall gleichver-
teilter Zufallsvariablen. Sei (T},)nen, die Folge der (zufélligen) DSTs, die von
der Folge der U, erzeugt werden (vgl. Kapitel 1). Wir betrachten fiir eine feste
Folge 6 € {0,1}"' den Pfad entlang eines Baumes T},, n € N. Dabei sei X,,(6) die
Lange des Pfades. Diese Grofie wird in der Literatur oft als unsuccessful search
bezeichnet, da sie Aufschluss iiber die Zeitkomplexitédt einer (vergeblichen)
Suchoperation gibt (vgl. [Mah91, S. 271]).

Man kann 6 auch als eine Intervallschachtelung fiir den Wert )27, 27k0, €
[0,1] ansehen; die Intervalle haben die Linge 27*, k € N. Fragt man sich, mit
welcher Wahrscheinlichkeit U, ;1 in das Intervall der Liange 2% fillt, das von
01, ...,0y definiert wird, so wird klar, dass fiir n € Ny und k£ < n gilt

P(Xp11(0) =k +1|Xa(0)=k) = 27%. (2.12)

Auflerdem sieht man an (2.12), dass (X"(O))neN eine homogene Markovkette
auf dem Zustandsraum Ny ist: Fiir die Verteilung von X,,1(#) sind bedingt
unter X, (0) die Werte von X,,_1(6), X,_2(0),..., Xo(0) unerheblich. Diese
Markovkette ist ein sog. reiner Geburtsprozess (es gibt nur Zustandswechsel
von k nach k + 1, £k € Ny), daher kann sie {iber die Verweilzeiten in den
einzelnen Zustinden beschrieben werden. Ein Ubergang vom Zustand & in den
Zustand k+1 findet statt, wenn eine der U-Variablen in ein durch 6 bestimmtes
Intervall der Linge 2% fillt. Die Wartezeit Y}, fiir dieses Ereignis ist damit
geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit 27%, das heifit, es gilt fiir

alle k e N
P(Yy=j) = (1—27*)/ Lokl e
Die Verweilzeit im Zustand 0 ist dadurch konstant auf 1 festgelegt.

Diese Markovkette erscheint auch als ein Spezialfall des approzimate coun-
ting. Aus der Motivation, beim Zihlen von h&ufig auftretenden Ereignissen
Speicherplatz zu sparen, entwickelte zunachst Morris in [Mor78] die Idee, die
explizite Zahlung jedes einzelnen Ereignisses zu ersetzen durch einen Z&hler,
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

dessen Wert sich nur mit einer vom Z&hlerstand abhéngenden Wahrscheinlich-
keit erhoht. Im Fall einer Wahrscheinlichkeit von 2% bei Zéhlerstand k € N
erhalten wir die obige Markovkette. Verallgemeinert wurde dieses Prinzip un-
ter anderem von Flajolet, Kirschenhofer, Louchard und Prodinger in [Fla85],
[KP91], [Pro94] und [LPO08]. Das Hauptinteresse gilt dort dem Erwartungs-
wert und der Varianz des (zufélligen) Zahlerstands nach einer grofen Anzahl
von Ereignissen. Mit iiberwiegend analytischen Methoden werden asympto-
tische Resultate nachgewiesen, die von sehr kleinen periodischen Funktionen
Gebrauch machen.

Nun stellen wir den Zusammenhang zu der im vorigen Abschnitt untersuchten
Erneuerungstheorie her. Interpretiert man die Verweilzeiten als Lebensdauern,

so ist (X,,(B))neN
achtete) Erneuerungsprozess zu den (ebenfalls diskreten) geometrisch verteil-

nichts anderes als der (nur zu diskreten Zeitpunkten beob-

ten Lebensdauern. Wir iiberpriifen zunachst die Bedingungen (2.2) und (2.3):
Mit o = 2 gilt fiir £k — oo

P(aikYk >z) = P(Y; > [aka)

9 [2Fz] -1
(1—2T> — ei2$ = P(YOOZIE)
X

mit einer mit Parameter 2 exponentialverteilten (und damit trivialerweise ste-
tigen) Zufallsvariable Y,,. Wegen EY;, = 2¢~! ist die Bedingung an die Er-
wartungswerte trivialerweise erfiillt, nach Satz 2.5 gilt also fiir alle gegen oo
konvergierenden Folgen (n,,)men von natiirlichen Zahlen mit {logy ny,} —

fiir m — oo, dass
distr

Xnm (9) - [log2 nmJ — Qn~

Dabei ist wie oben @, fiir € [0,1] die Verteilung von | —log, Soc + 7] und
o0
Soo —distr Z 27kaoo,k (213)
k=0

mit unabhéngigen Exp(2)-verteilten Zufallsvariablen Y 1, k& € Np.
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

Zusatzlich zu der aus Abschnitt 2.1 gefolgerten Verteilungsasymptotik wollen
wir eine Oberschranke fiir den Totalvariationsabstand der beteiligten Wahr-
scheinlichkeitsmafe angeben. Um dies zu erreichen betrachten wir zunichst die
Kolmogorov-Smirnov-Distanz von 27 "5,, und S. Dazu zunichst ein Lemma,
welches die Handhabung von Kolmogorov-Smirnov-Absténden erleichtert. || -
|lo bezeichne die Supremumsnorm.

Lemma 2.8 (a) Seien X, Y Zufallsvariablen und fx eine Dichte zu X. Dann
gilt
dgs(X, X +Y) < ¢|fxllec + P(|Y]| >¢) Ve>0.

(b) Sind zusétzlich X und Y unabhéngig, so ist

dgs(X, X +Y) < [[fx[lEY].

(c) Sind f und g Dichten, so folgt

IN

1f *glle < [ £lloo-

Beweis. Fiir eine Zufallsvariable Z mit Dichte f gilt fiir alle c € R und € > 0

P(Zele,c+e) < ellfloo. (2.14)

Sei nun ¢ > 0. Dann ist
P(X<z-¢) < P(X+Y <z)+P(Y|>¢)

und
PX+Y <2z) < P(X<z+4+c)+P([Y]|>c).

Also gilt

P(X<z—c)-P(Y|>¢)<P(X+Y <z)<P(X <z+c)+P(Y|>e),
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

und somit folgt

P(X+Y <z)- P(X <2z
< max{P(X <z+c)+P(|Y|>c) — P(X < z),
P(X<z)-P(X<z-¢)+P(Y]|>c)}
= max{P(X € (z,z+]),P(X € (z —¢,2]) } + P(]Y| > ¢).
Beide Terme im Maximum werden nach (2.14) durch ¢||fx||c nach oben be-
grenzt, damit folgt Teil (a). Sind nun X und Y unabhéngig, so gilt
P(X <z)-P(X+Y <)
= P(X<z,Y >0)+P(X <z,Y <0)
~P(X+Y <2,Y>0)-P(X+Y <zY <0)
=PX<z<X+YY>0)+PX+Y<z<XY <0)

= / P(X§x<X+y)PY(dy)+/ P(X +y <z < X)PY(dy)
Y >0 Y <0

Y Y
< /Y Rl PY )+ /Y ol lx] P (a)
= [l fxlloEY |

Damit ist Teil (b) gezeigt. Sind nun f und g Dichten, so gilt fiir alle z € R

(Fro)a) = [ " f(gle — 1) de

IN

/ 1flloog(@ — 1) dt = £l 0

Eine hilfreiche Erkenntnis beim Beweis des folgenden Satzes ist, dass sich der
natiirliche Logarithmus beschrédnken lasst durch

1
1-— < logze < x—-1, z>0.
T

Die zweite Ungleichheit ist dabei sofort klar. Fiir die erste setzen wir zunéchst
xz = 1 ein und erhalten in diesem Fall Gleichheit; beim Vergleich der Ableitun-
gen stellt man fest, dass 1—1/x fiir # < 1 schneller wéchst als der Logarithmus,
fiir x > 1 ist es umgekehrt.
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

Setzen wir nun 1 — z in diese Ungleichungskette ein und beschranken den
Giiltigkeitsbereich auf das offene Einheitsintervall, so ergibt sich

< log(l—z) < —z, ze€(0,1).
1-=z

Alle beteiligten Ausdriicke sind negativ, nach Multiplikation mit —1 erhalten
wir durch Kehrwertbildung

! 1< L <1 € (0,1) (2.15)
T ~ —log(l—2) — 2’ v e '

Satz 2.9 Sei a; := 1 und a, := (—log(1 — 27 "*1))~1 fiir n = 23,.... Sei

weiter ¢, := 2"a,, !, sowie v > 1 die eindeutige Losung von ye! =7 = 1/2. Dann
gilt fiir alle n € N

dxs(2 "Sn, Seo) < ((L+7)Can+2)27 ™

Beweis. Sei (Zy)ren eine Folge unabhéngiger, jeweils Exp(1)-verteilter Zufalls-
variablen. Wir definieren

Y, = |apZi| + 1.
Dann gilt fiir j € N
P(Yy <j) = P(axZy < j) = P(Zp < —jlog(1-27%)) = 1-(1-27F+1)7,
also ist Yy ~ Geom(27%*!) und 27" 37_, ¥ hat dieselbe Verteilung wie
27"8S,,. Nach Definition (2.4) von Sy, und aus der Tatsache 2717, ~ Exp(2) =

L(Yy) folgt weiter, dass Soo =distr Y .peq 2 " Zk. Schlielich stellen wir noch
fest, dass durch Umkehren der Summationsreihenfolge folgt

n n n
2y 27 = 27 Y 0 e =dise )27 2
k=1 k=1 k=1
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

Die folgenden drei Hilfsaussagen beenden nun den Beweis:

n n
#1(n) := dks (2" Z Vi, 27" Z 04ka> < no,*
k=1

k=1

n
Z 2k1Zk> <na,ly+27",
k=1

¢3(n) := dks (Z 2757, 2ka> <27
k=1 k=1

n
(]52(77,) = dks <2n Z agZ, 27"
k=1

denn es gilt

n

diks (27" S, Seo) = dxs <2n Z Vi, Z 2ka>

k=1 k=1

Aufgrund der Definition von Y} gilt offensichtlich

n n
Vo = 2*"Zaka < 2,,12?]{: < Vp,+n2",
k=1 k=1

und das bedeutet fiir die beteiligten Verteilungsfunktionen eine punktweise
Ungleichungskette in umgekehrter Richtung. Damit lasst sich der maximale
Abstand der Verteilungsfunktionen von 27" %"}, Y} und V,, abschétzen durch

$1(n) < dgs(Vn, Vi + 127 ").

Vy, ist eine Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen; sind also fy;,, fz und
gn Dichten zu V,,, Z; und 2 "oy, Z,, so folgt aus g,(z) = 2",  fz(2"a, z),
dass

272
||9n||oo = _HfZHoo = (n-
Qn

Lemma 2.8.(c) impliziert || fv, oo < ||9|loc = ¢n und Lemma 2.8.(b) liefert

¢1 (n) < Cnn2in-
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

Aus (2.15) erhalten wir fiir k € N

und damit ist
n n n
0 <2y M1z -2y "z <27 7.
k=1 k=1 k=1

Wir wollen Lemma 2.8.(a) anwenden und dafiir zunéchst die dort auftretenden
Wahrscheinlichkeiten abschétzen.

Die momenterzeugende Funktion zu Zj ist

o0
1
Eetz’“ = / etwefw dr = ]_—t’ 0 S t< ].,
0

damit gilt nach der Markovschen Ungleichung

n
1 n
P Zp > < *"W( )

firalle0 <t < 1. Mit ¢t =1 — 1/ (wegen v > 1 ist dies innerhalb des fiir ¢
zuldssigen Bereiches) wird die Oberschranke zu

(fﬂt)n = (e )" =2,

und somit ergibt sich mit demselben Ordnungsargument wie oben und ¢ = n~y
in Lemma 2.8.(a)

(bg(n) = dks <Z agZ, Z 2k1Zk>
< dks (Z agZg, Z apZy + Z Zk)
k=1 k=1 k=1

n’)/HfZaka ||00 + 27”
myap ! + 277,
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

denn nach Lemma 2.8.(c) ist die Supremumsnorm der Dichte von > _; ayZj
kleiner gleich der der Dichte von «;,Z,. Dies ist exponentialverteilt mit Para-
meter a,, !, und dieser Parameter gibt auch das globale Maximum der zugehé-
rigen Dichte an.

Die Abschétzung von ¢3 geschieht schlieflich mittels Lemma 2.8.(b): Da die
Zufallsvariablen Z;, k = 1,2,... unabhéngig sind, gilt

¢3(n) = dks (ZQka,ZQka—i- z 2ka>
k=1 k=1

k=n+1
o0
—k
Y 2kg,
k=n+1

< fwallooE

bl

wobei fyy, eine Dichte zu W, := Y_7_, 2 **1Z; ist. Es gilt dabei || fw, [loo <
1f2]lc =1 und

[ee]
= Y 2'Ez =27,
k=n+1

[o¢]
Y 2tz

k=n+1

also ¢3(n) < 27" O

E

Bemerkung 2.10 Mittels eines geeigneten numerischen Verfahrens erhélt man
v = 2.678347. Die verwendete Oberschranke in Satz 2.9 ist damit fiir n < 5
trivial, da sich ein Wert grofer als 1 ergibt. Die Beschaffenheit der Folge ((,)
ermoglicht so die Abschdtzung (1 + v)(, < 15/2 fiir n > 6 und wir erhalten
als alternative Formulierung des obigen Satzes

dks (27n5n, SOO) < (%n + 2)27n.

Weiterhin ist 15/2n + 2 < 8 fiir n > 4. Damit kénnen wir die Aussage des
Satzes vereinfachen zu

dks (27" Sn, Seo) < m27 3.

Mit den Abschétzungsmoglichkeiten fiir den Kolmogorov-Smirnov-Abstand
von 275, und S, aus Bemerkung 2.10 nehmen wir nun eine &hnliche Aus-
sage fiir den Totalvariationsabstand von L(X,(6) — [logyn]) und Qqiog, n}
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

in Angriff. Fiir bessere Lesbarkeit schreiben wir wieder &, := [log,n| und
Nn := {logy n}. Wieder einmal bendtigen wir ein kleines Lemma aus der Ana-
lysis:

Lemma 2.11 (a) Fiir k € Z ist
o0 .
o2 = (1+ k)2 R
j=k

(b) Fiir x € Ry gilt
Y27 < (1+a)2tT
jzz

(c) Fiir |t < 2 gilt

o

i < (=)

k=1

Beweis. Wir zeigen zunidchst Teil (a) mit vollstandiger ,zweiseitiger Induk-
tion: Fiir £ = 0 betrachten wir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Parameter 1/2, deren Erwartungswert als die linke Summe geschrieben werden
kann. Dass selbiger gleich 2 ist, verifiziert dann den Induktionsanfang.

Weiter gilt

= > 27 =(2+kr2 " +r2F
j=k
= (14 k)21F,

und diese Aussage lasst sich fiir £ < 0 als Induktionsschluss von k auf k& — 1
verwenden wie auch, fiir £ > 0, als Schluss von k auf k& + 1.

Fiir Teil (b) definieren wir die Funktion g : R — R durch g(z) := (14 z)2! 2.
Betrachtet man die Ableitung, siecht man leicht, dass g links von log,(e/2)
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

streng monoton wachsend, rechts davon streng monoton fallend ist. Fiir z >
log,(e/2) =~ 0,442 kénnen wir also Teil (a) mit k = [z| verwenden, und erhal-
ten die Oberschranke durch ein Monotonieargument. Weiter ist g(0) = g(1) =
2 und g(x) > 2 fiir x € (0,1), also folgt die Behauptung auch fiir diesen Fall.

Zum letzten Teil des Lemmas: Bekannterweise lisst sich der Logarithmus in
der Potenzreihenentwicklung um 1 schreiben als

o0

J
log(1—=z) = a:_ x| < 1.
Jj=1 i
Damit ergibt sich
o0 1 o
_ —k
k=1 k=1
2 o (27Kt
= (L) = (550 )
j=1k=1 J j=1 =

Nun ist der Wert der inneren geometrische Reihe gerade 1/(2 — 1) und damit
kleiner oder gleich 271, Damit schiitzen wir insgesamt nach oben ab:

= 1 ox o (t/2)1
kl:[llzkt = p(z; j )
= exp(—2log(1 —t/2)) = (1—1t/2)2 O

Satz 2.12 Firn e Nund ¢ € (0,1) gilt

ny —(1-¢) .
a1y (£(Xn = ka), Qp,) < (53(1— ¢)logyn + 14) (5 + Gexp(—n°).
Beweis. Seien ¢ € (0,1) und n € N fest. Wir wollen

drv (L(Xn — kn),Qp,) = > _|P(Xn — kn =3) — Qn.({5})]

JEZ
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

nach oben begrenzen. Dafiir betrachten wir zunéchst die beteiligten Ausdriicke
einzeln: Es gilt nach (2.1) fir j > —k,
P(X, —kn=37)=P(Xn =7+ kpn)
= P(Sk,+5 < 1) — P(Sk,+j41 < 1),

sowie

Q. ({7}) = P([— 1083 Seo + 1] = J)
P(—logy Seoc > j — M) — P(—1ogy Seo 27+ 1 1n)
= P(2M18,, <n) — P@2FTITIS < n).

Da die Verteilungen von Sy, und 2 "§S,, denselben Kolmogorov-Smirnov-Ab-
stand haben wie die von 27 "T*»%JS, und 2¥*JS_ (und analog mit j + 1
anstelle von j), lasst sich also abschétzen

|P(Xn—kn=3) — Qn,({i})]
< | P(Skoys <m) = P25, <n)
+ |P(Sk,4j+1 < n) — P2k HiHls < n))|
< dks (2iknijskn+ja Soo) + dks (2ik"7jilskn+j+1a Soo)

Nun spalten wir die oben angefiihrte Summe auf. Fiir diejenigen Summanden,
deren Index nicht kleiner als —¢k,, ist, erhalten wir

Y PXn —kn=1) — Qu.({j})]
j>—ekn

< Z (dKS(2ikn7jSkn+jaSoo) + dKS(2ik"7j715kn+j+1aSoo))a
jz—¢kn

Indexverschiebung liefert mit Bemerkung 2.10

15 15 .
< 22 2)2*9 (— i1 2)2*9*1
< X (Five2le(Futne

J>(1—€)kn

27 . 45 .
20 - 4 =2 5]

<H Y e f Yo
J>(1—¢e)kn J>(1—¢e)kn
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

und mit Lemma 2.11.(b) ergibt dies

45

27 .2~ (1=e)kn—1 1 - (=)o + 1)21~(1=€)kn

IN

< (45(1 — €)ky, + 72)2" (7SRl

Fir j < —e¢k, verwenden wir die Dreiecksungleichung. Dazu schitzen wir
zundchst den Tail von Sy, mit Hilfe der Markovschen Ungleichung ab. Nach
(2.13) gilt

(e}
Soo =distr E Yy
k=0

mit £(Y}) = Exp(2¥) und Y7,Ys, ... unabhingig; wegen £(2 Yy, 1) = L(Y)
bedarf dies keiner weiteren Begriindung. Als direkte Konsequenz daraus ist

oo

1
S0 _
RetS> = ||1727kt, it < 2,
k=1

die momenterzeugende Funktion zu S, also folgt mit Lemma 2.11.(c)

1 2
P(Sy, > ) < e*tw( ) lt < 2. (2.16)

= 1—1t/2

Weiter gilt
N [P(Xn — ko = 5) — Qu.({3))]
j<—ckn
P(Xp — kn < —ckn) + Qn, ((—00, — cky))

<
< P(Xn < (1=¢)kn) + P(|—logy Seo + 1] < —ckn). (2.17)

Fiir den ersten Ausdruck ziehen wir wieder das erneuerungstheoretische Stan-
dardargument (2.1) heran:

P(X, <(1-g)kp—1) = P(X, < [(1-e)k, —1])
= P(Sia-epa1) 2 1)
— P2 kg ) > p L0k
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2.2 Asymptotik der FEinfiigetiefe bei DST

dies wiederum ist nicht weiter von P(Sy > 2~ (1=¢)kn—1]) weg als die ent-
sprechende Kolmogorov-Smirnov-Distanz aus Bemerkung 2.10. Somit gilt

P(Xp,<(1-ekn—1) < (125 (1—e)kn — 1) + 2) -9~ [(-e)kn 1]

+ % exp(—n27(175)k"),

wobei wir (2.16) mit ¢ = 1/2 verwendet haben.

Fiir den zweiten Summanden in (2.17) verwenden wir wieder Abschitzung
(2.16), diesmal mit t = 1:

P([— logy Soo + | < —cky, — 1) < P(— logy Seo < (1 — €)ky, — log, n)
< P(So > n2-(179)kn)
< dexp(—n2 (k).
Wir fassen zusammen:
drv (L(Xp = kn), Qy,) < (45(1 — e)ky + 72) (et
( (1= e)kn — 1) + 2) Lo Lok -1
+ %exp( n2" (1*6)’“") (2.18)
+ dexp(—n2 (179,
Nun ist
n2 (ke — po-(1-9)logznt(1-){logzn} _ pe . 9(1-<){logyn}

und da der Exponent der Zweierpotenz nicht negativ wird, kann man dies
nach unten durch n° abschitzen. Damit erhalten wir fiir die letzten beiden
Summanden in (2.18) insgesamt die Oberschranke

Gexp(—ns),

grob abgeschétzt, denn 16/9 + 4 < 6. Fiir die {ibrigen Summanden stellen wir
fest, dass wegen {logyn} <1 gilt

27(178)]{!" —

_ o (18) g(l-e){legyn} (E)*(H)’
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

und wir kénnen die ersten beiden Summanden in (2.18) nach oben begrenzen

durch s —(1e)
(53(1 — )y + 14) : (5) .

Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.13 Die Oberschranke des vorhergegangenen Satzes erscheint
auf den ersten Blick etwas uniibersichtlich. Fiir grofie n ist es jedoch fiir be-
liebiges festes ¢ immer der erste Summand, der langsamer gegen Null strebt.
Aus Satz 2.12 kann man also die folgende Aussage erhalten:

Zu v < 1 existieren ein C > 0 und ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt

dry (L(Xp = kn), Qn,) < C-logyn-n7.

Im Sinne einer Konvergenzgeschwindigkeit ,verliert® auferdem der Logarith-
mus gegen die Potenz. Damit folgern wir schlieftlich

drv (E(Xn - kn)a an) = O(ni’y)a n — oo,

fiir alle v < 1.

2.3 Darstellung der Grenzverteilung

Fiir die im vorhergegangenen Kapitel erhaltene Grenzverteilung wollen wir
nun mit Hilfe von charakteristischen Funktionen eine Darstellung der Ver-
teilungsfunktion dieser Grenzverteilung erhalten. Hauptansatzpunkt ist dabei
eine Partialbruchzerlegung. Ahnliche Darstellungen erhalten auch Louchard
in [Lou87] und Flajolet in [F1a85|, diese verwenden jedoch einen wesentlich
analytischeren Zugang und arbeiten u.a. mit Mellin-Transformationen.

Lemma 2.14 Seien b:=[[72,(1 ~ 277) und, fiir k € N,

ap = <b’i:[i(l — 21'))1.
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2.3 Darstellung der Grenzverteilung

Dann gilt fiir alle z € Z

o0
Qn Z ag exp 2k+"717$).

k=1
Beweis. Sei zundchst n € N fest. Wir beginnen mit einer Partialbruchzerle-
gung von [[r_;(1 —27%2)~ 1. Der Ansatz

n

ﬁ 1-2 =Y ana(1-27F2) 7" (2.19)

k=1
fiihrt nach geeigneter Multiplikation und Einsetzen von z = 2" mitk = 1,... n
auf
k—1 . n—k . -1
Ank = (H(l -2) [J(- 21)) :
j=1 j=1

Dieses Vorgehen zur Bestimmung der Koeffizienten in der Partialbruchzerle-
gung nennt man mitunter auch die ,Zuhaltemethode®.

Nach (2.7) ist £(Sx) eine Faltung von Exponentialverteilungen. Die charak-
teristische Funktion zu Exp(2*) lautet z ~ (1 — 27%2)71, also steht auf der
linken Seite von (2.19) die charakteristische Funktion zur Faltung Exp(2) %

.. % Exp(2™). Auf der rechten Seite von (2.19) steht eine Linearkombination
charakteristischer Funktionen, die zu einer Mischung von Verteilungen gehort.
Dies geht hier jedoch iiber die iibliche Mischung von Wahrscheinlichkeitsmafen
hinaus, da die Koeflizienten a,, ;, alternieren. Beziiglich der Verteilungen lasst
sich (2.19) also nach dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen
schreiben als

n

Exp(2) « Bxp(2®) % ... % Exp(2") = Y _ an s Exp(2"). (2.20)
k=1

Wir wollen nun auf beiden Seiten den Grenziibergang n — oo betrachten, um

daraus
o0

£(50) = Y ax Bxp(2")

k=1
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2 Die DST-Pfadlinge als nicht-homogener Erneuerungsprozess

zu erhalten. Aus (2.20) folgt sofort

n

PY1+...4Y,>x2) = Zan,k exp(—z2F), x>0,

k=1
wobei Y}, ~ Exp(2F) fiir £ € N und Yi,...,Y, unabhingig. Dabei reicht uns
flir x > 0 die punktweise Bildung des Limes. Mit der Stetigkeit von unten
steht nach dem Grenziibergang links P(So, > ), rechts brauchen wir zwei
zusétzliche Erkenntnisse. Dass gilt

lim a, = ag,
n— o0

ist dabei leicht zu sehen. Auflerdem brauchen wir ein Argument fiir die Zulas-
sigkeit der Vertauschung von Limes und Summe. Sei z > 0. Dazu definieren
wir das Mafl v, auf N durch

ve({k}) = exp(—z2F).

Mit frn i N = R, k= lgepang, k € N, gilt [|falloe <571 Da 14(N) < 0o
folgt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz mit f := lim, o fn

nan;oZa"’k exp(—22F) = lim Nl{l,...,n}fn dvy,

n—00
k=1

o0
= /f dv, = Zakexp(—x2k).
N k=1
Damit folgt fiir x € Z
Qn((~o0,2])

P(|-logy Sec + 1] < )
P( logy Seo <:c+1—77)
P(Seo > 2 @ 1) (2.21)

akP(?k > 271’714_17)

p”qg

ES
Il

1

g-a-ltutk) O

ol

ag exp(—

ES
Il

1

Diese Darstellung kénnen wir verwenden, um die Zahldichte dieses Grenzmafes
zu skizzieren, siche Abbildung 2.2.
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Abbildung 2.2: Massenfunktionen & +— @, ({k}) fiir verschiedene Werte von 7.
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Baume

In digitalen Suchbdumen finden sich schnell statistische Fragestellungen und
Anwendungen. Eine naheliegende Fragestellung ist zum Beispiel folgende: An-
genommen, man beobachtet die Tiefe eines einzelnen Pfades, wie sollte man
die Zahl der Knoten im gesamten Baum schitzen? Auf die Problematik des ap-
prozimate counting (vgl. S. 21) iibertragen ist dies sozusagen der stochastische
Riickschluss von einem Zé&hlerstand auf die Anzahl der gezdhlten Werte.

Eine weitere Fragestellung aus dem Bereich der Statistik ist dann diese: Ist
ein bindrer Baum gegeben, kann man anhand seiner Struktur erkennen, ob
dieser durch den BST- oder den DST-Algorithmus entstanden ist? Gibt es
vielleicht sogar eine einzelne Kenngrofie, die die relevante Information fiir diese
Unterscheidung bereits vollsténdig enth&lt?

Bei DST-erzeugten bindren Bdumen untersuchen wir zunéchst die Moglichkeit,
das Likelihood-Prinzip auf das Problem des Schitzens der Knotenzahl n an-
zuwenden. Beobachtet wird dafiir die Lénge eines vorgegebenen Pfades, deren
Verteilung wir im vorhergegangenen Kapitel untersucht haben. Der Schétzer
fiir den Parameter (!) n, der sich daraus ergibt, wird unter asymptotischen
Gesichtspunkten wie auch im Vergleich zu anderen Schitzern betrachtet. Im
darauffolgenden Abschnitt geben wir Konfidenzschranken fiir die unbekannte
Anzahl der Knoten an. Hier kdnnen wir die asymptotischen Schlussfolgerun-
gen in Kapitel 2 verwenden und approximative Konfidenzschranken angeben.
Schliefilich wenden wir uns dem oben beschriebenen Entscheidungsproblem

z\u.

Fiir bindre Bdume, die aus dem BST-Algorithmus hervorgehen, sind die ent-
sprechenden Resultate zum Teil bereits bekannt. Daher beschrianken wir uns
fiir den BST-Fall auf einen kurzen Abschnitt zu approximativen Konfidenzin-
tervallen.
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

3.1 Schatzen der Knotenzahl

In einem zufélligen digitalen Suchbaum mit unbekannter Anzahl n von Knoten
wird entlang eines Pfades 6 € {0,1}!' die Tiefe K := X, (#) des externen
Knotens beobachtet. Die Knotenzahl soll anhand dieser Beobachtung geschéatzt
werden.

Aus dem vorigen Kapitel iibernehmen wir die Darstellung von X,,(6) als Mar-
kovkette. Es gilt P(X,;1(8) = k + 1/ X,,(8) = k) = 2% und daraus folgt

P(Xn(0)=k) = 2% P(Xpn41(0) =k +1,X,(0) = k)
= 2 P(X,(0) < k+1< Xp11(9))
2k

[P(Xn41(0) > k+1) — P(X,(0) > k+1)],
denn (X,,) hat fiir festes  nur Spriinge der Héhe 1. Wir benutzen das erneue-
rungstheoretische Standardargument (2.1), S. 9, und erhalten
P(X,(0) =k) = 2% [P(Sgs1 <n+1) — P(Sky1 < n)]
= 2% P(Sp 1 =n+1).
Dabei ist (Sy) die Folge der Partialsummen zu (Yy), mit Y ~ Geom(2'~*) fiir

k € N und (Yj) unabhéngig. Insbesondere erkennt man an dieser Darstellung,
dass die Verteilung von X, (6) nicht von der Wahl von 6 abhéngt.

Das Problem der Maximierung von n +— P(X,(6) = k) fiir festes k ist also
dquivalent dazu, das Maximum der Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von
Sk+1 zu finden.

Lemma 3.1 Fiir jedes k& € N besitzt die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion
von Sy ein eindeutiges Maximum.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Wir nutzen zunéichst das Kon-
zept der diskreten Unimodalitdt, wie es von Keilson und Gerber in [KGT71]
entwickelt wird, um zu zeigen, dass fiir die Folge (p,) mit

pn = P(Sp=n), neN,
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3.1 Schéitzen der Knotenzahl

(mindestens) ein M € N existiert, so dass
Pn = Ppp1 firn < M,
Pny1 < pp firn > M.

In der Notation von [KGT71] heifit eine solche Verteilung (diskret) unimodal.
Dariiberhinaus sind solche Verteilungen streng unimodal, deren Faltung mit
einer beliebigen unimodalen Verteilung wieder unimodal ist. Zwei Resultate
aus [KGT71] werden nun verwendet:

e Die Klasse der streng unimodalen Verteilungen ist unter der Faltung
abgeschlossen.

o Geometrische Verteilungen sind streng unimodal.

Es ist klar, dass hieraus sofort die strenge Unimodalitidt von S}, gefolgert wer-
den kann.

Nun zum zweiten Teil des Beweises. Wir zeigen, dass es kein n > k gibt mit

Pn = Pn+1-
Zerlegen wir nach den Werten der Y7, ...,Y, so erhalten wir
Pn = Z P(Y1=j1,...,Yx = ji)
1<,k
Jit-FJp=n

k
_ Z H217i(1 _ gliyii-l

1<j2,..jp 1=2
Jot.Hjp=n—1

k
— 9~ k(k=1)/2 Z 9= i,(i-1)(Gi-1) H(Qifl — 1)t
1<j2;-sJk i=2
Jo+...+jr=n—1
Die ,feinste“ Zweierpotenz in dieser Summe wird dabei fir 1 = jo = ... = jp_1

und jr = n — k + 1 erreicht, die verbleibende Potenz einer ungeraden Zahl ist
wieder ungerade. In der Summe kommen nun nur ,grébere* Zweierpotenzen
hinzu, also ist p, ein ungerades Vielfaches von

_ o (k-1)(n—k/2) _. N

o—k(k—1)/2—(k—1)(n—k)
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Analog ist p,11 ein ungerades Vielfaches von

27(k71)(n+17k/2) — 217kN

und damit kénnen p,, und py,41 nicht gleich sein. O

Die Identifikation dieses eindeutigen Maximums ist jedoch nicht trivial — man
rechnet mit einer Maximalstelle in der GroRenordnung von 2%, Es gibt jedoch
einen numerisch gut zuginglichen Weg iiber eine Rekursionsvorschrift fiir die
Wabhrscheinlichkeitsmassenfunktion zu X, (6).

Fiir das Zustandekommen des Ereignisses {X,,(0) = k} gibt es zwei mogliche
vorhergehende Situationen: {X,,_1(0) = k} und {X,,_1(0) = k—1}. Nach dem
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist also
P(Xn(0) = k) = P(Xn(0) = k| Xn 1(0) = k) - P(Xn1(0) = k)
+ P(Xn(e) = k|Xn71(9) =k— 1) ’ P(anl(e) =k - 1)
= (1-2MP(X,_1(0) =k)+2 *1P(X,_1(0) = k- 1),

vergleiche (2.12). Schreiben wir abkiirzend py, 1 := P(X,(6) = k) so erhalten
wir die etwas iibersichtlichere Darstellung

Pnk = (1 - 27k)pn71,k + 217kpn71,k71 (31)

Damit konnen wir die Maximum-Likelihood-Schatzfunktion k — nam. (k) be-
rechnen: Folgende R-Zeilen erzeugen einen Vektor der ersten kmax Werte dieser

Funktion.
1 kmax <- 20
2 nmax <- floor (2~ (kmax+.5))
3
4 p <- matrix (0,nmax,kmax)
5 pli:nmax,1] <- (1/2)~(1:nmax-1)
6
7 for (n in 2:nmax)
8 pln,2:kmax] <- (1-2"(-(2:kmax))) * p[n-1,2:kmax]

9 + 2°(1-(2:kmax)) * p[n-1,2:kmax-1]
10
11 ml <- which.max(p[,1])

12 for (k in 2:kmax)

13 ml <- c(ml, which.max(p[,k]))
14

15 ml
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3.1 Schéitzen der Knotenzahl

Das oben erwdhnte exponentielle Wachstum fiihrt jedoch schnell zu einer re-
chenzeitbedingten Beschrankung in der Wahl von kmax. In Tabelle 3.1 sind
die Werte des Maximum-Likelihood-Schétzers fiir einige (kleinere) Werte von
k angegeben. Durch die zusétzliche Berechnung des Logarithmus des jeweiligen
Schatzwertes kommen wir bereits der Asymptotik auf die Spur.

(k) | log, A(k) k| ak) | logy a(k) k| k) | logya(k)
2 1 7| 162 7.339850 13| 10462 | 13.35287
4 2 8| 325|8.344206 14 | 20925 | 14.35294
8 3 9| 652 9.348728 15| 41852 | 15.35301

19 | 4.247928 10 | 1306 | 10.35094 16 | 83706 | 16.35304
39 | 5.285402 11 | 2614 | 11.35204 17 | 167415 | 17.35307
80 | 6.321928 12 | 5230 | 12.35260 18 | 334831 | 18.35307

S UL W N =

Tabelle 3.1: Werte des ML-Schétzers fiir kleine Beobachtungen &

Betrachtet man in Tabelle 3.1 die letzten Werte des logarithmierten Schétzers,
so kénnte man vermuten, dass log, (k) — k gegen einen festen Wert konver-
giert. Wir wollen diese Vermutung mit einigen heuristischen Uberlegungen
stiitzen, eine genauere Untersuchung wird Gegenstand von [DG09] sein.

Die Schatzfunktion, deren Werte wir oben numerisch bestimmt haben, lautet

AmL(k) = argmax P(X,(0) = k).
neN

Damit api (k) mit grokem k nicht in der Unendlichkeit verschwindet, betrach-
ten wir die normierte Variante

logy (AmL(k)) — k.

Dabei gilt wegen der Bijektivitdt des Logarithmus als Funktion von R-g nach
R

log, argmax P (X, () = k) = argmax P(Xo(0) = k),
neN v€logy N

wobei logos N = {v e R : 2 € N}.
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Mit demselben Bijektivitiatsargument fiir die lineare Abbildung x — = — k
verschieben wir nun die Maximalstelle, indem wir die Argumente der argmax-
Bildung entsprechend anpassen:
10g2 ﬁML(k) -k = argmaXP(X2u+k = k)
I/EAk
Dabei ist Ay := logyN — k = {vr € R : 2¥*F ¢ N}. Diese Mengenfolge ist
isoton, denn mit z € Ay existiert eine natiirliche Zahl n mit z = logyn — k,

und da mit n auch 2n € N ist, gilt x = log,(2n) — 1 — k = log,(2n) — (k + 1),
d.h. z € Ay, 1. Weiterhin liegt der Grenzwert

A = fj Ak
k=1

dieser Mengenfolge dicht in R. Es gilt sogar noch mehr. Zu jedem a € R
existiert eine Folge (ay)reny mit ap € Ay fiir alle & € N und limy_, o, ap = a:
Sei a € R beliebig, dann ist [257¢] € N fiir alle k¥ € N und

a = logy[2"*9] —k € A

leistet das gewiinschte, wie man mit der Stetigkeit des Logarithmus leicht

einsieht:
[ k+a1
lim a; = lim (1og2[ gk+a) —k) — log, lim< > — logy2° = a.
k— oo k— o0 k— o0 2k

So liegt es nahe, zu schlieffen, dass also

lim (logy Aimi(k) — k) = argmax lim P(X,, (0) = k)
k—o0 veR k—oo

mit ny, := |2Y7*| gilt. Nach Satz 2.5 erhalten wir auf der rechten Seite

P(Xn,(8) = k) = P(Xn,(0) - [logyni] = —[v]) = Quy(=1v]),
also insgesamt

lim (log, amL(k) — k) = argmax Q3 (—|v]) ~ 0.3530830.
k—oo veR
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3.1 Schéitzen der Knotenzahl

Mit diesem rein analytischen Ergebnis fiir die Schatzfunktion kénnen wir zu
einer Konsistenzaussage fiir den Schétzer selbst gelangen. Dafiir stellen wir
zunéchst fest, dass mit wachsendem n auch die beobachtete Pfadliange gegen
unendlich strebt. Formal:

lim P,(K >C) = 1
n— 00

fiir jedes feste C > 0. Mit ¢ als Maximalstelle der Funktion v — Qg3 (—|v])
gilt also
P,(|loggime — K — (| >¢) = 0

mit n — oo fiir alle € > 0. Daraus folgt

27K ame B 2¢ ~ 1,2773.

Es bleibt die Frage, ob der berechnete Schitzer erwartungstreu ist, und wie
sich seine Varianz mit wachsender Knotenzahl verhélt.

Wir betrachten zunichst einen weiteren Schitzer fiir die Knotenzahl, der sich
offensichtlich vom Maximum-Likelihood-Schétzer unterscheidet:

ho(K) = 25 — 1.

Im Kontext des approximate counting ist C), der (zufallige) Z&hlerstand nach
Z&hlung von n Objekten. Durch eine leichte Differenz in den Anfangsbedin-
gungen erhalten wir auf den Fall des digitalen Suchbaums bezogen L(K|n) =
L(Cr—1). In diesen Kontext iibertragen finden wir die folgenden Resultate zu
Erwartungswert und Varianz dieses Schétzers in [Fla85]. Dort steht in Pro-
position 0: E2¢» = n + 2 und var(2°") = n(n + 1)/2. Der Ansatz ist dabei
insofern verschieden, als dass grundsétzlich von einem bekannten n ausgegan-
gen wird.

Unter der Bedingung, dass n der ,wahre“ Parameter ist, erhalten wir als Er-
wartungswert des Schitzers ng

E,fg = E(291 — 1) = n,
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

der Schétzer ist also erwartungstreu. Fiir die Varianz ergibt sich
n(n — 1)
5

Natiirlich ist eine Varianz in der Gréfienordnung vom Quadrat der geschétzten

varn(ﬁO(K)) = var(2c"*1) =

Grofe nicht gerade ein Zeichen fiir die Zuverléssigkeit des Schitzers. Anderer-
seits ist aber ebenso klar, dass sich aus der Beobachtung einer einzelnen Pfad-
linge kaum das Aussehen des Baumes in den iibrigen Pfaden erraten l&sst.

Um nun die Uberlegungen zum Schiitzen der Knotenzahl abzuschlieRen, wollen
wir die betrachteten Schiitzer vergleichen. Aus den vorhergehenden Uberlegun-
gen wird dabei klar, dass gilt
Am(K)
fo(K)

in Wahrscheinlichkeit, mit wachsender Knotenzahl. Asymptotisch schitzt also

— 26

der Likelihood-basierte Schétzer bei identischer Beobachtung immer um einen
Faktor von 2¢ ~ 1.27 grofer als der erwartungstreue Schitzer.

3.2 Konfidenzschranken

Beobachtet man wieder die Tiefe K des externen Knotens entlang eines festen
Pfades 6 € {0,1}"", so lassen sich Konfidenzschranken fiir die Gesamtzahl der
Knoten angeben. In der Situation des approximate counting lassen sich diese
Schranken verwenden, um, basierend auf dem Wert des Zahlers, stochastisch
préazise Aussagen iiber die Anzahl der gezdhlten Ereignisse zu machen.

Zunichst ein paar Voriiberlegungen: Zu einem « € (0,1) definieren wir
e - N — N,
o k — inf{n e N: P(S;, <n) > 1-a},

wobei L(Sg) = ;?:1 Geom(2!77) wie oben. 9,(k) ist also das (1 — a)-Quantil
der Verteilung von Sj. Offensichtlich ist k + S in dem Sinne monoton wach-
send, dass fiir k,n € N gilt

P(Sy<n) >1—-a = P(Sx_1<n) >1-a,
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3.2 Konfidenzschranken

also ist 9, (schwach) isoton. Weiter definieren wir

Yo t(n) = inf{k € N : 9o(k) > n}

in gewisser Analogie von Verteilungs- und Quantilfunktion. Eben diese Ana-
logie inspiriert das folgende

Lemma 3.2 Fiir alle k,n € N gilt

voln) < k< Po(k) > n.

Beweis. Seien n,k € N. Wegen der Isotonie von 1), folgt aus 1, (n) < k, dass
k€ {j € N:1¢q(j) > n}, also ist 1, (k) > n. Sei umgekehrt 1, (k) > n, dann
muss auch ¥, 1(n) < k gelten. O

In ihrer Eigenschaft als Quantilfunktion erfiillt a — ¢4 (k) natiirlich die Glei-
chungen

P(Si <va(k)) >1—a und  P(S; < a(k)) < 1—a. (3.2)

Damit konstruieren wir nun die Konfidenzschranken.

Satz 3.3 Beobachtet man entlang des Pfades 6 € {0,1}" die Tiefe K des
externen Knotens, so ist

1-a(K) bzw. Yo(K +1)

eine (1 — a)-Konfidenzunterschranke bzw. eine (1 — a)-Konfidenzoberschranke
fiir die Gesamtzahl n der Knoten des Baumes.

Beweis. Es ist fiir alle n € N zu zeigen, dass

Py(n>1Y1 o(K)) > 1—« sowie Poin<t¢a(K+1) > 1«
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

gilt. Fiir die Unterschranke folgt dabei aus Lemma 3.2
Pa(n > wa(K)) = Pa(n > ¢1-a(K) — 1)
(1/)1 a TL +1 > K)
= Po(Xn(0) < ¢y lo(n+1))
(
(

S

P, S¢11a n1) >n)

P, S‘/’lla nt1) >n+1)

Setzt man in Lemma 3.2 k = t4(n), so erhilt man v, (¢, 1(n)) > n, also
ergibt sich mit (3.2)

Pn(n2¢1fa(K)) > Py (S¢1 o (n+1) > P1-al(¥r a(n+1)))
>1-1-1-a)=1-a

Fiir die Oberschranke erhalten wir analog nach Lemma 3.2

Pa(n < (K +1)) = Po(K +1> 6,1 (n))
= Pa(Xn(6) 2 95" (n) — 1)
= Pn(Swgl(n)i1 < mn).

Setzen wir in Lemma 3.2 k = ! (n) — 1, so erhalten wir n > 94 (¢, (n) — 1),
und damit kénnen wir weiter abschitzen

Pn(5¢;1(n)71 <n) > Pn(5¢;1(n)71 < ¢a(¢;1(n) -1) > 1-a

nach Gleichung (3.2). O

Bemerkung 3.4 Zur tatsichlichen Berechnung der beschriebenen Schranken
wollen wir zwei verschiedene Ansétze vorstellen.

e So, wie die Funktion 3 definiert wurde, liegt es nahe, die Verteilung
von Sy fiir vorgegebenes k zu untersuchen. Dazu bedienen wir uns der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen und einer Computeralgebra-

Software wie etwa Maple. Es ist
pz

-, — R
z 1—(17p)z’ z €
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3.2 Konfidenzschranken

die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zur geometrischen Vertei-
lung auf N mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, somit ergibt sich als erzeu-
gende Funktion zu *le Geom(2! %)

Die folgende Befehlsfolge liefert also ¢4 (k) fiir verschiedene Werte k und
a:

1 g := (z,n) -> product((2~(1-1i)x*=z)

2 /(1-(1-2"(1-1))*z),i=1..n):
3 for a in [0.95, 0.975] do

4 for k in [2,3,4,5,6,7] do

5 j = 0:

6 quant := 0:

7 while quant < a do

8 j = j+1:

9 quant := quant + coeff(series(g(z,k),

10 z=0, j+1),
11 z,j):

12 end do:

13 printf ("psi_%g(%d) = %d\n", a, k, j):

14 end do:

15 end do:

Leider ist der (insbesondere algebraische) Rechenaufwand sehr hoch.

Als weitere Moglichkeit ergibt sich ein Zugang zur Verteilung von S
durch das erneuerungstheoretische Standardargument (2.1) zusammen
mit der Rekursion (3.1). Wir arbeiten mit dem vorher angegebenen R-
Programm weiter und speichern die Werte der Verteilungsfunktion in
der Tabelle pkumul:

1 pkumul <- matrix(0,nmax,kmax)

2 pkumul[,1] <- p[,1]

3 for (k in 2:kmax)

4 pkumul [ ,k] <- pkumul[,k-1]1 + pl[,k]

5

6 alpha <- .9

7 konfober <- which.max(pkumul[,1] <= alpha)
8 for (k in 2:kmax)

9 konfober <- c(konfober,

10 which.max (pkumul[,k] <= alpha))
11 konfober
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Damit erh&lt man einen Teil der in Tabelle 3.2 angegebenen Werte, die man
natiirlich auch, etwa wie in Tabelle 3.3, zu Konfidenzintervallen zusammenfas-
sen kann. Hierbei arbeiten wir zunéchst mit equal tails. Allerdings ist zu be-
denken, dass die Konfidenzintervalle umso kleiner werden, je weniger man die
Konfidenzunterschranke beriicksichtigt: Nehmen wir beispielsweise das 0.95-
Konfidenzintervall, so ist dessen Lange 593 fiir £ = 7. Die Konfidenzober-
schranke mit denselben Parametern ist aber 538, wir erhalten also ein kleineres
Konfidenzintervall, indem wir nur die Oberschranke beriicksichtigen. Als Al-
ternative kann man auch Likelihood-basierte Konfidenzintervalle betrachten.

3.3 Approximative Konfidenzschranken (DST)

Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass 27 %S, mit & — oo in Verteilung gegen S
konvergiert. Dies kénnen wir fiir eine Approximation der Konfidenzschranken
verwenden, indem wir fiir die Funktion ¢ anstelle der Quantile von S dieje-
nigen von 2FS., verwenden. Sei also

Yo(k) == inf{z > 0: P(Ss < 27%z) > 1 - a},

dann ist analog zu Satz 3.3 91 o(K) eine approximative (1 — a)-Konfidenz-
unterschranke fiir den unbekannten Parameter n.

Aus der Definition von 1/~J ist sofort ersichtlich, dass gilt

@Za(k) = 2k'1/;a(0)'

Es geniigt also, die Quantile von S, zu bestimmen um daraus durch Multipli-
kation mit der der Beobachtung entsprechenden Zweierpotenz die Konfidenz-
ober- und -unterschranken zu erhalten.

Wir verwenden die Darstellung von £(Ss) als Pseudo-Mischung von Expo-
nentialverteilungen aus Abschnitt 2.3. Daraus ergibt sich

P(Sw<z) =1 P(Sc>z) = 1Y a; P(Y; >x),
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wobei E(?J) = Exp(2/) fiir alle j € N und a; definiert wie in Abschnitt 2.3.
Mit £(27Y;) = Exp(1) folgt weiter
P(Seo <z) = 1- Za]-P(2]Y} >2z) = 1- Zaj exp(f27:v).
7=1 7=1

Da die Betrédge der Koeflizienten a; sehr schnell sehr klein werden, ldsst sich die
Verteilungsfunktion gut auf numerischem Wege bestimmen. Eine graphische
Darstellung der Verteilungsfunktion findet sich in Abbildung 3.1, die numeri-
schen Werte dazu stehen in Tabelle 3.5. Einige approximative Werte fiir die
Konfidenzschranken stehen in Tabelle 3.4. (Die Tabellen finden sich auf den
Seiten 61 bis 63.) Man sieht leicht, dass bereits bei kleinen Werten die Asym-
ptotik sehr gut greift.

3.4 Approximative Konfidenzschranken (BST)

Fiir bindre Bdume, die aus dem BST-Algorithmus hervorgehen, gibt es eine
Interpretation der Pfadlinge eines vorgegebenen Pfades 6 € {0,1}" als Anzahl
von Rekorden. Sind Uj,Us, ... unabhéngige, auf dem Einheitsintervall gleich-
verteilte Daten, r1 := 1 und, fiir & € N,

Ry = U,

. mit 7y = min{j > ry : U; < Ry},

dann ist Ry > Ry > ... eine absteigende Folge von Rekorden. Dies ist genau
die Folge der Datenwerte, die entlang des Pfades (0,0,...) besucht werden.
Beschrankt man sich auf die ersten n Datenwerte, so ist die Linge dieses
Pfades die Anzahl der absteigenden Rekorde in der Folge Uq,...,U,. FKinen
analogen Zugang findet man ebenso fiir einen beliebigen Pfad 6. In der Tat
ergibt sich (im Gegensatz zum Geburtsprozess bei DST) in diesem Fall fiir die
Verteilung der Pfadldnge eine Faltung von Bernoulliverteilungen. Unabhéngig
von 6 ist stets fiir n € N

L(Xn(0)) = %4 Ber(%).
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Abbildung 3.1: Verteilungsfunktion F' von Soo

Der Suche nach einem Schétzer fiir die Gesamtzahl an Daten ausgehend von
einer vorgegebenen Anzahl von Rekorden haben sich bereits Moreno Rebollo
et al. in [MBCB96] gewidmet. Sie schlagen drei verschiedene Schétzer vor, de-
ren Asymptotik von Cramer in [Cra00] untersucht wird. Wir beschéftigen uns
daher in diesem Kapitel fiir den BST-Fall nur mit approximativen Konfidenz-
schranken.

Ist nun X,, die Anzahl der Rekorde in Us,...,U,, so ergibt sich aus dem
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3.4 Approximative Konfidenzschranken (BST)

zentralen Grenzwertsatz, dass mit n — oo gilt

X, —logn aistr

Vdlogn

mit einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z (vgl. z.B. [ABN98, S.
12]). Dieses Resultat ist auch im Zusammenhang mit dem BST-Algorithmus

Z,

wohlbekannt. Daraus kénnen wir approximative Konfidenzschranken ablei-
ten.

Satz 3.5 Zu «a € (0,1) sei g, das a-Quantil der Standardnormalverteilung.
Weiter sei

Vo (k) = exp(( k+(qa/2)2—qa/2)2), ke N
Beobachtet man entlang eines festen Pfades 6 die Pfadlidnge K, so ist
Ya(K) bzw. 1K)

eine approximative Konfidenzober- bzw. -unterschranke zum Niveau 1 — o fiir
die Anzahl der Knoten im gesamten Baum, approximativ in dem Sinne, dass
mit wachsendem Parameter n das Konfidenzniveau im Grenziibergang n — oo
eingehalten wird.

Beweis. Wir rechnen nach. Da vk + 2 > z fiir alle k € N und alle z € R
gilt fiir x > —/logn

P, <n > exp((\/K+a72 — x)2)> = P, <\/10gn+a7 > \/K+a:2>
= P,((v/logn +2)*> > K +2?)
= Pn(Kflogn < Zx\/logn).

Nun ist L(K|n) = L(X,(0)), also folgt mit der Verteilungsasymptotik

_p (Xn(O) —logn
o Vlogn

< 2:0) — ®(2z), mitn — oco.
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Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
Setzen wir nun x = g,/2 so ergibt sich durch Ubergang zum Komplemen-
tarereignis die Behauptung fiir die Unterschranke. Mit = ¢1_,/2 folgt die
Behauptung fiir die Oberschranke. O

Bemerkung 3.6 Die Bedingung, die wir zu Beginn des Beweises angenom-
men haben, ist fiir interessante Unterschranken trivialerweise erfiillt, da hier
das entsprechende Quantil positiv ist. Wie grof muss nun n sein, damit man
auch bei negativen Quantilen, wie sie sich bei der Oberschranke ergeben, diese
Approximation verwenden kann? Nennt man ny;, denjenigen Wert von n, ab
dem ¢, > —2+/log n erfiillt ist, so ergeben sich folgende Werte

a || 0.90]0.95 | 0.975 | 0.99 | 0.999
i | 2 | 2 | 2 | 4| 1
Fiir Beobachtungen K > 4 kann man also problemlos mit & > 1/100 arbeiten,
ab K > 11 sogar auf o = 1/1000 reduzieren.

Einige Werte dieser Schranke sind in Tabelle 3.6, S. 63, zusammengefasst.
Im Vergleich mit den entsprechenden DST-Werten wird deutlich, dass der
stochastische Unterschied in der Balance zwischen BST und DST erheblich
ist. Fiihrt im DST-Fall eine Erhéhung des beobachteten Wertes um 1 noch zu
ungefidhr einer Verdopplung des Wertes der Oberschranke, ist dies bei BST
der Faktor 4.

3.5 Entscheidungsprobleme

Wie zu Beginn des Kapitels angekiindigt, wollen wir zu einem gegebenen Baum
untersuchen, mit welchem Algorithmus — DST oder BST — dieser Baum ent-
standen ist. Sei dazu ¢ ein bindrer Baum ohne Datenwerte. Mit

Hy : t entstand durch den BST-Algorithmus,
H, : t entstand durch den DST-Algorithmus,
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3.5 Entscheidungsprobleme

haben wir einen Test mit einfacher Hypothese und einfacher Alternative vor-
liegen. Nach dem Lemma von Neyman-Pearson ist damit die Testgrofie fiir
einen optimalen Test durch den Quotienten der Z&hldichten gegeben, denn die
beteiligten Wahrscheinlichkeitsmafie sind beide diskret und besitzen denselben
Tréager, ndmlich die Menge der bindren Bdume mit n Knoten.

Ist nun 7, ein durch den BST- oder den DST-Algorithmus aus einer Folge
Ui, ...,U, von unabhingigen, unif(0,1)-verteilten Variablen erzeugter binirer
Baum, so sind linker und rechter Teilbaum von 7;, bedingt unabhéngig unter
der Knotenzahl im linken Teilbaum. Das bedeutet

P(Tn = t|#L(Ty) = #L(t)) = P(L(Tn) = L(t)|#L(Ty) = #L(t))
- P(R(Ty) = R(t)|#L(Tn) = #L(1)). (3.3)

Fiir den DST-Algorithmus sieht man dies wie folgt: Ausgangspunkt sind n
Eingabedaten Uy, ... ,U,, die unabhéngig sind und derselben unif(0,1)-Vertei-
lung geniigen. Seien nun Uj,...,U;,, 2 < j1 < j2 < ... < jr < n, genau
diejenigen k Datenwerte, die kleiner als 1/2 sind, d.h. deren erstes Bit ,0“ ist.
Dann sind Uj,, ... ,U;, gleichverteilt auf (0,1/2) und unabhéngig von den iib-
rigen Datenwerten. Insbesondere hdngen also linker und rechter Teilbaum nur
iiber ihre jeweilige Grofe voneinander ab. Bedingen wir unter dieser Grofe, so
erhalten wir entsprechend Unabhéngigkeit. Weiterhin ist fiir die Struktur des
linken Teilbaums das erste Bit nicht von Bedeutung, dieses kénnen wir durch
Multiplikation mit 2 16schen. Dadurch erhalten wir fiir 2U;,, ... ,2U;, wieder
die vorausgesetzte unif(0,1)-Verteilung, also einen DST-verteilten Baum mit
k Knoten. Fiir die Verteilung des rechten Teilbaums reicht ein Symmetriear-
gument.

Um auch fiir den BST-Fall die bedingte Unabhéngigkeit zu erkléren, gehen
wir von einer zufilligen Permutation II aus, die gleichverteilt aus der Menge
S, der Permutationen von {1,...,n} ausgewédhlt wird. Aus Kapitel 1 wissen
wir bereits, dass sich damit die Verteilung der BST-erzeugten B&ume nicht
dndert. Die Grofle des linken Teilbaums wird durch das erste Element der
Permutation bestimmt. Streichen wir aus II diejenigen Werte, die kleiner oder
gleich II; sind, so erhalten wir die (immernoch zuféllige) Permutation II_.
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Analog ergibt sich II,. Fiir die bedingte Unabhéngigkeit der Teilbdume ist
nun zu zeigen, dass fiir alle Permutationen 7 € S,, und alle k = 1,... n gilt

P(H, =T, H+ = T4 ‘ Hl == k) == P(H, == 7T,|H1 == k)P(H+ == 7T+|H1 = k)

Dies lasst sich leicht nachrechnen. Es ist
T EeESyitT =a 7y =my, 11 =k}
- #{T €Sp: 11 =k}
1
I V) 1
(n—1)! (k=1 (n—k)

Pl =m_ IIy =my | I} = k)

n—1
k—1
festzulegen. Andererseits gibt es bei festem k genau (k — 1)! Permutations-

denn es gibt ( ) Moglichkeiten, die Positionen der Elemente von 7 in 7

moglichkeiten fiir die Elemente von 7 bzw. (n — k)! fiir 7. Damit folgt

P(Hf :7'(7|]___[1 :k) — #{TESn:T, =T_,T :k}

(n—1)!
(D —k! 1
n—1! (E—1)
und analog
PIly =n I} = k) = ﬁ

Insgesamt erhalten wir die behauptete bedingte Unabhéngigkeit.

Weiterhin sieht man an dieser Rechnung, dass £(II_|II; = k) = unif(Sy_4)
gilt. Der linke Teilbaum hat also bedingt unter seiner Knotenzahl k dieselbe
Verteilung wie ein BST-erzeugter Baum mit k& Knoten. Damit ergibt sich

P(L(Ty) = L) #L(T) = #L(1)) = P(Tyre =L(t).  (3.4)
Analog ergibt sich diese Aussage auch fiir R(T},).

Nun kénnen wir die bedingte Unabhéngigkeit der Teilbdume wie folgt ausnut-
zen.
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3.5 Entscheidungsprobleme

Lemma 3.7

P(T, =) = [ P(#L(Tu(w)) = #L(t(u))).

uct

Beweis. Rekursiv iiber die Anzahl der Knoten. Fiir n = 1 ist die Aussage
trivialerweise richtig, gelte sie also fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner als n.
Multipliziert man (3.3) mit P(#L(T,) = #L(t)), so erhidlt man nach Glei-
chung (3.4)

P(T, =t) = P(#L(Tn) = #L(t)) - P(Tyre = L(t)) - P(Tyre = R(1)).

Wegen #L(t) + #R(t) = n — 1 sind insbesondere #L(t) und #R(t) beide
kleiner oder gleich n — 1, und fiir die duferen Wahrscheinlichkeiten gilt die
Induktionsvoraussetzung, d.h.

P(T, =t) = [[ P#L(Tu(w)) = #L(t(w)))

u€eL(t)
- P(#L(T,) = #L(t))
- [ P#HL(Tu(w) = #L(t(w))).

u€R(t)

Zieht man die ,grofen“ Produkte zusammen, fehlt nur noch der Faktor fiir
den Wurzelknoten, der jedoch in der Mitte der drei Faktoren steht; insgesamt
folgt die Behauptung. O

Bis hierhin konnten wir gleiche strukturelle Eigenschaften von BST- und DST-
erzeugten Bdumen ausnutzen, daher war keine Unterscheidung der Wahr-
scheinlichkeitsmafie notig. Betrachtet man jedoch die einzelnen Faktoren im
vorangegangenen Lemma, so ist schnell klar, dass diese vom erzeugenden Al-
gorithmus abhidngen. Von hier an unterscheiden wir also die Wahrscheinlich-
keitsmafie durch einen selbsterkldrenden Index.

Um die Lesbarkeit weiter zu erhdhen, fiithren wir noch die folgenden Abkiir-
zungen ein. Zu u € t sei

k(u) := #t(u), l(u) := #L(t(u)), und r(u):=#R(t(u)).
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Der BST-bezogene Teil des nachfolgenden Lemmas ist bereits als Theorem 6.1
in [SF96] zu finden.

Lemma 3.8 Ist ¢ ein bindrer Baum mit n Knoten, so gilt

1
PBST(Tn :t) — gm’

1
DST —4) = pl.onueck(m) TT ——
PPST(T, =¢) = n!-2 et gk(u).

Beweis. Nach Lemma 3.7 ist die entscheidende Grofe die jeweilige Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses

{#L(T,) = k}, k=0,...,n—1.

Im BST-Fall heifit dies, dass genau k der Datenwerte Us, ... U, kleiner sind
als Uy, dass also U; den absoluten Rang k + 1 besitzt. Da die Permutationen
der Rénge der Uy, ... U, alle gleichwahrscheinlich sind, folgt

1

PBST(#L(T,) = k) = =, firalle k=0,...,n—1,
n

#L(T,) ist also gleichverteilt auf {0, ... ,n—1}, und damit ist die erste Gleich-

heit bereits klar.

Im DST-Fall ist #L(T},) gerade die Anzahl der Datenwerte, die in das Intervall
0,3) fallen, so man den ersten Wert (die Wurzel) auBer Acht ldsst. Damit er-
gibt sich sofort, dass #L(T},) einer Binomialverteilung geniigt: Ein Experiment
mit Erfolgswahrscheinlichkeit % wird n — 1 mal wiederholt. Damit kénnen wir
Lemma 3.7 benutzen und erhalten

POST(T, =1) = [] (k(u) - 1) ok(u)-1

uct l(u)

Wir schauen uns das Produkt der Binomialkoeffizienten etwas genauer an.
Offensichtlich gilt fiir alle u € ¢,
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3.5 Entscheidungsprobleme

also ist

) (k(u) —1)!
we U u)!(k(u) =1 =1(u))!
)!

k(u)! 1
Hl (W)lr(w)! k(u)

uct

uct

Nun ist jeder Knoten u € t entweder linker oder rechter Nachfolger eines
anderen Knotens u’' € t — mit Ausnahme der Wurzel. Das bedeutet, dass jedes
k(u')! sich genau entweder als [(u)! oder als r(u)! wiederfindet, solange u’ nicht
der Wurzelknoten ist. Leere Teilbdume spielen wegen 0! = 1 hier keine Rolle.
Damit vereinfacht sich das erste Teilprodukt zu

k(w)! )
I ey = @0 ==

und es folgt die Behauptung. O

Als Dichtequotienten erhalten wir damit

Fiir die Summe der Teilbaumknotenzahlen gibt es nun verschiedene Vereinfa-
chungs- und Umformungsméglichkeiten. Wie oft ein einzelner Knoten in der
Summe gezdhlt wird, d.h., in wievielen Teilbdumen ein Knoten vorkommt,
héngt direkt von seiner Tiefe im Baum ab. Es gilt also

D k(w) = Y (h(w)+1) = n+ > h(u)

wobei h(u) die Tiefe des Knotens u bezeichnet. (Vergleiche dazu auch Ab-
schnitt 4.1.2 im folgenden Kapitel.)

Da die Transformation x — 2~% monoton ist, kann man also bemerkenswer-
terweise die Pfadldnge des vorgegebenen Baumes als Testgréfe in einem opti-
malen Test BST gegen DST verwenden.
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

Satz 3.9 Der optimale Test ¢ fiir Hy gegen H; zum Niveau « ist von der

Form
1, falls P(t) < ¢(t)

@(t) = < v, falls P(t) =c(t)
0, falls P(t) > c(t).

Dabei bezeichnet P(t) die interne Pfadlange von ¢ und der kritische Wert ¢(¢)
ist das a-Quantil der Verteilung von P(7,) mit n = #t unter BST.

Beweis. Folgt aus dem Lemma von Neyman-Pearson und den vorhergegange-
nen Uberlegungen. O

Uber die Asymptotik der Verteilung der Pfadlinge im BST-erzeugten Baum
kann man auch einen Test konstruieren, der das geforderte Niveau zumindest
asymptotisch einhélt.

Fiir die Pfadldnge P, eines bindren Baumes gilt unter Hy

P, —2nlogn p.ts. 7

n

mit einer quadratisch integrierbaren und nicht degenerierten Zufallsvariable Z
(Theorem 7.3 in [Mah00]). Damit kénnen wir zu einem vorgegebenen Testni-
veau a € (0,1) eine Folge von kritischen Werten angeben, so dass der Test das
Testniveau asymptotisch einhélt.

Sei dazu g, das a-Quantil der Grenzverteilung, dann erfiillt C,, = ng,+2nlogn
diese Bedingung. Denn es gilt

P, —2nl
PBST(Pn < nge + 2n10gn) = PBST(n—nogn < QQ)

n
— PBT(Z < qy) = o
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3.5 Entscheidungsprobleme

k\a || 0.01 | 0.025 | 0.05| 0.1 ]| 0.9 ] 0.95]0.975 | 0.99

2 2 2 2 2 ) 6 7 8
3 3 3 3 3 12 14 17 20
4 4 ) 6 7 26 31 36 43
5 8 9 11} 13 54 65 76 90
6 14 17 21| 26 110 | 133 155 | 184
7 28 34 42 | 52 223 | 268 312 | 371
8 54 68 83 | 104 448 | 538 627 | 745
91 108 136 | 166 | 208 898 | 1079 | 1258 | 1493
10 || 214 271 | 331 | 415 || 1797 | 2160 | 2518 | 2989

Tabelle 3.2: Werte von v, (k) fiir verschiedene o und &k (DST)

ko] 2] 3| 4] 5] 6] 7] 8] 9

w—p01 You 11 2| 3| 6] 11| 21| 42 83 | 166
' bis || 5|12 | 26 | 65 | 133 | 268 | 538 | 1079 | 2160
o—005 vom 11 2 3| 5 9| 17| 34 68 | 136
bis || 6 | 14 | 31 | 76 | 155 | 312 | 627 | 1258 | 2518

Tabelle 3.3: DST-Konfidenzintervalle zum Niveau 0.9 und 0.95

K\ee | 0.01]0.025] 005| 01| 09| 095| 0975 | 0.99
2 08 1.1 1.3] 1.6 7.0 8.4 98 11.7
3 1.7 21 26| 32 14.1 169 197 234
4 33| 42| 52| 65 28.1 | 33.8| 39.4| 4638
5 6.7 84| 103 13 56.2 | 67.6| 788 935
6 13.3] 169] 207 | 259 1125 1351 ] 157.6 | 187.0
71 267 338 41.3] 519 2249 270.3] 315.1 | 374.0
8| 534 67.6| 82.6]103.7 | 449.8 | 540.5 | 630.2 | 748.1
91 106.7 | 135.2 [ 165.2 | 207.4 || 899.7 | 1081.1 | 1260.5 | 1496.1
10 || 213.4 | 270.4 | 330.4 | 414.9 || 1799.4 | 2162.2 | 2520.9 | 2992.3

Tabelle 3.4: Approximative DST-Konfidenzschranken mittels Qﬁ
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3 Statistische Konzepte fiir bindre Badume

[ =] 0.00] o0.01] 0.02] 0.03] 0.04] 0.05] 0.06] 0.07] 0.08] 0.09]

0.0{/0.0000{0.0000{0.0000{0.0000{0.0000|0.0000|0.0000|0.0000 |{0.0001 |0.0002
0.1{/0.0003{0.0005|0.0008{0.0012{0.0017|0.0023{0.0032|0.0042 (0.0054|0.0068
0.2{|0.0084(0.0103|0.0124(0.0148|0.0175|0.0204 {0.0236|0.0271 {0.0309|0.0349
0.3]|0.0392(0.0438|0.0486 |0.05380.0591|0.0648 |0.0706|0.0768 |0.0831 {0.0897
0.4{/0.0964(0.1034|0.1106 {0.1179|0.1254|0.1331 {0.1410|0.1489(0.1571|0.1653
0.5{|0.1737(0.1821|0.1907(0.1994|0.2081|0.2169|0.2258|0.2347 (0.2436 | 0.2526
0.6{|0.2617(0.2707|0.2798 |0.2889|0.2980|0.3071 {0.3162|0.3253 [0.3344 |0.3434
0.7{/0.3524(0.3614|0.3703 {0.3792|0.3881|0.3969(0.4057|0.4144 (0.4230|0.4316
0.8]/0.4401(0.4486|0.4570(0.4653|0.4735|0.4817|0.4898|0.4978 [0.5057|0.5136
0.9]/0.5214(0.5291|0.5367 |0.5442|0.5516|0.5590 | 0.5662|0.5734 |0.5805 | 0.5875
1.0(]0.5944{0.6012|0.6080|0.6146|0.6212{0.6276|0.6340 |0.6403|0.6465|0.6526
1.1(]0.6587|0.6646|0.6705|0.6762|0.6819(0.6875|0.6930 |0.6985|0.7038|0.7091
1.2(]0.7143|0.71940.7244|0.7294|0.7342|0.7390|0.7438 |0.74840.7530|0.7575
1.3|]0.7619|0.7662|0.7705|0.7747|0.7788|0.7829|0.7869 |0.7908 | 0.7947|0.7985
1.4|]0.8022{0.8059|0.8095|0.8130|0.8165(0.8199|0.8233 |0.8266|0.8299|0.8330
1.5|]0.8362{0.8393|0.8423|0.8452|0.8482(0.8510{0.8538 |0.8566|0.8593|0.8620
1.6(]0.8646|0.8672|0.8697|0.8722|0.8746|0.8770|0.8793 |0.8816|0.8839|0.8861
1.7|]0.8883{0.8904|0.8925|0.8946 |0.8966 |0.8986|0.9005 [0.9024{0.9043|0.9062
1.8(]0.9080{0.9097|0.9115|0.9132|0.9149{0.9165|0.9181 |0.9197|0.9213|0.9228
1.9(10.9243{0.92570.9272|0.9286|0.9300(0.9313{0.9327|0.9340{0.9352|0.9365
2.0(/0.9377)0.9389(0.9401|0.9413{0.9424|0.9436|0.9447|0.9457|0.9468 [0.9478
2.1]/0.9489|0.9499(0.9508|0.9518 (0.9527|0.9537|0.9546 |0.9554|0.9563 [0.9572
2.21/0.9580(0.9588(0.9596 |0.9604 {0.9612|0.9620|0.9627|0.9634|0.9642 {0.9649
2.31/0.9655|0.9662|0.9669|0.96750.9682{0.9688|0.9694 |0.9700|0.9706 {0.9712
2.4110.9717|0.9723(0.9728|0.9734(0.9739|0.9744|0.9749|0.97540.9759 |0.9764
2.5(/0.9768|0.9773(0.9777|0.9782(0.9786|0.9790|0.97940.9798|0.9802 {0.9806
2.6(/0.9810|0.9814(0.9817|0.9821(0.9825|0.9828|0.9831|0.9835|0.9838 |0.9841
2.7(/0.98440.9847(0.9850(0.9853 (0.9856|0.9859|0.9862|0.9865|0.9867 {0.9870
2.8(/0.9872|0.9875(0.9877|0.9880(0.9882|0.9885|0.9887|0.9889|0.9891 {0.9893
2.91/0.9895|0.9898(0.9900(0.9902(0.9903|0.9905|0.9907|0.9909|0.9911 {0.9913
3.0{|0.9914(0.9916|0.9918 (0.9919|0.9921|0.9923(0.9924|0.9926 (0.9927|0.9928
3.1{|0.9930(0.9931|0.9933|0.99340.9935|0.9937|0.9938|0.9939 |0.9940 | 0.9941
3.2{|0.9943(0.994410.9945 (0.9946 |0.9947|0.9948 | 0.9949]0.9950 [0.9951 | 0.9952
3.3{|0.9953(0.9954|0.9955 [0.9956 |0.9957|0.9957 | 0.99580.9959 |0.9960 | 0.9961
3.4{|0.9961(0.9962|0.9963 [0.9964 0.9964|0.9965 | 0.9966 |0.9967 [0.9967 | 0.9968
3.5(|0.9968(0.9969|0.9970(0.9970(0.9971|0.9971{0.9972|0.9973 [0.9973|0.9974
3.6{|0.9974(0.9975|0.9975(0.9976|0.9976 |0.9977(0.9977|0.9978 [0.9978|0.9978
3.7{/0.9979(0.997910.9980(0.9980{0.9980|0.9981 {0.9981|0.9982 (0.9982|0.9982
3.8(|0.9983(0.9983|0.9983 (0.99840.99840.9984 0.9985|0.9985 [0.9985|0.9986
3.9{|0.9986(0.9986|0.9986 {0.9987|0.9987|0.9987(0.9987|0.9988 [0.9988 |0.9988

Tabelle 3.5: Werte der Verteilungsfunktion von So,
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3.5 Entscheidungsprobleme

kE\a| 0.01/0.025| 0.05| 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99
2 1.6 1.7 19| 23 122.8 421.4 1470.0 7830.3
3 23] 28| 33| 43 486.8 1820.0 6776.3 38545.3
4 3.8 4.7 6.0 84 1831.0 7403.9 29317.4 177779.7
5 6.3| 85| 11.4| 17.1 6648.6 28901.9( 121267.9 781938.7
6| 11.0| 15.6| 22.3| 35.7 23528.5| 109410.3| 484854.9| 3315627.6
7| 19.7| 29.7| 44.5| 76.1 81624.0| 404356.1| 1887181.5| 13652649.6
8|l 36.3| 57.6| 90.7|164.8|| 278679.6| 1465642.3| 7186104.5| 54872959.0
9| 68.11113.9]187.9|361.3|| 938993.0| 5227270.3|26866337.3|216091558.1
10/ 130.0|228.6|394.8 | 801.3|| 3128834.7| 18389457.0| 98885454.7 | 836204884.5

Tabelle 3.6: Approximative BST-Konfidenzschranken mittels
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4 Das TeilbaumgroRenprofil

Die Untersuchung von Profilen und Kenngrofien hat eine groffe Tradition bei
der Analyse diskreter Strukturen. Statt eine Struktur direkt zu betrachten,
beschreibt man ausgesuchte Charakteristika und deren Verhalten unter be-
stimmten Voraussetzungen. Meist lassen die erhaltenen Ergebnisse dann wie-
der Riickschliisse auf die eingangs untersuchte Struktur zu.

Das konventionelle Profil eines (bindren) Baumes bildet eine nichtnegative
ganze Zahl k ab auf die Anzahl U}, der externen bzw. internen Knoten auf Héhe
k. Man unterscheidet das externe Knotenprofil und das interne Knotenprofil.
Im Falle des bindren Baumes gehen diese auseinander hervor, weshalb meistens
nur von einem Knotenprofil oder hier insbesondere vom konventionellen Profil
die Rede ist.

Das konventionelle Profil hat insbesondere bei der iterativen Betrachtung des
Wachstums eines binédren Baumes grofte Vorteile: Beim Einfiigen eines Knotens
in einen Baum in Tiefe k£ &ndert sich im internen Profil ausschlieflich Uy, im
externen Profil wachst Uy, um 2, wihrend Ui um 1 abnimmt. Natiirlich muss
bei dieser Betrachtungsweise die Einfiigetiefe k (zumindest ihrer stochastischen
Struktur nach) bekannt sein; die Verteilung von k hingt jedoch meist direkt
von den Werten des Profils ab.

Wir wollen nun die Perspektive auf den Baum &ndern und ein weiteres Profil
einfiihren: Dazu betrachten wir zu einer natiirlichen Zahl j die Anzahl &y, ;
der Knoten, deren Teilbaum aus genau j Knoten besteht. Der erste Index n
bezieht sich dabei auf die Gesamtzahl der (internen) Knoten im Baum. Das
so erhaltene Profil k, = (kpn1,kn2,...) nennen wir Teilbaumgréfenprofil oder
subtree size profile.
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Wie schon in Kapitel 1 angekiindigt, interessieren wir uns vor allem fiir das
Verhalten dieses Profils bei immer grofler werdenden Badumen. Dabei ergeben
sich verschiedene ,interessante Bereiche“ dieses Profils. Bei der Untersuchung
des Anfangsstiickes, also von (ky, 1, ... ,kp q) fiir festes d € N und wachsendes n,
sprechen wir von Mdusen. Die Asymptotik der M&use wird in Abschnitt 4.3.1
fiir den Fall des bindren Suchbaums behandelt. Betrachten wir umgekehrt
die ,groffen Knoten“, so sprechen wir mitunter von FEisbergen. Ein zentrales
Resultat dieses Kapitels ist Satz 4.17, ein funktionaler Grenzwertsatz fiir sto-
chastische Prozesse, die sich aus der Betrachtung dieser Eisberge ergeben.

4.1 Elementare Eigenschaften

Wir wollen zunéchst ein paar elementare Eigenschaften festhalten. Da der
Wurzelknoten stets der einzige Knoten ist, dessen Teilbaum aus allen Knoten
des Baumes besteht, gilt

knn = 1, fir allen € N.

Grofere Teilbdume als den des Wurzelknotens kann es freilich nicht geben,
also

knj = 0, fiir alle n,7 € N mit 7 > n.

Aus diesem Grund ignorieren wir von Zeit zu Zeit die ,leeren“ Komponenten
und schreiben (ky 1, ...k, n) anstelle von (kn 1,kn2,...).

Zahlt man alle Knoten zusammen, so erhédlt man die Gesamtknotenzahl n; dies
ist auch der Fall, wenn wir die Menge der Knoten zerlegen nach der jeweiligen
Grofie ihres Teilbaums. Folglich gilt

o0 n

D kng = kng = n.

, o

j=1
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\\

Abbildung 4.1: Vertauschen von zwei Teilbdumen in gleicher Tiefe. Zum linken Baum
gehort das Teilbaumgréfenprofil (3,1,2,0,0,0,1); rechts ergibt sich nach
Vertauschen der markierten Teilbdume (3,2,0,1,0,0,1).

4.1.1 Abgrenzung zum konventionellen Profil

Die wesentlichen Unterschiede zwischen Teilbaumgréfienprofil und konventio-
nellem Knotenprofil lassen sich insbesondere an solchen Operationen auf Béu-
men festmachen, unter denen diese Profile invariant sind. Ein Beispiel fiir
diese Invarianz ist die Vertauschung von linkem und rechtem Teilbaum ei-
nes ausgewahlten Knotens. Dabei dndern sich ndmlich weder konventionelles
Knotenprofil noch Teilbaumgréfenprofil.

Anders sieht es aus, wenn man zwei Teilbdume vertauscht, deren Wurzelkno-
ten dieselbe Tiefe besitzen. Man iiberlegt sich leicht, dass das konventionelle
Profil hiervon unbeeinflusst bleibt; denn die Anzahl der Knoten auf einem be-
stimmten Level dndert sich nicht. Das Teilbaumgrofenprofil ist unter dieser
Operation jedoch im Allgemeinen nicht invariant. Fin Beispiel zeigt Abbil-
dung 4.1.

Es gibt jedoch eine Mdglichkeit, Teilbdume so zu vertauschen, dass sich das
Teilbaumgroéfenprofil nicht &ndert: Die Teilbdume miissen nur dieselbe Anzahl
von Knoten haben.

Lemma 4.1 Sei t,, ein bindrer Baum mit n Knoten und u,v € ¢, mit #t(u) =
#t(v). Dann gilt: durch Vertauschen von ¢(u) und t(v) &ndert sich das Teil-
baumgrékenprofil von ¢, nicht.
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Abbildung 4.2: Vertauschen von zwei Teilbdumen mit gleicher Knotenzahl. Dass die
konventionellen Profile der beiden Bdume verschieden sind, sieht man
bereits an der unterschiedlichen Gesamthdhe.

Beweis. Wir stellen zunédchst fest, dass sich fiir keinen Knoten auferhalb von
t(u) und t(v) die Knotenzahl seines Teilbaums &ndert: da ¢(u) und ¢(v) dieselbe
Knotenzahl haben, gilt dies auch fiir alle Ahnen von u bzw. v.

Die Beitrdge von t(u) und t(v) zum Teilbaumgrofenprofil &ndern sich jedoch
ebenfalls nicht durch das Vertauschen. Insgesamt bleibt das Profil also kon-
stant. U

Mit diesem Lemma haben wir einen weiteren Unterschied zum konventionel-
len Profil gefunden: Dieses ist ndmlich im Allgemeinen nicht invariant unter
der beschriebenen Vertauschungsoperation. Ein Beispiel hierfiir liefert Abbil-
dung 4.2.
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4.1.2 Interne und externe Pfadlinge

Wir schreiben V (¢) fiir die externe Pfadlédnge eines bindren Baumes ¢, P(t) fiir
die interne. Bereits in Kapitel 1 wurde erwédhnt, dass stets

V(t) = P(t)+2-#t

gilt. Weiterhin ist klar, dass mit h(u) definiert als die Hohe des Knotens u, 0t
als die Menge der externen Knoten von ¢ gilt

V()= Y h(v) und P(t) =) h(u)
vEDt uct

Es ist leicht zu sehen, dass man die Pfadlinge aus dem externen oder internen
Knotenprofil berechnen kann. Desweiteren lésst sich die Pfadldnge aber auch
aus dem Teilbaumgréfienprofil berechnen. Fiir die Beweise in diesem und im
néchsten Teilabschnitt nutzen wir die Abkiirzung t* fiir die Menge ¢\ {0} der
Knoten von ¢ ohne den Wurzelknoten.

Lemma 4.2

n—1
P(t) = Y j-kny.
=1

Beweis. Wir betrachten einen einzelnen Knoten u € t*. Wie oft wird bei der
Berechnung der internen Pfadldnge nun die Strecke von u zu seinem Vorfahr
gezdhlt? Genau so oft, wie t(u) Knoten besitzt. Damit folgt

n—1
Pty =S h(u) = 3 #t(u) = 3 jkny. 0
j=1

uct uet*

4.1.3 Wiener-Index

Fiir einen zusammenhédngenden Graphen bezeichnet der Wiener-Index die
Summe aller Abstdnde zwischen ungeordneten Knotenpaaren. Die Gréfie geht
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

auf den Chemiker H. Wiener zuriick, der damit Korrelationen zwischen be-
stimmten Eigenschaften organischer Substanzen und deren Molekiilstrukturen
nachweisen konnte. Siehe dazu auch [Nei02].

Bezeichnet man den Wiener-Index zu einem bindren Baum ¢ mit WI(¢), so
lasst sich dieser wie folgt berechnen:

Lemma 4.3

WIE) = #t- Y #tlu) = Y (#tw)”.

uet* uct*

Beweis. Fiir zwei Knoten u,v € t sei g(u,v) die maximale Tiefe eines gemein-
samen Vorfahr von u und v. Wir zeigen zunéchst

3 gluw) = S (#t(w)”.

u,vEL uct*

Induktion: Bei #t = 1 sind beide Seiten Null. Sei also #¢ = n und die Aussage
fiir kleinere Bdume bewiesen. ¢ zerféllt in L(¢) und R(t), und da g(u,v) nur
dann verschieden von Null ist, falls u und v beide aus L(t) oder beide aus R(t)
stammen, gilt

Y ogluw) = D gluw) + Y gluw).

u,vet u,veL(t) u,vER(t)

Jetzt schreiben wir ¢*(u,v), wenn wir die Tiefe beziiglich L(t) bzw. R(t) mei-
nen, und erhalten nach Induktionsvoraussetzung

Yoglww)= Y (gFwo)+1) + D (9F(up) +1)
u,vet u,weL(t) u,vER(t)

= 3 (#tW)" + (#L®)" + Y (#tw)” + (#R(1)’

ueL(t)* ueR(t)*

= 3 (#tW)" + > (#t(w)”

ueL(t) uER(t)
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Der Abstand d zweier Knoten ist d(u,v) = h(u)+ h(v) — 2g(u,v), also folgt fiir
den Wiener-Index

2-WI(t)=2 > dup) = > duv)

{uw}cCt u,vEt
=Y h(u) + Y hv) =2 g(uv)
u,vet u,vet u,vet
=24t h(u) — 2 (#T(u)’.
uct uct*

Die Beziehung > ., h(u) = >, o4 #t(u) wurde bereits in Abschnitt 4.1.2
nachgewiesen. O

Natiirlich kann man so den Wiener-Index auch als Funktion des Teilbaumgro-
Kenprofils schreiben: Mit n = #t und (ky1,kn 2, ..) als Teilbaumgréfenprofil
zu t gilt

n—1 n—1 n—1
WI(t) = n‘Zj'knj - Zj2'knj = Zj(n—j)km-
j=1 =1 j=1

4.1.4 Beziehungen zwischen den GroéBen

Offensichtlich lassen sich alle in diesem Abschnitt eingefiihrten Profile und
Kenngréfien fiir einen gegebenen Baum eindeutig bestimmen. Die gesamten
Beziehungen sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Ein Pfeil von A nach B bedeu-
tet dabei, dass sich die Grofe B aus der Grofie A eindeutig bestimmen lésst.
Ein fehlender Pfeil heifit, dass diese Bestimmung im allgemeinen nicht méglich
ist. Dabei liefern Abbildungen 4.1 und 4.2 bereits die n6tigen Gegenbeispiele
fiir die Nicht-Beziehung zwischen Teilbaumgréfien- und konventionellem Pro-
fil. Dass sich der Wiener-Index nicht aus letzteren berechnen lésst, siecht man
ebenfalls an Abbildung 4.1: die externen Profile der beiden Bdume sind gleich
(somit auch die internen), die Wiener Indizes sind jedoch verschieden — ndm-
lich 52 und 50.
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bindrer Baum

N

Teilbaumgréfenprofil externes Profil == internes Profil
Wiener-Index interne/externe Pfadlange

Abbildung 4.3: Beziehungen zwischen Profilen und Kenngréfien

4.2 Rekursive Verteilungsfamilien

Nun konstruieren wir auf der Menge 7T, der bindren Bidume mit n Knoten
eine Verteilung Q). Ausgangspunkt ist eine Familie (u,)ncn von diskreten
Verteilungen, wobei fiir alle n € N gilt, dass u, auf {0,1,... ,n—1} konzentriert
ist. Wir erhalten eine Zufallsgrofe 7;, mit der Verteilung @, wie folgt: Ist I,
eine Zufallsvariable mit der Verteilung pu,, so interpretieren wir I,, als die
Knotenzahl des linken Teilbaums von T;,. Dadurch ist die Zahl der Knoten im
rechten Teilbaum auf n — 1 — I, festgelegt. Dazu fordern wir, dass, bedingt
unter I, linker und rechter Teilbaum von T, unabhéngig sein sollen (vgl.
Abschnitt 3.5). Auferdem habe der linke Teilbaum die Verteilung Qj,, der
rechte die Verteilung Q,_1_1,. Da I, und n — 1 — I, stets echt kleiner als n
sind, reicht nun eine Anfangsbedingung um (Q,,) vollstindig festzulegen. Dazu
setzen wir — vollkommen kanonisch — )y als auf den leeren Baum konzentrierte
Verteilung. Zur Veranschaulichung siehe auch Abbildung 4.4.

Die oben beschriebene Rekursion kénnen wir formalisieren. Ahnlich wie aus der
Summe von unabhingigen Zufallsvariablen auf Verteilungsebene die Faltung
wird, schreiben wir o fiir die Verkniipfung von zwei bindren Bdumen zu einem
neuen Baum. An einen neuen Wurzelknoten wird der links vom Operator ste-
hende Baum links, der rechts stehende rechts angehéngt. Es gilt beispielsweise
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unabhéngig

Abbildung 4.4: Veranschaulichung der Konstruktion von T), als @, -verteilte Zufalls-
grofe

fiir einen bindren Baum t stets
t = L(t) o R(t).

Sei © der entsprechende Operator auf Verteilungsebene, dann lautet die oben
beschriebene Rekursionsvorschrift

Qn = an © anlflna n c Na I, ~ M- (41)

Beispiel 4.4 (a) Ist I,, = n — 1 fast sicher fiir alle n € N, so sind alle rechten
Teilbdume leer. Damit ist ),, auf die nach links absteigenden lineare Liste
konzentriert.

(b) Ist P(I, = n—1) = P(I, = 0) = 1/2 fiir alle n € N, so erhalten wir
ebenfalls eine lineare Liste. Beim Abstieg wird jedoch ,per Miinzwurf*
entschieden, ob es links oder rechts weitergeht.

(c) Ist I, auf {0,1,...,n — 1} gleichverteilt, so erhalten wir fir @,, die Vertei-
lung, die der Binary Search Tree-Algorithmus erzeugt. Dieser Verteilungs-
familie wenden wir uns im néchsten Abschnitt zu.

Die Gleichheit (4.1) lasst sich direkt auf das — nun zuféllige — Teilbaumgréfen-
profil (Kp1,Kp2,...) iibertragen. Die Verkniipfungsoperation o bedeutet fiir
das Teilbaumgrofenprofil die Addition der Profile zu L(7},) und R(T,) sowie
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einem Vektor (0,...,0,1) € R"  der den (neuen) Wurzelknoten représentiert.
Wir erhalten

K, =aistr KI" + Kyllflfln + 5n, n c N, (42)

mit £(K') = L(K,,) fiir alle n € N, 8, = (0,...,0,1) € R* und I, = #L(Tp),
wobei (Kp)nen, (K},)nen und (I;)pen unabhéngig sind. Auch diese Rekursion
lasst sich (einfacher) auf der Ebene der Verteilungen ausdriicken. Schreiben
wir v, = L(K},) so gilt

Un = VI, * Vp—1-1I,, ¥ ‘5(0,...,0,1)a n e N

4.3 Binary Search Tree

Im Sinne dieser rekursiven Verteilungsfamilien ergibt sich nun aus der Kon-
struktion des BST-Baumes die Verteilung von I,,. Die Grofie des linken Teil-
baums ist genau die Zahl der Us, ..., Uy, die kleiner als U; sind. Ist R, ; der
absolute Rang von Uy in {Uy,...,Uy}, so gilt I, = R,1 — 1 und R, ist
auf {1,... n} gleichverteilt. Folglich ergibt sich fiir £(I,,) die Gleichverteilung
auf {0,...,n —1}. Zusammen mit der beschriebenen Unabhéngigkeitsstruktur
fiihrt umgekehrt also die Verteilung von I, zwangsldufig auf einen bindren
Baum, dessen Verteilung der eines vom BST-Algorithmus erzeugten Baumes
entspricht. Fiir den Nachweis der bedingten Unabhéngigkeit der Teilbdume sei
hier abermals auf Abschnitt 3.5 verwiesen.

Die Rekursion (4.2) ermdglicht nun die Herleitung einer Rekursion fiir den
Erwartungswertvektor des Teilbaumgréfenprofils. Dass dieser existiert, sieht
man leicht an K1 + ...+ Ky, = n < co. Durch Zerlegen nach dem Wert von
I, erhdlt man aus (4.2) fiir den Vektor der Erwartungswerte

an:=EK, = BEK;, | +EK, ; +6,

n
= Z P(I, =i)|EK; 1 + EK},_;| + 6,
i=1
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1/ n
= E (Z a;—1+ Z ani) + 0n
i=1

i=1

2 n
— 2% a1+ 6 (4.3)
n i=1

Mit vollstdndiger Induktion kénnen wir daraus ableiten, dass mit n € N gilt
EK,, = 1 und, fir j < n,

2(n+1)
EK,; = ————, 1<j<n-1; (4.4)
Y GG +2)
dabei ist wegen K,, = 1, n € N, fast sicher die erste Aussage klar. Dies

ist fiir n = 1 auch der Induktionsanfang. Sei nun 1 < 5 < n — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung und (4.3) gilt also

2 n

Unj == i1+ 0n;
n 1
y—

n—1

= %(a]’j + i_zj;—l aij>
2 N 23i+1)
‘E(”i_];l(jﬂ)mm)
nn+1) (G +1){+2)
_%(1+(j+1)2(j+2){ - _]Hz]”D
2(n+1)

G+DG+2)
und dies schliefft die Induktion.

Aus diesen Erwartungwerten (4.4) lassen sich bereits verschiedene asymptoti-
sche Eigenschaften des Teilbaumgrofienprofils ablesen. Zum Beispiel erhalten
wir fiir eine Folge j(n) < n mit j(n)//n — oo

2n + 2

EK,jn) = T+ 35 (n) 1 2 — 0 mit n — ooc.
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Da es sich ausschlieflich um nichtnegative Zufallsvariablen handelt, impliziert
dies

Ky jn) 20 mitn — . (4.5)

Dabei bezeichnet 2 die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Feng, Mahmoud
und Panholzer haben dies in [FMPO08] mit Hilfe von erzeugenden Funktionen
gezeigt.

Obige Aussage gilt jedoch nicht in ,kumulierter Form: Betrachtet man die
Anzahl der Teilbdume mit einer proportional zu n wachsenden Mindestanzahl
von Knoten, d.h. fiir festes a € (0,1) jene Teilbdume, die mehr als an Knoten

besitzen, so erhdlt man mit X, o := Z;‘: fan] Knj
N 2An+1)
Pua=1+ 3 ot
G+ +2)
j=[an]
n—1 1
e 3 ()
Z J+1 j+2
j=[an]

1 ) _2n+1)

= 1+2(n+1)(
+2n+1 [an}—i—l n+1 [an] +1

Also folgt, mit n — oo, EXp, o — 2/a — 1 > 1. Die Untersuchung der Asym-
ptotik der Verteilung von X, , ist Gegenstand von Abschnitt 4.4. Den sto-
chastischen Prozess o — X, o bezeichnen wir im Weiteren auch als Fisberg-

Prozess.

Natiirlich liefert Gleichung (4.4) auch die Erwartungswerte von Wiener-Index
und interner wie externer Pfadlinge. Wir nennen H,, n € N, die n-te harmo-
nische Zahl, also Hy, := Y°7_; 1/j. Mit (Wy)nen als Folge der Wiener Indizes,
(Py)nen als Folge der internen Pfadldngen folgt

n—1 n—1
, . 2(n+1)
" J.Z_ﬂ " ].Z_l] G+ DG +2)
n—1
2 1
VAT S
( )Z j+2 3+1
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= 2(n + 1) | Hyp1 —

st nt1 2
=2(n+1)H,+2-4(n+1)+2 = 2(n+1)H, — 4n,

3 1 1]

sowie .
o
]M%zzerB,—E:f~EKM.
j=1
Mit
n—1 n—1
1 1 4
)
T N oy I+ —- —)
;] G+ 16 +2) 2( i+l jre2
—n—1 S(H' -%3)+1 !
" (SR ISY A T
1
=n—3H 4 ——
n n+1 + ntl
folgt also

EW,, = 2n(n+ 1)H, —4n*> —2n(n+ 1)+ 6(n + 1)H,;1 — 8(n + 1) + 2
= 2n’H, + 8nH, + 6H, — 6n% — 10n.

Diese Erwartungswerte wurden bereits von Neininger in [Nei02] ermittelt. Er
verwendet dazu eine Rekursion, die direkt auf Wiener-Index und interne Pfad-
lange eingeht.

4.3.1 Asymptotik des Anfangsstiickes (Mause)

Wir wollen nun zeigen, dass, fiir festes d € N, das Anfangsstiick (Kp1, ..., Kyq)
des Teilbaumgrofenprofils mit wachsendem n asymptotisch mehrdimensional
normalverteilt ist. Aufgrund der rekursiven Struktur des Profils bietet sich da-
fiir die Kontraktionsmethode an. Diese Methode wurde bei der Analyse von
Algorithmen erstmals 1991 von Résler im Zusammenhang mit QUICKSORT
in [R6s91] angewendet und hat sich seither als wichtiges Werkzeug in diesem
Gebiet etabliert. Sie wurde von Rosler selbst wie auch von Rachev und Rii-
schendorf unabhéngig weiterentwickelt und 2001 von Neininger in [NeiO1] fiir
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multivariate Asymptotik erweitert. Ausgehend von einer Rekursionsgleichung
wie (4.2) erhédlt man nach geeigneter Normierung durch den Grenziibergang
n — oo eine Rekursionsgleichung fiir die Grenzverteilung. Liegt hierbei eine
Kontraktion vor, so ist deren Fixpunkt nach dem Banachschen Fixpunktsatz
unter gewissen Voraussetzungen eindeutig.

In der Form, wie Rosler die Kontraktionsmethode entwirft, ist diese allerdings
nicht geeignet, Konvergenz gegen Normalverteilungen nachzuweisen; denn die
Fixpunktgleichung, die sich im Limes ergibt, ist beziiglich der von Résler ver-
wendeten Lo-Metrik keine Kontraktion. Auch Neininger verwendet in [NeiO1]
noch ausschliefllich die Konvergenz in L.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist die Wahl einer anderen Metrik. Hierzu
legten Rachev und Riischendorf 1995 den Grundstein, vgl. [RR95]. In [NRO04]
findet sich schliefflich das Resultat, welches wir hier verwenden wollen.

Sei nun Y, := (Ky1,...,Knq), d € N weiterhin fest. Dann gilt wie oben
Yy =distr YIn + Yéflfln + bn, n € N (46)

Hier ist wieder (Y,!) eine unabhiingige Kopie von (Y;,) und b, = (d1n, .., d4n)-
Fiir die Normierung suchen wir zusétzlich zum bereits bekannten Erwartungs-
wertvektor die Kovarianzmatrix.

Lemma 4.5 Es gibt ein A € R?*9 5o, dass fiir alle n > 2d + 2 gilt

X, = (COV(Ynk’Ynj))k,j:l,...,d = (n+1)-A

Beweis. Sei k > j und hy, := EY,;Y,;. Dann liefert die Rekursion (4.6)

hn = E(Y, 5 + Y1 g, + 0nk) (Y15 + Ya_1-1,5 + 0nj)
1 n—1
= D E[YirYij+YikYn 1 + YikOns
i—0
+ Y 1 inYii Y 1 ixYa 1 i+ Yo 1 ix0ng
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9 n—1 9 n—1
== hi oY RYirYa o1
=0 =0

9 n—1 9 n—1
+%ﬁzﬁmk+%%§jmﬁ+%mw
1=0 1=0

Der erste Summand in der letzten Zeile ist Null, da fiir n = j wegen k > j

alle Y; ; = 0 sind fiir : = 0,...,5 — 1. Wegen der Unabhéngigkeit von ¥ und
Y’ folgt weiter

n—1 n—1 n—1
nh, = 2Zhi + 2Zai7kan,1,i,j + 25nkZai,j + nénkénj.
=0 =0 =0

Subtraktion von (n — 1)h,_; und Division durch n liefern also

2
n+1 2 %
hyn = hp1 + — Z aig(an—1-ij — an_2-i;)
n e
k—1
2 n-—1
+ ;(5nk —On—1,k) z;ai,j + Onidnj — Ténfl,kénfl,j-
1=

Damit folgt

a,(g) = hp — Qpkanj
n+1

+1
= n (hnfl - anfl,kanflyj) + !

an—1,kAn—1,5 — AnkQnj

9 n—2
+ - z aip(an-1-ij — n2ij)
=0
k-1
2 n-—1
+ E(énk —Op_1k) iz; a;j + Opgdnj — T(Snfl,kfsnfl,j
_nt+l o1 ()

fiir ein geeignetes R, = (r,(:;))kvjzlv__’d € R4 Wir betrachten dieses R,, etwas
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genauer:
(n) n+1
. = ——Qp 1.kOn-1.i — OnkQni
k] n n ) n )] n nj
2 ) (4.8)
~(n
+ n § az,k(anflfz,] - anf2fz,]) + Tgjo
=0

wobei 7 = 0 wegen n > 2d und k < d. Die Summe l&sst sich mit Hilfe der
geschlossenen Form (4.4) fiir den Erwartungswert des Teilbaumgrofenprofils
zerlegen. Dabei ist

2

0 fir i < k
a;rp =41 firi =k
2(i+1) .
(Elfﬁﬁlij fiir ¢ >’k.
(0 firi>n—1—j
1 firi=n—-1-—j
und On-1-ij — On-2-ij =\ » L .
m—l fire=n—-2—3
2 . . .
GG fliri<n-—2-—17.
und es folgt
n—2
Z ai,k(anflfi,j - anf2fi,j)
=0
n—3—j .
2 G DRG0 +2)
2 2n—7—1 2 2(n—j
TR R )(. —1)+—(" )
G+ +2)  (k+1)(E+2)\j+1 (k+1)(k +2)

wobei die letzten drei Summanden diejenigen fiir ¢ = k, ¢ = n — 2 — j und
i =n — 1 — j sind. Die Summe darf Null werden, falls sie keinen Summanden
besitzt, also k+1 =n—3 — j+ 1 gilt, d.h. £+ j = n — 3. Fiir kleinere n wird
die Rechnung an dieser Stelle falsch. Wegen k,j < d fiihrt dieser Schritt auf
die Voraussetzung n > 2d 4 2 im Lemma.
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Wir kiirzen g(k,j) := ((k+ 1)(k +2)(j + 1)(j +2)) ! ab und erhalten
= glhg) - [2((n 5~ 2~ G 1) (ke Dk +2)) + 20k + 1)k +2)
+dn —j -1 +1) =20 —j - [+ 1) +2)
+2(n =)+ 1) +2)
= 9(k.j) [2(n —i=Dn=-j=2)+4n -7 -1 +2)+2(+1)(7 +2)
— g(k,j) - 2n(n +1).

Fiir die ersten beiden Summanden in (4.8) gilt schlieflich

n+1 n+1 2n 2n
Apn_ aAn_14 — Q Anri = . .
n-LkBn=1j = Onkfny n (k+1)(k+2) (G+1)(G+2)
2(n + 1) 2(n + 1)

G+DG+2) (k+1)(k+2)
= g(k,j) - [4n(n+1) = 4(n+ 1)’
= —4(n+ 1g(k.j),

also folgt

Tl(f,}) = g(k,j) - |-4(n+1)+ 2 - 2n(n + 1)} — 0 firn>2d4 2.

Damit folgt die Behauptung; denn wahlt man beispielsweise

1
= b
2d+3 2d+2>

(dies zeigt die Behauptung fiir n = 2d + 2) so folgt aus (4.7) fiir n > 2d + 3

n
(n) _ n+1 (2d+2) n+1 _ .
akj - 2d+3akj +i§d:+3 i+ 1 'T‘kj = (n-l—l) 'AkJ. O

Sei nun M¢ die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe p auf R mit endlichem
dritten Moment, also

[ 1sf* nido) < o
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Wir betrachten die Transformation
T:M§ M, pu—L(VU - X+V1-U-X'),

mit £(X) = L(X') = p, U ~ unif(0,1) und U,X,X’ unabhingig. Als Ab-
bildung auf Mg ist T' jedoch keine Kontraktion; denn da beispielsweise alle
Normalverteilungen u = Ng(0,X) fiir beliebige Kovarianzmatrix ¥ die Glei-
chung T'u = p erfiillen (dies ist ein Vorgriff auf den Beweis zu Satz 4.9), gibt
es mehr als einen Fixpunkt.

Wir konnen jedoch die Menge der in Frage kommenden Wahrscheinlichkeits-
mafe, d.h. den Definitions- und Wertebereich von T' so einschrénken, dass T'
eine Kontraktion bzgl. der Zolotarev-Metrik ¢ ist (vgl. [RR95, S. 264]) und
einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Fiir

ME(b,%) := {pu €M} : EX = b,cov(X) =3 fiir X ~ u}

ist die Einschrankung von T' auf M4 (0,%)

T:M§—M§, e T()
wohldefiniert.

Wir transformieren also Y, so, dass die transformierte Verteilung aus M¢ ist.
Dazu sei X,, := Zﬁl/Z(Yn — ay), mit a, € R der Erwartungswertvektor zu
Y,,. (Zum linearalgebraischen Hintergrund insbesondere symmetrischer und
positiv definiter Matrizen verweisen wir auf [Str80, Kap. 6].) Wir schreiben
die Rekursion (4.6) fiir Y;, zu einer Rekursion fiir X,, um:

_ 1/2 . 1/2
X =aiser (Sn 2507 X0, + (51205 )X,
+ 2;1/2 (aln +an—1-1, — an)
= A}LXIn + A%Xlzflfln + Un,
mit A,ll = 251/22}?{2, A% = 2;,1/2211/7217171 und v, = 251/2(a1n+an,1,1n—an).
Lésst man nun informell n — oo gehen, so konvergieren Al und A2 gegen
VUldg und v/1 — Uldg und man erhilt die Verteilungsgleichung

Xoo =distr \/ﬁXoo + VlfU-Xéo,
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wobei U, X, X, unabhingig sind mit £(X) ) = £L(X). Aus der Matrizen-
multiplikation wird hier ein Skalarprodukt, da nur Einheitsmatrizen beteiligt
sind. Dies ist genau die Formulierung des Fixpunktes der oben definierten
Abbildung T.

Damit dieser Schluss iiber die heuristische Argumentation hinaus Giiltigkeit
erlangen kann, fithren wir Theorem 4.1 aus [NR04] an. Wir formulieren einen
Spezialfall' dieses Theorems in unserer Notation

Satz 4.6 (Neininger & Riischendorf) Sei (X)) definiert wie oben mit existie-
rendem dritten Moment. Wir nehmen an

(Agn),Agn)’b(n)) L_3> ( I,Ag,b*), (4.9)
(14515, + 14315,) < 1 (4.10)

El{lngk}u{ln:n}”Agn)”gp — 0, und (4.11)

ELgn-1-1,<ep0tn-1-1,=n} [ 457 1y = 0, n oo,

fiir alle k£ € N. Dann konvergiert X, gegen X in dem Sinne, dass
(3(Xpn,X) — 0 mitn— oo,

wobei £(X) € MZ(0,Id,) gegeben ist als der eindeutige Fixpunkt der Vertei-
lungsgleichung
X =distr A{X + A;X’ + b*,

mit (A},A3,6*),X, X" unabhingig und £(X) = L(X').

Die Voraussetzungen fiir die Konvergenzaussage dieses Satzes weisen wir im
Folgenden nach. Zunéachst zu (4.11):

Lemma 4.7 Fiir beliebiges k£ € N gilt mit n — oo

B[, <yl Anlep + Lpn1 r,<iyllARNS] — O, (4.12)

!Je nach den spezifischen Eigenschaften der Rekursion kann man die ,3“ in MZ zu einem
s, 1 < s < 3 verallgemeinern. Hier beschrénken wir uns auf den Fall s = 3. Aufierdem
kann die rechte Seite der Rekursion aus mehr als zwei Summanden bestehen — auch hier
beschranken wir uns auf zwei.
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Beweis. Sei k € N beliebig. Dann ist

3

)
op

3

sy
op

cr = max{||x?| ] (332) 12 (L) "2

)
op

endlich und von n unabhingig. Ist n grok genug, so ist (n%rlfln)*l/2 = A1/2
und Cy := |A7Y/2|,p ist ebenfalls von n unabhingig. Es gilt also fiir C :=

c3C3

E[l{lngk}HA}Lng]

I, +1 1 “1/2, 1 1/2)®
- Sl T () ()
[{’"S’“} n+l \n+1 " I, +1° ™ op
I, +1 s 1 12|

< slanfpiy ]G

= n+1 op I, +1 op

E+1 k+1\3/2
<c E1 —c (=)~ 0
- n+1 {In<k} n+1

Die Konvergenz des zweiten Summanden folgt analog. O

Auflerdem miissen mit n — oo auch die beteiligten Skalierungsmatrizen in L3

konvergieren, vgl. (4.9):
Lemma 4.8 Mit n — oo gilt beziiglich der Konvergenz in L3

(AL A%) - (VUIdg,v/1—Uldg) und v, — 0.

Beweis. Zu zeigen ist
E||AL — \/ﬁlddﬂgp — 0 mitn— oo.

Wegen (I,/n,(n — 1 — I,)/n) — (U,1 — U) folgt daraus bereits der erste
Teil der Behauptung. Sei U ~ unif(0,1) und I,, := [nU], dann ist I, ~
unif{0,...,n — 1} und (I, + 1)/(n + 1) konvergiert mit n — oo fast sicher ge-
gen U, insbesondere folgt aufgrund der Beschrinktheit von I,,/n und U, dass
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Ellv/(In +1)/(n + 1)Idg — \/ﬁlddﬂgp — 0. Nach Dreiecksungleichung reicht
also zu zeigen
3

— 0 mit n - oo.
op

$l/2 _ In+1

~1/2
EHE"/ T n+1

-Idg

Wir zerlegen nach dem Wert von I,: Fiir I,, > 2d + 1 gilt ndmlich nach
Lemma 4.5

1 1 1 -1/2 1 1/2 T, 1
n n+1 n+1 I,+1 n+1

=A =A

und fiir die Konvergenz ist nichts zu zeigen. Fiir die Fille I,, < 2d+1 verwenden
wir wieder die Dreiecksungleichung und dann (4.12) mit k = 2d + 1

El¢r, <oasyllAn = v/ (In + 1)/ (n + 1) - 1d4] 3,
< E1{1n§2d+1}HA}LH2p + E1{1n§2d+1}H\/(In +1)/(n+ 1)Idd||(3)p

und beide Summanden gehen gegen Null.
Zuletzt bleibt noch v, — 0 in L3 zu zeigen. Bei n > 2d+ 1 ist {I, < d}N{n —
1 — I, < d} fast sicher leer und fiir 1 < j < d gilt also

3
E‘ (23/2”")1‘ = Elar, j +tn-1-1,j — anjl®

3

- 2(I, + 1) 2n—1,)  2(n+1)
tnzd b= GG +2) T G+DG+2) G+ DG +2)
2n —1I,) 2n+1) |?
T e o noay 0300 d ¥ G o T T+ 2)
2(I, +1) 2n+1) |?

+El{, 54 no1-I.<d} +0jadn-1-1,,d —

G+ +2) G+ +2)

2(d+1 3 d+1 2(d+1 3 d+1
<o (2l Pdrl, (20D Al
G+10G+2) n G+l +2) n
Insbesondere ist also ||X]}L/2vn||3 beschrankt und fiir n > 2d gilt
Ellv,|? = (n+1)"32 E[A Y25 20,|* — 0. O
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Schlieflich bleibt noch die Kontraktionsbedingung. Es gilt
— — 4
VU +EVI-U = £ <1

Dies zeigt (4.10), da A* = /Uldg und A% = /1 — Uldy.

Bei vielen Anwendungen der Kontraktionsmethode erhélt man zwar Konver-
genz gegen eine Grenzverteilung — diese ist aber nur implizit als Fixpunkt einer
Transformation gegeben. Im vorliegenden Fall ist es jedoch leicht moglich, die-
se Verteilung explizit anzugeben:

Satz 4.9 Mit den obigen Bezeichnungen und n — oo gilt

L(Z,Y2(Yn —an)) = Ng(0,Idy).

Beweis. Wir rechnen zunichst nach, dass Ng(0,1dg) € M4(0,Id;) Fixpunkt
von T ist: Bedingt unter U = u € (0,1) gilt

LIXIU=u)=L(Vu-X"+V1—u-X"|U=u)
=L(Vu - X")*L(V1—u X")
= N(0,u - Idg) * N(0, (1 — u) - Idg) = N(0,Idg)

und dies héngt nicht von u ab; damit ist N4(0,Idg) tatsachlich der gesuchte
Fixpunkt von T'.

SchlieRlich liefert Theorem 4.1 in [NRO4] die Konvergenz von X,, gegen den
Fixpunkt von T beziiglich der Zolotarev-Metrik, diese wiederum impliziert die
behauptete schwache Konvergenz. O

Innerhalb des vorhergegangenen Beweises haben wir gesehen, dass die Folge
der ¥, ab einem (von d abhingenden) ng konstant bleibt. Daher ergibt sich
das folgende

Korollar 4.10 Mit n — oo und A, definiert wie oben gilt

ﬁ(Y"\/ﬁa") ¥ Na(0,Aq).
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Bemerkung 4.11 Die Matrizen Aq,As, ... sind konsistent in dem Sinne, dass
es eine unendliche Matrix A gibt, so dass fiir alle d € N die linke obere d x d-
Teilmatrix von A gerade Ay ist. Die Berechnung ist rekursiv mittels (4.7)
moglich. Fiir d = 4 ergibt sich

2 1 1 1

i 5 105 210

_1 23 _ 11 _ 13

A _ 45 420 840 1890
SR I Ut 24 7
105 840 525 900
113 7 2

210 1890 900 55

Wir haben nun fiir beliebiges & € N die Konvergenz des Anfangsstiickes des
Teilbaumgrofenprofils gegen eine mehrdimensionale Normalverteilung nachge-
wiesen. Dieses Resultat ermdglicht insbesondere Aussagen iiber die asympto-
tische Unabhéngigkeitsstruktur der Komponenten des Teilbaumgréfienprofils
bzw. entsprechender Linearkombinationen seiner Komponenten.

Die Untersuchung der eindimensionalen Konvergenz von einzelnen Komponen-
ten findet sich wohl erstmals bei Devroye in [Dev91] mit einem Argument iiber
eine Version des zentralen Grenzwertsatzes fiir m-abhéngige Zufallsvariablen.
Auch Feng, Mahmoud und Panholzer betrachten nur die Konvergenz einzelner
Komponenten. Sie benutzen in [FMPO08] erzeugende Funktionen und grofes
analytisches Werkzeug um einen ,Phaseniibergang” fiir die Konvergenz der
Verteilung von K, j(,) zu beschreiben: Fiir j(n)/y/n — 0 ist K, ;) asympto-
tisch normal, fiir j(n)/4/n — oo gehen die Komponenten gegen Null. (Ver-
gleiche die entsprechende Bemerkung auf Seite 76.) Geht nun j(n) so gegen
unendlich, dass j(n)/y/n — ¢ € R, so ist K,, ;) asymptotisch Poisson-verteilt
mit Parameter 2/c2.

In [Fuc07] wird dariiberhinaus nachgewiesen, dass
dry (Kn,j, Po(EK, ;) — 0,

fiir jede Folge j = j, mit j, < n und j, — oco. Wie in der vorher zitierten
Arbeit werden auch hier erzeugende Funktionen und analytische Methoden
verwendet.
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4.4 Allgemeine Asymptotik fiir Eisberge

Zu Beginn des vorhergegangenen Abschnitts haben wir beobachtet, dass die
Zahl der Knoten mit einer bestimmten Grofie k gegen Null konvergiert, wenn
k = k(n) mit n — oo schnell genug wichst. Wir haben aufierdem gezeigt, dass
dies nicht auf die gemeinsame Verteilung der Komponenten dieses Endstiickes
verallgemeinert werden kann.

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Anzahl der Knoten, deren Teilbaum
einen bestimmten Mindestanteil an der Gesamtknotenzahl hat.

Ziel dieses Abschnitts ist ein funktionaler Grenzwertsatz, der basierend auf
einer Art Kontraktionsmethode fiir stochastische Prozesse Verteilungskonver-
genz beweist. Dieses Resultat werden wir in Abschnitt 4.5 auf verschiedene
Verteilungen auf bindren Bdumen anwenden kdnnen.

4.4.1 Ein Raum von WahrscheinlichkeitsmaRen

Sei € die Menge der Funktionen von (0,1) nach Ny, die monoton fallend, stetig
von rechts und v-integrierbar sind fiir das Maf v, welches durch die Lebesgue-
Dichte

v(dz) = zdwz, z € (0,1),

gegeben ist. Auf € definieren wir mittels ¥ den Abstand
1
ofg) = [1f=glav = [ d50)-gtt)at
0
fiir f,g € €.

Lemma 4.12 (&,0) ist ein separabler, vollstdndiger, metrischer Raum.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass 0 eine Metrik auf € ist. Seien also f,g,h € €.
Klar ist 9(g,f) = 9(f,9) > 0 = ?(f,f) und aus der Dreiecksungleichung fiir
den gewohnlichen Betrag ergibt sich sofort

o(f,9) < o(f.h) +3(hyg).
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Seien nun f,g € € mit 9(f,g) = 0. Dann ist f(¢) = g(¢) fiir allet € (0,1) \ NV
und N ist eine Lebesgue-Nullmenge. Wir zeigen N = () und damit f = g.
Angenommen N # (. Sei also t € N und |f(t) — g(¢)] > 0. Mit f und g¢
ist auch ¢t — |f(t) — g(t)| stetig von rechts, also existiert eine rechtsseitige
Umgebung Uy zu t mit |f(¢t) — g(¢)| > 0 fiir alle t € U;. Wegen ¢(U;) > 0 kann
aber nicht Uy C N gelten und es ware 9(f,g) > 0. Widerspruch.

Nun zur Vollsténdigkeit: Bekannterweise ist der Makraum (L1, v) insbesondere
vollstdndig, wenn v die Lebesguedichte v(dz) = zdx besitzt. Dabei werden
solche Funktionen, die sich nur auf einer ¢-Nullmenge unterscheiden, durch
eine Interpretation iiber Aquivalenzklassen miteinander identifiziert. Sei also
(fn)nen eine Cauchyfolge in (€,0) und (f,)nen C Ly die Folge der zugehdrigen
Aquivalenzklassen. Dann existiert eine Klasse f als Grenzwert der Folge (f,)
und es gilt

/fnfdzx — 0 mitn — oo.

Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge ( fy, ) mit f,, € fnk, die v-fast iiberall
gegen ein f € f konvergiert. Da alle fn,, v-fast iiberall monoton fallen und
den Wertebereich Ny haben, gilt dies auch fiir . Damit ist die Menge N der
Sprungstellen von f hé6chstens abzdhlbar und mit

f) = {f(t) falls t ¢ N,

f(t+) sonst,

ist schliefilich f stetig von rechts. Damit ist f € € und beziiglich der Metrik ?
auch Limes der Folge (f,):

3(frf) =/0 tlfn(t)f(t)dtZ(O 1<N tfa(t) f(t)dtz/fnfldv—>0

mit n — oo. Somit ist (€,0) vollsténdig.

Zuletzt weisen wir nach, dass (&€,0) separabel ist. Dazu betrachten wir die
Menge

o0 n
B = |JB. mit By:= {21(07%) : aoz...zane@m[o,l]}.
n=1 k=0
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— N W s OOy 00 ©
—t—t—F—+—F+—+—+

b8;b7 blﬁ Ib5 54 bl3 bl2 bll bo

Abbildung 4.5: Veranschaulichung der Darstellung einer Funktion f aus € und ihrer
Sprungstellen by, . .. ,bs.

Da jedes B,, abzéhlbar ist, ist auch B als abzdhlbare Vereinigung abzadhlbarer
Mengen abz&hlbar. Wir zeigen nun, dass sich € als Abschluss von B ergibt.
Dabei ist B C € leicht zu sehen, spétestens aber anhand der folgenden Kon-
struktion einleuchtend: Sei f € € und die Folge (bn)nen, definiert durch

b, = inf{t € [0,1] : f(t) < n},
fiir n € Ny, dann ist
F=> Lop:
k=0

Der Vorstellung behilflich ist dabei hoffentlich Abbildung 4.5.

Insbesondere erhdlt man auf diese Weise umgekehrt fiir jede monoton gegen
Null fallende Folge (b,)nen, € [0,1]" ein (eindeutiges) f € €, solange die
zusédtzliche Bedingung

(/Oltf(t)dt :> %ébﬁ < 0

erfiillt ist, die sich aus der geforderten v-Integrierbarkeit von f ergibt.
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Wir wahlen die Folgen (byx)ren S0, dass by, € Q und b, schwach isoton gegen
b, geht mit k& — oo, wobei insbesondere |b, — bnz| < 27% gelten soll. Dies
lasst sich leicht iiber die jeweiligen Binardarstellungen der b,, bewerkstelligen.

Definiert man nun
n

fn = Zl(ovbkn)’ n €N,

k=0
so ist? f,, € By, und es verbleibt zu zeigen, dass d(f,f,) — 0 mit n — co. Wir
erhalten

ffn = <Zlobk Z]'Obkn>
= /0 t‘z Lio,b,) (t) — Z 1(0,b,m)(t)‘ dt
/ Z (0.0) () + Zl[bkmbk (t) ‘ dt

k=n+1
Z /bktdt—FZ/
kn+1
Z by + = Z (b; —
kn+1

Der erste Summand ist wegen

1 00 1 00 1
§z:bi = / £y 1igp,(t)dt = / tf(t)dt < oo
k=0 0 k=0 0

summierbar und konvergiert daher gegen Null. Fiir den zweiten Summanden
erhalten wir mit b7 — b2, = (b, + bg) (b — b)) < 227"

%zn:(b%—b 22": +1)27" =0
k=0

mit n — oo. Es folgt die Behauptung. U

2Die Indizes der b, sind absichtlich ,vertauscht.
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Nun zuriick zur Stochastik: Sei Ml die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe P
auf € mit der Bedingung

/C/Olta:(t)dtP(da:) < 0.

Als o-Algebra betrachten wir auf Funktionenrdumen grundsétzlich die von den
Projektionen ¢ — f(t), t € (0,1), f € €, erzeugte o-Algebra. Auf M definieren
wir den Abstand der Mafke Q, Q' € M als

dQ,Q") = inf{fd(X,Y) : X ~Q,Y ~Q'}.

Lemma 4.13 (M, d) ist ein vollstandiger metrischer Raum. Konvergenz be-
ziiglich d impliziert schwache Konvergenz.

Beweis. Der Beweis ist eine Zusammenstellung von Resultaten aus [Rac91].
Allerdings soll der besseren Nachvollziehbarkeit halber ein wenig auf die dort
verwendete Terminologie eingegangen werden. Alle Bezeichnungen, die in die-
sem Beweis eingefiihrt werden, verlieren mit dem Beweisendezeichen ihre Giil-
tigkeit oder nehmen wieder ihre alte Bedeutung an.

Zentraler Ansatzpunkt ist das Monge-Kantorovich Mass Transference Pro-
blem. Es soll dabei eine bestimmte Masse von einem Mafraum (U;,P;) auf
einen Mafraum (Us,P») transferiert werden, wobei eine Kostenfunktion ¢ :
Uy x Uy — R, die Transportkosten festlegt. Nennt man nun Z2(F1.72)
Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe auf Uy x Us, die die Randverteilungen Py

den

und P, besitzen, so geht es darum, die von ¢ abhingenden Gesamtkosten
Ke(P) = /C(Cl?,y)P(da?,dy)’ Pc r@(Plsz)’

7ZUu minimieren.

Auf diese Weise erhalten wir auf einem separablen, metrischen Raum U im
Spezialfall U; = Uy = U einen metrischen Raum #(U) von Wahrscheinlich-
keitsmafen auf U, ausgestattet mit der Metrik

ke(P1,Py) = inf{k.(P) : P e @)}
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Waihlt man die oben auf € definierte Metrik 9 als Kostenfunktion ¢, so erhilt
man entlang der Berechnungen auf Seite 123 in [Rac91]

1
AMz) = / t|z(t)|dt, zel,
0
und damit Ml = &, (U) als Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe P auf U, fiir
die
/)\(:C)P(d:c) < 00.

Nach Theorem 6.3.3 gilt, dass (£, (U),k,) vollstéindig ist, wenn der zugrun-
deliegende Raum U separabel und vollstidndig ist. Dabei ist . eine weitere
zum Monge-Kantorovich-Problem gehorende Metrik. Theorem 6.1.1 sagt aus,
dass k, und &, iibereinstimmen, falls es sich bei der Kostenfunktion ¢ um eine
Metrik auf U handelt.

In unserem Fall ist der vollstindige, separable, metrische Raum (€,9) und man
sieht leicht, dass die Metrik d mit k. iibereinstimmt. Damit folgt der erste Teil
der Behauptung.

Dariiberhinaus geben wir einen Auszug aus Theorem 6.3.1 an: Es gilt fiir
P, P,P,... € P)\(U), dass die Konvergenz von P, gegen P beziiglich d
dquivalent ist zu

P, %P und lim sup/)\(x)l{)\(w)>C}Pn(dx) =0,

siehe dazu auch Seite 123 in [Rac91]. O

4.4.2 Voraussetzungen fiir die Konvergenz

Wir nennen eine Verteilung u ein kontrahierendes Split-Mayjs, falls gilt
(i) p ist auf das Einheitsintervall konzentriert: x([0,1]) = 1,
(ii) w ist symmetrisch: Hat U Verteilung pu, so gilt L(U) = L(1 — U),

(iii) fiir die Kontraktionsbedingung: [ z*u(dz) < 3.
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Beispiel 4.14 a) Ist U ~ unif(0,1), so gilt FU? = 1 sowie P(1 - U < z) =

3
P(U < z) =z fur z € (0,1), also ist unif(0,1) ein kontrahierendes Split-

Maf.

Die symmetrische Beta-Verteilung mit Parameter £ + 1, £ € Ny hat die
Dichte (2% 1 1)!

+ . k k
Man sieht leicht, dass diese Verteilung symmetrisch ist. Weiter gilt

1
k+2 1
2 .
dr = ... = ———— < — fiir alle k € Np.
/Oa:f(m)x 2(2k+3)<2urae € Np
Also ist auch diese Verteilung ein kontrahierendes Split-Mafk. Fiir £ = 0
fallt diese Verteilung iibrigens mit der vorher betrachteten Gleichverteilung

zusammen.
Ist U eine Zufallsvariable mit P(U = 0) = P(U = 1) = 1/2, so gilt zwar

L(U) = L(1 —U), allerdings ist EU? = 1/2. Also ist die Verteilung von U
kein kontrahierendes Split-Mafs.

Das folgende Lemma zeigt insbesondere, dass die unter ¢) genannte Verteilung

die einzige symmetrische Verteilung auf dem Einheitsintervall ist, die nicht die

geforderte Kontraktionseigenschaft besitzt.

Lemma 4.15 Sind Teile (i) und (ii) obiger Definition erfiillt, so sind dquiva-

lent:

a) [uY p(du) < 1/2 fiir ein v > 1,
b) [u? p(du) < 1/2 fiir alle y > 1,

c) p({0,1}) <1.

Beweis. Fiiru € (0,1) und v > 1gilt u” < u, also ist wegen EU = E(1-U) = %

/u’y pu(du) < /u u(du) = EU = %a

solange die Masse nicht in den Randpunkten konzentriert ist. Damit folgen

bereits alle behaupteten Aquivalenzen. ]
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4.4.3 Die charakterisierende Rekursion

Auf M definieren wir nun in Abhéngigkeit von y die Transformation 7}, : M —
M durch

wobei L(X) = L(X') = Q, U ~ pu, und U, X, X' unabhingig. Fiir jedes
a € (0,1) ergibt sich also mit ¥ ~ 7),Q

Ya =distr 1+ 1{U2a}X% + 1{17U2a}X117LUa

mit X, X’ ~ @ unabhingig. Wegen /U > « und der vorausgesetzten Antito-
nie der Pfade ist X,y < X, und damit

1 1 1
IE/ 1Y, dt < §+2-]E/ tX; dt < oo,
0 0

somit fithrt 7}, nicht aus M heraus.
Lemma 4.16 Ist p ein kontrahierendes Split-Maf, so ist T}, eine Kontraktion

beziiglich d.

Beweis. Seien Q,Q' € M und & > 0, dann existieren aufgrund der Infimums-
eigenschaft X ~ Q und Y ~ Q' mit

1
B [ dx - vide < d(@Q) +
0

Seien (X')Y') =gistr (X,Y), U ~ p und U, (X,Y),(X",Y') unabhingig. Dazu
sei, fiir alle t € (0,1),

Rt = ]_ + 1{U2t}X% + 1{17U2t}X11,;U’

St . 1 + l{UZt}Y% + 1{17U2t}Yll,LU.
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Dann ist L(R) = T,Q, L(S) = T,Q’, und somit gilt
1
d(TuQanQ,) < E/ t|Rt — St|dt
0
1
1
+ / t- ]E].{]_,U>t}‘XI; — Y’; dt.
0 = 10

1-U

Wegen L(U) = L(1 — U) sind die beiden Summanden offensichtlich identisch.
Wir erhalten durch Zerlegen nach dem Wert von U

1
dTQ,TQ) < 2 / (EL o X — Y| di
g

1
- 2/ t/l{u>t}|Xi Y| pldu) dt.
0 - u u

Mit Fubini und der anschliefenden Substitution s := ¢/u im inneren Integral
wird dies zu

2/01t/1{u>t}X% fY%\ p(du) dt = 2//0ut|X% 7Y5| dt p(du)
= 2/u2 /OlsXS — Y| ds p(du)
= 2 [ wu(du) - (d@Q) +2).
Da € > 0 beliebig war, ergibt sich insgesamt

d(TuQaTMQ,) < Kd(Qan)a

mit einem K < 1. O
Wir kénnen nun die Vollstdndigkeit von M ausnutzen, die wir im vorigen
Abschnitt nachgewiesen haben. Als Kontraktion besitzt T}, einen eindeutigen

Fixpunkt, den wir () nennen. Damit kommen wir zum Hauptresultat dieses
Kapitels.
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Satz 4.17 Sei (I,)nen eine Folge von Zufallsvariablen. Dabei gelte P(I, €
{0,...,n —1}) =1 fiir n € N sowie lim,, o, P(I, = j) = 0 fiir alle j € N.
Aufierdem konvergiere L£(I,,/n) mit n — oo schwach gegen u # %(50 + 41).
Sei weiter (X, )nen, eine von (I,,) unabhingige Folge stochastischer Prozesse
auf €. Geniigt dann (X,,)nen, der Rekursion Xy =0, X7 =1 und, fiir n > 1,
a € (0,1]

Xn,a =distr 1+ 1{In>om}XIn,% + 1{n7171n>om}X;1,—1 I,,—22 > (413)

T 11y,

mit (X,,), (X,), (In) unabhéngig und L£(X;) = L(X) fiir alle j € N, so folgt
lim,, o d(X,X,,) = 0, insbesondere gilt also £(X,) — Q.

Beweis. Sei e > 0. Aufgrund der Infimumseigenschaft der Metrik d existieren
Zufallsgrofen X und X;, ¢ € N, mit

1
/ tE| Xy — Xy| dt < d(X;,X) +e.
0

Weiterhin erlaubt die Skorohod-Einbettung die Konstruktion von (I,),cn und
U ~ u so, dass I,,/n sogar fast sicher gegen U konvergiert. Definiert man nun

Ya = 14+ 1{U>a}X% + 1{1,U>Q}X117LU7 (OAS (Oal]a und

Yno = 1+ 1{In>na}XI",% + 1{n7171n>an}X;1,—1 I an__, Q€ (Oal]a

; TR 1T,

fiir n > 1, dazu Yy = 0 und Y7 = 1, so gilt einerseits Y =gistr X; denn Y hat
die Verteilung 7,,Q) = Q. Andererseits ist Y,, =qistr Xp, fiir alle n € Ny nach
der Voraussetzung (4.13) des Satzes. Also folgt

1
d(X,, X) < / tE| Y, — Yy| dt
0

AN

1
< / t[E1{1n>nt}X1n,y_t *1{U>t}X%\
0 n

+E L1 ponty X 1 g, —nt _1{17U>t}Xﬁ‘ dt

n—1—1Ip
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Wir betrachten zunéchst nur den ersten Erwartungswert. Der zweite wird dann
analog behandelt; insbesondere ist I, in dem Sinne jasymptotisch symme-
trisch®, dass mit I,,/n — U folgt (n —1—1I,)/n - 1—-U,und U und 1 — U
haben dieselbe Verteilung.

Mit der Dreiecksungleichung zerlegen wir das Problem der Konvergenz:

oy X g,z = LwsnXe | < [Lpong X, ot = Lpong Xot |
+ ‘1{In>nt}X}Lt - 1{1n>nt}X5\ (4.14)
| 1noXe — Ly X

Hier offenbart sich bereits das weitere Vorgehen: Wahrend das Integral {iber
dem ersten Summanden durch die Abstidnde d(X;,X), i < n, abgeschitzt
werden kann, konvergieren der zweite und dritte Summand (und dadurch auch
deren Integrale) gegen Null. Einerseits, weil der Grenzprozess X stetig ist,
andererseits, weil I, /n nach Voraussetzung gegen U konvergiert.

Wir beginnen mit dem letzten Summanden. Es ist mit Fubini I

1 1
/ tE‘ 1{In>nt}X% - 1{U>t}X%‘ dt = E/ t(X% ) 1{t zwischen I, /n und U}) dt
0 0
Da die Pfade von X antiton sind, folgt wegen t/U > t, dass Xy < X fiir
alle t € (0,1) gilt, also lasst sich der Integrand nach erneuter Anwendung
von Fubini I durch ¢[EX; nach oben beschrianken. Wegen L£(X) € M ist diese
Majorante integrierbar, und nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz

folgt somit, dass dieser Summand wegen I,,/n — U verschwindet.

Fiir die Bearbeitung des zweiten Summanden stellen wir zunéchst fest, dass
wegen X, € Ny mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt, dass X nur abzdhlbar viele
Spriinge hat, somit also /-fast iiberall stetig ist. Mit Fubini I und der Substi-
tution s := nt/I, gilt

1 In/n
/ tE| Lm0 Xnt = Lponp X o | dt = E1{1n>0}/ £ Xne — X | dt.
0 " 0 "

Sollte das Argument a von X, je groRer als 1 werden, nehmen wir in Uberein-
stimmung mit Wertebereich und Monotonie stets X, = 0 an. Wegen I,,/n — U
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ist (I,s/(nU)), eine fast sicher gegen s konvergierende Folge. Wie beim vori-
gen Summanden lasst sich der Integrand leicht majorisieren: Mit der Antitonie
von X folgt wegen nt/I,, >t und t/U > t, dass sich das Integral durch

1
0

nach oben beschrinken ldsst. Mit majorisierter Konvergenz und der zuvor
beobachteten Stetigkeitseigenschaft folgt also auch fiir diesen Summanden die
Konvergenz gegen Null.

Der Schliissel zur Konvergenz der Verteilung von X,, gegen @ ist jedoch die
Untersuchung des ersten Summanden in (4.14). Wir verwenden Fubini I, zer-
legen nach dem Wert ¢ von I, und substituieren s := nt/i. Damit erhalten

WIr
1
/ PE[Lgr, >y X, 20— Lironn X pt | dt
0 n n

dt

1 n—1
= / t Y P(In = i)l{imny Bl X, nt — Xt
0 z’_O k3 2

n—1 Z 9 1

=Y P, = i)(—) / sE X, — X, ds
‘ n 0
1=0

nzlp(fn - i)(i)Q(d(xi,X) +e)
=0

IN

n

Mit a,, := d(X,,X) ergibt sich insgesamt

n—1 iN2
anp < 2 ZP(In = Z)(ﬁ) (a; +¢) + o(1) mit n — oo.
1=0

Es verbleibt nun zu zeigen, dass lim sup,,_, ., an, = 0. Wir stellen zunéchst fest,
dass sich a,, asymptotisch grob abschéitzen lasst durch

IN\2
an < QE(—") (supa; +¢) 4+ o(1)
n i<n
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also ist die Folge (ay) beschrénkt. Sei a := limsup,,_,, an, dann existiert ein
ny1 € N so, dass a, < a + ¢ fiir alle n > ny. Auferdem folgt aus I,,/n — U,
dass E(I,, /n)?> — EU?, da alle beteiligten Zufallsvariablen auf [0,1] beschrénkt
sind. Weiterhin ist EU? < 1/2 nach Lemma 4.15. Also existiert ein ¢ < 1 und
ein ng € N mit

TN 2
2E(—n) < ¢ fiir alle n > ns.
n

Wir setzen ng := max{ni,n2} und erhalten fiir n > ng

no—1
anp < 2 Z P(I, =i)(a; +¢)
=0
n—1 9
+2 ) P, = z)(%) (ai +€) + o(1).

Betrachtet man nun auf beiden Seiten den Limes superior, so verschwindet die
erste Summe, da lim,, ., P(I, = j) = 0 fiir alle j € N vorausgesetzt war. In
der zweiten Summe kénnen wir a; < a+e¢ abschitzen; die verbleibende Summe
begrenzen wir anschliefend durch E(I,, /n)? nach oben. Insgesamt folgt also

2
a < &(a+ 2e), d.h. a < %-5,

und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. U

4.4.4 Darstellung und Eigenschaften der Grenzverteilung

Wie sieht nun dieser Grenzprozess aus? Wir kénnen eine Art ,Grenzbaum*
konstruieren, an dem wir die Beschaffenheit der Verteilung des Grenzprozesses
veranschaulichen wollen.

Seien Uy, v € {0,1}*, unabhéngige Zufallsvariablen mit der Verteilung u. Wir
bewerten einen ,unendlichen bindren Baum¢, also die Menge {0,1}* aller mog-
lichen Knoten, mit der Bewertungsfunktion ¢. Dabei sei ¢(v) definiert als das
Produkt der Variablen

Uy bzw. 1—U,,
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UpUp

UgUoUgo

‘LU@(l —Up)Un

Abbildung 4.6: Veranschaulichung der Gewichtsfunktion ¢.

bei einem Abstieg in v’ nach links, bzw. rechts, wobei v’ die Knoten von der
Wurzel bis zum direkten Vorfahr von v durchlduft. So erhalten wir
lv]-1
o) = [] le‘;”fu ~U,,)", ve{01} (4.15)
j=0

Dabei bezeichnet v|; die Einschrankung von v auf dessen erste j Komponenten.
Abbildung 4.6 zeigt eine Veranschaulichung von ¢.

Wir betrachten die zuféllige Funktion X : (0,1) — N, die einer Zahl a € (0,1)
die Anzahl der Knoten mit einer Bewertung gréfer als a zuordnet:

X(a) = #{v € {0,1}" : ¢p(v) > a}.

Nach Konstruktion ist X stetig von rechts und monoton fallend, also gilt vor-
behaltlich der Integrierbarkeitsbedingung £(X) € M. Dies wird im Beweis des
folgenden Satzes nachgewiesen.

Satz 4.18
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass X fiir alle o € (0,1) die Verteilungsrekur-
sion

Xo =distr 1+ 1{U2a}Xa/U + 1{17U2¢1}X(,1/(17U) (416)

erfiillt, wobei U ~ p, £(X) = L(X'), und X, X' .U unabhingig sind.

Man {iberlegt sich leicht, dass fiir den Beitrag des linken Teilbaums zu X, gilt

XE = #{v e {01} 101 =0,¢(v) > o} = #{v € {0,1}" : g(v) > in}.

Dabei ist ¢ die Bewertungsfunktion des linken Teilbaums, also

lv[-1

o) = [[ U, (=0,
j=1

Aufgrund der iid-Eigenschaft der U, haben X% und X, Ju, bedingt unter Uy
dieselbe Verteilung. Ist dabei Uy < « sind beide Null. Die analoge Argumen-
tation fiir den rechten Teilbaum belegt damit die obige Rekursion.

Damit ist £(X) ein Fixpunkt der Abbildung 7. Kénnen wir also £(X) € M
zeigen, so ist der Beweis erbracht. Die Pfadeigenschaften wurden oben bereits
erwahnt.

Fiir alle o € (0,1) gilt
Xa = Y ljgepa

vef{0,1}*

und damit nach monotoner Konvergenz

EXe = Y P(¢(v) > a).

ve{0,1}*

Wir zerlegen nach der Tiefe |v| von v. Der Wurzelknoten hat die Bewertung
1 > o fiir alle @ € (0,1); unter Beriicksichtigung von v; € {0,1} und der
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Unabhéngigkeit der U, v € {0,1}*, folgt nun wegen 1 — U, =gistr U,

0o k—1
EX, =1+ Z Z P<H le‘;”a'(l — U, )% > a)

k=1ve{o,1}* J=0

:1+i > P<kl_[1Uvj >a>

k=1ve{0,1}* J=0
[e's) k—1

=1+ 22’“ - P(ZlogUﬁj > loga>,
k=1 j=0

mit o = (0,0,...).

Wir verwenden die Markovsche Ungleichung. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise gehen wir zu Ug,U1,Us, ... anstelle von Uy, Uy, Upg, ... liber. Fiir alle
t > 0 gilt demnach

k-1

P(Zlog U; > loga) < e tloga, (Eexp(t log Ug))k.
=0

= ot (BUY)"

Laut Lemma 4.15 erhalten wir mit ¢ = 3/2 fiir den Erwartungswert von U}
einen Wert k < % Damit folgt

o0
EXo < 14+a %2 (26)*
k=1

1
—1+a 2.2k —— < .
+ « K 1 on 00

Schlieflich gilt also

1 2K
/tIEXtdtg/tdtJr/tl/zidt
0 *2&
1
5 T

2K
1-—2x

< 00,

und damit £(X) € M. O
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Bemerkung 4.19 Die Groflie, deren Existenz wir soeben nachgewiesen haben,
taugt auch als Maf fiir die Balance eines Baumes. In einem unbalancierten
Baum hé&ufen sich die Knoten typischerweise bei einem grofieren Wert « als
bei einem ausgeglichenen Baum. Interessanterweise hingt jedoch [tEX; dt
nur iiber EU?2 (bei U ~ u) von p ab. Es gilt

1
1
tEX dt = ———.
/0 ¢ 2(1 — 2EU?)

Dies sehen wir wie folgt: Nennen wir y := fol tIEX; dt, so folgt durch Einsetzen
der Rekursion unter Ausnutzung der Symmetrie von p

1 1
X = /0 tEX, dt:/t(1+2El{U>t}X%) dt

0

1 1 1

—+2/ t/ EX : p(du) dt

0 t u

1 u

+2/ / tEX: dt p(du)
0o Jo u
1 1

+2/ u2/ sEX, ds p(du)
0 0

/uzu(du) - X-

Auflésen nach x liefert obige Gleichheit. Offensichtlich kann x nicht kleiner

[\

[\)

N = N = N =

als 1 werden; die ,beste* Balance sollte also ein Algorithmus mit EU? = 1/4
(und damit var U = 0) erreichen.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch nachweisen, dass das zweite Mo-
ment EX2 von X, fiir jedes a € (0,1) existiert.

Lemma 4.20 Fiir o« € (0,1) gilt

EX2 < oo.

Beweis. Wir benutzen wieder die Darstellung

Xo = Y, Lswsa)-
ve{0,1}*
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Wie bei jeder Summe entstehen beim Quadrieren verschiedene Typen von
Summanden. Fiir u,v € {0,1}* kann man drei Moglichkeiten unterscheiden:

1. u = v, d.h. summiert iiber diesem Typus erhalten wir exakt X,,.

2. w ist im Teilbaum T'(v) mit der Wurzel v enthalten (oder umgekehrt). In
diesem Fall ist

Ligwy>a} Lgw)>a} = L{s(u)>a} (Oder Ligwy>a} Lg(w)>ay = 1{¢(v)>a})

auferdem lésst sich, zerlegt nach der Tiefe k£ von u, auf & — 1 verschiedene
Arten ein entsprechender Ahn v finden. Der Beitrag dieser Summanden ist
also

2-) (k- 12"y, v, 50
=1

wobei Uy, Us, ... iid mit Verteilung u.

3. Die Teilbdume T'(u) und T'(v) sind disjunkt. Sei m die maximale Tiefe eines
gemeinsamen Vorfahr 7 von u und v, k die relative Tiefe von u im Teilbaum
zu r, j entsprechend fiir v. Fiir u gibt es damit 2F Méglichkeiten, fiir v unter
Beriicksichtigung der Disjunktheit der Teilbdume noch 2/ — gmax{j—k.0},
denn ist j < k, so ,sperrt“ u genau einen Knoten (ndmlich den jeweiligen
Ahnen, vgl. 2.), ist j > k, so sind 2/~* Knoten durch Nachkommen von
u ,besetzt“. Summiert man diesen Typus von Summanden, so erhilt man
also

[o ol o]

o0
S oSN k(2 20 1 v e LUy U ViV

mit Uy, ... ,.Un, Va,...,Vi,V{,... ,Vj' iid mit Verteilung pu.

Diese drei Typen addieren wir nun zusammen. Dabei zerlegen wir im dritten
Fall nach dem Wert von Uj - - - Upy,; zu diesem Zweck bezeichne v die Verteilung
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von Uy -+ - Up,

o

EX. = BEXo +2-) (k- 1)2¢P(Uy--- Uy > )
k=1

o o0 o0

+ 3 2am NN ok (27 2UmhT /P(V1"'Vk > &)P(Vy--- V] > 2) v(du),

m=0  k=1j=1

Wie im Beweis zu Satz 4.17 verwenden wir die Markovsche Ungleichung um
P(Ul---Uk > a) < a 32 gk

mit einem k < 1/2 zu erhalten. Damit erhalten wir fiir das Integral als Ober-
schranke

1
/ u® v(du) -a &M = (BUP)"a Pk,
0

denn das Integral ist nichts anderes als das m-fache Produkt des dritten Mo-
mentes der Verteilung pu. Nach Lemma 4.15 gilt nun, dass &' := EU$ < 1/2
gilt und somit folgt

EX? < EX, + 201’3/250:(14 —1)(2k)*
k=1
+a P (26)™ (26)F 2(25)7,

m=0 k=1 j=1

da alle beteiligten Summen konvergieren, ist somit der Beweis erbracht. O

4.5 Eisberge bei binaren Baumen

Die allgemeine Formulierung von Satz 4.17 erméglicht die Anwendung auf eine
Vielzahl von rekursiven Verteilungen. In diesem Abschnitt werden wir sowohl
die bereits bekannten Algorithmen BST und DST unter diesem Gesichtspunkt
untersuchen als auch das sog. Median-of-(2k + 1)-Quicksort.
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Etwas aus der Reihe fillt die Klasse der Catalan-Bidume (vgl. Kapitel 1).
Hier ist der zentrale Satz wertlos. Aus den in Erkldrungen, die wir in Ab-
schnitt 4.5.4 anfithren werden, wird dabei klar, dass der Eisberg-Prozess mit
wachsender Knotenzahl fast sicher iiberall unbeschrénkt ist. Um diesem Di-
lemma zu entgehen, betrachten wir die einzelnen Knotengréfien. In diesem Fall
ergibt sich eine Grenzverteilung, die eine Darstellung des asymptotischen Teil-
baumgréfenprofils des Catalan-Baums im Sinne eines Erneuerungsprozesses
motiviert.

4.5.1 Binary Search Tree

Aus Beispiel 4.4 ist bekannt, dass die Knotenzahl I,, des linken Teilbaums
der Gleichverteilung auf {0,...,n — 1} gentigt. Als Grenzverteilung von I,,/n
ergibt sich damit die Gleichverteilung auf (0,1), diese ist nach Beispiel 4.14 ein
kontrahierendes Split-Maf. Schlieklich gilt P(I, = k) < 1/n — 0 mit n — oo
fiir alle £ € N und damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 4.17 erfiillt.

Uber die Aussage dieses Satzes hinaus wollen wir nun zeigen, dass wir fiir den
(gegen Null konvergierenden) Abstand der Verteilungen von X, und X bzgl.
d im BST-Fall sogar eine konkrete Oberschranke angeben kdénnen.

Dazu berechnen wir zunédchst den Erwartungswert des Grenzprozesses, also
die Funktion a — EX,. Die Anwendung des Erwartungswertoperators auf die
Rekursionsgleichung fiir ein X, welches der Grenzverteilung geniigt, liefert

EXoe = 1+ Bl Xaw +Elg vsayXaja-v), a € (0,1).

Wir erhalten durch Zerlegen nach dem Wert von U und unter Ausnutzung der

Symmetrie L(U) = L(1 - U)
1
EX, — 1+2/ EX,/y du.

Man rechnet leicht nach, dass diese Rekursion von EX, = 2/a—1 erfiillt wird:
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Es gilt

1
2 2
1+2/ (—“71) du = 14+ =(1-0a%) —2(1 - a)
a \Q (o}
2
=~ -1 = EX,. (4.17)
(0%

In Abschnitt 4.5.1.2 berechnen wir auflerdem die Varianzfunktion des Grenz-
prozesses.

4.5.1.1 Konvergenzgeschwindigkeit

Wir konstruieren den Baum T,,, auf dessen Teilbaumgréfenprofil sich X,, be-
zieht, wie folgt: Sei Iy := n und fiir v € {0,1}* sei

£(j(v70)‘fv) = unif{O, ce ,fv - 1} und I(v,l) = fv — L(w,0) — 1.

Ist fv = 0, so setzen wir auch alle I,; mit v' Nachkomme von v konstant Null.

Dann gibt I, jeweils die GroRe des Teilbaums T, (v) an und nach Konstruktion
erzeugen alle v € {0,1}* mit I, > 1 einen bindren Baum mit n Knoten. Die
bedingte Unabhéngigkeit der Teilbdume ist erfiillt, da I, mit [v| = k von allen
fv‘j, j=0,...,k — 1, nur durch fv‘,%l
nachfolgenden ,Knoten“ oder Teilbaumgrofien nur durch I, vom bisherigen

abhéngt. Ebenso hdngen natiirlich die

Geschehen ab. Bedingt unter I, sind sie unabhiingig.

Ausgehend von einer Folge U,, v € {0,1}*, von unabhéngigen und jeweils auf
[0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen wahlen wir nun

I, := n-¢n(v), mit

bu(v) = Sl [US (1T U (1 - Uy )™,

n Bl

wobei v € {0,1}*,|v] = k. Dann ist wegen ¢,(0) = 1 die Anfangsbedingung
Iy = n erfiillt und fiir v € {0,1}* mit |v| = k gilt

1
Iwo) = n- =1y Uyl,
n
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also
L(Iy0)lly) = mniff{0,... I, — 1}

und

I(v,l) = LIU . (1 — UU)J = I, + L*IvUvJ = I, — I(v,O) —1,

fast sicher. Damit gilt I, =gistr fv fiir alle v € {0,1}*, ebenso bleibt die oben
beschriebene Unabhéngigkeitsstruktur erhalten. Also bilden diejenigen v €
{0,1}* mit I,, > 1 einen BST-verteilten Baum mit n Knoten.

Bemerkung 4.21 FEin interessantes kombinatorisches Resultat, das sich hier-
aus ergibt, ist

#{v e {0,1}" : ¢p(v) > %} =n fast sicher.

Im Beweis des folgenden Satzes wird diese Erkenntnis jedoch keine Rolle mehr
spielen.

Das kumulierte Endstiick X, , lésst sich nun schreiben als die Anzahl der
Knoten v € T,,, fiir die I, > na, d.h. ¢,(v) > «a, erfiillt ist.

Satz 4.22 Fiir n € N gilt

3H, 5 . 3H,

d(XaXn) S - 9 -

n n n

Insbesondere konvergiert £(X,,) mit n — oo schwach gegen Q.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass fiir alle v € {0,1}* gilt

Pn(v) < 9(v). (4.18)

Vergleiche dazu auch die Definition (4.15) von ¢ auf Seite 101. Nach der bereits
bekannten Konstruktion lassen sich die beteiligten Verteilungen darstellen als

Xo =#{v e {01} : ¢(v) > a}
und X, o = #{v € {0,1}* : ¢p(v) > @ und ¢p(v) > 1 }.

109



4 Das TeilbaumgréBenprofil

Offensichtlich ist nach (4.18) also X,, o < X, fiir allen € N und alle o € (0,1).
Somit folgt

1
lim d(X,,X) < lim [ tEX,, — X dt

n— 00 n— 00 0
1
= lim [ t(EX; — EX,,)dt.

n— 00 0

Beide beteiligten Erwartungswerte haben wir bereits bestimmt: Den von X;
auf Seite 108 und den von X, o, in Abschnitt 4.3. Wir berechnen jedoch der
Einfachheit halber zunichst die Integrale: Es gilt

1 1
/OtIEXtdt:/O t-(%—l)dt:g,

sowie

! L /2(n+1)
tEX, dt= | t- (>——2—1
/0 ot /0 ([nﬂ—l—l )
n E
n tdt 1
=2(n+1) / —_ — =
kZ_l =1 [nt] +1 2

n
tdt 1
:2("“);[“ k+1 2

Sl 3

n

n

2k —1 1
:2(n+1)k212n2(k+1) T3

3H, +§_ 31‘.2”.

3_
N 2 n n n
Damit erhalten wir die behauptete Oberschranke fiir den betrachteten Ab-
stand:
3H, 5 . 3H,

d(XaXn) g - P

O

n n n
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

4.5.1.2 Eigenschaften der Grenzverteilung

Aus fritheren Abschnitten wissen wir bereits, dass die Erwartungswertfunktion
der Grenzverteilung Q

2
a2 —1=EX,, ac/(01), (4.19)
(6]

mit X ~ @, lautet. Auch die Varianz ldsst sich bestimmen. Wir benutzen
dafiir die bekannte Formel

¥U(a) := var X, = var(E[X,|U]) + Evar[X,|U]. (4.20)

Das U, unter dem wir hier bedingen, ist dabei das U aus der Verteilungsre-
kursion (4.16). Daraus erkennt man nun, dass fiir & > 1 jeweils nur einer der
beiden Summanden

LivsayXaw uwnd 1o ps>a1Xa/a-v)
1
2
durch Anwenden des bedingten Erwartungswertes auf die Verteilungsrekursion

verschieden von Null sein kann. Sei also zunachst @ > dann erhilt man

und mit den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte
EXa|U] = 1 + Lpy>a)EXau|U] + 1 -vsa)ElXa/a-v) U]

Nach (4.19) folgt also

2U 201 - U
E[Xo|U] = 1 + 1{U2a}(? - 1) + 1{1U>a}(% - 1). (4.21)

Wegen o > % sind die Bedingungen der Indikatorfunktionen disjunkt, daher
fallt beim Quadrieren ein gemischter Term weg:

B[Xa|[U]2 = 1 + 1{U2a}(% . 1)2 + 1{1,,]2,1}(M . 1)2
+2- 1{U2a}(% 1) +2- 1{1U2“}(w - 1)
= 2. E[X.|U] 1+ 1{Uza}(% - 1)2
+ 1{1U>a}(¥ - 1)2 (4.22)
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Die Berechnung des zweiten Momentes dieses bedingten Erwartungswertes er-
folgt nun durch Zerlegen nach dem Wert von U und unter Ausnutzung der
Verteilungssymmetrie L(U) = L(1 - U):

E(E[X,|U]?) = 2EX, 1 + 2- /1(2—“ - 1)2du

a (e

Sr o) g(-0)-)

4 3+a(8 126 )

o« 3\a3 a2 «a
2a0 8

= -1 —4+ —. 4.23
3 +3a2 ( )

Damit erhalten wir fiir den ersten Summanden in (4.20)

var ([ X, |U])

E(E[Xo|U))* - (EE[X,|U])"
_ ,1*2_a+i,(3,1)2

3 3a2 a
B 2a0 4 4
N 3 a 3a2

Fiir die bedingte Varianz gilt nach Definition von ¥ und unter Ausnutzung
der Verteilungsrekursion

o 6!
var[Xq|U] = 1{U2a}‘1’(5) + 1{17U2a}‘1’(ﬁ),
also erhalten wir durch Zerlegung nach U und unter erneuter Verwendung der
Symmetrie von L(U)

! o |
E(var[X,|U]) = 2 / \If(—) du = 2a / —U(u) du,
im letzten Schritt wurde naheliegend substituiert.

Insgesamt folgt damit fiir a > % die folgende Darstellung:

t1 2
U(a) = 2a~/ — ¥ (u) du—?a—2+

4
u o

4
~ 5.3 (4.24)
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

Lemma 4.23 Fiir a > % ist ¥ unendlich oft stetig differenzierbar, und es gilt
¥(1) =0.

Beweis. Folgt sofort aus (4.24) und Lemma 4.20. O

Mit diesem Lemma kénnen wir also durch einmaliges Differenzieren zusam-
men mit der Randbedingung eine alternative Darstellung fiir ¥ erhalten. Der
besseren Lesbarkeit geschuldet schreiben wir ¥'(a) fiir die Ableitung nach a.
Die Produktregel fiir die Differentiation zusammen mit dem Hauptsatz der
Differentialrechnung liefert

1
1 1 2 4 8
!
\If(oz):2-/a§\1/(u)du2a-§‘lf(a)§?—I—E
1 2 8 4
= Ly 254 8
a a o «

dabei haben wir das Integral durch die entsprechende Umformulierung von
(4.24) ersetzt. Diese Differentialgleichung (mit der Randbedingung aus Lem-
ma 4.23) wird durch

8loga 2 4

V() = 2— 5
a a «

gelost.

Nun betrachten wir o € (0,1). Durch Quadrieren von (4.21) kommt in (4.22)
der Summand
2U 2(1-U
2 Yacvar-a (2 1) (g 1)
a a

hinzu, damit miissen wir - falls & < 1 — in (4.23)

[ e [T (MG 2
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

addieren und erhalten somit, fiir a € (0,1),

2a0 4 4 2a0

var (B[ X, |U]) = 1{a>%}(_? a

Damit folgt wie oben

1
1 2 4 4
200 - —\I/(u)du——a—2—i————, a> 1
2 2 2
a U 3 a 3«
U(a) = - ) (4.25)
a
2% - | =W(u) dut 2 <1
o /o[u2 (u) u—i—3, a<s;

Lemma 4.24 VU ist fir a # % unendlich oft stetig differenzierbar und stetig

i =1
na=s.

Beweis. Die Stetigkeit in % lasst sich leicht nachrechnen; denn das Integral hat
flir a+ und a— denselben Wert und kann daher unbeachtet bleiben. Hier, wie

auch bei der Differenzierbarkeitsaussage wird wieder Lemma 4.20 verwendet.
O

Analog zum Vorgehen fiir den Fall o > % wird differenziert, die Differen-

tialgleichung gelést unter der Randbedingung ¥(3) = ¥(3+). Wir erhalten
insgesamt den

Satz 4.25 Fiir a € (0,1) ist

294 2 = 1

var X +oz o a i
° 8log2 — 5 )

) a< s

o =32

In Abbildung 4.7 ist die Varianzfunktion skizziert.
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

2.5 7

2.0

1.5

var X,

1.0

0.5 7

0.0

| | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(0%

Abbildung 4.7: Varianzfunktion ¥ : o — var X, im BST-Fall

4.5.2 Digital Search Tree

Im Digital Search Tree-Algorithmus werden die Datenwerte nach ihrer Binér-
darstellung in den bindren Baum einsortiert. Geht man von gleichverteilten
Daten aus dem Einheitsintervall aus, so landen solche, die kleiner als % sind,
links, die anderen rechts und in Folge dessen ist I,, binomialverteilt mit Para-
metern n — 1 und %

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen folgt %In — %, die Grenzverteilung p ist
das Einpunktmaf in %, also sind die Voraussetzungen fiir Satz 4.17 erfiillt. Da
die von U abhingenden Indikatorvariablen nun aufgrund der Beschaffenheit
von g deterministisch sind, ist auch der Grenzprozess deterministisch. Wir
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

behaupten
o0
XP5T (@) = 14> lyrgrey(a) 25, a>0,
k=1
und weisen dies wie folgt nach: Einsetzen der rechten Seite in die Rekursion
liefert
L+ LiysayXe + 1{17U>a}X,17LU

= ]. + 2 . 1{a<1/2} <1 + Z 1[2k72k+1)(2a)2k>
k=1

= —1+2-11 )(a) + Z 1[277671,2*’9)(0)2“1
k=1

= -1+ Z 1[27k72—k+1)(01) . 2k = X(Ot)
k=1

Von der ersten zur zweiten Zeile benutzen wir, dass a < % bereits von «a €
[27%=1 27F) impliziert wird, so k € N gilt; im letzten Schritt wurde der Sum-
mationsbereich verschoben. X ist also Fixpunkt der Rekursion und es bleibt
lediglich der Nachweis, dass £(X) € M gilt. Die Pfadeigenschaften stehen
aufler Frage, weiter gilt mit Fubini I und dem Satz von der monotonen Kon-

vergenz

E 1tXalt——1 S kl —k+1\2 _ (9-k\2) _
P 2+Z2 '2((2 ) - (2 ))—1,
0 )

und damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es iiberrascht nicht, dass folg-
lich nach Bemerkung 4.19 der DST-Algorithmus unter allen bindren Bdumen,
die aus der Konstruktion iiber rekursive Verteilungsfamilien nach Abschnitt 4.2
hervorgehen, die bestmd&gliche Balance erreicht.

4.5.3 Median-of-(2k + 1)-Quicksort

Der Algorithmus des Median-of-(2k + 1)-Quicksort versucht, den gewShnlichen
Quicksort-Algorithmus dadurch zu verbessern, dass nicht das erste auftretende
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

Element in den Wurzelknoten gesetzt wird, sondern der Median der ersten
(2k+1) Elemente. Somit entscheidet der absolute Rang desjenigen Elementes,
welches unter den ersten (2k 4+ 1) Elementen den Rang k + 1 hat, iiber die
Einordnung in linken und rechten Teilbaum. Mit £ = 0 erh&lt man den BST-
Algorithmus.

Um die Verteilung von I,, zu bestimmen, nutzen wir aus, dass die absoluten
Rénge von n unabhéngigen, auf dem Einheitsintervall gleichverteilten Zufalls-
variablen eine zufillige Permutation von {1,... n} bilden; dabei ist jede Per-
mutation wieder gleich wahrscheinlich. Fiir I, = j muss das k-kleinste Element
der ersten 2k + 1 genau das j-kleinste von allen sein. Stellen wir uns eine Urne
mit n Kugeln vor, von denen 2k+ 1 markiert sind, so erhalten wir I, = j genau
dann, wenn beim sukzessiven Ziehen gerade im (j + 1)-ten Zug die (k + 1)-te
markierte Kugel zum Vorschein kommt. Dafiir miissen unter den ersten j Ku-
geln genau k markierte sein und im letzten Zug eine weitere markierte Kugel
gezogen werden. Somit gilt

PP ke

(7) n—j

In diesem Fall ist I, + 1 negativ hypergeometrisch verteilt mit den Parametern
n, 2k +1 und k + 1 (vgl. [JK69, S. 309]). Grenzverteilung fiir I,,/n ist damit
die symmetrische Betaverteilung mit Parameter k + 1: Wir zeigen

P(I,/n 1=/n{nxJ/n) N %xk(l B m)k’ fiir alle z € [0,1).  (4.26)

In den Randpunkten ist nichts zu zeigen, sei also = € (0,1). Wir verwenden
die Notation z% fiir die absteigende Potenz, d.h. 2% := 2(z —1)--- (z — k +1).
Es gilt

n ( [nz]

n-P(I, = |nx|) = k ("’["EJ’l)

k

| ~—

2 1)
[n(1—z) %2k + 1)!
k\kIn2k+1
_ @+ |nz|®|n(l —z) |k
(k!)? (n—1)2 7

Eod
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und der zweite Faktor konvergiert gegen z*(1 — z)*. Dass daraus bereits die
behauptete Konvergenz gegen die Beta-Verteilung folgt, siecht man wie folgt.
Es ist mit einer geeigneten Substitution

P(In/n <) = ZP(In:j)

/
_ /0 nP(I,/n = nz)/n) dz.

Ein nahezu triviales Majorisierungsargument fiihrt zusammen mit (4.26) auf

P(I,/n <z) — /Ox %xk(l — )

Mit Satz 4.17 erhalten wir also die Konvergenz der Eisberg-Prozesse auch im
Median-of-(2k + 1)-Quicksort-Fall.

Fiir die Balance ergibt sich aus EU? = (k + 2)/(4k + 6) der Wert y = 1 +
1/(2k 4 2). Vergleiche auch Beispiel 4.14 und Bemerkung 4.19. Fiir grofes k
ndhern wir uns also mehr und mehr der Balance des DST-Baumes an.

4.5.3.1 Erwartungswert des Grenzprozesses

Wie bei den BST-Eisbergen kann man auch in diesem Fall den Erwartungswert
aus der Rekursion bestimmen. Dies wird mit wachsendem k jedoch zunehmend
komplizierter. Fiir £k = 1 erh&lt man

12 2af

EX, = —
7a+7

-1, (4.27)

fiir gréfere k£ wollen wir einen Algorithmus angeben, der auf eine explizite Dif-
ferentialgleichung fiir die Erwartungswertfunktion des Grenzprozesses fiihrt.
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

Dazu sei ¢y (z) := Ex® ,und fr(z) die Dichte der Beta(k+1,k+1)-Verteilung.
Mit

1
rn () ::/ t "o (t) dt gilt r(z) = —x "gp(x), (4.28)

und damit erhalten wir aus der Rekursion fiir den Grenzprozess mit einer

Substitution t = z/u

br(e) = 1+2 / ' fe(wen(z/u) du
1 2O (O 1Y )

P . 2\t t
2(2k +1)! ! B Ly o
x =0
k
LA (W
=1+ = ]z_;] T T g2 (T).

Lemma 4.26 Firl=0,1,....k gilt

2(2k + 1)! —1)J k+j+ 1) 1
¢g)($) — S+ ( - ) Zj!((k —)j)! ) (k(+jil—)l)!xk+]+l sz+j+2($).

k
J=0

Beweis. Induktion. Fiir I = 0 ist nichts zu zeigen. Wir betrachten nun zu-
néchst einen spiter benétigten Ausdruck. Mit einer einfachen kombinatori-
schen Gleichheit folgt

() e - (56w

Jj=0
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Die innere Summe ist genau (—1)¥, falls i = k, und 0 sonst, daher ergibt sich
insgesamt Null, solange | < k. Dies gilt natiirlich auch noch nach Multiplika-
tion von I!/k!, also folgt

k 1)7 P41 0 fir0<l< keN.
Z (krj+ 1) s (4.29)

= Mk =) RUENES ] (—DF  fiir I = k.

Nach Produktregel und (4.28) gilt
, 1 .
(57 s ia(@)) = (g + 1= Db D g (g (),

setzt man dies in die Induktionsvoraussetzung ein, so erhélt man mit (4.29)

d ay, . 202k+1) g~ (—1) (k+j+1)!
kS Rl R B g g gy )

xk+]+17(l+1)

=0
Titjr2(T)

und dies zeigt die Behauptung. O

Dieses Lemma legt das weitere Vorgehen nahe: Die (k + 1)-te Ableitung von
¢, verldsst das obige Schema und die beteiligten r-Terme lassen sich durch ge-
schickte Linearkombination friitherer Ableitungen eliminieren. Wir betrachten

Eckﬂ)(:c), welches wir aus Lemma 4.26 (mit [ = k) erhalten:

# @) = (40@)

22k +1) o~ (—1) (k4 j+1)
i Zy'(k NG+

(G + D)2l rgjpa(z) — f(kﬂ)@ﬁk(m))

/_\

k
2k + 1 k + + 1 ;
= g ] ) it jro(z)
Jj=
2% + 1)!
n —( D g ) gy (),
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

nach (4.29). Sei nun (ay, . ..,ax) so definiert, dass
k a
. T fiir alle j = 0, ... k.
lz(k+j+1l)! Joo arane s =

Man iiberlegt sich leicht, dass dieses Gleichungssystem fiir jedes & € N eine
eindeutige Losung besitzt. Mit Lemma 4.26 folgt dann

k
agz— K+ (¢k(x) _ 1) + Zale(kJrlfl)qsg)(m)

=1
k k i .
B (2k +1)! (—1) (k+1+5)!
TLUTR L e ey - )
; . k
2k +1)! (=1)/(k+j+1)
TR JX_; A= % Tk lz;kJerrl—l)
k 2(2k + 1)! -~
= o @) + 2D gy e )
Definiert man nun ag := ag + (—1)’”1%, ay:=aq fiirl =1,... k, sowie
g41 := —1, und multipliziert die gesamte Gleichung mit z**!, so ergibt sich

¢ (z) als Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (k+1)-ter Ordnung

k+1
S aa'el (@) = a0, (1) =1, 60 (1) =0, fir =1,... .k +1.
=0

Beispiel 4.27 a) Fir k = 1 lautet das LGS fiir die a;:

%—i—al:l und %—i—%:l,

also folgt ap = —6 und a; = 4. Die Differentialgleichung

661 (2) + dad) (z) — 2?¢7(z) = —

fiihrt mit den entsprechenden Randbedingungen auf die am Anfang die-
ses Abschnitts angegebene Erwartungswertfunktion (4.27).
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EX,

1_l T T T T T T T T

0.2 0.3 04 05 06 07 08 09 1.0
(6

Abbildung 4.8: @ — EX,, im Fall des Median-of-11-Algorithmus (k = 5)

b) Fiir k£ = 5 erhilt man als Losung des LGS
(ag, - ..,as) = (—332640, 181440, —45360, 6720, —630, 36),

eine numerische Losung der Differentialgleichung ist in Abbildung 4.8 zu
sehen.

4.5.4 Catalan-Baume

Als Catalan-Baum bezeichnen wir zu einem vorgegebenen n € N einen auf
der Menge der bindren Bdume mit n Knoten gleichverteilten Baum (vgl. Ka-
pitel 1). Es ist bekannt, dass es

. — 1 <2n>
n+1\n
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

bindre Bdume mit n Knoten gibt; C,, heifit n-te Catalansche Zahl. Ist also T,
ein Catalan-Baum und ¢,, ein bindrer Baum mit n Knoten, so gilt

1
Fiir die Grofie I,, des linken Teilbaumes erhalten wir damit die folgende Ver-
teilung:
CrCn_1-
PI,=k) = 222k k—0,....n—1,
Chn

denn auf dem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum der bindren Bdume mit
n Knoten zdhlen wir, wieviele davon einen linken Teilbaum der Gréfie k& be-
sitzen. Da ein bindrer Baum aber durch seinen linken und rechten Teilbaum
vollstédndig beschrieben ist, ergeben sich genau CyC),, 1 _j viele Biume mit n
Knoten, die I,, = k erfiillen.

Auch im Catalan-Fall liegt die bereits bekannte Unabhéngigkeitsstruktur vor:
Bedingt unter I,, sind linker und rechter Teilbaum unabhéngig. Dies lasst sich
leicht nachrechnen.

Damit kénnen wir auch in diesem Fall die Verteilungsrekursion fiir das Teil-
baumgroéfenprofil aufstellen:

Kn —distr Kln + K;L,1,]" +6na
mit (K,), (K},), I, unabhingig, und I, mit oben angegebener Verteilung.

Lemma 4.28 Fiir den Erwartungswert gilt fiir k < n

CrCni

EKnvk:(n*k-f'l)- C
n

Beweis. Vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 ist K;; = 1, gelte die Behauptung
also fiir alle n' < n. Wir rechnen die Rekursion nach: es gilt mit a,, t, := EK,

any = EK7, p +EK, 11, & + 0k,
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die rechten Erwartungswerte zerlegen wir nach dem Wert von I,, und nutzen
dabei die Verteilungssymmetrie I, =qistr » — 1 — I, aus. Dies ergibt a,, = 1
wie behauptet und, fiir k& < n,

n—1
anvk =2 Z aika(In = Z)
=0

Nach Induktionsvoraussetzung sind alle Summanden bis zu ¢ = k Null, au-
ferdem konnen wir wegen ¢ < n — 1 die a; durch die behaupteten Werte
ersetzen. Damit folgt mit einer Indexverschiebung i — i + k

n—1
, CrCik CiCr_1;
an,k:QZ(z—k—l—l)- :
i—k Ci Cn
CrCp 1 " L1 c,C
kYn—k . iUn—k—1—4
— 9. Zk¥nk 1) . Zitn-k-1-i
Cn zz—; (Z * ) Cnfk
CiC,—
— (n—k+1)- %

denn die Summe ist gerade der Erwartungswert von I, p + 1, ndmlich (n —
k +1)/2. Damit folgt die Behauptung. O

Aus diesem Erwartungswertvektor kénnen wir wie vorher im BST-Fall be-
reits elementare asymptotische Eigenschaften des Teilbaumgréfenprofils im
Catalan-Fall ablesen. Dabei ist die Asymptotik der Catalan-Zahlen selbst von
ausschlaggebender Bedeutung. Mit n — oo gilt

In diesem Zusammenhang ist mit a, ~ b, (n — 00) gemeint, dass mit n — oo
gilt ay, /by, — 1.

Da fiir k£ > n/2 nicht K, ; > 1 gelten kann, konnen wir aus der Asymptotik
der Catalanzahlen sofort die asymptotische Verteilung der ,groflen“ Knoten
bestimmen:
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Lemma 4.29 Fiir jedes k € Ny gilt

Knpor 2% 7, mit P(Z, = 1)

I
-
|
3
N
o
I
e
i
|
o
VS
[\]
Ny
N——

Beweis. Der Fall k = 0 ist trivial. Sei k¥ € N. Ist n groR genug (n > 2k), so
nimmt K, ,_j nur noch die Werte 0 und 1 an. Der Erwartungswert liefert fiir
letzteren Fall die Wahrscheinlichkeit. Dabei gilt nach Lemma 4.28

CrChn
Cn
4" *FVmnd
m(n — k)34n

— (k+1)Cp-47% = 4k<2kk>. ]

P(Kn,nfk = 1) = EKn,nfk = (k + 1) .

~ (k+1)Cy -

Wie vorher bei der Untersuchung der Eisberg-Prozesse sind die grofen Kno-
ten natiirlich nicht asymptotisch unabhéngig. Wir kénnen die Asymptotik der
gemeinsamen Verteilung dieser Knotenzahlen angeben.

Satz 4.30 Sei k € N, dann gilt, mit n — oo

distr
(Kn,nfla Kn,n72a s aKn,nfk) L X,

und die Verteilung von X ist gegeben wie folgt: Fiir ein x = (x1,...,xx) €

{0,1}* seien 0 =: jy < j1 < ... < jm < k genau die Positionen in z an denen

eine 1 steht, auflerdem A; := j; — j;_1, i = 1,... k. Dann gilt

m k—jm—1
P(X =g) = om %m (H CAi1> (1- % > e
i=1 =0

Beweis. Sei Xy, := (Knpn-1,---,Knpn ) und sei z = (21,...,2;) € {0,1}*.
Wir betrachten den Wurzelknoten. Ist nun z;, die erste Position, an der in z
eine ,1“ auftaucht, so bedeutet dies, dass der linke oder der rechte Teilbaum
des Wurzelknotens genau n — j; Knoten besitzen muss. Bedingt unter dieser
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Knotenanzahl sind dessen Teilbdume unabhingig, wir kénnen dieselbe Uberle-
gung also rekursiv wiederholen. Schliefilich ergibt die Betrachtung desjenigen
Knotens zu dem der Teilbaum mit n — j,,, Knoten gehort, dass dieser keinen
Teilbaum mit mehr als n — k Knoten besitzen darf. Dies fiihrt auf

P(X,=1z) = P(In:n—jl oder n —1—1I, =n — ji,

I,_j, =n—jsodern—ji —1—1I, j =n— j,

In_j,, . =n—jmodern—jgp, 1—1—-1I,_; | =n~—jn,
I,_j,<n—kundn-—j,—1-1I,, <n—k).

Symmetrie und Unabhéngigkeit der I-Variablen ermdglichen die Umformung

P(X, = z)
m
= 2" <H P(Infjifl =Ji— Ji-1 1)) . (1 — 2P(In,]-m <k —jm— 1))
y —
i=1 :\’_Ai
i C C kijm*]. C C
Ai—1Yn—ji_1—A; iCn—jm—1—i
<Z—]1 Cn—ji71 ) g Cnf]m

Innerhalb des Produktes kiirzen sich nun wegen n — 5;_1 — A; = n — j; je-
weils der zweite Faktor des Z#hlers gegen den Nenner des Faktors mit dem
néchsthoheren Laufindex ¢. Es verbleibt aufier den Ca, 1 also nur der Faktor

Cnfjm 4n—Jm vrn3

— 47Im,
Cn 4n,/m(n = jm)3

Ebenso ergibt sich das asymptotische Verhalten der Summanden zu

Cn 1 _y 4 (+1)

Crjm
Insgesamt folgt
A 1 Fgmt .
Tim P(X, =z) = 2" % (H CA”) : (175 Z Cz-arl) = P(X = z)
=1 1=0
wie behauptet. ]
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

Wir kénnen X als eine Art Erneuerungsprozess interpretieren: Seien Y1,Ys, ...
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

P(yy=j) = 2""%C; 4, jeN

Dass dies ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, kann man mit Hilfe der erzeugenden
Funktion der Catalan-Zahlen

<. 11— 4z
>oe0 = I

Jj=0

nachweisen. Durch Einsetzen von 2 = 1/4 erhélt man 7%, 2°27C; = 2 und

0 9] 1 9]

2 : . 2 : —2j—1 § : —25

. P(lej) = . 02 J Cj = 5 02 ]C]‘ = 1.
1= 1=

J=1

damit

Die Verteilung von Y7 nennen wir Catalan- Verteilung. Zu diesen ,Lebensdau-
ern“ Y; sei nun S := Z;Zl Y; die Gesamtlebensdauer der ersten [ Komponen-
ten und N = (Np,)men mit No := 0 und N; := sup{l : S; < j} der zugehdrige
(diskrete) Erneuerungsprozess. Fiir eine Folge von ,Sprungstellen“ fiir N, also
ein z € {0,1}* erhalten wir dann mit den Bezeichnungen des vorhergehenden
Satzes

P(N\{l,...,k} springt genau in z)
= P(Yl :Ala---aYm :Am7Ym+1 > k*]m)

_ (f[l P(Y, = Ai)> (1=P(YV1 <k = jm))

— <ﬁ 212AiCAi]_> . (1 B kz]:m 21722'0_71)
=1 =1
— 9m—2m (ﬁ CA.1> - (1 _ lkfloﬁi)
=1 Z 2 =0
= P(X =1z).

Das bedeutet insbesondere fiir den ,unendlichen Catalan-Baum®, dass sich die-
ser wie folgt konstruieren l&sst: Ausgehend von der Wurzel wéhlen wir zuféllig
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Abbildung 4.9: Anfangsstiick eines unendlichen Catalan-Baumes und der daraus re-
sultierende Erneuerungsprozess. Die Sprungstellen sind in diesem Fall
z = (0,1,0,0,0,1,1,0,0,1), die Lebensdauern damit Y7 = 2, Yo = 4,
Ys=1,Y4=3und Y5 = 1.

(je mit Wahrscheinlichkeit 1/2) aus, ob der linke oder der rechte Teilbaum
endlich sein soll, und setzen dessen Grofe auf Y7 — 1. Der Teilbaum selbst ist
also auf der Menge der bindren Badume mit ¥Y; — 1 Knoten gleichverteilt. Fiir
den anderen (den unendlichen) Teilbaum wahlen wir wieder, ob es ,links oder
rechts weitergeht und setzen die Grofle des ,Sackgassen-Stiickes* auf Yo — 1.
Die Prozedur wird unendlich oft wiederholt.

Damit haben wir iiber die Asymptotik des Teilbaumgrofenprofils eine Erkla-
rung fiir den bekannten Sachverhalt gefunden, dass ein ,unendlicher Catalan-
Baum“ genau einen unendlichen Pfad besitzt, von dem endliche Catalan-
Baume abzweigen. Dies wird zum Beispiel bei Janson in [Jan02] gezeigt.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch nachweisen, dass die Anwendung
des zentralen Resultates fiir die ,Eisberge* an dessen Voraussetzungen schei-
tert; denn die Grenzverteilung von I,/n ist gerade die Gleichverteilung auf
{0,1}, vgl. Beispiel 4.14. Dies wollen wir zeigen, in dem wir die Varianz von
I,, betrachten.
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4.5 Eisberge bei bindren Bidumen

Lemma 4.31 Fiir n € N gilt

) = w R 3(.7.1?2171)! 1)

Beweis. Mittels des Verhéltnisses aufeinanderfolgender Catalan-Zahlen
Cn1 . n+ 1
C, 2(2n-1)

erhalten wir

n—1

EL, (I, +1) = Y i(i+1) %

Tl

=0
B nz:l it 1) Ci1Cp 2 (i-1)Ch1 C;
— Cn—1 Cn Cia
n+1 — ,
= m222(22-1)P([n,1:Z—1)
i=1
n+1
= ST 1E(In,1 + 1)(2[,2,1 + 1)
2(n+1) n(n+1)
= —FKI,_ 1(I,— 1 —_—
=1 Chnet a1+ 1) 4 2(2n — 1)
Wir nennen g, := EI,, (I, + 1) und erhalten die Rekursion
_ 2(n+1) n(n+1)

= o1 ™ 9, )
mit der Anfangsbedingung ¢; = 0; denn I; = 0. Nun zeigen wir die Aussage
des Lemmas mit vollstdndiger Induktion. Der Induktionsanfang besteht darin,
nachzurechnen, dass die rechte Seite des Lemmas fiir n = 1 Null ergibt. Ist die
Aussage bis n — 1 gezeigt, so folgt aus der obigen Rekursion nach Induktions-

voraussetzung

2n+1)((n—1)n _, 5 n! n(n+1)

dn = -2 +
2n —1 2 1-3---(2n-13) 2(2n - 1)
1 1)!
_ nletl) (20 - 1)+ 1) 2 IV

2(2n - 1) 1-3---(2n—1)

und die Behauptung folgt. O
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Hauptansinnen dieses Lemmas ist natiirlich die Berechnung der Varianz von
I,,. Es gilt dabei

varI, = EI? — (EI,)’
= EI, (I, +1) — EI, (1 + EI,)

_ n(n+1) 72n,2(n+1)!2nn! B n—1(1+n—1>

2 (2n)! 2 2
_ (n+1)2 4!
2 Cn

Daraus lasst sich nun die Asymptotik der Verteilung von I, /n ableiten:

Satz 4.32 Mit n — oo gilt

1 dist
-1, =5 7
n

und Z ist gleichverteilt auf {0,1}.
Beweis. Wir betrachten die Varianz der linken Seite. Es gilt
I, 1 1(n+1)2 4nt

var — = — varl, = .
n? n2C,

n n?
Der erste Summand konvergiert gegen 1/4, der zweite aufgrund des asymptoti-

schen Verhaltens der Catalanschen Zahlen gegen Null. Auferdem ist I, /n auf
das Einheitsintervall konzentriert, die Familie der Verteilungen £(I,,/n) ist al-
so trivialerweise straff. Die einzige Verteilung auf dem Einheitsintervall mit der
Varianz 1/4 ist jedoch oben genannte Gleichverteilung auf den Randpunkten.
(Dies ist die maximale Varianz, die eine Verteilung auf dem Einheitsintervall
iiberhaupt besitzen kann.) Mit einem Standardargument zur Straffheit folgt
die Behauptung. O

4.6 Random Recursive Tree

Bei der Untersuchung asymptotischer Strukturen von bindren Biumen trifft
man hiufig auf analoge Argumentationen zwischen dem Binary Search Tree
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4.6 Random Recursive Tree

und dem Random Recursive Tree. Diese Analogie griindet sich zumeist auf die
Ahnlichkeit der beteiligten erzeugenden Funktionen. In diesem Abschnitt nut-
zen wir Ahnlichkeiten in der rekursiven Struktur dieser beiden stochastischen
Objekte aus.

Allerdings ist ein Random Recursive Tree gar kein bindrer Baum. Wir be-
trachten die Menge der nicht-planaren Bdume mit n Knoten, die eine sur-
jektive Gewichtsfunktion mit Werten in {1,...,n} besitzen derart, dass die
Gewichte entlang eines jeden Pfades von der Wurzel zu einem externen Kno-
ten eine streng isotone Zahlenfolge bilden. Wahlen wir T), gleichverteilt aus
dieser Menge, so nennen wir 7;, einen Random Recursive Tree.

Alternativ kann man solch einen Random Recursive Tree auch iterativ er-
zeugen. Dazu beginnt man mit 77, welcher nur aus dem mit ,1 gelabelten
Waurzelknoten besteht. Nun gelangt man von T, zu 15,1 durch zufillige gleich-
verteilte Auswahl eines Knotens aus T},, an den der Knoten mit dem Wert n+1
angehéngt wird.

Bezeichnet man den Wert des Knotens, an den im Schritt von T}, zu T),41 der
neue Knoten angehéngt wird, mit a,, so beschreibt die Folge (ag)r=1, .. n—1
den entstandenen Baum T,, vollstindig. Auferdem ist (az) die einzige Folge,
die auf diesen Baum fiihrt.

Auf diese Weise kann man einen Random Recursive Tree mit n Knoten be-
schreiben als ein Tupel (a1, ...,a,_1) mit der Eigenschaft a; < j fiir alle
Jj=1,...,n— 1. Dabei bedeutet a; = ¢, dass der Knoten mit dem Wert j + 1
an den Knoten mit dem Wert i angehéngt wird. (Der Wurzelknoten hat stets
den Wert 1). Wie oben betrachten wir ein einzelnes Tupel, welches auf der
Menge der zuldssigen Tupel gleichverteilt sein soll.

Um fiir diesen Algorithmus eine Verteilungsrekursion wie fiir die bindren Bau-
me zu erhalten, zerlegt man in den Teilbaum des Wurzelknotens mit dem
kleinsten Label und den Rest. Dabei hat der ausgewahlte Teilbaum eine Kno-
tenzahl, die auf {1,... ,n — 1} gleichverteilt ist (siehe z.B. [Mah91]). Die Eis-
berge geniigen also der Verteilungsrekursion

Xn,a =distr 1 + 1{In>om}XIn,%a + 1{n71n>an}X;;71n7n" a 1{n71n>an}a

—In
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

wobei wieder X' eine unabhéngige Kopie von X und I, auf {1,...,n — 1}
gleichverteilt und von X und X' unabhéngig ist. Diese Rekursion lisst sich
auch aus der Teilbaumgrofenprofilrekursion fiir diesen Baumtyp ableiten: Fiir
j € N gilt

Knj =diste K1, + Kvlzfln,j - l{nfln:j} + Onj,

némlich finden sich Teilbdume der Grofe j entweder links, oder als j-Teilbdume
des iibrigen Baumes — dann allerdings darf nicht der um den linken Teilbaum
beschnittene Baum selbst j Knoten haben. Bei n = j sind alle Summanden fiir
die Teilbdume Null, also wird mit dem Kronecker-Delta korrigiert. An diesen
beiden Rekursionen kann man die am Anfang des Abschnitts beschriebene
Ahnlichkeit der rekursiven Strukturen gut erkennen.

Nicht direkt aus Satz 4.17 aber mit einer vollkommen analogen Argumentation
erhalten wir auch hier die Konvergenz des Eisbergprozesses gegen diejenige
(eindeutige) Verteilung @, welche die folgende Rekursion erfiillt:

Xo =dgistr Lu>a}Xe + 1{17U>a}X117LU + 14 v<als
X, X' ~Q etc. und U ~ unif(0,1).

Auch hier kénnen wir uns den ,Limes-Baum* analog zum BST-Fall vorstellen:
einziger Unterschied ist, dass die Knoten, deren Pfad mit einem Schritt nach
rechts endet, nur als ,Verbinder* fungieren. Dies ist eine Variante der Knuth-
schen Korrespondenz zwischen Biumen und bindren Biumen: Die direkten
Nachfolger des Wurzelknotens im nicht-bindren Baum sind die Knoten (0),
(1,0), (1,1,0),.... Diese Beschreibung wird rekursiv auf den gesamten Baum
ausgedehnt.

Im Eisberg-Prozess werden nun diese ,Verbinder” nicht mitgezdhlt. Mit diesem
Argument folgt sofort, dass Erwartungswert und Varianz existieren miissen,
da (bei entsprechender Konstruktion) XERT < XBST fiir alle a € (0,1] erfiillt
ist. Wieder einmal 16sen wir eine Rekursionsgleichung auf und erhalten fiir den
Random Recursive Tree

1 1 2log a 1
1 a o T a a2 2
EX, = — und var X, =
@ @ 2log 2—1 1
« L’ a< 3
(67
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4.7 Ausblick

4.7 Ausblick

Fiir die Untersuchung des Teilbaumgréfenprofils gibt es — abgesehen vom rei-
nen kombinatorischen Interesse — mehrere Motivationen. Flajolet, Gourdon
und Martinez fithren beispielsweise in [FGM97| an, dass man aus Erkenntnis-
sen liber das Teilbaumgréfienprofil den Speicherplatz fiir die Implementierung
nichtlinearer Datenstrukturen optimieren kann. Devroye schreibt in [Dev9l],
dass die Untersuchung sogenannter local counter, wie beispielsweise der An-
zahl der Knoten ohne Nachkommen, zu einem gewissen Grad Aufschluss geben
kann iiber die Struktur des Baumes.

In Kapitel 3 haben wir eine weitere (indirekte) Motivation dadurch erhalten,
dass die Pfadlédnge als Testgrofie fiir einen optimalen Test zur Unterscheidung
von BST und DST taugt. Diese Idee ldsst sich insoweit ausbreiten, dass das
Teilbaumgrofenprofil nach dem Neyman-Kriterium eine suffiziente Statistik
fiir die Familie der in Abschnitt 4.2 beschriebenen rekursiven Verteilungsfami-
lien bildet.

Bei der Analyse der Asymptotik sind wir zun&chst vom BST-Fall ausgegan-
gen. Die ,Mause“, also die Anfangsstiicke des Profils, sind asymptotisch mehr-
dimensional normalverteilt (Satz 4.9), die Endstiicke verschwinden, wenn man
sie einzeln betrachtet. Uber die Kumulierung der grofen Knoten haben wir
im Sinne des ersten Absatzes dieses Kapitels (S. 65) eine weitere ,Kenngrofie®
entwickelt und ihr asymptotisches Verhalten beschrieben. Wie erhofft, 1asst
diese Untersuchung wieder den Riickschluss auf den Baum selbst und dessen
asymptotisches Verhalten zu.

Leider entzog sich der Bereich ,zwischen Mausen und Eisbergen® einer Betrach-
tung mit stochastischen Methoden. Hier haben Feng, Mahmoud und Panholzer
in [FMPO08| und Fuchs in [Fuc07] asymptotische Poissonverteilung der einzel-
nen Komponenten des Teilbaumgréfenprofils nachgewiesen. Dabei kommen
im Wesentlichen erzeugende Funktionen und analytische Methoden zum Ein-
satz.

Das Verhalten dieser Komponenten ldsst sich vielleicht auch aus einer Betrach-
tung des Eisbergprozesses fiir sehr kleine Argumente begriinden.
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4 Das TeilbaumgréBenprofil

Da die Asymptotik der Eisberge abgesehen von wenigen zusétzlichen Voraus-
setzungen nur auf einer Verteilungsrekursion basiert, ldsst sich das Resultat
(Satz 4.17) auf verschiedene Strukturen iibertragen. DST, Median-of-(2k + 1)-
Quicksort und Random Recursive Tree sind dabei nur ein paar Beispiele —
weitere findet man im grofen Gebiet der stochastischen Algorithmen zuhauf.
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