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Zusammenfassung

Die schulischen Leistungen deutscher Schiiler nehmen in der aktuellen politischen und ge-
sellschaftlichen Diskussion einen breiten Raum ein. Was aber sagen PISA und andere Un-
tersuchungen iiber die inhaltlichen Stidrken und Schwichen deutscher Schiiler tatséchlich
aus?

Die vorliegende Studie untersucht Leistungen von Hauptschiilern in ausgewéhlten In-
haltsbereichen des Mathematikunterrichts. Die Hypothese ist, dass sich gewisse Schwie-
rigkeiten der Hauptschiiler aus nicht verstandenen und verinnerlichten Kenntnissen der
Grundschulmathematik ableiten lassen. Zur Uberpriifung der Hypothese wird ein infor-
meller Test konstruiert. Mit diesem Test wird der Versuch unternommen, in exempla-
rischer Art Aussagen iiber Losungsstrategien von Schiilern zu erhalten. Dazu wird auf
Aufgaben zuriickgegriffen, die dem aktuellen Schulstoff entstammen, also im Unterricht,
in Schulbiichern sowie Klassenarbeiten in dieser Form vorkommen. Zudem werden die
Aufgaben daraufhin tiberpriift, ob sie widhrend oder mit ihrer Losung Aussagen iiber
grundschulspezifische Fahigkeiten und Fertigkeiten zulassen.

Eine detaillierte Auswertung der schriftlich vorliegenden Bearbeitungen der Schiiler
fithren zu Vermutungen iiber Losungsstrategien und mogliche Fehlerursachen. Die Feh-
leranalyse miindet in der Feststellung bestimmter Bereiche, die einer besonderen Auf-
merksamkeit bediirfen. Diese Aufmerksamkeitsbereiche zeigen Fehlerquellen auf, die ihre
Wurzeln im Primarbereich haben (Beispiele: Ubersicht iiber die Zahlenriume, Verstind-
nis des Stellenwertsystems). Zum anderen zeigen sie Schwierigkeiten und Probleme des
aktuellen Hauptschulunterrichts, Vorerfahrungen der Schiiler aufzunehmen und Konzepte
zu bilden, statt BlackBoxes von Formeln und Rezepten aufzubauen.

Mit einer Auswahl von Schiilern wird mit der Methode des klinischen Interviews die
Uberpriifung der Hypothese vertieft, die beobachteten Aufmerksamkeitsbereiche detail-
lierter untersucht und durch Beispiele aus diesen Interviews dokumentiert.

In Ergéinzung zu statistischen Untersuchungen werden in dieser Arbeit die benannten
Aufmerksamkeitsbereiche qualitativ bestimmt. Dies festigt die Hypothese, dass Defizi-
te in den Mathematikleistungen von Hauptschiilern in den Mathematikunterricht der
Grundschule zuriickweisen.

Abstract
School achievement of German students take up a large room in the current political and
social discussion. Which evidence, however, do PISA and other studies actually give about
the strengths or weaknesses of German students regarding their mathematic abilities?
This study examines achievements of weaker secondary school students in selected
topics of mathematic education. The hypothesis is that certain difficulties of weaker stu-
dents can be deduced from not correctly understood or internalized basic facts which are
part of primary school mathematics. For the examination of this hypothesis an informal
test is designed. With this test the attempt is undertaken to receive in exemplary kind
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statements about the students’ solution strategies. For this purpose, tasks from actual
secondary mathematical topics are taken, i.e. tasks that occur in the lessons, textbooks
or in written tests in these grades. Furthermore these tasks and their solutions are proved
whether or not they permit statements about primary-school-specific abilities and skills.

With the help of the students’ written answers assumptions are deduced about solution
strategies and possible error causes. The analysis of mistakes leads to the definition of
certain areas of attention. These areas hint at reasons for errors which have their roots in
primary mathematics (as, for instance, number sense or idiosyncratic understanding of
the decimal system). On the other hand, these areas point out weaknesses in the current
teaching in secondary schools. In addition, they show that pre-conceptions of the students
were not taken into account during lessons, that concepts are missing, that students solved
tasks with the help of misunderstood formulas, etc.

With a sample of pupils the method of the clinical interview is used to prove the
hypothesis mentioned above. The areas of attention are examined in more detail and
documented by examples from these interviews.

In addition to quantitative studies like PISA, in this study the areas of attention are
qualitatively determined. This strengthens the hypothesis that deficits in the mathematics
achievement of secondary school students refer to inadequacies of mathematic instruction
in primary school.

Schliisselworte
Mathematikunterricht, Hauptschule, Rechenschwiche
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Vorwort

Zum Gelingen dieser Arbeit haben eine Reihe von Personen wesentlich beigetragen.
Herr Prof. Dr. Thomas Bediirftig und Herr Prof. Dr. Karlheinz Jetter haben diese
Arbeit angenommen und mich von Beginn an mit Interesse betreut und unterstiitzt.
Fiir ihre inhaltlichen Anregungen und Beratungen mochte ich ihnen an dieser Stelle
ganz herzlich danken.

Besonderer Dank gilt allen beteiligten Lehrerinnen und Lehrern sowie ihren
Schiilerinnen und Schiilern, die es mir moglich gemacht haben, die vielfdltigen Da-
ten zu den Mathematikleistungen zu erheben. Insbesondere die 18 Schiilerinnen
und Schiiler, die mit mir im Interview mit Spal und Freude Inhalte erarbeitet ha-
ben, die ihnen sonst meist eher Sorgen bereiten, habe meiner Motivation grofien
Anschub gegeben. Ohne diese Schiiler wire diese Arbeit nicht entstanden.

In vielen Gespriachen mit Freunden, Kollegen, Studenten, Lehrern und Schiilern
habe ich wertvolle Hinweise erhalten, die mich in dieser Arbeit weitergebracht ha-
ben. Speziell zu nennen sind die Kolleginnen und Kollegen aus dem Institut fiir
Didaktik der Mathematik und Informatik in Hannover, in erster Linie Prof. Dr.
Klaus Hasemann. Durch ihre stete Diskussionsbereitschaft konnte so manche Frage
gekléart werden. Dartiber hinaus danke ich Hans Martin Hiine fiir diverse Anstofe,
meine Fragen zu iiberdenken und prézisieren.

Frauke Schulz und Ringo Ebert haben mich bei der Erhebung der Daten un-
terstiitzt, gemeinsam mit Rodeina Al-Sahwi haben sie die wesentliche Transkripti-
onsarbeit geleistet.

Fiir die akribische Durchsicht und Korrektur der von mir immer wieder iiberse-
henen vielen Tipp- und Zeichenfehler danke ich Rainer Clausjiirgens, Osnabriick
ganz herzlich.

Eine ganz besondere Unterstiitzung habe ich von meiner Frau Maren Mittel-
berg erfahren, da sie mich in meinen Launen, schwankenden Stimmungen ge- und
ertragen und mit grofer Kraft dazu gebracht hat, diese Arbeit fertig zu stellen.

Einige Anmerkungen

— Die Namen der beteiligten Schiilerinnen und Schiiler wurden geéndert.

— Zitate, die in alter Rechtschreibung vorlagen, wurden aus Griinden der Lesbarkeit
der aktuellen Rechtschreibung angepasst. Die zwischenstaatliche Kommission fiir
deutsche Rechtschreibung nennt dazu einen Passus aus den interinstitutionellen
Anweisungen des Ubersetzungsdienstes der Européischen Union zur ,Behand-
lung von Zitaten“. Dort heifit es: ,,Sind Worter oder Passagen aus Texten zu
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zitieren, die in bisheriger Rechtschreibung vorliegen, so sind die Zitate in neuer
Rechtschreibung wiederzugeben. Die Zeichensetzung bleibt dabei unverdndert.“

— An dieser Stelle sei auch darauf hingewiesen, dass ebenfalls aus Lesbarkeits-
griinden die Verwendung geschlechtsspezifischer Bezeichnungen jeweils beide Ge-
schlechter einschlief3t.



Einleitung

Nicht erst seit TIMSS, PISA und &hnlichen Studien ist bekannt, dass der Ma-
thematikunterricht in den Klassen 7 und 8 Probleme aufweist, die einer nidheren
Betrachtung unterzogen werden miissen. Problematisch ist die Tatsache, dass sich
jeder mit dieser Materie auskennt — zumindest auszukennen scheint —, sie oft auch
beherrscht und deswegen meint, Hauptschulunterricht und entsprechende Schiiler-
leistungen beurteilen zu kénnen.

Diskutiert werden Ergebnisse aus solchen Untersuchungen — gerne auch die Plitze
des Abschneidens. Es wird verglichen, wie einzelne Lénder, verschiedene Nationen
zueinander stehen.

Nach sich ziehen diese Untersuchungen eine Vielzahl von Mafinahmen — von all-
gemeinen Auferungen, strukturellen Mafnahmen, politischen Entscheidungen iiber
Vergleichstests, zentrale Priifungen bis hin zu qualitativen Einzeluntersuchungen.
Bisweilen wird den Entwicklern dieser vielfaltigen Konsequenzen vorgeworfen, ei-
nem Aktionismus zu verfallen, der am Kern der Schulentwicklung vorbeiginge.

Rolff (2001) zitiert den Schweizer PISA-Experten Oggenfuss, der auf einer PISA-
Tagung davor warnte, zu ,,Akzeptanzzwecken zu behaupten, mit PISA liele sich
konkret etwas in der Schule anfangen“ (Rolff 2001, 337). Rolff hélt fest, dass die
OECD (verantwortlich fiir PISA) ihr Projekt nicht an die Schulen selbst, sondern
vielmehr an Schulpolitik und Schulverwaltung gerichtet habe. Die diskutierten Maf-
nahmen, die haufig global aus PISA abgeleitet wiirden, miissten differenziert be-
trachtet werden, z. B. in verschiedenen Formen des direkten Nutzens fiir die alltéagli-
che padagogische Arbeit in Schulen — als vermittelter Nutzen und als unmittelbarer
Nutzen. Im Umfeld von weiterfiihrenden Untersuchungen (z.B. flichendeckenden
Untersuchungen wie LAU (Hamburg), MARKUS (Rheinland-Pfalz) und QUASUM
(Brandenburg)) konnten Schulen unmittelbar von deren Ergebnissen profitieren,
die grofien Stichprobenuntersuchungen (PISA, TIMSS) verspréichen eher vermittel-
ten Nutzen durch Bereitstellung von Orientierungswissen, zahlreiche Impulse zur
fachdidaktischen Diskussion, zur Curriculumentwicklung sowie fiir die Lehrerfort-
bildung (vgl. Rolff[2001]).

In dhnlicher Weise fasst Terhart (2002) zusammen, in welcher Form die ,,groen
Untersuchungen® erginzt werden miissten, um eine positive Weiterentwicklung von
Schule und Unterricht zu bewirken.

, Konstruktive Konsequenzen lassen sich nur dann ziehen, wenn Leistungsvergleiche von tieferge-
henden, differenzierten Analysen begleitet und vervollstindigt werden, in denen die Bedingungs-
konstellationen und Kontexte (oder Ausbleiben) von adidquaten Leistungen ermittelt werden.



Einleitung

Damit ist der Bereich der Schul-, Unterrichts- und Lehr-Lern-Forschung angesprochen, in dessen
Rahmen traditionell solche Analysen angesiedelt sind bzw. angesiedelt sein sollten. Die hierdurch
erarbeiteten Erkenntnisse zu den Bedingungen und Voraussetzungen von qualitativ hochwertiger
Schul- und Unterrichtarbeit kénnen fiir die Umgestaltung von Schule und Unterricht wichtige
Hinweise liefern, wenngleich nicht von einem einfachen Anwendungsverhéltnis zwischen wissen-
schaftlichem Wissen und praxistauglichem Wissen ausgegangen werden kann. Die Mo6glichkeiten
und Folgen des Einbringens von deskriptivem und analytischem Wissen tber Schulen in Schulen
ist selbst ein noch zu erforschendes Problem* (Terhart|[2002) 92).

Die vorliegende Studie setzt an einem Teilbereich des Mathematikunterrichts der
Hauptschule an. In vielen Studien wurde festgestellt, dass gerade Hauptschiiler —
als Schiiler der ohnehin ,;schwéchsten® Schulform des dreigliedrigen Schulsystems
— eklatante Schwéchen aufweisen. Unbeantwortet bleibt haufig die Frage nach den
Ursachen dieser Schwéchen. Sind einige dieser Schiiler schlicht nicht dazu geeig-
net, den an sie gestellten Anforderungen zu entsprechen? Haben Sie eine Grenze
ihrer Leistungsfahigkeit erreicht, mit der sie den Anforderungen des Mathematik-
unterrichts nicht standhalten kénnen? Allzu oft hort man solche Urteile in der
Gesellschaft. Ebenso gesellschaftsfihig scheint es zu sein, dass Schwierigkeiten in
Mathematik als Kavaliersdelikt gelten. Es kann also sein, dass auch eine derartige
Haltung Einfluss auf den Mathematikunterricht nimmt.

Will man sich mit solchen Erklarungsansitzen begniigen, ist es nicht notwendig,
Bedingungsvariablen fiir das schwache Abschneiden dieser Schiiler zu untersuchen.
Will man hingegen im Sinne von Terhart konstruktive Konsequenzen erarbeiten,
ist es unabdingbar, Variablen zu untersuchen, die einen Einfluss auf die Leistungen
der untersuchten Schiiler haben kénnten.

Im Grundschulbereich ist es seit einiger Zeit iiblich, iiber Schiiler mit Rechen-
schwiche oder Dyskalkulie nachzudenken. FErreichen Schiiler gewisse Standards
nicht, fallen sie mit ihren schwachen Leistungen auf, bringen womoglich gute Leis-
tungen in anderen Unterrichtsfiachern, ist man geneigt, ihnen eine sogenannte Re-
chenschwdche zuzuschreiben. Damit hat man zunéchst eine Bezeichnung, nicht je-
doch eine Kliarung von Ursachen.

Ein kurzer Uberblick iiber die aktuelle Diskussion und die Verwendung der Be-
griffichkeit dieses Themenkomplexes wird in Kapitel 2 gegeben. Einen umfassenden
Uberblick verschafft die vielfiltige Literatur — insbesondere erwihnt sei das Hand-
buch zum Thema Rechenschwiiche (Fritz u. a./[2003)).

In weiterfithrenden Schulen wird seltener von Rechenschwdche gesprochen, ob-
wohl es auch hier &hnlich auffillige Schiiler gibt wie an Grundschulen (vgl.
Mittelberg, Jetter| [2000). Ist die Verwendung des Begriffs Rechenschwdche fiir
Hauptschiiler nicht statthaft? Oder ist sie irrefithrend, weil evtl. auch hier Bereiche
der Grundschulmathematik von Schwéchen betroffen sind?

Fakt ist, dass es auch in Hauptschulen Schiiler gibt, die eklatante Schwierigkeiten
im Mathematikunterricht aufweisen, in anderen Féchern hingegen kaum aufféllig
sind (vgl. Mittelberg, Jetter|2000). Viele Lehrerinnen und Lehrer klagen {iber man-



gelhafte Leistungen ihrer Schiiler in den Klassen 6-8 (Hauptschulen, Integrierte
Gesamtschulen). Sie bemerken, dass diese Schiiler dem Unterricht trotz intensiven
Ubens kaum folgen kénnen, langsam sind, viele — oft unversténdliche — Fehler pro-
duzieren, in Klassenarbeiten regelméflig schlecht abschneiden. Sie kénnen sich diese
Schwierigkeiten ihrer Schiiler meist nicht erkldren. Eine — zugegeben etwas simple
— Erklarung ist die Zuschreibung einer Leistungsgrenze in Bezug auf mathemati-
sche Fahigkeiten. Diese mag bei diesen Schiilern ab einer bestimmten Klassenstufe
iiberschritten sein. Nicht jeder muss bis zum Abitur allen Inhalten des Mathema-
tikunterrichts folgen kénnen.

Untersuchungen zur Leistung von Hauptschiilern beschéftigen sich zum Teil mit
Erwartungen, die durch den Schulabschluss und ihren weiteren beruflichen Weg an
sie gestellt werden (vgl. [Schulz||1988)). Haufig werden dabei jedoch fiir die meisten
Schiiler zu schwere Aufgaben formuliert, da es um mogliche Ziele und Erwartungen
an Hauptschulabsolventen geht, nicht um aktuellen Mathematikunterricht.

Hier geht es jedoch um den Erfolg oder Misserfolg lernschwacher Schiiler im
aktuellen Unterricht — bezogen auf Schulbiicher, Klassenarbeiten und Unterricht.

Zum Aufbau der Arbeit

In einem theoretischen Teil werden zunéchst einige Anmerkungen zu Grundlagen
des Mathematikunterrichts gegeben (Kapitel 1). Dazu gehoren eine kurze Darstel-
lung zweier gegensétzlicher Grundpositionen des Lernens, Bemerkungen zur ver-
wendeten Mathematik der Grund- und Hauptschule sowie didaktische Anmerkun-
gen. Einen wesentlichen Teil machen Beschreibungen von Grundschulinhalten aus,
obwohl der Titel eine Untersuchung der Leistungen von Hauptschiilern nennt. Dies
ist begriindet durch die Annahme, dass Rechenschwdche in erster Linie im Umfeld
von Grundschulunterricht diskutiert wird und damit eindeutig Inhalte der Grund-
schule betrifft. Ob dies auch bei Schwierigkeiten von Hauptschiilern der Fall ist,
wird die Studie zeigen.

Ein weiteres Kapitel im theoretischen Teil (Kapitel 2) stellt in kurzer Art und
Weise das Problemfeld Rechenschwéiche dar, soll jedoch keineswegs eine Einfithrung
oder grundlegende Diskussion des Themas leisten. Die Arbeit beschreibt damit
nicht das Thema Rechenschwdiche an sich, wohl aber Aspekte dieses Themas, um
Verbindungen zwischen einer grundschulspezifischen Rechenschwdiche und den Ma-
thematikleistungen von Hauptschiilern herzustellen.

Ich begniige mich damit, in beiden Kapiteln eine Ubersicht zu schaffen und An-
merkungen zu geben. Die Vertiefung der Inhalte geschieht durch Hinweise auf wei-
terfithrende Literatur.

Im empirischen Teil der Arbeit (Kapitel 3 und 4) werden Hypothesen fiir die
Schwierigkeiten von Hauptschiilern im Mathematikunterricht entwickelt. Uberpriift
werden sie durch einen im Rahmen der Studie konstruierten informellen Test (Ka-
pitel 3 — Entwicklung, Durchfiihrung, Auswertung) sowie qualitative Interviews
(Kapitel 4 — Entwicklung von Fragen, Durchfiihrung von Videointerviews, qualita-



Einleitung

tive Inhaltsanalyse). Ziel ist es, Aussagen iiber die speziellen Rechenschwierigkeiten
von Hauptschiilern zu erhalten und ihre Leistungen inhaltlich einzuordnen.

In einem abschlieBenden Kapitel (Kapitel 5) werden die Ergebnisse zusammen-
gefasst und mogliche Konsequenzen (u. a. Erweiterungen der Untersuchung, Folge-
untersuchungen) angedacht.



Kapitel 1

Mathematik, Mathematikunterricht und
Probleme des Mathematikunterrichts —
Anmerkungen zu Grundlagen

,Mathematik lernen kann man lernen.“ Fiir viele Menschen ist das Lernen von
Mathematik eine Frage des Ubens. Aber was genau ist eigentlich Lernen — speziell
Mathematiklernen? Zunéchst allgemein, dann bezogen auf die Mathematik und das
Lernen von Mathematik wird eine Grundlage erarbeitet, um die Untersuchung der
Rechenfertigkeiten im Sekundarbereich mit einem Fundament zu versehen.

Insbesondere sollen die Grundlagen der untersuchten Inhalte vorgestellt werden.
Es kann jedoch nicht um eine grundlegende didaktische Einfiihrung oder eine Dar-
stellung von Lerntheorien gehen, sondern lediglich um eine Basis, die die Untersu-
chung begriindet. Zu dieser Basis gehoren spezielle mathematikdidaktische Inhalte,
zum Teil auch mathematische Grundlagen sowie Verweise auf verwandte Themen,
die fiir den Unterricht dieser Inhalte relevant sind.

1.1 Grundpositionen des Lernens

Die moderne Medienwelt spricht vom lernfiahigen Computer, von intelligenten Ma-
schinen, von kiinstlicher Intelligenz. Lernprogramme zu schulischen Inhalten finden
groBen Absatz. Ubertragungen solcher programmierten Einheiten hat es im Be-
reich der Schule schon vor mehreren Jahrzehnten gegeben, die Diskussion dariiber
ist stets aktuell, wird es vielleicht auch noch in der Zukunft sein.

Doch von welchen Grundannahmen iiber das Lernen muss man ausgehen, will
man in dhnlicher Weise diskutieren? Lernen allein auf das Umfeld Schule zu be-
schrinken, ist ein verbreitetes Missverstédndnis.

Im Rahmen der Lernpsychologie wird Lernen allgemein als Verdnderung von
Verhalten beschrieben und stellt damit einen wertneutralen Begriff dar — anders als
z. B. Erziehung. Zur genaueren Bestimmung werden Bedingungen untersucht, unter
denen sich Verhaltensédnderungen ergeben, Erinnern, Vergessen, Behalten wechsel-
seitig beeinflusst und gesteuert werden, so dass sich aus diesen Untersuchungen
Lerntheorien formulieren lassen (vgl. Foppa |1965; Edelmann|1996; Bower, Hilgard
1983, 1984} |Gudjons |1997)).



1. Mathematik, Mathematikunterricht und Probleme des Mathematikunterrichts

,Letzten Endes geht es dabei jedoch immer um die Frage, auf welche Weise sich der Organismus
den mannigfachen Anforderungen seiner Umwelt anpasst“ (Foppal[1965, 13).

Lerntheorien werden von Lefrancois (in Edelmann 1996) als Versuche beschrie-
ben, ,,die Kenntnisse iiber das Lernen zu systematisieren und zusammenzufassen ‘.
Sie lassen sich nach Edelmann in drei groflen Bereichen der modernen psychologi-
schen Lernforschung zusammenfassen: ,, 1. die verhaltenstheoretische Psychologie, 2.
die kognitive Psychologie, 3. die handlungstheoretische Psycholgie® (vgl. [Edelmann
1996, 7). Letztere zwei Bereiche werden héaufig zu einem Bereich der Theorien der
kognitiven Organisation zusammengefasst.

Eine Vertiefung und Darstellung der einzelnen Lerntheorien kann an dieser Stelle
nicht erfolgen, es bleibt der Verweis auf die angegebene Literatur. Herausgegriffen
werden im Folgenden einige wesentliche Grundpositionen und Annahmen iiber das
Lernen, die fiir den Mathematikunterricht von Belang sind.

Die Mathematikdidaktik als interdisziplindre Wissenschaft bezieht sich vielfach
auf Ergebnisse ihrer Bezugswissenschaften — zu denen neben der Mathematik ins-
besondere auch die Padagogik und die Psychologie gehoéren. Damit stiitze sich
laut Wittmann die Didaktik der Mathematik zwar auf Resultate und Methoden
der Mathematik, der Piddagogik, der Psychologie, entwickle aber durch spezifi-
sche Bearbeitung z.B. Fortschritte fiir den Mathematikunterricht sowie effektive
Kurse fiir die Lehrerbildung (vgl. Wittmann 1981} 2-3; Hasemann| 1986} 56). Von
grundsétzlicher Bedeutung fiir einen , wiinschenswerten® (Krauthausen (1998, 13)
Mathematikunterricht ist der Paradigmenwechsel, der durch die Verdnderung von
einem traditionellen Unterrichtsversténdnis (eher passivistische Position) zu einer
aktivistischen Position (Lernen als aktive Eigenleistung) fithrte. Krauthausen stellt
fest, dass sich dieser Paradigmenwechsel keineswegs ausschliellich auf die Mathe-
matikdidaktik beziehe, sondern ein genereller sei, der viele Bereiche der Gesellschaft
betreffe (Krauthausen|[1998| 18).

Wittmann stellt die zwei grundlegend verschiedenen Positionen, die in der di-
daktischen Tradition der Vergangenheit besonders miteinander konkurriert haben,
einander gegeniiber:

— einerseits diejenige Position, die charakterisiert ist durch die Prinzipien der kleinen und kleins-
ten Schritte, des linearen Aufbaus der methodischen Stufung und der Isolierung der Schwierig-
keiten,

— andererseits die durch die Prinzipien des aktiven Lernens, des entdeckenden Lernens und das
genetische Prinzip gekennzeichnete Position® (Wittmannl|[1994 157).

Passivistische Position

Die passivistische Position nach dem Prinzip des Lernens und Ubens in kleinen und
kleinsten Schritten kennzeichnet das, was Aebli mit der ,traditionellen Unterrichts-
lehre“ (im Wesentlichen zu finden bei Diesterweg, Dorpfeld, Rein) bezeichnet (vgl.
Aebli| 1966, 17ff). Besonders der Mathematikunterricht war — und ist es vielleicht
heute noch (7) — stark gepriagt von dieser Auffassung des Lernen und Lehrens.



1.1 Grundpositionen des Lernens

Gestiitzt auf die Philosophie des Empirismus, die Psychologie des Behaviorismus
(speziell: Assoziationspsycholgie) versucht diese Haltung in behavioristischen oder
assoziationistischen Lerntheorien das Lernen zu begriinden als mechanische Wir-
kung duflerer Ursachen, z. B. Auslosung von Reaktionen durch Reize bzw. Beloh-
nung oder Bestrafung des Verhaltens durch nachfolgende Konsequenzen.

»In der trockenen Sprache des Behaviorismus ist Lernen nichts anderes als ein relativ stabiler
Zuwachs im Verhaltensrepertoire, der das Ergebnis von Ubung und dabei erfolgender Bestérkung
bzw. Verhaltenskorrektur ist. Der Lernende setzt nur seine Sinne ein, 6ffnet sozusagen Augen und
Ohren und versucht nachzuahmen, was ihm vorgemacht wird, bleibt aber ansonsten passiv. Er
ldsst sich gewissermaflen wie ein Schiff beladen® (Wittmann|[1994, 157).

,,Alle didaktischen Mainahmen dienen dazu, im kindlichen Bewusstsein einen bleibenden Eindruck
zu schaffen® (Aeblil|[1966, 17).

Diese Sichtweise des Lernens beeinflusste lange Zeit von offizieller Seite — durch
die Rahmenrichtlinien — den Mathematikuntericht. So sahen die Rahmenrichtlinien
des Landes Nordrhein-Westfalen aus dem Jahr 1955 bis zu ihrer Anderung im Jahr
1985 folgendes vor:

,Der Rechenunterricht kann nur zum Erfolg fithren, wenn er in kleinen und kleinsten Schritten
vom Einfachen zum Schwierigen fortschreitet. Dieses Prinzip der kleinen Schritte gilt in gleicher
Weise fiir das Sachrechnen und fiir das Rechnen mit unbekannten Zahlen, fiir die Schulung des
rechnerischen Denkens und fiir die Ubung der Rechenfertigkeit, fiir die Arbeit der geschlossenen
Klasse und fiir die Gruppen- und Einzelarbeit; es gilt fiir alle Altersstufen und ist somit grundle-
gendes Prinzip des Rechenunterrichts“ (Rechenlehrplan NRW fiir die Volksschul-Unterstufe, zitert
nach |Wittmann| 1994, 158).

Fiir diesen Unterricht gilt, dass der Lehrstoff durch den Lehrer in aufnehmbare
Portionen aufgeteilt und den Schiilern dargeboten wird. Gallin und Ruf beschreiben
diese Modellvorstellung der ,, Wissensvermittlung “ als eine Art von Maschinenden-
ken, nach der sich die Schiiler im Idealfall wie ein Tonband, eine Videocassette oder
eine Computerdiskette verhielten (vgl. |Gallin, Ruf/[1998, 75).

»oie speichern alle Erklarungen der Lehrperson und funktionieren nachher genauso, wie es die
vermittelten Daten und Programme erwarten lassen. In der Praxis ist man natiirlich groflziigiger
und rechnet mit Verlusten: Der Lehrer spielt das gleiche Band mehrmals ab, lisst das Uberspielte
wiederholen, liefert Variationen und ldsst iiben, iiben, iiben ...“ (Gallin, Ruf||1998] 75)

Unterricht solcher Art fiihrt nach Krauthausen zu der Botschaft, dass Schiiler
nicht versuchen sollten, Zahlen und ihre Bedeutung zu verstehen oder iiber Sachsi-
tuationen nachzudenken, sondern stattdessen Regeln fiir die wichtigen Routinean-
forderungen zu lernen (Krauthausen [1998| 15).

,Das skizzierte Unterrichtsverstindnis ist vertréiglich mit dem in der Offentlichkeit (und leider
oft genug auch unter Lehrenden) noch immer vorzufindenden Bild von der Mathematik als einer
Ansammlung von Definitionen, Regeln und Verfahren zur Manipulation von Zahlenmaterial, das
man sich ,anzueignen‘ habe® (Krauthausen|[1998| 15).
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Aktivistische Position

Obwohl die passivistische Position lange Zeit vorherrschend war, sind bereits zu
Beginn des letzten Jahrhunderts einzelne Versuche unternommen worden, dem ak-
tivistischen Lernen, der Eigentétigkeit der Schiiler gréflere Bedeutung zuzumessen.
Insbesondere Johannes Kiihnel hat bereits 1916(!) in seiner Schrift ,,Neubau des
Rechenunterrichts® Standpunkte formuliert, die als Grundlage der heutigen akti-
vistischen Position aufgefasst werden konnen.

,Die Hauptfrage, die fiir die gesamten folgenden Ausfithrungen maf- und richtunggebend sein
soll, mag demnach ihren Ausdruck finden in der Form:

Welches ist das wissenschaftlich und praktisch begriindete Lehrverfahren, mittels dessen wir die
Entwicklung des Zioglings in der gewiinschten Weise fordern?

Diese Formulierung liasst ohne weiteres den Einfluss der neuen Zielbestimmung erkennen. Nicht um
ein Lehrverfahren handelt es sich, mittels dessen wir dem Schiiler auf moglichst leichte, moglichst
leidlose oder lustvolle Weise etwas beibringen, seien es Kenntnisse, seien es Fertigkeiten. Beibrin-
gen, darbieten, tbermitteln sind vielmehr Begriffe der Unterrichtskunst vergangener Tage und
haben fiir die Gegenwart geringen Wert; denn der padagogische Blick unserer Zeit ist nicht mehr
stofflich eingestellt. Wohl soll der Schiiler auch kiinftig Kenntnisse und Fertigkeiten gewinnen —
wir hoffen sogar: noch mehr als frither —, aber wir wollen sie ihm nicht beibringen, sondern er soll
sie sich erwerben. |...]

Damit wechselt auch des Lehrers Aufgabe auf allen Gebieten. Statt Stoff darzubieten, wird er
kiinftig die Féhigkeiten des Schiilers zu entwickeln haben. Das ist etwas vollig anderes, besonders
fiir die Gestaltung des Rechenunterrichts. Denn durch die anders geartete Formulierung der Frage
nach dem Lehrverfahren werden dem Lehrer zwei Hilfsmittel aus der Hand genommen, die den
meisten bisher als unentbehrlich erschienen und als kennzeichnende Merkmale hochster Lehrkunst:
Das Darbieten und das Entwickeln. Sie gibt ihm dafiir zwei andere in die Hand, die zun#chst
unscheinbar, in ihrer Wirkung jedoch ungleich méchtiger sind: die Veranlassung der Gelegenheit
und die Anregung zu eigener Entwicklung.

Und das Tun des Schiilers ist nicht mehr auf Empfangen eingestellt, sondern auf Erarbeiten. Nicht
Leitung und Rezeptivitdt, sondern Organisation und Aktivitét ist es, was das Lehrverfahren der
Zukunft kennzeichnet.

Diese grundsétzlichen Erorterungen, die sich aus der neuen Zielstellung ergeben, miissen nun noch
iibertragen werden auf den Zentralbegriff des gesamten mathematischen Unterrichts, auf den
der Abstraktion. Wir formulieren: Welche Anforderungen an das auf Eigentatigkeit gegriindete
Lehrverfahren stellt die Tatsache, dass der mathematische Unterricht in seinem ganzen Wesen
Abstraktion ist?* (Kiihnel 1950, 70, Auszeichnungen im Original).

Die bei Kiihnel noch auf den Unterricht bezogenen Gedanken erfuhren ihre all-
gemeine Fundierung in Lerntheorien Mitte des 20. Jahrhunderts im Sinne einer
,Kognitiven Wende“ in der Psychologie. Edelmann kennzeichnet eine deutliche
Abgrenzung gegeniiber verhaltenstheoretischen Auffassungen derart, dass in den
neueren Theorien bewusste Prozesse betont worden seien. Das Erfassen von Bezie-
hungen und deren sprachlich-begriffliche Formulierung fiihre zu einer Organisation
und Strukturierung der Erfahrung (vgl. Edelmann!|1996| 8).

»,Kognitives Lernen kann in besonderer Weise als Informationsaufnahme und -verarbeitung aufge-
fasst werden. Diese Kennzeichnung weist auf zwei Merkmale hin:
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1. Es handelt sich um einen Prozess, an dem die Person aktiv beteiligt ist.
2. Das Ergebnis dieser Art von Lernen sind Strukturen und nicht relativ isolierte Verbindungen
zwischen Reiz und Reaktion oder zwischen Verhalten und Konsequenz® (Edelmann|[1996 8).

Kiihnel beklagte am Rechenunterricht seiner Zeit, dass die zwei wesentlichen Zie-
le seien, zum einen eine moglichst hohe Rechenfertigkeit zu erzeugen, zum anderen
Losungsverfahren fiir die ,, wichtigsten Rechenfille des Lebens® zu entwickeln und
einzuiiben. Seiner Auffassung nach habe der Rechenuntericht vielmehr die Aufga-
be, Grundlagen zu vermitteln, mit denen Schiiler eigentétig fiir eine mathematische
Erfassung der ,,Dinge und Erscheinungen des Natur- und Menschenlebens“ verant-
wortlich seien (vgl. Kiihnel (1950, 64, 69).

Trotz dieser Forderungen Kiihnels fanden erste Auswirkungen auf den Mathe-
matikunterricht erst nach dem zweiten Weltkrieg statt. Auf der Grundlage der Er-
kenntnisse Piagets zur Begriffsbildung im Allgemeinen und zur Zahlbegriffsbildung
im Besonderen entwickelte sich u. a. durch A. Fricke der ,ganzheitlich-operative Ma-
thematikunterricht* sowie die Reformbewegung der Neuen Mathematik (vgl. |Miiller,
Wittmann| 1984; Maier||1990).

Obwohl die Mathematikdidaktik sich im Sinne Kiihnels fiir einen Wechsel einer
Grundhaltung in Verbindung mit dem Mathemtikunterricht einsetzte, wurden erst
im Jahr 1985 die oben bereits genannten Rahmenrichtlinien von 1955 durch ei-
ne Neufassung ersetzt, die ein klares Votum fiir eine aktivistische Grundhaltung
aussprach.

»,Den Aufgaben und Zielen des Mathematikunterrichts wird in besonderem Mafle eine Konzeption
gerecht, in der das Mathematiklernen als ein konstruktiver, entdeckender Prozess aufgefasst wird.
Der Unterricht muss daher so gestaltet werden, dass die Kinder moglichst viele Gelegenheiten
zum selbsttitigen Lernen in allen Phasen eines Lernprozesses erhalten:

— von herausfordernden Situationen ausgehen; die Kinder zum Beobachten, Fragen Vermuten
auffordern

— ein Problem oder einen Problemkomplex herausstellen; die Kinder zu eigenen Losungsanséitzen
ermutigen; Hilfen zum Selbstfinden anbieten

— Ergebnisse mit bisherigem Wissen auf vielfiltige Art in Verbindung bringen, Ergebnisse mehr
und mehr so klar und kurz wie moglich darstellen, evtl. geddchtnisméfBig verankern; die Kinder
zum selbststindigen Uben ermuntern

— iiber den Wert des neuen Wissens und iiber die Art seiner Aneignung sprechen (Riickbesinnung),
dabei die Kinder auffordern, sich neue, verwandte Sachverhalte zu erschlieflen.

Die Aufgabe des Lehrers besteht darin, herausfordernde Anlésse zu finden und anzubieten, ergie-
bige Arbeitsmittel und produktive Ubungsformen bereitzustellen und vor allem eine Kommunika-
tion aufzubauen und zu erhalten, die dem Lernen aller Kinder férderlich ist“ (Mathematiklehrplan
NRW, zitert nach Wittmann|[1994] 158).

Diese Anforderungen an den Mathematikunterricht setzen eine Grundhaltung
voraus, die von einer aktivistischen Position gepragt ist. AbschlieSend sei vermerkt,
dass sich diese Position in der aktuellen Diskussion innerhalb der Mathematikdi-
daktik widerspiegelt und — zumindest auf theoretischer Seite — das Denken {iber
Mathematikunterricht eindeutig zu Gunsten solch einer Haltung iiberwiegt. Ob
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dies auch fiir den Unterricht in der Praxis, im Besonderen in den einzelnen Schul-
formen gilt, ist zu {iberpriifen. Gelten sollte das, was Krauthausen folgendermaflen
zusammenfasst:

,Und es geht nicht allein um den Aufbau fachlicher Wissensbestidnde, sondern mindestens mit
gleicher Gewichtung um die Kultivierung einer Lernhaltung® (Krauthausen|[1998| 22).

1.2 Lernen von Mathematik — mathematische Grundlagen

Im Folgenden werden einige Grundbereiche herausgegriffen, die fiir die spezifischen
Schwierigkeiten, die im Verlauf der Studie beschrieben werden, von Belang sind.
Es wurde bereits angesprochen, dass dies im Wesentlichen Inhalte des Grundschul-
Mathematikunterrichts betrifft. Dies erklart sich u. a. durch die Idee des aus Bru-
ners Theorien abgeleiteten Spiralprinzips (Spiralcurriculum) (vgl. Radatz, Schipper:
1983; Miiller, Wittmann|[1984; |Lauter||[1997). Wenn nach dem Spiralprinzip grund-
legende Begriffe und Inhalte in sich wiederholenden Durchgéngen schrittweise (spi-
ralig, in Schraubenform) entwickelt werden, muss der Mathematikunterricht der
Grundschule als ein Fundament verstanden werden, ohne das der Mathematikun-
terricht in spéteren Schuljahren erfolglos bleiben wird.

,Eine Grundschullehrerin kann ihren Unterricht nur dann wohliiberlegt und gezielt an solchen
fundamentalen Ideen ausrichten, wenn sie gelernt hat, iiber den Zaun ihres eigentlichen Arbeits-
gebiets der Grundschule hinauszuschauen. Denn sie muss wissen, wohin die Ideen einmal fithren
sollen, um sie entsprechend sinnvoll grundzulegen ([...] Spiralprinzip)“ (Krauthausen, Scherer
2001, 126).

1.2.1 Zahlbegriff

Wie néhern sich Kinder Zahlen? Welche Vorstellungen verbinden sie mit Zahlen?
Wie hantieren sie mit Zahlen? All dies sind Fragen, die sich in den Anfingen der
Begegnung von Kindern mit Zahlen ereignen. Seit mehr als hundert Jahren werden
diese Fragen kontrovers diskutiert — mit entsprechenden Folgen fiir den Mathema-
tikunterricht der Schule.

Bereits im 19. Jahrhundert wurde dariiber gestritten, ob es mehr der kardinale
oder mehr der ordinale Aspekt der Zahlbegriffsentwicklung sei, der zum Rechnen-
lernen (hier fiir den Beginn von Addition und Subtraktion) notig sei. Radatz und
Schipper beschreiben den Streit zwischen den so genannten Anschauungsmetho-
dikern und den Zdhlmethodikern jedoch mehr als einen philosophischen als einen
methodischen Streit, da sich der Unterricht selbst trotz der extrem unterschiedli-
chen Positionen kaum unterschieden habe (vgl. Radatz, Schipper| 1983, 36-37).

Maier beschreibt die Zdhler in der Art, dass sie das Erlernen der Zahlen iiber
das Zahlen vermittlen wollten. Uber das Bekanntmachen der Zahlwortreihe un-
ter Zuhilfenahme von Abzéhlversen sollte die Zahlfihigkeit schrittweise erweitert
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werden. Das Zahlen von Objekten, auch unter Mithilfe des Fingerzdhlens erwei-
terte den Umweltbezug des Zéhlens. Man konnte zwischen dem Abzédhlen von Ge-
genstdnden (eine bestimmte Anzahl aus einer grofien Menge heraussuchen) und dem
Auszédhlen (eine Menge auszéhlen, deren Anzahl bestimmen) unterscheiden. Ma-
thematische Operationen wie Addition und Subtraktion wurden als Weiterzihlen
bzw. Riickwértsziahlen beschrieben. Das Verstdndnis baute stark auf dem akusti-
schen Einprigen der Zahlen auf (vgl. Maier| (1990, 112). Dass diese Betrachtung
des Zéhlens immer noch als fundamental fiir den Rechenunterricht der Primarstufe
angesehen werden muss, zeigen Bediirftig und Murawski (s.u. und vgl. Bediirftig,
Murawski| 2001)).

B Demgegeniiber bevorzugten die Anschauer
B RREE eher eine bildhafte Darstellung zum Erlernen
der Zahlen. Zu jeder Zahl sollte zunéchst ein

’BUTTINLRLJ R O e I R Bild vorgefiithrt werden, dass sich spéter in
sl der Vorstellung immer wiederfinde. Es sei-

e en viele verschiedene, von ihren Entwicklern
- I l I I I l l I l leidenschaftlich als richtig angepriesene, Zah-
HENTSCHEL lenbilder entstanden. Manche dieser Zahlbil-
l ’ || :‘: :l:':le I‘ I{I der hatten Ahnlichkeit mit den bekannten
Bor/Lay Wiirfelbildern, manche legten Wert auf eine
[ Lo e eeefeseefencomntnd Fiinfereinteilung. Entscheidend sei fiir alle ge-

wesen, dass sich die Bilder leicht in das kind-
Abb. 1.1: Zahlbilder (Radatz, Schipper| Jiche Geddchtnis einprigen lieBen, die Zahlbil-

1983, 38) der eindeutig voneinander unterscheidbar wa-
ren sowie fiir die Rechenarbeit eine praktikable Hilfe leisten sollten (vgl. Maier| 1990}
112-113).

Wesentliche Grundlage der Diskussion in den letzten Jahrzehnten war jedoch der
Ansatz Piagets, der davon ausgeht, dass die Zahl weder allein durch Anschauung
noch allein durch das Zahlen verinnerlicht werde. Die verschiedenen Zahlaspekte
(siehe Tabelle S. , dargestellt nach (Radatz, Schipper||1983, 49)) entwickeln
sich parallel, ,Kardinal- und Ordinalzahlen sind nicht voneinander zu trennen*
(Piaget||1969, 11). Diese Aspekte werden in der Literatur immer wieder in Varian-
ten aufgegriffen und genannt. (Zu diversen Méngeln bzgl. der Kennzeichnung dieser
Aspekte und Darstellung einer Systematisierung siehe (Bediirftig 1989, 66ff)). Ra-
datz und Schipper nennen verschiedene Aspekte, die die Theorie Piagets fiir die
Mathematik attraktiv machten:

* Viele Experimente, die Piaget und seine Mitarbeiter zum Nachweis der allgemeinen gene-

tischen Erkenntnistheorie durchgefiithrt haben, greifen Inhalte auf, die zum Kernbestand je-
der Mathematikdidaktik gehoren: Zahlbegriffsentwicklung, Entwicklung geometrischer Begriffe,
Entwicklung des logischen Denkens etc.

Die Entwicklung mathematischer Begriffe wird von Piaget exemplarisch als Entwicklung
menschlichen Denkens iiberhaupt beschrieben; dies kommt dem alten Bemiihen entgegen, den
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Beitrag des Mathematikunterrichts fiir die Herausbildung menschlichen Denkens iiberhaupt
hervorzuheben und damit Bedeutung und Stellung dieses Schulfaches unantastbar zu machen.
Piagets Beschreibung kindlicher Denkstrukturen mit Hilfe logisch-mathematischer Modelle
(z. B. Gruppierung, INCR-Gruppen etc.) kommt den Denkgewohnheiten der Mathematiker un-
ter den Didaktikern entgegen; diese Art von Psychologie ist auch ihnen verstédndlich, sie ist mit
den vorhandenen Denkschemata ,,greifbar®.

Piagets Ausfithrungen zur Zahlbegriffsgenese sind vertréglich mit der Tradition des ganzheitli-
chen Rechenunterrichts. Hier wie dort ist die sichere Grundlage fiir die Entwicklung des Zahl-
verstédndnisses konkreter ,operativer* Umgang mit tatsdchlichen Dingen, Sortieren, Ordnen,
yanalytisches® Zerlegen und ,synthetisches* Zusammensetzen von Mengen*

(Radatz, Schipper|[1983] 45-46).

Beschreibung Beispiele Addition Subtraktion
gof. Unterteilung
, Zahlen beschreiben die Michtig- | ,,3 Apfel* Mengenvereini- Restmengenbil-
EN keit von Mengen, die Anzah/der | ,,10'3 Méglichkeiten gung dung
TE Elemente.
Mod
Zihlzahl: Folge der nat. Zahlen, »eins, zwel, ... Weiterzdhlen Ruckwirtszihlen
= die beim Zihlen durchlaufen ,»Zehn kleine Negerlein ...*
S werden
£ 2| Ordnungszabl- Gibt den Rangplatz | ,,Klaus ist beim Wettlauf
Z é cines Elements in einer total funfter geworden.“
C = geordneten Reihe an.
Nat. Zahlen dienen als MaB3zah- ,,5 Meter* Addition/Subtraktion von GroBen
- len fur GroBen. (Immer in Rela- ,,3 Stunden witd zuriickgefithrt auf das Aneinan-
g £ | tion zu einer gewihlten Einheit) 5,4 kg dersetzen/Abtrennen zugehdriger
< & ,,100 Schritte* Reprisentanten
= &
Zahlen werden zur Bezeichnung | ,,Zur Strafe schreibst du Verkettung von Aufsuchen des
o ciner [ielfachheit ciner Handlung | fiinfmal: Ich darf meinen Leh- | Operatoren Umkehropera-
& £ | oder eines Vorgangs benutzt. rer (nicht) drgern.* (Hintereinander- | tors
a. & ausfithrung)
o 2
Algebraischer Aspekt: 3+4=4+3 (wegen Kom-
(N, +) ist eine alg. Struktur mit mutativitat)
= gewissen Eigenschaften B6+17)+3=
L
2‘ 36+ A7+3) Rechnen mit Ziffern im Gegensatz
—‘E _Hzg;i’;l_/j_l;i;}[_/);';';—/l_é?;’;él_ """""""""""" 6_2_8_ """"""""" etwa zum halbschriftlichen Rechnen
E) Die nat. Zahlen lassen sich durch + 563
3 Ziffernreihen darstellen | e
P (Rechnen mit Ziffern) 1191
Zahlen werden zur Bezeichnung | 3400 Géttingen
& von Objekten genutzt. Tel. 4 50 81
%0 e2—e4, e7—e5
S & ISBN 3471207511
T a
O a

Tabelle 1.1: Aspekte des Zahlbegriffs (Radatz, Schipper|[1983, 49)

Wesentliche Bedeutung kommt einigen Aspekten zu, die in ihrer Summe zu einem
operativen Ganzen der Zahlbegriffsentwicklung beitragen. Zu nennen sind Seria-
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tion, Klassifikation, Klasseninklusion, Invarianz, Korrespondenz (Stiick-fiir-Stiick-
Zuordnung) u.a. Im Laufe der Schulzeit sollen die Aspekte des Zahlbegriffs und
ihre Wechselbeziehungen erarbeitet und somit ein Zahlbegriff angeeignet werden.
Wittmann weist darauf hin, dass es der mathematische Anfangsunterricht erforde-
re, dass verschiedene prianumerische Erfahrungen und Fertigkeiten aus dem Alltag
des Kindes vorhanden seien (vgl. Moser Opitz 2001; Radatz, Schipper|/1983; Piaget
1969; \Wittmann|/1982).

Dennoch verblasste unter dem Einfluss der Piagetschen Theorie die Bedeutung
des Zahlens fiir die Ausbildung des Zahlbegriffs. Moser Opitz fithrt dies darauf
zuriick, dass Piaget dem Ziahlen selbst keine grofle Bedeutung zugemessen habe,
wohl aber dem ordinalen Aspekt. Sie verweist auf Studien, die seit den 80er Jahren
vor allem im englischsprachigen Raum die Sichtweise Piagets von der Z&hlentwick-
lung aufarbeiten, um deren Bedeutung fiir mathematisches Lernen herauszustellen
(vgl. Moser Opitz 2001}, 63).

Dies mag verwundern, weisen doch diverse Studien auf die hohe Zahlkompe-
tenz von Schulanfangern hin (Schmidt| 1982, (1983} |Schmidt, Weiser||1982; Radatz
1982; Hasemann, [2001; (Caluori 2003)). Dehaene bezeichnet das Zéhlen gar als das
»ABC des Rechnens* und ,,Schweizer Taschenmesser des Rechnens* (Dehaene|1999,
140-143). Gewisse Kenntnisse scheinen bei Schulbeginn in der Regel vorhanden zu
sein, auch wenn Aufgaben zum operativen Denken noch nicht beherrscht werden.
Zu unterscheiden sei allerdings die ,,Schulmathematik“ von der ,,Straflenmathema-
tik“, so stellt Schipper zusammenfassend fest und warnt davor, mit der pauschalen
Botschaft von der hohen mathematischen Kompetenz von Schulanfangern die Leis-
tungsheterogenitit der Schulanfanger zu iibersehen (vgl. [Schipper|/1998).

Innerhalb der Zahlbegriffsentwicklung kommt der Zahlkompetenz die Bedeutung
eines Kernsticks (Schulz [1995) zu. Durch das Zéhlen kommen Kinder erst zum
Rechnen, das bedeutet, dass alle Zahlaspekte Gegenstand des Mathematikunter-
richts sein miissen. Insbesondere dem Aspekt der Ordinalzahl komme eine deutlich
grofere Bedeutung zu, als dies in der Praxis haufig der Fall sei, konstatiert Moser
Opitz. Sie empfiehlt aus diesem Grund, eher von Zahlbegriffen zu sprechen, als sich
mit einem womoglich zu eng gefassten Begriff des ,,Zahlbegriffs“ festzulegen (vgl.
Moser Opitz|2001, 62).

Die Fahigkeit, Mengen durch Zidhlen zu bestimmen, herzustellen oder zu ver-
gleichen, setzt das Beherrschen von Zéihlprinzipien voraus, die das Zé#hlen cha-
rakterisieren und unverwechselbar machen. Bediirftig und Murawski nennen diese
Zahlprinzipien, die verschiedentlich fiir Ansétze, den Erwerb der Zahlwortreihe zu
beschreiben, verwendet wurden (u.a. von Kruckenberg 1935, Gelman /Gallistel 1978,
(vgl. auch Padberg|1996| 3)).

»Prinzipien des reinen Zihlens (bezogen auf die Reihe ,,1, 2, 3, ... )

1. Anfangsprinzip
Zahlen beginnt bei 1 (Eins). 1 hat keinen Vorgénger.
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2. Findeutigkeitsprinzip
Zahlen sind eindeutig Zahlen zugeordnet.

3. Umkehrbarkeitsprinzip
Vorgénger sind eindeutig bestimmt.

4. FEndlichkeitsprinzip
Zahlen ist — nicht immer explizit — begrenzt.

5. Induktionsprinzip
Alle Zahlen entstehen im Prozess des Zahlens*
(Bediirftig, Murawski|[2001}, 4f).

Fazit der verschiedenen Untersuchungen ist, dass das Zdhlen wesentlich mehr
beinhalte als ein rein mechanisches Aufsagen der Zahlwortreihe und dass der Zdhl-
vorgang aulerst komplex sei (vgl. Padberg|1996, 3-6).

Mit der Kenntnis iiber die verschiedenen Zahlaspekte und die Zahlprinzipien
verfiigen Kinder bereits iiber ein Problemlésungsinstrumentarium zur Bewéltigung
einfacher Additions- und Subtraktionsaufgaben. Mit diesen Kenntnissen sind Kin-
der in der Lage, zdhlend zu rechnen. Radatz beschreibt dies als eine von drei
Losungsstrategien. Dariiber hinaus nennt er das Zuriickfithren von Aufgaben auf
bereits bekannte Aufgaben (heuristische Strategien) sowie das Auswendigkennen
der Grundaufgaben. Keine dieser Losungsstrategien sei ausschlieflich in Reinform
vorzufinden, es gibe meist Mischformen (vgl. Radatz (1982, 160). Den Lernprozess
vom zédhlenden Rechnen iiber Ableitungsstrategien beschreibt Radatz wie folgt:

,Bei Schulanfingern und Erstklésslern dominiert die Zéhlstrategie als Problemloseinstrumentari-
um. [...] Zahlendes Addieren und Subtrahieren im Sinne von Weiterzihlen bzw. Riickwértszihlen
werden bei den Grundschiilern als das so genannte ,,Eins-plus-Eins“ bewusst eingepriigt. Auf das
zéhlende Rechnen wird aber nie ganz verzichtet, die Strategie wird rationell bzw. mit dem Zerlegen
vermischt* (Radatz||1982] 161-162).

Somit werden nach dem wichtigen und notwendigen Erlernen von Zahlstrategien
diese durch heuristische Strategien und das Kennen von Grundaufgaben ergénzt
bzw. ersetzt. Dem Zahlen und dem Zéhlenlernen kommt eine durchaus hohere Be-
deutung zu, als dies manches Schulbuch vermuten lésst. Zur Vertiefung sei auch an
dieser Stelle auf die weiterfithrende Literatur verwiesen (z. B. |Janosch| 2003, Wie
der Tiger zdhlen lernt) ©.

1.2.2 Kleines Einspluseins

Die Beherrschung des Kleinen Einspluseins (Wittmann, Miiller|1994a) (auch: Klei-
nes Einsundeins (Lauter| |1997), Grundaufgaben der Addition (Radatz, Schipper
1983)) ist ein wesentliches Ziel der 1. Klasse. Die vermeintliche Leichtigkeit die-
ses Stoffes lédsst seine fundamentale Bedeutung fiir den weiteren Mathematikunter-
richt leicht in der Hintergrund riicken. Ist die Beherrschung dieser Grundaufgaben
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bereits notwendige Voraussetzung zur Durchfiihrung der schriftlichen Rechenver-
fahren oder auch eine Erleichterung zur Losung von Sachaufgaben und Rechenge-
schichten (s.u.) (vgl. Radatz, Schipper 1983 71), so scheint es selbstversténdlich,
dass die Grundaufgaben fiir spéater folgende Inhalte des Mathematikunterrichts ver-
innerlicht sind.

Wenn Lorenz und Radatz (1993) annehmen, dass viele Grundschiiler zu den ma-
thematischen Operationen nur wenige Handlungserfahrungen besitzen und deswe-
gen Sachaufgaben nicht in mathematische Gleichungen umsetzen kénnen, so wird
man bei Schiilern in héheren Schuljahren dhnliche Aussagen treffen kénnen. Lo-
renz und Radatz nennen drei Losungsstrategien der Schiiler, die sich (inkl. Misch-
formen) unterscheiden: 1. Zahlstrategien, 2. Ableitungsstrategien, 3. Kennen der
Grundaufgaben. Ein Fazit ziehen sie, indem sie feststellen, dass das Bewusstma-
chen und Herausarbeiten der Ableitungsstrategien ein wichtiges mathematisches
Unterrichtsprinzip sein sollte (vgl. |Lorenz, Radatz (1993, 127-128).

Wittmann und Miiller (1994) vermuten, dass ein frithzeitiges Verzichten auf kon-
krete Materialien Kindern im 1. Schuljahr ein Hindernis sei, Rechenwege und Ge-
setzméfigkeiten in der symbolischen Zahlsprache zu beschreiben und zu begriinden.
Dies sei jedoch ein wichtiges hoheres Ziel des Mathematikunterrichts (vgl. [Witt-
mann, Miller|[1994a; 33).

Auch Lauter (1997) geht davon aus, dass Erwachsene einfache Rechensitze wie
4+ 2 = 6 oder 4 -5 = 20 unmittelbar wiedergeben konnen. Jeder Mensch ken-
ne einen mehr oder weniger grolen Vorrat von mechanischen Rechensétzen und
sei in der Lage, diese Rechensétze tréagheitslos zu reproduzieren. Lauter sieht zum
einen Vorteile darin, dass solch mechanisches Rechnen schnell verfiighar sei, das
Auswendigkennen gar voraussetzungslos sei. Zum anderen nennt er auch Gefah-
ren und Grenzen des mechanischen Rechnens. Der Umfang der von einem Schiiler
beherrschten Rechensitze sei notgedrungen beschrénkt. Dariiber hinaus wiirden
gelernte Rechensétze haufig nicht genau kontrolliert und seien daher stark feh-
leranfillig. Deswegen fordert Lauter die Einsicht in arithmetische Gesetze, auch

wenn deren Rolle im Mathematikunterricht viel diskutiert worden sei (vgl. Lauter
1997, 207-208).

»,Das Lernen dieser arithmetischen Gesetze ist nie Selbstzweck. Auch die Fachtermini Kommuta-
tivgesetz, Assoziativgesetz usw. gehoren nicht in den Unterricht, wohl aber die Inhalte der Gesetze
selbst. Sie erleichtern und ermdglichen erst das Rechnen im erweiterten Zahlbereich* (Lauter|1997,
208).

Aspekte des Kleinen Einspluseins

Unter den Aufgaben des kleinen Einspluseins werden im Allgemeinen die Additi-
onsaufgaben mit einstelligen Summanden sowie der 10 als Summand verstanden.
Wittmann und Miiller weisen darauf hin, dass in der mathematischen Theorie der
Stellenwertsysteme nur die Aufgaben mit einstelligen Summanden zum ,1+1° des
Zehnersystems gehorten, es aber aus didaktischen Griinden sinnvoll sei, die Auf-
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gaben mit dem Summanden 10 — dhnlich dem Faktor 10 im Kleinen Einmaleins —
dennoch zum kleinen Einspluseins zu rechnen (vgl. Wittmann, Miiller|1994a; 43).

Ziel des kleinen Einspluseins ist es, einen Uberblick iiber den Zahlenraum bis 20
zu besitzen, die Rechensétze des kleinen Einspluseins und deren Beziehungen un-
tereinander zur Verfiigung zu haben, um fiir komplexere Inhalte auf dieses Grund-
wissen zuriickgreifen zu kénnen. Aus diesem Grund halten Wittmann und Miiller
nicht die Ergebnisse, sondern schlicht die Aufgaben des Kleinen Einspluseins in
einer ,Plus-Tafel (siehe Abb. , die aus der ,1+1-Tabelle’ (sieche Abb. ge-
wonnen wird, fest. Sie nennen mehrere Vorteile dieser ungewohnlichen Anordnung
in Rautenform:

— ,Die Ergebnisse der Aufgaben werden in Leserichtung von links nach rechts grofier. Unter-
einander stehende Aufgaben haben stets das gleiche Ergebnis.

— Die fiir Schiiler schwierigeren Aufgabenserien (beide Summanden &ndern sich) sind in den
Hauptrichtungen von links nach rechts und von oben nach unten angeordnet.

— Die fiir Schiiler leichteren Aufgabenserien (nur ein Summand #ndert sich) stehen in den etwas
ungewohnten Diagonalen.

Unsere Plus-Tafel stellt somit den operativen Zusammenhang zwischen den 121 Aufgaben des
»1+1% und nicht zwischen deren Ergebnissen in den Vordergrund. Dies ist fiir den Lernprozess
giinstiger® (Wittmann, Miiller|[1994al 44).

10|10 11|12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20

Abb. 1.2: Einspluseinstabelle (Wittmann, Miiller||[1994al 44)

Die Autoren nennen dariiber hinaus die verschiedenen Aspekte von so genannten
Kernaufgaben, die zum Teil durch farbige Markierung eine besondere Beachtung
finden kénnen. Genannt werden Verdopplungsaufgaben, Plusaufgaben mit 5, Zeh-
nererganzungen, Fiinfer- bzw. Fiinfzehnerergdnzungen und Randaufgaben.
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Abb. 1.3: Einspluseinstafel 1995, 27)

Einen Uberblick iiber die mathematischen Grundlagen des Kleinen Einspluseins
geben Bediirftig und Murawski (2001). Sie beschreiben dariiber hinaus ausfiihrlich
die verschiedenen Entwicklungsschritte, die vom Zahlen zur Addition in Form des
Kleinen Einspluseins fithren. Dies ist an dieser Stelle von besonderem Interesse,
da einige Schiiler der Hauptschule moglicherweise Schwierigkeiten mit einem die-
ser Entwicklungsschritte gehabt haben kénnten, eine daraus folgende Analyse des
genauen Wegs hilfreich sein konnte.

,Die Addition entsteht aus dem Weiterzéhlen. Die zunehmende Flexibilitéit des Weiterzdhlens und
die Speicherung der Ergebnisse daraus entwickeln sich in enger Verbindung mit den Anwendungen
des Z#&hlens. Wir geben einige Stationen auf dem langen Weg vom Zéhlen zur Addition noch einmal
an:

— Elementarste und elementare Strategien des Weiterauszéhlens.

— Aufwirtszihlen ab zunéchst kleinen, dann grofleren Zahlen.

— Weiterauszihlen mit Gegenstéinden.

— Weiterauszihlen an Représentanten von Gegenstinden (z. B. Fingern).

— Weiterzédhlen z. B. ab 3 um 5, d. h. mit 4 beginnend zéhlen und parallel dazu bis 5 auszéihlen.

— Funktionales Weiterzéhlen z. B. ab 3, das die einzelnen Weiterzdhlprozesse der vorherigen Sta-
tion verbindet.

— Funktionales Weiterzéhlen z.B. um 3, d.h. sichere Anwendung des Plusoperators von
beliebigen Zahlen aus.

Den Ubergang zur Addition stellen wir uns vor als Einprigung der Ergebnisse aus den Strategien
des Weiterzihlens in Kombination mit anderen Strategien® (Bediirftig, Murawskil[2001} 114-115).
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Kleines Einsminuseins

Im Anschluss an die Erarbeitung der Aufgaben des Kleinen Einspluseins lassen sich
die Aufgaben des Kleinen Einsminuseins — also aller Subtraktionsaufgaben bis 20 —
thematisch behandeln, um die operativen Zusammenhénge in diesem Zahlenraum
zu erfassen. Lorenz und Radatz stellen eine ,1-1-Tafel* d&hnlich der ,141-Tafel* auf,
um auch hier Kernaufgaben und Zusammenhénge zwischen Aufgaben zu bearbeiten
(siehe Abb. . Insbesondere rechenschwache Schiiler brauchten beim Uben der
Grundaufgaben keine eingekleideten Aufgaben, die sich durch Farbigkeit, duflere
Vielfalt oder auch Ausschneiden, Aufkleben und Einfarben auszeichneten, sondern
sie brauchten vielmehr eine strukturierte Zusammenstellung, um hilfreiches Wissen
konstruieren und operative Beziehungen erkennen zu kénnen. Erst dann schliefe
sich sinnvolles und intensives Uben an (vgl. [Lorenz, Radatz||1993, 133-134).

Abb. 1.4: Einsminuseinstafel (Lorenz, Radatz|1993, 133)

Zwischen den Operationen Addition und Subtraktion steht die Operation der
Erganzung, die die eigenstéindigen Operationen Addition und Subtraktion zusam-
menfiihrt. Das Erginzen 16st bei der schriftlichen Subtraktion sogar die eigentliche
Subtraktion ab, es wird mittels ,, Plus-Sprechweise“ ergénzt — ein Abziehen ist nicht
mehr erkennbar. Bediirftig und Murawski verstehen das Ergdnzen als eigensténdige
Rechenoperation, die mit ihrer Beherrschung in das Kleine Finsbiseins miindet. Mit
dieser Erweiterung wird das Verstdndnis der Zusammenhénge zwischen den klas-
sischen Rechenoperationen moglicherweise erleichtert, erst auf diese Weise kann
die Handhabung aller drei Variablen der Addition als vollsténdig angesehen wer-
den: ;3+5=0,3+0 = 8,0+ 5 = 8¢ (Bediirftig, Murawski 2001}, 160ff). Diese
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Uberlegungen bilden die Grundlage fiir einige Anmerkungen zum grundsitzlichen
Verstandnis operativer Beziehungen, die im folgenden Abschnitt geschildert werden.

1.2.3 Operative Beziehungen

Nach der Erarbeitung des Kleinen FEinspluseins und der Erarbeitung des Klei-
nen Finsminuseins steht die Verkniipfung dieser beiden grundlegenden Rechensatz-
Sammlungen, das Kleine Finbiseins kommt in der Schule derzeit nicht vor..

In Schulbiichern ist h&ufig eine klare Trennung von Inhalten wie dem Einspluseins
und dem Einsminuseins zu sehen. Lerninhalte werden fiir sich gegliedert aufbereitet
und den Schiilern présentiert. Insbesondere bei lernschwachen Schiilern herrscht
dieses Prinzip der Isolierung der Schwierigkeiten und Vorgehen in kleinen Schritten
vor (s. und vgl. |Scherer|[1995, 57ff). Dies birgt moglicherweise die Gefahr, dass
die Schiiler keine Ubersicht iiber das gewinnen, was erwachsenen Menschen héchst
logisch erscheint (vgl. Moser Opitz2001; Wittmann|/1994]).

Bereits 1916 pladierte Kiihnel fiir die gemeinsame Betrachtung der Operationen
Addition und Subtraktion.

,,oind die rechnerischen Operationen soweit vorbereitet, so konnen sie nun auch mit Hinzunahme
des zahlenmiéfligen Ergebnisses betrieben werden. Wir empfehlen dabei, Addition und Subtraktion
zusammen zu nehmen. Da die erste Form auch der folgenden Ubungen darin besteht, den wirkli-
chen Vorgang an wirklichen Dingen auszufiihren, und da der Sinn der beiden Operationen infolge
der fritheren Ubungen als vollig erfasst vorausgesetzt werden muss, so ist dies Zusammennehmen
von Addition und Subtraktion von vornherein moglich® (Kiihnel|[1950, 114).

Dass die Operationen Addition und Subtraktion zunéchst fiir sich verschiedene
Bereiche betreffen, wurde oben dargestellt. Dass sie jedoch ein gemeinsames System
von Zahlbeziehungen ausmachen, muss auch im Unterricht thematisiert werden.
Andernfalls geraten Schiiler in die Gefahr, allzu rezepthaft und ohne Versténdnis
Regeln anzuwenden, die keinen Uberblick auf die Zusammenhinge erlauben.

Notwendig ist also ein Ausarbeiten der Rechensétze zu einer flexiblen Handha-
bung, die eine variable Kombination ermoglicht. Wie schon beim Kleinen Einsplus-
eins (s. beschrieben, geht es darum, dass beispielsweise Verdopplungsaufga-
ben, Plusaufgaben mit 5, Zehnererginzungen, Fiinfer- bzw. Fiinfzehnerergénzungen
und Randaufgaben angesprochen werden um sie mit entsprechenden Aufgaben aus
dem Kleinen Einsminuseins zu verkniipfen.

Dieses Versténdnis findet sich wieder im Operativen Uben (z. B. Radatz, Schip-
per| (1983, 197ff) oder auch Produktiven Uben (z.B. Wittmann, Miiller| 1994al, b).
Abgeleitet aus der genetischen Erkenntnistheorie Piagets geht der Begriff , operati-
ves“ oder ,operatorisches* Uben zuriick auf Aebli (1963) sowie Fricke (1959) (vgl.
Radatz, Schipper|/ 1983, 197) (siehe auch Abbildung .

»Statt isolierter Kenntnisse (Prinzip von der Isolierung der Schwierigkeiten) ist es das Ziel des
operativen Ubens, bewegliches Denken herauszubilden, den Schiiler Zusammenhénge erkennen zu
lassen und ihn damit in die Lage zu versetzen, auch komplexere Ganzheiten bewéltigen zu kénnen.
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Grundtypen des operativen Ubens sind Tauschaufgaben, Probe- oder Umkehraufgaben, Nachbar-
aufgaben und Zerlegungsaufgaben® (Radatz, Schipper||1983, 198).

Probeaufgaben Tauschaufgabe

13-6=0

13-7=0

6+6=0 7+3+3=0
8+6=0 7+7-1=0
7+5=0 3+4+6=0
7+7=0 6+6+1=0

Nachbaraufgaben Zetlegungsaufgaben

Abb. 1.5: Grundtypen des Operativen Ubens (Radatz, Schipper||1983, 199)

In diesem Zusammenhang spielt die Betrachtung des Gleichheitszeichens eine be-
sondere Rolle. Im Allgemeinen mit der Addition eingefiihrt wird es von Schiilern —
aber auch Eltern — gern im Sinne von ,ergibt® oder ,,macht“ gedeutet. Es nimmt
sozusagen eine Trennung von Aufgabe und Ergebnis vor. Wenn jedoch Platzhalter-
aufgaben erarbeitet werden sollen, bei denen das Ergebnis bereits bekannt ist, kann
diese Deutung des Gleichheitszeichens nicht bestehen, sondern muss zu Verstéand-
nisschwierigkeiten fithren. Es gibt Schiiler, die auch diese Aufgaben in einer Art
»Ergebnis-hinten-Strategie“ rechnen. Sie nutzen schlicht die vorhandenen Zahlen
und das Rechenzeichen, um das Ergebnis zu berechnen. Z. B. wird 84+ | = 15 mit
dem Ergebnis 23 gelost. Dass aus solch einem Verstédndnis Schwierigkeiten erwach-
sen, ist offensichtlich. Sachrechnen oder Betrachtung von Ungleichungen werden
auferst problematisch — es muss eine Umdeutung des Gleichheitszeichens erfolgen
(vgl. [Padberg |1996| 88-89).

Eine Hilfe auf dem Weg zu einer flexiblen Handhabung der Rechensitze (auch
bezogen auf Multiplikation und Division) ist es, Aufgaben zu Ergebnissen zu fin-
den. Formal gesehen entspricht dies einer Aufgabe mit zwei Platzhaltern, dies muss
aber sicherlich nicht derart thematisiert werden. Auch Aufgabenstellungen, die kein
Rechenzeichen vorgeben, aber aus drei Zahlen bestehen, sind denkbar (Finde Auf-
gaben zu den Zahlen 7, 8 und 15). Erst daraus folgend kann in Aufgaben versucht
werden, zu je 2 Zahlen die 3. Zahl zu ermitteln (Regularitét).

Eine weitere mogliche Hilfe auf diesem Weg kann der von Lorenz beschriebene
Zahlenstrich (,,leerer Zahlenstrahl“) sein, auf dem die Operationen im Zahlenraum
schematisch angedeutet werden (siehe Abbildung [1.6)).

,Der Umgang mit verschiedenen, selbst konstruierten Zahlenstrahlen fithrt auch dazu, dass die
Zahlen in der Vorstellung der Schiiler keine feste rdaumliche Beziehung einnehmen, sondern eine
variable® (Lorenz{/1997, 98).
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Abb. 1.6: Operationen auf dem Zahlenstrich 1997, 97)

Fiir das Erkennen operativer Beziehungen ist im Zusammenhang mit dem Zahl-
begriff etwas notwendig, das im anglo-amerikanischen Raum als ,number sense“
beschrieben wird. Eine klare Ubersetzung oder Definition dessen, was damit ge-
meint ist, scheint es laut Lorenz nicht zu geben. Die Originalausgabe von Stanislas
Dehaene (1999) mit dem Titel The Number Sense wurde iibersetzt mit Der Zah-
lensinn. Lorenz driickt dies mit dem Begriff Zahlengefiihl aus. Evtl. lasst sich dies
beschreiben als eine Art Gespiir fir Zahlen, das er mit einigen Charakteristika
néher bezeichnet. Folgend werden einige solcher Charakteristika genannt, die im
Sinne von (Grund-) Kompetenzen die Fahigkeit zur Orientierung in der Zahlenwelt
ausmachen.

— ,,Zahlen zusammenzusetzen und zu zerlegen, flexibel zwischen verschiedenen Repréisentationen
zu wechseln und zu erkennen, wann eine Reprisentation giinstiger als eine andere ist;

— die relative Grée von Zahlen zu erkennen (5 — 3 ist dasselbe wie 125 — 123, aber relativ sehr
unterschiedlich);

— mit der absoluten Grole von Zahlen umzugehen (Kann ich 120 Pfennigstiicke in der Hand
halten? Passen 500 000 Kinder in die Turnhalle?);
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— mit leichteren Zahlen zu rechnen (97 4 95 sollte etwas weniger als 200 sein, da jede Zahl knapp
unter Hundert liegt);

— Zahlen- und Operationssymbole in bedeutungshaltiger Weise zu verbinden, d.h. mit Zahlen
und Operationen Groéfenvorstellungen und Handlungen zu verkniipfen;

— die Effekte von Operationen zu verstehen (Verédnderungen im Ergebnis kompensieren zu kénnen,
gleichsinniges und wechselsinniges Veréindern bei Addition und Subtraktion positiv einsetzen);

— Kopfrechnungen mit Hilfe eigener Strategien unter Ausnutzung numerischer Eigenschaften
durchfiihren zu kénnen;

— Zabhlen flexibel verwenden zu kénnen, um Abschétzungen iiber ein Ergebnis vorzunehmen; z. B.:
Ist die Summe zweier Zahlen grofier als 100 oder nicht? 1468 : 34 wird abgeéandert zu 1400 : 35,
da beides durch 7 teilbar ist, also 200 : 5 als gute Naherung;

— prinzipiell Zahlen und ihren Beziehungen Bedeutung zu verleihen (vgl. Trafton, 1992)“
(Lorenz[1997, 94-95).

Es geht Lorenz nicht darum, dieses Zahlengefiihl als Unterrichtsgegenstand zu
behandeln, es wohl aber als Hintergrund- oder auch Leitgedanken bei der Planung
und Gestaltung vielfaltiger Erfahrungsmoglichkeiten fiir den Unterricht einzube-
ziehen. Fiir Zahlbeziehungen gibt es vielfiltige Veranschaulichungshilfen, die eine
Entwicklung des Zahlengefiihls fordern konnten (vgl. [Lorenz/|[1992)). Dies geschehe
jedoch nicht von selbst — und auch nicht immer im Sinne des gewiinschten Ziels.

,Die Veranschaulichungsmittel zu sehen, sie lediglich wahrzunehmen, ist nicht hinreichend, denn
die arithmetische Struktur, die Beziehung zwischen den Zahlen, ist nicht schlicht ablesbar. Sie
entsteht erst im Kopf des Kindes. Wir Erwachsene ,,sehen* die Struktur an der Hundertertafel, an
der Rechenmaschine, an der Perlenkette oder anderen Darstellungen, weil wir sie bereits kennen.
Die Kinder kennen sie noch nicht. Sie sehen Punkte, Kugeln, Felder, die fiir sie zuerst keine
Beziehung, keine immanente Struktur aufweisen* (Lorenz|[1997 95).

»Jeder Versuch, mathematische Operationen durch symbolisierte Handlungen bzw. deren figura-
tive Darstellungen zu Veranschaulichungen, isoliert die Operationen aus ihrer Gruppierung und
verfilscht sie in der Erkenntnis des Lernenden zu einer ,,Gewohnheit“. Das Uben solcher Ge-
wohnheiten behindert das mathematische Denken in seiner Entwicklung und das Interesse an der
abstrahierenden Denkform der Mathematik“ (Jetter||1982} 66-67).

Ein allzu schematisches Vorgehen, ein verfriihtes Einsetzen schriftlicher Stan-
dardverfahren kann ohne den Aufbau eines flexiblen Uberblicks, ohne die Bedeu-
tung dieser Verfahren erfasst zu haben, verhindern, dass ein Zahlengefiihl entsteht.
Im Gegenteil: die Verfahren verhérten sich zu vermeintlichen Hilfsmitteln, die ohne
»Sinn“ eingesetzt werden (vgl. Lorenz [1997; |Spiegel, Selter|[2003)).

Eine sinnvolle Anwendung dieses mathematischen Denkens und Vorstellens kann
im Bereich von Sachaufgaben erfolgen. Nur wenn der Bezug zur erlebten Wirklich-
keit der Schiiler erfolgt, kann Mathematik betrieben werden. Notwendig ist dazu
allerdings das — zumindest ansatzweise — Vorhandensein der Fahigkeit zum mathe-
matischen Denken. Hasemann und Stern weisen darauf hin, dass das erfolgreiche
Losen von Textaufgaben davon abhénge, wie Schiiler in der Lage seien, die ihnen
beschriebenen Situationen mit mathematischen Mitteln zu beschreiben, also mit
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vorhandenem Wissen entsprechende mentale Modelle zu konstruieren (vgl. |Hase-
mann, Stern 2002, 222-223).

,Mathematisches Denken entwickelt sich im Zusammenhang der Bewéltigung wirklicher Probleme,
die erst schrittweise zu mathematischen Problemen werden® (Jetter|[1982] 66).

Das Bearbeiten von Rechengeschichten — auch das eigenstédndige Erfinden von
Rechengeschichten — macht es Schiilern mdoglich, sich eine eigene Vorstellung von
mathematischem Handeln zu erarbeiten, indem sie die geforderten Rechnungen mit
mentalen Représentationen verkniipfen (Hasemann, Stern |2002). Im Zusammen-
hang mit realen Situationen bekommt das Vorstellen eines Groéflenbereichs oder
eines Zahlenraums sowie das mentale Bewegen in Zahlen- und Groflenrdumen ei-
ne Bedeutung und kann als Mathematisieren umweltlicher Situationen verstanden
werden (vgl. Winter |1980; [Radatz, Schipper|[1983)).

1.2.4 Stellenwert

Das Verstdndnis des Stellenwertsystems gehort zu den fundamentalsten Kenntnis-
sen, um erfolgreich Mathematik betreiben zu kénnen. Viele Methoden, Algorith-
men und Regeln greifen auf dieses Versténdnis zuriick, erhalten im Allgemeinen
erst einen Sinn durch die Prinzipien des Stellenwertsystems (schriftliche Rechen-
verfahren, Nachkommastellenregel u.a.). Im Speziellen wird insbesondere fiir die
Einfithrung der Dezimalbriiche und das Rechnen mit diesen eine Erweiterung des
Stellenwertsystems bendétigt — obwohl sie streng genommen keine Erweiterung ist,
sondern lediglich weitere Positionsbezeichnungen einfiihrt.

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber die Problematik des Stellenwertsys-
tems (im Wesentlichen bezogen auf das dezimale System) gegeben. Es soll deutlich
werden, dass keineswegs trivial ist, was jedermann trivial erscheint — ndmlich dass
nach der neun die zehn folgt. Was sprachlich eine aufeinanderfolgende Kombinati-
on zweier verschiedener Worte ist, stellt in der Notation mit Ziffern bereits etwas
Besonderes dar. Benotigt man im Verlauf der weiteren Zahlwortreihe zusétzliche
Zahlworter oder auch nur Zahlwortfragmente — Bediirftig und Murawski sprechen
von Zahlworten und Zahlstufenworten (vgl. Bediirftig, Murawski |2001}, 177) — so
werden bereits nach dem Zahlen von 0 bis 9 keine weiteren Zeichen fiir die Notation
der Zahlen mit Hilfe von Ziffern benétigt. Zwar gemeinhin gesprochen als ,,neun*
und ,,zehn“ miissten die Zahlen 9 und 10 zunéchst als ,neun“ und ,eins null“ gele-
sen werden. Dies mag dem Leser seltsam vorkommen, macht aber bereits an dieser
Stelle des ersten Auftretens die Besonderheit des Stellenwertsystems deutlich.

In der sprachlichen Variante des Zihlens begegnet man dem Stellenwertsystem
nur teilweise. Die Inkonsistenz des Zahlens mit Zahlworten im Abschnitt der Zahl-
wortreihe bei acht — neun — zehn — elf — zwdélf — dreizehn macht nicht die Be-
sonderheit zwischen 9 und 10 deutlich, die auf symbolischer (Ziffern-) Ebene klar
erkennbar ist. Erst die Zahlen nach der Stufe zur Zwanzig lassen auch auf der
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sprachlichen Ebene eine Zehnerstruktur erkennen — obwohl die Zahlwortbestand-
teile selbst (Zwanzig, Dreifiig, Vierzig) keinen direkten Hinweis darauf erlauben.
Die Kombination dieser Zahlworte als Endsilben mit den bekannten Zahlen kann
als eine Art degeneriertes Stellenwertsystem im Sinn einer Projektion gedeutet
werden. Dies scheint Kinder héufig dazu zu bewegen, eigene Zahlkonstruktionen
zu entwickeln und die Zahlwortreihe in eher ungewohnter Weise fortzusetzen (...
Zehnundzwanzig, Elfundzwanzig, ...) (vgl. Bedurftig, Murawski| 2001, 179).

Die Inkonsistenz zwischen der Notation in Zahlworten und der Notation in Zif-
fern kann zu Schwierigkeiten fithren, wenn auf die Unterschiede nicht ausreichend
deutlich eingegangen wird. Ein Vergleich mit den Unterschieden von Zahlworten
und Ziffern in anderen Sprachen kann #hnliche Probleme zeigen (z. B. franzosisch)
aber auch eine konsistentere Umsetzung darstellen (z.B. japanisch) (vgl. [Maier,
Senft||1983; [Krauthausen, Scherer|[2001}; Spiegel, Selter|2003).

Die sprachliche Darstellung der Zahlwortreihe ist als eine additive Kombination
aus Zahlworten und Zahlstufenworten zu verstehen. Die Unendlichkeit der natiirli-
chen Zahlen lédsst die Zahlworte mit zunehmender Grofle der Zahlen durch die
Addition der einzelnen Zahlwortfragmente immer ldnger werden, benétigt jedoch
gleichzeitig fiir grofler werdende Stufen immer neue Stufenzahlen. Fiir die Darstel-
lung sehr grofler Zahlen als Worte werden somit immer neue Worte zu konstruieren
sein, damit sogenannte Individualworter zur Kennzeichnung genau dieser grofien
Zahlen enstehen. Die Menge der Zahlwortbestandteile ist damit nicht begrenzt.
Das rémische Zeichensystem (I, II, III, IV, V, ..., X, ..., L, ... ) bedient sich in
dghnlich additiver Weise kurzer Symbole anstelle der Zahlworte und Zahlwortfrag-
mente, kommt jedoch auch nicht mit einem begrenzten Zeichenvorrat aus, sondern
muss fiir sehr grofle Zahlen stets erweitert werden.

Ein anderes Konzept als bei den romischen Zahlzeichen verfolgt die Notation der
Zahlen durch die uns wohl bekannte indisch-arabische Notation in einem System
aus Ziffern und Positionen. Die Eindeutigkeit der Zahlen wird durch die Ergédnzung
erreicht, dass ein und dasselbe Zeichen an verschiedenen Positionen innerhalb einer
Ziffernfolge verschiedene Werte darstellt. Unbesetzte Positionen einer Zahl werden
durch eine Null gekennzeichnet — bei rein additiven Darstellungen nicht notwendig
— besetzte Positionen mit einer Ziffer zwischen 1 und 9. Dadurch kommt man mit
einem begrenzten Zeichenvorrat aus, man benotigt fiir dieses Dezimalsystem ledig-
lich die Zeichen (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Damit sind auch sehr grofie Zahlen
darstellbar, ohne neue Zeichen erfinden zu miissen — auch, wenn die Zahlen sehr
lang werden konnen (vgl. Maier, Senft||1983, 15-19).

Der Algorithmus der Zahldarstellung lédsst sich — zumindest gedanklich — beliebig
weit fortsetzen. Erst durch diesen Schritt im Verstindnis der Zahldarstellung kann
es gelingen, eine Vorstellung von einem unendlich groflen Zahlenraum zu erhalten
(vgl. Bediirftig, Murawski 2001}, 182; vgl. |Stern!|1998| 73).

Mathematisch formal wird das Dezimalsystem durch die endliche Menge M
von genau 10 Individualzeichen, die Ziffern genannt werden, dargestellt: M =
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{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Aus diesen Elementen der Menge M lassen sich unendlich
viele endliche Folgen von Ziffern durch Aneinanderreihung von links nach rechts
bilden. Alle Folgen, deren Anfangsglied von Null verschieden ist, bilden gemeinsam
die Menge F'. Das dezimale Stellenwertsystem lasst sich dadurch kennzeichnen, dass
sich alle natiirlichen Zahlen der Menge N durch eine bijektive Abbildung auf die
Menge F' der zuldssigen Ziffernfolgen abbilden lassen (vgl. (Oberschelp| /1976, 43).
Jede natiirliche Zahl kann somit eindeutig und unverwechselbar dargestellt wer-
den. Maier und Senft weisen darauf hin, dass man durch die Gewdhnung an die
Darstellung der natiirlichen Zahlen durch die mit Hilfe der bijektiven Abbildung
gewonnenen Ziffernfolgen sofort an die natiirliche Zahl denke, ohne sich {iber den
Zwischenschritt der Darstellungsweise Rechenschaft abzulegen. Als Beispiel fithren
sie an, dass man zwar von der Zahl Finfhundertzweiundneunzig als dreistelliger
Zahl spreche, sich das Adjektiv ,,dreistellig” aber lediglich auf die Darstellung der
dezimalen Ziffernschreibweise bezoge (vgl. Maier, Senft| |1983 24-25). Weder die
natiirliche Zahl selbst noch das Zahlwort kénnen direkt mit diesem Adjektiv ge-
kennzeichnet werden.

Zur Veranschaulichung kann eine Darstellung im Registerbrett dienen. Das Re-
gisterbrett besitzt Felder, in denen durch Plastikmarken die einzelnen Stellen belegt
werden konnen. In jedem Feld diirfen im dezimalen System maximal neun Marken
enthalten sein. Kommt eine zehnte Marke hinzu, wird statt der zehn Marken eine
Marke stellvertretend fiir diese zehn Marken im Feld links daneben platziert. Man
,biindelt“, indem ein Stellvertreter fiir 10 Plattchen ein Feld weiter links platziert
wird. Dies entspricht einer Darstellung des Zahlensystems, die in einem Modell
veranschaulicht wird. Durch Weiterzihlen (jeweils ein Pliattchen dazulegen und die
entstandene Zahl bestimmen) kann der Prozess des Biindelns verdeutlicht werden.
In Abbildung ist die Zahl 135 dargestellt und steht stellvertretend fiir 135 ein-
zelne Plattchen.

° ' 1) (1)
° oo

°

1.000.000 100.000 10.000 1.000 100 10 1

Abb. 1.7: Schematische Darstellung der Zahl 135 in einem Registerbrett

Bei der Darstellung im Registerbrett ergibt sich die Schwierigkeit, dass jeweils
zusammenzufassende Marken kaum simultan erfasst werden konnen. Nicht nur aus
diesem Grund bietet es sich an, das Prinzip des Biindelns und Entbiindelns auch
mit kleineren Basen (also Zeichenmengen mit weniger Elementen) durchzufiihren.
Um eine Abstraktion vom System der bekannten Ziffern zu erreichen, konnen die
Elemente der Basis durch Buchstaben, Zeichen oder andere Worte ersetzt werden.
Fiihrt eine Verwendung der Ziffern 771 in einem anderen System als dem Dezimal-
system noch leicht zur Benennung Finhundertelf, so ist dies bei der Verwendung
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von Buchstaben, anderen Symbolen oder einer fremden Sprache’ nicht mehr der
Fall. Als mogliche Konsequenz kéonnte man die Zahlworte ki sua he und li verwen-
den. Es handelt sich wegen der vier Elemente um ein Vierersystem, kann aber nicht
zu Verwechslungen mit dem Dezimalsystem fithren, da die Zahlworte eins zwet,
drei und null nicht vorkommen. Ein Z#hlen mit diesen Zahlworten ergébe nun also
folgende mogliche Zahlwortreihe: ki — sua — he — kili — kiki — kisua — kihe — suali —
suaki — suasua — suahe — heli usw.

Dies lésst sich auch in entsprechender Weise mit Symbolen fiir die Silben
durchfithren. Mit Hilfe dieser fremden Sprache‘ lassen sich nun Zahlbeziehungen
erforschen. Durch Vergleichen der Silben kann man Nachfolger oder Vorgéanger einer
Zahl bestimmen. Ebenso lassen sich zwei Zahlen auf ihre Anordnung bestimmen,
man kann genau feststellen, welche Zahl gréffer und welche kleiner ist. Dabei ist es
wichtig, dass die Reihe ki sua he (li) in ihrer Reihenfolge bekannt ist. Die anderen
Unterscheidungen ergeben sich aus den Stellen, an denen die Silben stehen (vgl.
Maier, Senft |1983; [Mittelberg[1997)).

Bediirftig verweist auf andere Arten der Zahldarstellung, indem er z. B. das Rech-
nen der alten Griechen nennt. Man solle sich das Rechnen im Buchstabenraum bis
z vorstellen und die folgenden Fragen l6sen: ,Was ist e + h? Oder t — k? Oder
d - g? Geht x : f oder nicht?“ Seine Vermutungen gehen dahin, dass man wohl
leicht die Finger zu Hilfe ndhme oder sich in den Zahlenraum bis 26 retten kénnte.
Anregungen, die Lernschwierigkeiten verstédndlich machen kénnten, seien folgende:

»HIrgendwie haben wir das kleine ,a+a‘ nicht gelernt. Wir kénnen noch nicht mal ,anstandig’ zdhlen,
d. h. das Alphabet aufsagen: Haben Sie es mal in Schritten versucht, z. B. in c-er Schritten? Kénnen
Sie das Alphabet flieend riickwérts? Haben wir einen unterentwickelten Buchstabenbegriff? Und
ob! Welche Mengenvorstellung verbinden Sie mit e? Kennen Sie den g-er Stab? Wo waren Sie vor
n Tagen? Welcher Wochentag ist der k.g.?7“ (Bediirftig||1992, 54).

Zu speziellen Moglichkeiten dieser Ansétze in der Forderung bei Schiilern mit
Schwierigkeiten im Verstdndnis des Stellenwertsystems sei auf die angegebene und
weiterfiihrende Literatur verwiesen (Hughes 1986; [Maier, Senft| 1983} |[Krauthau-
sen, Scherer|2001; Radatz u. a.[[1999; Spiegel, Selter|[2003; Mittelberg, Jetter 2000
Mittelberg 1997 Bediirftig, Mittelberg| 2002, u.a.).

Im Zusammenhang mit der Einfiihrung der Dezimalzahlen wird es notwendig,
diese Grundlagen iiber das Versténdnis des Stellenwertsystems aufzugreifen und
auszubauen. Die feinere Unterteilung von Zahlen beim Gebrauch von Gréflen und
Mafizahlen macht es notwendig, die Stellenwertschreibweise zu iiberdenken und zu
erweitern. Die bisher sinnvolle Gewohnheit, Zahlen durch rechtsbiindiges Notieren
zu sortieren und zu ordnen, muss wegen der Hinzunahme weiterer Stellen — der
Bruchteilstellen — aufgegeben werden. Fiir die Markierung der einzelnen Stellen-
werte muss eine neue Markierung geschaffen werden, die deutlich macht, dass zwar
das Prinzip des Biindelns und Entbiindelns auch nach rechts hin fortgesetzt wer-
den kann, jedoch einzelne Stellen weiterhin nur mit Stellen der gleichen Position
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verglichen werden diirfen. In der bekannten Schreibweise wird dies das Komma
sein, doch kann dies zunéchst durch andere Moglichkeiten — evtl. deutlichere Mar-
kierungen auf der Stellenwerttafel oder dem Registerbrett und Bezeichnungen der
Spalten auf diesen Hilfsmitteln — ersetzt werden, um einen Ankniipfungspunkt an
das Verstindnis des Stellenwertssystems zu erhalten.

Die Abbildung ist bei Maier und Senft entnommen und zeigt eine Erweite-
rungen des Registerbretts (vgl. Maier, Senft|[1983] 30).

Hunderter Zehner Einer Zehntel Hundertstel
H Z E Z h
10 - 10 10 1 i o
10? 10! 10° 107! 102

Abb. 1.8: Darstellung einer moglichen Erweiterung des Registerbretts

Zur Vertiefung und unterrichtlichen Gestaltung sei auf die entsprechende Lite-
ratur verwiesen, z. B. (Maier, Senft|(1983; Miiller, Wittmann||{1984; Padberg 1995;
Bigalke, Hasemann||1978])

1.3 Zusammenfassung

Lernen und mathematisches Lernen sind gekennzeichnet durch eigenstandige Be-
reiche, von denen einige genannt und exemplarisch dargestellt wurden. Die Grund-
lagen der Bereiche mathematischen Lernens sind im Wesentlichen Bestandteil des
Grundschulunterrichts, werden jedoch auch in den darauf folgenden Schuljahren
immer wieder aufzugreifen sein (Spiralcurriculum), um die ,Neuen Inhalte' sinnvoll
einfithren und vertiefen zu kénnen.

Diese Aspekte mathematischen Lernens bilden ein Netz von Grundlagen, in dem
sich ein Schiiler sicher und flexibel bewegen kénnen muss, um neue Kenntnisse zu er-
werben, diese sinnvoll mit dem vorhandenen Netz verkniipfen zu konnen. Es miissen
Riickgriffe auf das Basiswissen in Form von Umkehrungen méglich sein. Mogen die-
se Grundlagen noch so trivial erscheinen — sie werden benotigt. Dazu gehort das
Zahlen, das sichere, flexible Umgehen mit Zahlen und den Grundrechenarten, das
Verstéandnis des Stellenwertbegriffs und einiges mehr.

Ein Beispiel fiir solch einen Riickgriff lasst sich am Begriff des Stellenwertsys-
tems im Zusammenhang mit den Dezimalzahlen verdeutlichen. Ist die Grundlage
des Stellenwertsystems bekannt, lédsst sich dieses Verstdndnis erweitern, um die
Moéglichkeit der Bruchteile in Stellen darzustellen. Das Prinzip bleibt das gleiche —
es wird lediglich ergénzt. Wird jedoch dieser Erweiterung die Basis entzogen — sei
es durch Vergessen, mangelhafte Einfithrung oder andere Versdumnisse — wird das
Stellenwertsystem der Dezimalbriiche ein vollig neues Konzept darstellen, das nur
wenig mit dem Stellenwertsystem der Grundschule gemein hat.
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Werden einzelne Aspekte nur oberflachlich beriihrt, nicht verinnerlicht oder auch
ausgelassen, so kann dies zu spéteren Schwierigkeiten in der Bewiéltigung des ma-
thematischen Lernens fithren — Lernstorungen im Bereich der Mathematik sind die
Folge.

Im Zusammenhang mit den dargestellten Grundlagen miissten in diesem Kapitel
der Vollstandigkeit halber auch Anmerkungen zum Zusammenhang von Multipli-
kation und Division erfolgen. Aufgrund der Tatsache, dass sie in der Untersuchung
praktisch kaum eine eigene Rolle spielen, wird auf eine Darstellung verzichtet und
auf elementare Zusammenhénge verwiesen, wie sie zu den operativen Beziehungen
zur Sprache kamen.
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Kapitel 2

Rechenschwiche als Problem des
Mathematikunterrichts

Wenn das Lernen wie in [1.1) und [1.2] beschrieben funktioniert, dann sollte auch das
Unterrichten der oben genannten Inhalte kaum fiir Probleme sorgen. Dennoch gibt
es immer wieder Schiiler, die gewisse Hiirden des Lernens nicht von allein iiber-
winden, sondern daran scheitern und schliellich im Wissenserwerb gegeniiber ihren
Mitschiilern zuriick bleiben. Gerade der Mathematikunterricht scheint pradestiniert
fiir solche Falle zu sein. Fragt man in der Gesellschaft, scheint dies jedoch nicht wei-
ter problematisch — von Problemen mit der Mathematik wissen viele zu berichten.
Héufig wird sogar mit einem Lécheln darauf verwiesen: ,,Ach, das habe ich friither
auch nicht gekonnt.“ Sind Lernschwierigkeiten in Mathematik also minder schwere
Probleme? Kann man Probleme des Rechnenlernens verharmlosend als Kavaliers-
delikt bezeichnen? Oder liegt auch hier eine Problematik vor, die evtl. im Feld der
Sonderpéddagogik anzusiedeln wére?

In Niedersachsen gibt es eine spezielle Schule fiir Schiiler mit massiven Schwie-
rigkeiten im Bereich des Lernens. Zur Zeit heifit diese Schule Schule fiir Lernhilfe.
Die Rahmenrichtlinien aus dem Jahr 1992 nennen noch den alten Namen Schule fiir
Lernbehinderte. Offensichtlich wird diese Schule von Schiiler besucht, die gewisse
Beeintriachtigungen des Lernens auszeichnen. Doch was sind solche Beeintréchti-
gungen, wann kann man von solchen Beeintrachtigungen sprechen, und was kann
man dagegen tun?

Schiiler werden an diese besondere Schulform verwiesen, wenn bestimmte Schwie-
rigkeiten in der Regelschule auftreten. Lorenz und Radatz bemerken, dass der
Rechenunterricht neben dem Lese-und Schreibunterricht als das schullaufbahnent-
scheidende Fach der Grundschule angesehen werde. Damit entspricht es also kei-
neswegs dem Kavaliersdelikt-Gedanken.

» Versagt ein Kind hier, verbinden Lehrerinnen aufgrund der vermeintlichen Logik der Inhalte dies
héufig zu Unrecht mit Intelligenzmangel, so dass ein Sonderschul-Uberweisungsverfahren iiberlegt
wird.

Was ist mit diesen Schiilern? Besitzen sie eine Rechenstorung, gar eine Dyskalkulie, dhnlich der
Legasthenie? Und was macht nun die Lehrerin, wenn sie diese schone griechisch-lateinische Dia-
gnose in Hinden hilt?“ (Lorenz, Radatz||1993 15).

Im Schulalltag begegnen Lehrerinnen und Lehrer immer wieder Schiilern, die
durch schlechte Leistungen im Fach Mathematik auffallen. Es ist haufig der Fall,
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dass diese Kinder in anderen Unterichtsfdchern durchaus Leistungen erbringen, die
man nicht als schlecht bezeichnen kann, die sogar zum Teil mit sehr gut bewer-
tet werden (vgl. [Bediirftig, Mittelbergl 2002). Wurde lange Zeit die Auffilligkeit
des massiven Leistungsunterschieds in verschiedenen Féachern nicht als Problem
betrachtet, versucht man nun seit knapp mehr als 20 Jahren immer stiarker die
Ursachen fiir diese speziellen Schwierigkeiten im Fach Mathematik zu erforschen.

Rahmenrichtlinien legen einen Rahmen fiir die Entwicklung der schulischen Leis-
tungen von Schiilern fest. Um das Klassenziel zu erreichen, miissen Schiiler also
gewisse Normen erfiillen. Wie lésst sich jedoch eine Norm fiir alle Schiiler festlegen,
wenn die Moglichkeiten und Fahigkeiten einzelner Schiiler derart unterschiedlich
sind, wie oben geschildert?

Gibt es ,eine richtige® Losung, Mathematikunterricht zu gestalten? Werden mit
dieser Losung alle Schiiler erfasst? Und kann man die Schiiler, die es nicht schaffen,
diesem Unterricht zu folgen, als ,rechenschwach® oder als , Dyskalkuliker“ bezeich-
nen?

Die Unbekanntheit der Rechenschwdche (gegeniiber der ,Legasthenie®) fiihrte
lange Zeit dazu, dass es kaum einen gesellschaftlich-politischen Druck gab, der es
ermoglichte, dieses Problemfeld zu erforschen und geeignete Fordermafinahmen zu
entwickeln. Dennoch:

»,Dass es eine Rechenschwéche als isolierte schulische Minderleistung gibt, ist unumstritten, wohl
hingegen das, was genauer darunter zu verstehen ist und was dieses Erscheinungsbild bewirkt“
(Lorenz, Radatz||1993, 16).

Obwohl dieses Zitat mittlerweile mehr als zehn Jahre alt ist, scheint immer noch
nicht einheitlich geklart zu sein, was unter Rechenschwdche, Dyskalkulie verstanden
werden soll — ein Blick in die umfangreiche Literatur zu diesem Thema kann dies
verdeutlichen.

2.1 Geschichte der Dyskalkulieforschung

Schon zu Beginn des letzten Jahrhunderts wurden Ursachen von Schwierigkeiten
beim Rechnenlernen erforscht. Lobeck (1996) gibt einen Uberblick iiber die verschie-
denen Ansétze, Rechenstorungen zu erkléren. Er nennt eine Arbeit von Henschen,
der 1919 die Zusammenhénge von Hirnverletzungen (der 1. Weltkrieg war gerade
voriiber) und Rechenstérungen untersuchte. 1924 bis 1930 wurden von Gerstmann
verschiedene Storungen, die auch die Rechenschwichen (Akalkulie u. a.) umfassten,
zu einem Syndrom zusammengefasst, das seine Ursache in einer Stérung innerhalb
der linken Hirnhalfte hatte. Dieses Syndrom bestand u. a. aus den Einzelstérungen
Rechts-Links-Storung, Fingeragnosie, Akalkulie und Agraphie.

Zur gleichen Zeit &uflerte sich Ranschburg zur Rechenleistung von lernbehinderten
und geistigbehinderten Schiilern. Aus verschiedenen Untersuchungen ergab sich fiir
ihn das Bild, dass rechenstarke Schiiler iiber ausgesprochen gute visuelle Fihigkei-
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Akalkulie, Alexie fiir Zahlen, Anarithmastenie, Anarithmetrie, Anarithmie, ase-
manische Aphasie, Dyskalkulie, dysgraphische Dyskalkulie, dyslektische Dyskal-
kulie, Dysmathematica, Entwicklungsdyskalkulie, Fingeragnosie, Gerstmann-
Syndrom, graphische Dyskalkulie, ideognostische Dyskalkulie, Kalkulasthenie,
Lernstorung im arithmetischen Verstehen, lexikalische Dyskalkulie, motorisch-
verbale Dyskalkulie, operationale Dyskalkulie, Parakalkulie, parietale Dyskalku-
lie, postliasionale Dyskalkulie, praktognostische Dyskalkulie, Pseudo-Akalkulie,
Pseudo-Dyskalkulie, Pseudo-Oligokalkulie, raumliche Akalkulie, sekundére
Akalkulie, sekundére Dyskalkulie, sekundére Oligokalkulie, sekundére Para-
kalkulie, sensorisch-verbale Dyskalkulie, verbale Dyskalkulie, visuelle Agno-
sie, Zahlen-Aphasie, Zahlenblindheit, Zahlendysgraphie, Zahlendyslexie, Zah-
lendyssymbolismus

Tabelle 2.1: Termini fiir Rechenstoérungen (Lorenz, Radatz(|{1993, 17)

ten verfiigten, wogegen die grofle Mehrzahl der rechenschwachen Schiiler in diesem
Bereich starke Defizite aufwiesen. Ranschburg bezeichnete dieses Phénomen als
Arithmastenie (vgl. Grissemann, Weber|/1982, 35).

In einer Veroffentlichung von Hanselmann (1930) wurden zwar Legasthenie und
Rechenschwiche erwahnt, jedoch als Symptome bei Geistesschwachheit bezeichnet.

Rechenschwiche als Teilleistungsschwdche oder partielle Leistungsschwdche wur-
de von Johnson/Myklebust (1967), Weinschenk (1975), Lempp (1979) und Grisse-
mann/Weber (1982) definiert (vgl. Lobeck |1996, 75-77).

2.2 Aktuelle Sichtweisen und Erklarungsanséitze

Begrifflichkeit

Die Vielschichtigkeit der Erklarungsversuche wird deutlich mit der Vielzahl von Be-
griffen, mit denen einzelne Auspragungen von Rechenschwichen bezeichnet werden.
Folgt man einer Aufzéhlung von Lorenz und Radatz (siche Tabelle , so gibt es
nahezu unzéhlige Begriffe fiir fiir das Phdnomen Rechenstérungen. Sicherlich kenn-
zeichnet jeder Begriff mehr oder weniger eine Nuance des gesamten Problembe-
reichs. Aber bei ungeniigender Kenntnis der Materie werden diese Begriffe immer
weniger hilfreich, je mehr sie nach Fachausdriicken klingen (vgl. |Lorenz, Radatz
1993, 17).

Zu Beginn einer Klarung lésst sich an dieser Stelle — auch wenn es zunéchst ein-
mal verharmlosend klingen mag — der Begrift Lernschwierigkeiten in Mathematik
verwenden. Auch dies ist nur bei ndherer Betrachtung mit klarem Inhalt zu fiillen.
Aber aufgrund dessen scheint ein eher harmloser Begriff tragfihiger. Hier gilt es,
genau zu bestimmen, wo die Lernschwierigkeiten eines Schiilers liegen. Diese sind
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2. Rechenschwiéche als Problem des Mathematikunterrichts

sicherlich multikausal — das bringt der Begriff fast schon mit sich. Lernen kann nur
erfolgen, wenn man sich an gewissen Schwierigkeiten stof3t, um darauf mit Verhal-
tensédnderungen zu reagieren (siehe . Erst dies gibt den Anlass, ,Neues‘ — also
etwas zu Lernendes — zu akzeptieren und aufzunehmen. Fiir einige Schiiler sind man-
che Lernschwierigkeiten aber eben nicht Anlass, diese durch eine Neuordnung ihrer
kognitiven Strukturen zu beseitigen, sondern erweisen sich als Hiirden, die nicht
iiberwunden werden konnen. Deutlich wird, dass diese Schwierigkeiten beim Rech-
nenlernen oft eng mit dem Unterricht verbunden sind. Schipper bezeichnet diese
uniiberwindbaren Hiirden innerhalb des Lernprozesses als ,,besondere Schwierigkei-
ten beim Erlernen des Rechnens®, hilt hingegen den Begriff Lernschwierigkeiten al-
lein fiir ungeeignet, da nicht deutlich wiirde, dass es sich hier um ,,aufler-ordentliche,
besondere Schwierigkeiten* handele (vgl. Schipper| 2002, 245).

Etwas klarer mag an dieser Stelle der Begriff Rechenschwdche klingen. Schulz
spricht von Rechenschwiche als extreme Form wvon Lernschwierigkeiten (Schulz
1995 28). Das Rechnen ist schwach, es muss gefordert werden. Man kann diese
Schwiiche nur verstehen, wenn man weifl; an welcher Stelle des Mathematikun-
terrichts gewisse Probleme vorliegen. Kaum ein Kind wird in allen Bereichen des
Erstrechnens Schwierigkeiten haben und Lernhiirden nicht iiberwinden koénnen. Es
mag sein, dass sich alle im jeweils aktuellen Schulbuch angepriesenen Lernwege
als verbaut herausstellen, doch sind das mit Sicherheit nicht alle moglichen We-
ge. Notwendig ist also eine individuelle Betrachtung der Fahigkeiten dieses Kindes.
Und diese werden in der Regel genauso wie die Schwierigkeiten von Kind zu Kind
variieren.

Aufgrund ihrer besondere individuellen Bedeutung spreche ich auch von Rechen-
schwéchen im Plural. Man muss von Fall zu Fall unterscheiden, was genau vorliegt.
Es lédsst sich kaum eine einheitliche Definition geben, wohl aber, was exemplarisch
unter Rechenschwddchen verstanden werden kann. Fakt ist, dass es Kinder mit Re-
chenschwdchen gibt. Kinder, die schwach im Rechnen sind - nicht mehr, aber auch
nicht weniger.

Anderes kann man vermuten bei der Bezeichnung Dyskalkulie. Versteht man die-
ses Fremdwort {iberhaupt, so klingt es sehr nach einer Krankheit — ist zu diagnosti-
zieren, ist eindeutig, legt fest. Wie bei vielen Krankheiten ist zunéchst die Ursache
im Kind zu suchen, ein wesentlicher Teil des Umfeldes wird unter Umsténden aus-
geblendet. Verhédngnisvoller noch ist es, wird Dyskalkulie als Merkmal zugeschrie-
ben, geht man von einer Anlage im Kind aus, die einfach vorhanden ist. Allzu
schnell mag man Mafinahmen treffen, die einer Symptomvermeidung entsprechen
(Befreiung von der Benotung im Mathematikunterricht oder gar Befreiung vom
Mathematikunterricht selbst u. &.), jedoch nicht die Ursachen — soweit wie moglich
— angehen.

Die World Health Organization (WHO) kennzeichnet das Phéanomen durch die
Bezeichnung ,dyscalculia‘, in der deutschen Ausgabe iibersetzt mit Rechenstorung.
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,Rechenstérung

Diese Storung besteht in einer umschriebenen Beeintréachtigung von Rechenfertigkeiten, die nicht
allein durch eine allgemeine Intelligenzminderung oder eine unangemessene Beschulung erklarbar
ist. Das Defizit betrifft vor allem die Beherrschung grundlegender Rechenfertigkeiten, wie Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation und Division, weniger die héheren mathematischen Fertigkeiten,
die fiir Algebra, Trigonometrie, Geometrie oder Differential- und Integralrechnungen benétigt
werden“ (DIMDI||1994, 387).

Schipper widerspricht der Niitzlichkeit dieser Definition, da die tatséchlichen
Probleme nicht beschrieben wiirden. So seien die Probleme nicht auf Rechenfer-
tigkeiten beschrénkt, sondern betrdafen auch die Rechenfidhigkeiten. Die zwei ge-
nannten Ausschlusskriterien (Unangemessene Beschulung, Allgemeine Intelligenz-
minderung) seien hochst problematisch, da moglicherweise durch diese Kriterien
bestimmte Schiiler von einer Forderung ausgeschlossen wiirden, obwohl sie offen-
sichtlich von Stérungen im Rechnen betroffen seien (vgl. Schipper| 2002, 246-248).

Eine allgemeine Definition von Rechenschwéche geben zu wollen, scheint derzeit
nicht moéglich. Die Begriffe Dyskalkulie, Rechenschwdche und Rechenstorung treten
laut Schipper am hé&ufigsten auf, konnen jedoch nicht als wissenschaftlich geklért
gelten (vgl. Schipper| 2002, 245).

Aus den verschiedenen Herangehensweisen entstanden mindestens ebenso viele
Erklarungsansétze fiir das Phinomen, dass Menschen bestimmte Schwierigkeiten im
Rechnen aufweisen. Einen zusammenfassenden Uberblick gibt Lorenz an mehreren
Stellen, indem er die Sichtweisen verschiedener Disziplinen vorstellt und erlautert
(vgl. Lorenz{|1991a; |b, 1992, 2003b)). Es fillt auf, dass lange Zeit grofie Differenzen
zwischen den verschiedenen Sichtweisen bestanden, die erst in jlingerer Zeit in Mo-
dellen zusammenfliefen, die einander entsprechen oder sich ergénzen. Zu nennen
sind an dieser Stelle insbesondere Ansétze der Neuropsychologie, nach denen in
der Vergangenheit Rechenschwiche primér als Symptom mit Krankheitswert (vgl.
die Bezeichnung als Dyskalkulie) dargestellt wurde, wihrend neuere Ansétze nicht
mehr eine derartige Einseitigkeit aufweisen (vgl. Lorenz|2003a; |Aster|2003).

Ursachen

Ahnlich wie bei den genannten Termini ist es schwierig, hier von nachgewiesenen
oder eindeutigen Faktoren zu sprechen. In der vielfidltigen Literatur zum Thema
Rechenstorungen findet sich eine uniibersichtliche Vielzahl an Ursachenzuschrei-
bungen, von denen viele kaum im Zusammenhang mit mathematischen Inhalten zu
sehen sind. Viele Ursachen kénnen als Einflussfaktoren auf das Lernen im Allge-
meinen betrachtet werden, also insbesondere auch auf das Mathematiklernen.

»Neben Storungen der visuellen, akustischen und taktilen Wahrnehmung werden sensorische In-
tegrationsstorungen, Orientierungsstorungen, cerebrale Funktionsstorungen, grundlegende Auf-
merksamkeitsstorungen, einseitige Hirnhemisphirendominanz, linkshirniges Denken, kortikale As-
soziationsdefizite u.v.a.m. als Ursachen fiir Rechenstérungen angefiihrt. Wie dies jeweils zu priifen
ist [...], wird in der Regel nicht beschrieben.
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2. Rechenschwiéche als Problem des Mathematikunterrichts

Die Suche nach Faktoren, die Rechenstérungen verursachen, ist in meinem Augen ein Stochern im
Nebel oder — wie Wember dies in einem Vortrag in Bielefeld ausgedriickt hat — ein Suchen nach
schwarzen Katzen in dunklen Rdumen* (Schipper|[2002, 251).

Schipper weist darauf hin, dass sich solche Ursachen sehr wohl negativ auf Leis-
tungen im Mathematikunterricht auswirken kénnten, fiir sich genommen aber kaum
eine Rechenstorung verursachten. Wohl aber machten sie Kinder anfélliger fiir eine
Rechenstorung, bliebe entsprechende Pravention aus (vgl. [Schipper| 2002, 251). In
diesem Sinne scheint es sinnvoll, nach Ursachenfeldern im Umfeld der Schiiler zu
suchen, um Risikofaktoren auszumachen.

Werden Rechenschwiichen im Gesamtzusammenhang solcher Ursachenfelder ge-
sehen, ist es notwendig, die Abhéngigkeiten solcher Ursachenfelder zu beschreiben.
In den Publikationen der letzten Jahre finden sich verschiedene Darstellungen von
systemischen Zusammenhéngen, die exemplarisch durch die Grafik (siehe Abb.
von Schipper aufgezeigt werden (siehe dazu auch [Schulz{1995; |Schwarz 2001}, Lorenz
20034} |Gaidoschik| 2003, u.a.).

Das I ndividuum Schulisches Umfeld

» Fahigkeiten, Begabung » DieLehrkraft
e (Vor-)Wissen * Unterrichtsmethode
* Anstrengungsbereitschaft * Umgang mit Material
* Sensorische Beeintréchti- * Lehrbuch

gungen (visuell, auditiv, ...) » Mitschiler
* Aufmerksamkeit, Konzen- < » * Sprache und Gespréche auf

tration, Gedachtnis der Meta-Ebene
e Angst... » Forderunterricht

» Lehrerausbildung

A A

Familiares und soziales Umfeld
« familidre Probleme (Uberbehiitung; V ernachl assigung;
Scheidung; Konkurrenz zwischen den Kindern, insbesondere bei
Zwillingen; Freizeitangebote; ...)
» Maoglichkeiten der Nachhilfe (z.B. auch die finanzielle Situation
der Familie), der psychologischen Beratung, der Fahigkeit der
Eltern, die Probleme wahrzunehmen ...

Abb. 2.1: Ursachenfelder von Rechenstérungen (Schipper|2002} 252)
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Sowohl das Individuum selbst als auch das schulische Umfeld sowie das fami-
lidre und soziale Umfeld kénnen mehr oder weniger zur Auspragung einer Rechen-
schwiche beitragen. Damit ist nicht gesagt, dass immer alle Bereiche betroffen
sein miissen, wohl aber, dass alle Bereiche einer genaueren Betrachtung unterzogen
werden miissen. Um zu einem sinnvollen Ergebnis einer solchen Betrachtung kom-
men zu konnen, ist es zwangsliufig notwendig, einen Uberblick iiber die einzelnen
Bereiche zu haben.

Konsequenzen fiir eine empirische Untersuchung

Diese Studie versucht in einer empirischen Untersuchung, einen Blick auf einen
Teil des Bereichs des schulischen Umfelds zu werfen. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass die anderen Bereiche im Rahmen dieser Studie lediglich ausge-
blendet werden, um einen klareren Blick auf das schulische Umfeld zu ermdglichen.
Selbstverstindlich verlieren die anderen Bereiche damit nicht ihre Giiltigkeit. Re-
chenschwdichen werden auch hier verstanden als eine spezifische Storung des Rech-
nens im Mathematikunterricht, zu deren individueller Auspriagung verschiedene
Risikofaktoren beitragen kénnen. Damit wird der pauschalen Zuweisung einer Re-
chenschwiche widersprochen. Zu einer Vertiefung des allgemeinen Themas Rechen-
schwdche sei noch einmal auf den Sammelband (Fritz u. a.[2003) hingewiesen.

Es interessiert die Fragestellung, ob man iiberhaupt von Rechenschwdichen an
der Hauptschule sprechen kann. Oder sind hier bereits hohere mathematische Fer-
tigkeiten — wie in der Definition der WHO genannt — zu leisten, so dass bei deren
Nichterfiillung nicht mehr das Kriterium von Rechenstérungen erfiillt ist?

Sollen Strategien von Hauptschiilern untersucht werden, muss die Frage nach
geeigneten Diagnoseverfahren gestellt werden. Schipper stellt fest, dass es (noch)
kein geeignetes Verfahren zur Feststellung einer Rechenschwéiche im Allgemeinen
gibt (vgl. [Schipper| 2002, 248). Rechentests und Inventare zur Uberpriifung von
speziellen Rechenfdhigkeiten und Rechenfertigkeiten gibt es diverse — zumindest
fiir den Primarbereich. Ob diese das Erkennen von Risikofaktoren zulassen, sei
dahingestellt. Fiir den Primarbereich scheint der OTZ (Osnabriicker Test zur Zahl-
begriffsentwicklung (Van Luit u.a.2001), (siehe auch Mittelberg|2004)) brauchbare
Hinweise zu geben. Fiir die Uberpriifung spezieller Hauptschulinhalte eignet er sich
jedoch nicht.

2.3 Ein mogliches Vorgehen bei Rechenschwichen —
Fehleranalyse

Ein mogliches Vorgehen bei Rechenschwéchen im Zusammenhang mit dem schuli-
schen Mathematikunterricht ist die Methode der Fehleranalyse (Radatz|1979; Gers-
ter| [1982; Lorenz, Radatz |1993} |Gerster| 2003, u.a.). An dieser Stelle kann diese
Methode nur kurz skizziert werden.
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Bereits 1922 ging Weimer auf verschiedene Fehler von Schiilern ein und ver-
suchte eine fiacheriibergreifende Katalogisierung zur Erklarung dieser Fehlleistun-
gen aufzustellen. Damit kann er als Begriinder der Fehlerforschung in Deutschland
angesehen werden. Zunéchst unterschied er Irrtum, Félschung und Fehler, entwi-
ckelte seine Kategorisierung dann jedoch weiter, indem er zusitzlich unterschied
nach Geldufigkeitsfehlern, Perseverationsfehlern, Ahnlichkeitsfehlern, Mischfehlern
sowie gefiihls- oder willensbedingten Fehlern. Seemann (1929) beschrieb Rechenfeh-
ler als gesetzméflig bedingte Gebilde, die keineswegs Zufallserscheinungen zu sein
schienen. Seine Studien zu verschiedenen Fehlergruppen koénnen als erster Versuch
einer systematischen Analyse von Schiilerfehlern angesehen werden (vgl. |Radatz
1979, 16-22).

Die Analyse von Schiilerfehlern gehorte laut Lorenz lange Jahre als Problem-
kenntnis weder zum bekannten Kanon der Richtlinien noch zur Lehrerausbildung.
Erst in den letzten 20-30 Jahren wurde die Analyse von Schiilerfehlern wieder Ge-
genstand mathematikdidaktischer Forschung (vgl. Lorenz |1992, 28-29).

Entgegen mancher — auch aktueller — gesellschaftlicher Meinung iiber Fliichtig-
keitsfehler, Leichtsinnsfehler und dhnliche der Mathematik und dem Mathematik-
unterricht anhaftende Vorurteile stellen sich Schiilerfehler in der Regel als hochst
systematisch dar. Schiilerfehler sind in den seltensten Féllen zufillig oder durch
fliichtiges Verhalten erkldrbar. Fehler haben ihren Ursprung oft in bestimmten
Strategien oder schiilereigenen Regeln, die als feste Muster immer wieder gleich-
artig falsche Losungen hervorbringen. Fiir viele Schiiler bildet die Mathematik oft
eine Art ,, Regelwerk”, zu dem bestimmte Regeln gehoren, die jedoch selten im Zu-
sammenhang mit der Realitdt stehen. Will man eine Aufgabe 16sen, so muss man
nur den entsprechenden Rechentrick oder eben ,die Regel“ beherrschen. In Zwei-
felsfillen fiithrt dies zur Konstruktion eigener Regeln und Strategien (vgl. Lorenz,
Radatz(|1993, 59).

»,Kurz: Schiilerfehler sind die ,,Bilder* individueller Schwierigkeiten und Missverstindnisse® (Lo-
renz, Radatz|[1993, 59).

Um diese individuellen Schwierigkeiten und Missverstindnisse sinnvoll aufgreifen
zu konnen, werden Beschreibungen verschiedener Strategien notig, wie sie bereits
in den Anfingen der Fehleranalyse ansatzweise vorhanden waren. Fiir die verschie-
denen Rechenverfahren — miindlich wie schriftlich — liegen eine Reihe von Méoglich-
keiten vor, Fehlermuster, Fehlertechniken, Fehlertypen zu identifizieren und somit
zu analysieren. Dazu bedarf es der Kenntnis von solchen Moglichkeiten und ein
gewisses Gespiir fiir den mathematischen Hintergrund falscher Losungen. Dennoch:

»Auch wenn ein Schiiler sein Fehlermuster in fast allen dafiir geeigneten Aufgaben anwendet |...],
wird dies vom Lehrer hiufig nicht bemerkt* (Gerster(|1984, 56).

Fehler sind hochst selten restlos und klar analysierbar, auch wenn meist eine spe-
zielle Losungsstratgie verfolgt wird. Dennoch lassen sich Vermutungen iiber diese
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Strategien anstellen. Es gibt h&ufig verschiedene Wege, auf denen die gleiche falsche
Losung zu einer Aufgabe erreicht werden kann. Die Betrachtung von falschen Losun-
gen fiithrt in solchen Féllen nicht weiter. Doch auch andere Methoden wie das laute
Denken, das diagnostische Gespréch, das Bearbeiten diagnostischer Aufgabensétze
haben ihre Grenzen und konnen jeweils nur Aufschliisse iiber &uflere, curriculare
Erscheinungsbilder geben. Nicht analysierbar sind in dieser Weise kognitive Pro-
zesse, die zur Bearbeitung der einzelnen Aufgaben notig sind (vgl. |[Lorenz, Radatz
1993, 62; vgl. [Radatz||1979, 4).

Im Rahmen dieser Studie wird mittels fehleranalytischer Methoden auf fehlerhaf-
te Losungsstrategien von Schiilern bei der Bearbeitung von Aufgaben einzugehen
sein. Die Beurteilung verschiedener Strategien soll Aufschluss geben iiber Rechen-
schwierigkeiten und bestimmte Aufmerksamkeitsbereiche.
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Kapitel 3
Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Ausgangslage fiir die folgende empirische Untersuchung sind die festgestellten
Schwéchen von Hauptschiilern im Mathematikunterricht. Wie in der Einleitung
bereits angesprochen wurde, gibt es in der Hauptschule Schiiler, die nicht in der
Lage sind, dem Unterricht adédquat zu folgen. Ob sie nun von einer Rechenschwiiche
betroffen sind, richtet sich nach dem Versténdnis dieses Begriffs. Einige Erlauterun-
gen dazu — und wie dieser Begriff hier verstanden werden soll — wurden in Kapitel
2 gegeben. Hier wird davon ausgegangen, dass auch der Mathematikunterricht zu
einer Rechenschwiiche beitragen kann. Die betroffenen Bereiche und Probleme des
Mathematikunterrichts wurden in Kapitel 1 besprochen.

3.1 Hypothesenbildung

Die Bezeichnung Rechenschwdiche charakterisiert einen nahezu unermesslichen Be-
reich mathematikdidaktischer, sonderpddagogischer Forschung. Zu einem Grofiteil
ist diese Forschung im Bereich der Primarstufe titig. Damit wird das Problem Re-
chenschwidche zu einem ,, Grundschulproblem*. Es ist jedoch die Frage zu kléren, ob
es auch ,,jenseits der Grundschule® Rechenschwdchen geben kann. Wie beschrieben,
gibt es an weiterfithrenden Schulen Schiiler, die Schwdchen im Rechnen haben. Ab
Jahrgangsstufe fiinf fallen rechenschwache Schiiler, die evtl. durch Therapie- und
Integrationsbemiihungen diese Klassenstufe erreicht haben, meist nur noch durch
schlechte Noten auf. Abgesehen von der Selektion in leistungsgebundene Kurse fin-
det kaum eine spezifische Forderung statt. Die Vergabe schlechter Noten oder das
Markieren falscher Losungen mit einem ,roten f* tritt in den Vordergrund. Von Re-
chenschwdichen in den weiterfithrenden Schulformen wird hochst selten gesprochen.
Koénnen diese Schiiler auch als ,von Rechenschwdche betroffen’ im Grundschulsinne
bezeichnet werden oder handelt es sich hier um einen prinzipiell anderen Typus von
,Schwiche im Rechnen‘? Oder ist eine besondere Begrifflichkeit fiir diese Schulfor-
men nicht mehr relevant? Liegt dies an den Merkmalen, an denen Rechenschwdche
festgemacht wird?

Einige dieser beschriebenen Schiilerinnen und Schiiler zeigen auffillig gute Leis-
tungen in anderen Féchern gegeniiber ihren schwachen Leistungen in Mathematik.
Ist bei Thnen die Festlegung auf eine Mathematik-Leistungsgrenze gerechtfertigt?
Man mag ihnen eine derartige Rechenschwdche zuschreiben, aufgrund einer explo-
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rativen Studie mit 30 Schiilern an einer Integrierten Gesamtschule in Hannover liegt
aber auch eine weitere Vermutung nahe:

Es gibt — vermutlich nicht wenige — Schiiler, die aufgrund einer ungeniigenden
Mathematikausbildung in der Grundschulzeit keine gefestigten Fertigkeiten und
Féahigkeiten zur Bewéltigung der komplexeren Inhalte hoherer Klassen besitzen.
Thnen bereiten nicht (ausschliefllich) die neuen Inhalte Schwierigkeiten, teilweise
beherrschen sie diese sogar, sondern sie scheitern im Wesentlichen im grundschul-
typischen Rechnen.

Sollten im Sinn dieser Annahme bei diesen Schiilern Symptome schwachen Rech-
nens vorliegen, deren Beherrschung inhaltlicher Stoff der Grundschule ist, so mag
die Bezeichnung Rechenschwdche eine Berechtigung erlangen.

Konzentrieren sich die Hinweise im Primarbereich noch auf ein eingegrenztes
Feld, scheint in den weiterfiihrenden Klassen das Ursachengefiige zunehmend kom-
plexer. Ein haufig anzutreffendes Phénomen ist die unzureichende Kenntnis und
Verinnerlichung von Fahigkeiten und Fertigkeiten, deren Erlernen der Anfangsun-
terricht (bis Klasse 4) zum Inhalt hat. Viele Schiiler sind moglicherweise an starren
Methoden verhaftet, die ihnen nicht zu entsprechen scheinen. Auf die Frage, warum
sie nicht anders rechnen wiirden, obwohl sie es offensichtlich kéonnten, erwidern sie
héufig, das sie das so machen miissten. Man habe das eben immer so gemacht.

Es stellt sich die Frage, wie manche Schiiler diese Klassenstufen haben errei-
chen konnen, obwohl sie nicht oder nur unzureichend iiber diese grundlegenden
Kompetenzen verfiigen. In einigen Féllen scheint selbst in der 8. Klasse kaum ein
Grundverstandnis von Féahigkeiten und Fertigkeiten der 2. Klasse vorhanden. Haufig
sind elementare Schwierigkeiten im Einspluseins und Einmaleins anzutreffen (vgl.
Mittelberg, Jetter 2000)). Letzteres Beispiel zeigt sich insbesondere in zustimmen-
den und ablehnenden Haltungen bei inhaltsverwandten Bereichen und formalen
Zusammenhéngen. Da die Divisionsaufgaben aus den Multiplikationsaufgaben her-
vorgehen, ist bei einer sicheren und flexiblen Beherrschung des kleinen Einmaleins
normalerweise auch ein Riickschluss auf die Division moglich. Fiir viele Schiiler sind
dies moglicherweise jedoch zwei getrennte Dinge, die fiir sie keinen Zusammenhang
haben.

Auf folgende Art und Weise wird eine Untersuchung dieser Hypothesen umge-
setzt:

1. Uberpriifung einer geniigend grofien Zahl von Schiilern (8 Hauptschulklassen)
auf ihre Leistungen in speziellen Inhalten des Fachs Mathematik ihrer Klas-
senstufe (gleichzeitig erfolgt ein Vergleich mit zwei gymnasialen Klassen und
einer studentischen Gruppe) (in diesem Kapitel).

2. Ausgehend von auffallend schwachen Schiilern der unter 1. genannten Er-
hebung in der Hauptschule folgt eine Uberpriifung dieser Schiiler (18) im
Hinblick auf ihre mathematischen Grundfihigkeiten und -fertigkeiten sowie
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ihr Versténdnis fiir den aktuellen Unterrichtsstoff und ihre Fertigkeit in der

Anwendung desselben (Durchfithrung mit Hilfe von Video-Interviews) (siehe
Kapitel 4).

Falls sich Rechenschwichen jenseits der Grundschule im oben spezifizierten Sinne
nachweisen lassen, stellt sich die Frage, wie diese gekennzeichnet werden kénnen
bzw. welche Defizitschwerpunkte es gibt. Die Bestimmung dieser Schwerpunkte
muss erfolgen

— auf der Grundlage der quantitativen Daten sowie

— durch eine inhaltliche und qualitative Analyse der spezifischen Schwierigkeits-
merkmale der Aufgaben — bezogen auf das individuelle Verhalten in den Inter-
views.

Sollte sich dort ein einheitliches Bild ergeben, konnen gemeinsame Ursachen fiir
Rechenschwierigkeiten beleuchtet werden. Sollten sich eindeutige Griinde fiir die
Schwierigkeiten in der Beherrschung des Grundschulstoffes ergeben, muss die Be-
deutung von unterrichtlicher Gestaltung des Mathematik-Erstunterrichts (Klasse
1-4) in Bezug auf moglicherweise weitreichende Konsequenzen in spéteren Klassen-
stufen betrachtet werden (siche Kapitel 5).

3.2 Entwurf eines informellen Tests zur Analyse der
Rechenleistungen in den Klassen 7 und 8

Will man etwas iiber die besonderen Schwierigkeiten der Schiiler im Mathematikun-
terricht erfahren, erscheint es sinnvoll, verschiedene Gebiete der Mathematik, aber
doch typische Inhalte der Schulmathematik zu beriihren. Eine deutlich erkennba-
re Grenze liegt zwischen den Gebieten der Arithmetik und der Geometrie. Beide
Bereiche sind fiir die Mathematik von entscheidender Bedeutung. Dennoch erleben
diese Bereiche in der Schulmathematik haufig eine stark voneinander abweichende
Einschéatzung der Notwendigkeit. Geometrie nimmt oft — nicht nur in der Grund-
schule — einen geringeren Stellenwert als Arithmetik ein (vgl. Radatz, Schipper
1983; Radatz, Rickmeyer|[1991)).

Entsprechend der Verschiedenheit dieser zwei Bereiche liegt es nahe, die Schiiler
in beiden Bereichen zu iiberpriifen, sowohl Schwierigkeiten in der Arithmetik als
auch der Geometrie zu betrachten.

Als zentrales Thema des 7. Schuljahres der Hauptschule bietet sich das Rechnen
mit Dezimalbriichen an. In der Geometrie nimmt die Bestimmung von Umfang und
Fléache einfacher Formen einen Grofiteil des Unterrichts ein. Beide Themen sind
bereits Bestandteil des 6. Jahrgangs, wie sich bei der Analyse der Voraussetzungen
zeigen wird. Dennoch werden sie im 7. Schuljahr vollstéindig aufgegriffen.
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3.2.1 Analyse der Voraussetzungen fiir die Aufgaben

Der konstruierte Test geht auf Fahigkeiten und Fertigkeiten ein, die im Jahrgang
7 der Hauptschulen in Niedersachsen vorausgesetzt werden sollten. Im Folgen-
den soll gezeigt werden, um welche Voraussetzungen es sich dabei handelt. Diese
Voraussetzungen bilden die Grundlage fiir die Anforderungsstruktur der einzelnen
Aufgaben.

3.2.1.1 Grundkompetenzen

Fiir die Bearbeitung mathematischer Aufgaben sind Grundkompetenzen notwen-
dig, deren Wurzeln bereits in den elementaren Grundlagen aus der Zeit des Schul-
beginns liegen. Mit dem Erwerb des Zahlbegriffs (siche[1.2.1] S.[I0)) wird ein Funda-
ment gelegt, das durch sténdiges Erweitern in spateren Schuljahren genutzt werden
soll, um mathematische Problemstellungen adédquat zu 16sen. Wissens- und Verste-
hensliicken aus den Inhalten dieses Fundaments lassen sich spéter kaum auffiillen,
Probleme mit neuen Inhalten — wie sie in den einzelnen Schuljahren gefordert wer-
den — ergeben sich zwangsldufig, da sie fast immer dieses Grundwissen voraussetzen.
Das Grundwissen kann fiir sich nicht mehr alleiniger Stoff des reguléren Unterrichts
der Hauptschule sein, auch wenn in dieser Schulform wesentlich mehr aus den In-
halten der vorangegangenen Schuljahre aufgegriffen und wiederholt eingefiihrt wird
als in anderen Schulformen. Neueren Inhalten bliebe kein Raum mehr.

Die Hypothesen (siche oben) legen nahe, dass bei manchen Schiilern selbst das
Grundwissen aus den ersten Schuljahren nicht — oder nicht mehr — verfiigbar ist.
Hier soll ein Uberblick gegeben werden {iber notwendiges Grundwissen aus frither-
en Schuljahren, um die Aufgaben des Tests sinnvoll bearbeiten zu kénnen. Eine
ndhere Schilderung verschiedener Probleme erfolgt in Kapitel 4, wo individuelle
Schwierigkeiten mit Hilfe von transkribierten Videointerviews verdeutlicht werden.

Aufgabe des 1. Schuljahres ist es, die Grundrechenarten Addition und Subtrak-
tion einzufithren, dabei grundlegende Einsichten in den Aufbau der Zahlen und
der Rechenoperationen zu vermitteln und elementare Rechenfertigkeiten einzuiiben.
Nach der Einfithrung von Addition und Subtraktion — ob gemeinsam oder getrennt
— sind zu Additionsaufgaben die zugehorigen Subtraktionsaufgaben (und umge-
kehrt) zu bilden. Die Zusammengehérigkeit der so genannten Umkehraufgaben soll
durch Pfeilbilder verdeutlicht werden (vgl. Niedersichsischer Kultusminister|1984a,
21-23).

,Beispiele fiir das 1. Schuljahr:  Beispiele fiir das 2. Schuljahr:

6+0=10 440<8 484+ 0=60 8 —0>179

8§—0=3 441<8 75 =524+ 0 Losungen:

10=3+0 44+2<8 1,2,3,4,5
443 <8

(Niederséchsischer Kultusminister||1984al 24)
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In Aufgabe 2 (siehe 3.2.2] S.[50]) finden sich — wenn auch mit Dezimalbriichen —

eben diese Anforderungen bzgl. der Umkehraufgaben (siche auch Operative Bezie-

hungen, S. .

3.2.1.2 Kompetenzen zum Themenbereich Dezimalbriiche

Grundschule In ihrer Schullaufbahn werden Schiiler zum ersten Mal mit Dezi-
malbriichen konfrontiert, wenn sie in der Grundschule im Rahmen des Sachrechnens
auf Geldwerte stoflen (3./4. Schuljahr). Die Rahmenrichtlinien fiir die Grundschule
nennen als Inhalt und Ziel, Geldwerte in Kommaschreibweise zu lesen und darzu-
stellen sowie Geldbetrige mit Komma zu schreiben. Allerdings wird hier noch nicht
auf die besondere Sprechweise der Stellen nach dem Komma Wert gelegt. Es wird
jedoch bereits zuséitzlich die spéatere Sprechweise erlaubt.

»3,27 DM wird gelesen:
drei D-Mark siebenundzwanzig Pfennig oder drei Komma zwei sieben D-Mark“ (Niederséchsischer
Kultusminister|[1984al 50).

Durch Alltagserfahrungen und die Vertiefung im Unterricht sollen die Schiiler
beféhigt werden, mit Geldbetrégen — auch in Kommaschreibweise (!) — zu rechnen.
Ebenso sei mit Lingen und Gewichten, die in Kommaschreibweise gegeben sind,
zu rechnen. Das Rechnen schliefit hier alle vier Grundrechenarten ein, ausdriick-
lich werden Schlussrechnung, Verteilen und Mittelwertbildung von Mafizahlen in
Kommaschreibweise genannt (vgl. Niedersiachsischer Kultusminister|[1984a), 50-56).

Diese ersten Begegnungen mit Dezimalbriichen konnen nicht bedeuten, dass die
abstrakte Begrifflichkeit des Dezimalbruchs Inhalt des Unterrichts sein sollte. Aber
sie zeigen, dass der Umgang mit Dezimalbriichen weder vollig neu noch umwelt-
fremd ist, wenn sich Schiiler in spéateren Schuljahren thematisch mit Dezimal-
briichen beschéftigen sollen.

Orientierungsstufe, Integrierte Gesamtschule In den Jahrgéingen fiinf und
sechs der Schulformen Orientierungsstufe und Integrierte Gesamtschule soll laut
Rahmenrichtlinien das Konzept der Dezimalbriiche einfithrend bearbeitet werden.

Zum Pflichtkanon der Orientierungsstufe — also auch fiir die C-Kurse fiir leis-
tungsschwéchere Schiiler — gehort die Einfiihrung in die Bruchrechnung. Obwohl
keine Angabe iiber den Zeitpunkt der Einfiihrung in der Orientierungsstufe gemacht
wird, ist davon auszugehen, dass dies im 6. Schuljahr erfolgen wird. Am Ende der
umfinglichen Einfithrung steht die inhaltliche Beschéftigung mit Dezimalbriichen.
Dazu zéhlen die Rahmenrichtlinien folgende Lernziele und Inhalte:

»9.4.1 Erkennen, dass Dezimalbriiche nur eine andere Darstellungsform von Bruchzahlen sind

5.4.2 Den Aufbau der Dezimalbriiche beschreiben

5.4.3 Die dezimale Schreibweise von Halben, Vierteln, Achteln, Zehnteln, Hundertsteln und Tau-
sendsteln sicher verfiighbar haben
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5.4.4 Bruchzahlen, die in Form von Dezimalbriichen gegeben sind, auf Punkte des Zahlenstrahls
abbilden

5.4.5 Bruchzahlen, die in Form von Dezimalbriichen gegeben sind, der Gréfle nach ordnen

5.4.6 Dezimalbriiche erweitern und kiirzen

5.4.7 Dezimalbriiche auf eine bestimmte Stelle nach dem Komma runden® (Niedersédchsischer
Kultusminister||1989c| 54-56).

Erst die dariiber hinaus gehende Unterscheidung von reinperiodischen Briichen
und gemischtperiodischen Briichen sowie die gegenseitige Umformung stellen Zu-
satzinhalte fiir die leistungsstéirkeren Kurse dar.

Insbesondere im Zusammenhang mit dem dezimalen Stellenwertsystem nennen
die Rahmenrichtlinien Hinweise, wie das den Schiilern aus der Grundschule bekann-
te System einer Stellentafel um das Komma und weitere Stellen rechts vom Komma
erweitert werden kann. Ausdriicklich wird auf Moglichkeiten des handelnden Um-

gangs verwiesen (siehe auch[1.2.4] S.[23).

Nach dieser Einfithrung in die Thematik der Dezimalbriiche werden folgende
Inhalte zum Rechnen mit Dezimalbriichen genannt:

,0.6.1 Dezimalbriiche addieren und subtrahieren
5.6.2 Uberschlagsrechnungen bei der Addition und Subtraktion von Dezimalbriichen durchfithren
5.6.3 Dezimalbriiche multiplizieren
— mit Stufenzahlen
— mit natiirlichen Zahlen
— mit Dezimalbriichen
5.6.4 Uberschlagsrechnungen bei der Multiplikation von Dezimalbriichen durchfithren
5.6.5 Dezimalbriiche dividieren
— durch Stufenzahlen
— durch natiirliche Zahlen
— durch Dezimalbriiche
5.6.6 Uberschlagsrechnungen bei der Division von Dezimalbriichen durchfithren® (Niederséchsi-
scher Kultusminister||1989¢, 59-60).

In den Rahmenrichtlinien fiir die Integrierte Gesamtschule werden folgende {iber-
geordnete Aufgaben bzgl. der Dezimalbriiche genannt:

,Es ist anzustreben, dass die Schiiler im 6. Jahrgang Briiche und Dezimalbriiche sicher umfor-
men und mit ihnen (in einem angemessenen Schwierigkeitsgrad) auch sicher rechnen lernen. Das
Rechnen mit Briichen und Dezimalbriichen soll in den folgenden Schuljahren wiederholt
und gefestigt werden. [...] Beim Messen und Berechnen ausgewiihlter Flichen und Kérper tre-
ten jetzt auch Briiche und Dezimalbriiche sowie weitere Flicheneinheiten auf* (Niedersichsischer
Kultusminister|[1984b} 14; Auszeichnung im Original).

Als Lehrziele bzgl. der Dezimalbriiche werden angegeben:

»4. Briiche in Dezimalbriiche und abbrechende Dezimalbriiche in Briiche umformen

6. Briiche und Dezimalbriiche addieren und subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Die Ge-
setze fiir das Rechnen in B erkennen, formulieren und anwenden. Rechenvorteile nutzen* (Nie-
dersichsischer Kultusminister|[1984b} 16).
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Damit wird deutlich, dass die Anforderungen der Arithmetik-Aufgaben aus dem
Test von einem Schiiler, der Klasse 6 abgeschlossen hat, erfolgreich erfiillt werden
sollten.

Hauptschule Die Aufgaben wurden in den 7. Klassen gegen Ende des Schul-
jahres durchgefiihrt. Dadurch war davon auszugehen, dass die oben beschriebenen
Inhalte geméfl der Wiederholung durch die Anordnung im Spiralcurriculum erar-
beitet worden waren. Sollten Schiiler die speziellen Inhalte bzgl. der Dezimalbriiche
noch nicht bis zum Erreichen der Klasse 7 erworben haben, so miisste ihnen durch
die Vorgaben aus den Rahmenrichtlinien fiir die Hauptschule ein Erlernen dieser
Inhalte ermoglicht worden sein. Hierzu wird in den Rahmenrichtlinien vermerkt:

»,Nachdem im 6. Schuljahr das Rechnen mit Briichen und Dezimalbriichen eingefiihrt worden ist,
sind im 7. Schuljahr die einzelnen Rechenverfahren und Regeln intensiv zu wiederholen. Wegen der
besonderen Bedeutung des Rechnens mit Dezimalbriichen sollte der Schwerpunkt im Bereich dieser
Zahldarstellung liegen. Bei Briichen sollten komplizierte Aufgabenstellungen vermieden werden.
Merkregeln erleichtern die Durchfithrung der Rechenoperationen“ (Niedersichsischer Kultusmi-
nister|[1989b} 10).

Als Vertiefung werden zum Thema Dezimalbriiche folgende Stichpunkte ange-
geben: Verwandeln von Briichen in Dezimalbriiche; Vergleichen; Runden; Addie-
ren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren; Rechnen mit Dezimalbriichen bei
Groflen sowie als Zusatzangebot die Behandlung von nichtperiodischen Dezimal-
briichen. Dieses Angebot mag iiberraschen, ist es doch lediglich eine Wiederholung
von Inhalten vorausgegangener Schuljahre. Klarer wird dies, wenn man bedenkt,
dass sich die Klassen 7 der Hauptschulen zusammensetzen aus den schwécheren
Schiilern der Klassen 6 der Orientierungsstufen. Um einen erfolgreichen Anschluss
zu gewahrleisten, werden in Klasse 7 Inhalte aufgegriffen, wiederholt oder auch
noch einmal neu von Grund auf erarbeitet.

Realschule, Gymnasium Sowohl in den Inhalten des Mathematikunterrichts
der Realschule als auch des Gymnasiums erscheinen die Dezimalbriiche nicht mehr
als eigensténdiges Thema. Es wird vorausgesetzt, dass sie im Rahmen der Bruch-
rechnung in der Orientierungsstufe erlernt und verinnerlicht wurden, um in neu-
en Inhalten angewandt zu werden. Wéahrend sie in den Rahmenrichtlinien fiir die
Klassen 7 — 10 des Gymnasiums (Niederséchsischer Kultusminister |1989a) keine
Erwdhnung mehr finden, greifen die Rahmenrichtlinien fiir die Realschule die Bruch-
rechnung lediglich als Ankniipfung an das Rechnen mit Natirlichen Zahlen N und
mit Bruchzahlen B in der Orientierungsstufe auf, um die Rationalen Zahlen Q ein-
zufithren. Innerhalb dieses Themas sollen die Schiiler lernen, rationale Zahlen auf
der Zahlengeraden darzustellen, rationale Zahlen zu ordnen sowie die Grundrechen-
arten in Q durchzuftihren (vgl. Niedersachsischer Kultusminister||1992, 11).
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3.2.1.3 Kompetenzen zum Themenbereich Geometrie

Ahnlich den Vorerfahrungen zur Arithmetik sollten Schiiler nach den Rahmen-
richtlinien bis zur 7. Klasse zahlreiche Erfahrungen mit Inhalten der Geometrie
gesammelt haben. Wahrend die Grundschule eher grundlegend in die Bereiche der
Geometrie einfiihrt, werden den Schiilern fiir die Klassen fiinf und sechs grofie Lern-
chancen fiir Geometrieerfahrungen zugesprochen.

»,Das Raumvorstellungsvermogen lésst sich bei zehn- bis zwolfjahrigen Schiilerinnen und Schiilern
besonders wirksam und nachhaltig entwickeln und fordern. Aus diesem Grund hat die Geome-
trie im Mathematikunterricht der Orientierungsstufe einen hohen Stellenwert® (Niederséchsischer
Kultusminister|1989c, 28).

Ob die tatséchliche Beachtung der Geometrie in der Orientierungsstufe dem hier
laut Rahmenrichtlinien geforderten Umfang entspricht, kann und soll hier nicht
ndher untersucht werden.

Grundschule Die Geometrie nimmt im Unterricht der Grundschule selten den
Stellenwert ein, den sie aufgrund ihrer Bedeutung fiir die Entwicklung des Mathe-
matikunterrichts haben sollte. Radatz und Rickmeyer (1991) bemerken, dass die
Geometrie in der alltdglichen Unterrichtswelt ein eher nebenséchliches Dasein fris-
tet. Sie sehen Griinde hierfiir darin, dass die arithmetischen Themen fiir wichtiger
gehalten wiirden, die Geometrie auch in Schulbiichern isoliert werde, die Arbeit mit
Geometrie und dazugehorenden Materialien einige Umsténde erfordere und ande-
res. Dem stellen sie Begriindungen gegeniiber, warum gerade die Geometrie geeignet
sei, die allgemeinen Ziele der Rahmenrichtlinien und Schullehrplédne verschiedener
Bundeslander nach Forderung der Lernfreude, Lebensnéhe, des spielerischen Ler-
nens, Differenzierens und Forderns, der Selbststéndigkeit, des entdeckenden Lernens
u.v.a.m. zu erreichen. Spezifisch fiir den Mathematikunterricht sei es, dass sich vie-
le Anschauungsmittel und Arbeitsweisen geometrischer Grundlagen bedienten. Aus
dem Umgang mit der Geometrie ergébe sich dariiber hinaus die Grundlage fiir kon-
kretes Handeln, das fiir die ,abstrakte Arithmetik’ benotigt werde (vgl. Radatz,
Rickmeyer| (1991} 4-8).

In den Vorbemerkungen zum Themenkreis Geometrie findet sich in den Rahmen-
richtlinien u. a. der Hinweis, dass geometrische Groéflenbegriffe wie Léange, Flachen-
inhalt, Rauminhalt zu entwickeln seien. Damit ist nicht gemeint, dass der Flachen-
inhalt als formalisiertes Thema Gegenstand des Unterrichts sein soll, wohl aber als
eine Eigenschaft von Formen und Figuren in der Umwelt erfahren werden kann.
Mittels geeigneter Mafeinheiten sollen im 3./4. Schuljahr sowohl Umfang als auch
Flécheninhalte von Figuren verglichen und unterschieden werden (vgl. |[Niederséchsi-
scher Kultusminister|[1984a; 59, 66). Dies sollte die notwendige Grundlage darstel-
len, eine Aufgabe wie Nr. 13 aus dem Test zu losen (Erkennen einer geeigneten

Form als MaBeinheit, siehe [3.2.2] S.[62)).
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Orientierungsstufe, Integrierte Gesamtschule Im Geometrieunterricht der
Orientierungsstufe bestehen — wie oben genannt — vielfiltige Chancen, das Raum-
vorstellungsvermogen zu fordern. Im Einzelnen nennen die Rahmenrichtlinien fol-
gende Punkte:

— ,kennzeichnende Eigenschaften von Klassen anzugeben (Klasse der Rechtecke: alle Vierecke mit

vier rechten Winkeln, ...)

— Fallunterscheidungen vorzunehmen (Lage von zwei Geraden zueinander, .. .)

— RegelméBigkeiten zu erkennen (abgeleitete Lingen-, Flichen-, Raumeinheiten, ... )

— Spezialfillle auszusondern (Quadrat als Sonderfall eines Rechtecks, Wiirfel als Sonderfall eines
Quaders, ...)

— Fachsprache weiterzuentwickeln und auch im Sinne von Definitionen anzuwenden® (Nie-
derséchsischer Kultusminister|[1989c, 28).

Beziiglich der Figuren Rechteck, Quadrat, Dreieck, Kreis sehen die Rahmenricht-
linien weiterhin vor, dass deren Eigenschaften erkannt und zur Unterscheidung ver-
wendet werden. Ein zentrales Ziel dieses Lernbereichs ist es, die Konzepte des Um-
fangs und der Fliache sinnvoll einzufithren, um abschliefend die speziellen Formeln
fiir Umfang bzw. Fldche von Rechteck und seinem Spezialfall Quadrat vermitteln.
Als Mafizahlen sollen nach natiirlichen Zahlen auch die bereits eingefiithrten Dezi-
malbriiche verwendet werden (siehe[3.2.1.2] S.[44)). Vor zu frithem Formalismus wird
gewarnt, zugunsten einer ausfiihrlichen Konzeptvermittlung beispielsweise mittels
Streifenbildung von Einheitsquadraten solle die Formel A = a - b erst nach der
Einfithrung der Bruchzahlen verwendet werden (vgl. Niederséchsischer Kultusmi-
nister|[1989c¢, 36-37).

Die Rahmenrichtlinien fiir die Integrierte Gesamtschule sehen eine Einfithrung in
die Konzepte von Umfang und Fliche bereits ausdriicklich fiir den fiinften Jahrgang
vor. Dariiber hinaus wird gefordert, dass Figuren, die sich in Rechtecke oder Qua-
drate zerlegen lassen, berechnet werden. Fiir den sechsten Jahrgang wird empfohlen,
beim Messen und Berechnen ausgewéhlter Flachen und Korper — verstanden als im
5. Jahrgang erworbene Kenntnisse der elementare Geometrie — nun auch Briiche und
Dezimalbriiche sowie weitere Flicheneinheiten zu verwenden (siche auch[3.2.1.2] S.
44)) (vgl. [Niedersichsischer Kultusminister|1984b| 12-17).

Hauptschule Lediglich die Rahmenrichtlinien fiir die Hauptschule greifen die
Inhalte des Themas Vierecke explizit auf. Alle anderen Schulformen setzen die Be-
herrschung dieses Themas voraus. Die aus der Orientierungsstufe bekannten Vier-
ecksformen Quadrat und Rechteck seien zu wiederholen, als neue Form kdme das
Parallelogramm hinzu. In Anwendungsaufgaben solle das Berechnen an den Viere-
cken den Schwerpunkt der Einheit bilden, um Beziehungen von Fliche und Umfang
von Figuren miteinander in Beziehung zu setzen. Das Grundwissen aus der Grund-
schule wird aufgegriffen, indem Fliachen mit einer sinnvollen Vergleichseinheit aus-
gelegt werden. Anschlieflend soll aus diesem handelnden Vorgehen noch einmal die
Formel fiir den Flicheninhalt hergeleitet werden (siche [3.2.2] S.[62).
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Realschule, Gymnasium In den Rahmenrichtlinien fiir die Realschule erschei-
nen die Grundlagen zur Fldchenberechnung lediglich im Jahrgang 8, um sie als
Hilfe zur Berechnung von Dreiecken, Parallelogrammen, Trapezen und beliebigen
Vielecken zu verwenden. Das Messen und Berechnen des Flacheninhalts von Recht-
ecken und Quadraten wird als aus der Orientierungsstufe bekannt vorausgesetzt
(vgl. Niederséchsischer Kultusminister||1992, 20-21).

In den Rahmenrichtlinien fiir das Gymnasium erscheint die Berechnung von
Fldchen nur noch im Zusammenhang von Kongruenzsitzen und Maflbestimmungen,
um Flacheninhalte von Vielecken und Rauminhalte von Quadern und senkrechten
Prismen zu berechnen (Klasse 8) (vgl. [Niederséchsischer Kultusminister|1989a, 14).

3.2.2 Der Test und seine Aufgaben

Der informelle Test dient dem Testen der Hypothesen zu den Schwierigkeiten der
Hauptschiiler. Aus diesem Grund beriihren die Inhalte der einzelnen Aufgaben in
grofier Breite die bereits genannten Themenbereiche aus der Arithmetik und der
Geometrie. Eine Standardisierung des Tests kann nicht erfolgen, eine Vergleich-
barkeit ergibt sich aus der Bearbeitung der gleich lautenden Tests. Notwendige
Variationen und Vertiefungen der einzelnen Aufgaben und Fragestellungen sind in
den spiter folgenden Interviews moglich (siehe Kapitel 4).

Im Folgenden wird die Anforderungsstruktur der einzelnen Aufgaben systema-
tisch beschrieben. Die Aufgaben sind im Wesentlichen Schulbiichern entnommen,
teilweise enthalten die Aufgaben Kriterien (Hiirden), die unter Umstédnden be-
stimmte Fehler provozieren (dhnlich diagnostischen Tests, siche Fehleranalyse in
2.3)). Dazu sind viele Aufgaben leicht abgeéndert, verbleiben jedoch immer noch in
einer Form, dass sie Schulbiichern, Mathematikunterricht und tiblichen Klassenar-
beiten entsprechen.

Aufgabe 1

Rechne im Kopf und notiere das Ergebnis.

a)70+20=[ | b)4s-6=[ | c)150 + 15 =] ]
d) 820 +405=[ | e)15000-15=] | f)6-05=[ |
g)12+4=[ ] h) 88 + 62=[ ]

Diese Aufgabe erfiillt in der Untersuchung mehr den Zweck, die zu erwartende
Spannung abzubauen, eine Hilfe zu sein, sich auf diesen Test einzulassen. Dennoch
sind die einzelnen Teilaufgaben nicht zuféllig zusammengestellt, sondern beriihren
bestimmte Inhalte aus der Grundschule. Die gesamte Aufgabe ist mit dem Grund-
wissen aus Klasse 3 losbar.

Als besonders leicht fallt Aufgabe g) in diesem Bereich auf. Dies ist eine Grund-
aufgabe aus dem Kleinen Einpluseins (s. , S. und sollte bereits seit der ers-
ten Klasse verinnerlicht sein. Demzufolge mag diese Aufgabe als besonders leicht
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eingestuft und das Ergebnis nur fliichtig niedergeschrieben werden, so dass sich
hier eine Fehlerquelle ergeben kénnte, die problematisch zu beurteilen ist und nicht
iiberbewertet werden darf.

Als vermutlich schwierigste Teilaufgabe beriihrt Aufgabe f) das Thema Bruch-
rechnung. Wenn man jedoch davon ausgeht, dass der Dezimalbruch in Teilaufgabe
f) im Zusammenhang mit Mafien als Schreibweise von % oder als Hdlfte vom Gan-
zen gedeutet wird, ist auch diese Teilaufgabe dem Grundschulbereich zuzuordnen.
Spétestens in Klasse 5 sollte auch diese Aufgabe problemlos gelost werden kénnen.
Die Nachbarschaft der Ziffern 5 und 6 in der Zahlreihe kann in dieser Aufgabe FEr-
gebnisse provozieren, die in verschiedener Form — sowohl durch Addition als auch
Subtraktion — die Ziffer 1 beinhalten.

Um die einzelnen Teilaufgaben zu losen, ist es denkbar, dass die Probanden
auf Aspekte des Kopfrechnens oder verschiedene Abstufungen des halbschriftlichen
Rechnens zuriickgreifen. Dazu zéhlen die Verinnerlichung der Aufgaben aus dem
Kleinen Einspluseins und dem Kleinen Einsminuseins (s.o.) sowie die Ubertragung
durch Analogiebildungen dieser Aufgaben in groflere Zahlenrdume. Insbesondere zu
den Aufgaben d), e) und h) kann die Zuhilfenahme des halbschriftlichen oder auch
des schriftlichen Rechnens fiir manche Schiiler als eine fiir sie sinnvolle Strategie
erscheinen.

Die ungeordnete Abwechslung der zwei Rechenarten Addition und Subtraktion
kann ein Indiz fiir aufmerksames Lesen der mathematischen Aufgaben sein.

Aufgabe a) ist zu Beginn eine simple Variante der Aufgabe 7 + 2 aus dem Zeh-
nerraum (im Gegensatz zur leichten Aufgabe g) sogar ohne Zehneriibergang), die
durch Analogiebildung im Hunderterraum zum Ergebnis fiihrt.

In Aufgabe b) wird durch die Vieren der 44 und die 6 die Ergénzung zur 10
provoziert und kénnte Ergebnisse mit geraden Zehnerzahlen bewirken. Ahnliches
gilt fiir die Aufgabe h), in der sich 8 und 2 zur 10 ergénzen wiirden.

Die Aufgaben c), d) und e) sind mégliche Indikatoren fiir Probleme im Versténd-
nis des Stellenwerts (s. S. . Aufgabe e) stellt in diesem Zusammenhang
die groffte Hiirde dar. Die drei Nullen am Ende miissen entbiindelt werden, um die
Aufgabe korrekt zu l16sen. Zu vermuten ist, dass hier die schriftliche Subtraktion
als verinnerlichtes Hilfsmittel zum Biindeln bzw. Entbiindeln zu Hilfe genommen
wird.

Die scheinbare Leichtigkeit dieser Aufgabe 1 darf in der Auswertung nicht {iberse-
hen werden. Gerade durch die subjektive Einschédtzung der besonderen Leichtigkeit
konnten sich Fliichtigkeitsfehler einstellen, die nicht zwingend auf Problemfelder
hinweisen, die durch eine Fehleranalyse (siehe benannt werden koénnen. Den-
noch sollten auch diese Losungen ernst genommen und ausgewertet werden, da
Schiilerfehler im Mathematikunterricht hochst selten aus zufélligen oder launen-
haften Griinden entstehen, sondern meist auf individuelle Losungsstrategien hin-
deuten, die héufig reproduzierbar und damit eigene, sinnvolle Regeln der Schiiler
sind (vgl. Radatz 1979, 3).
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Aufgabe 2

Setze die fehlenden Zahlen ein.

a)|  ]+5=13 b)25+[ ]=65 ¢)[ |+3=56
d)64-[ =36 ey ]-7=9 fy[ |-75=12
g) 345 +[ | = 345,67

Aufgabe 2 unterscheidet sich in zwei wesentlichen Punkten von Aufgabe 1. Zum
einen kommen hier Dezimalzahlen vor. Zum anderen ist das Ergebnis der einzelnen
Aufgaben bekannt, es wird nach einer Zahl vor dem Gleichheitszeichen gesucht.
Dies erfordert andere Losungsstrategien als in Aufgabe 1. Hilfreich ist auch hier
die verinnerlichte Kenntnis des Kleinen Einspluseins bzw. Kleinen Einsminuseins.
Dariiber hinaus ist es jedoch hilfreich, auf operative Beziehungen (s. zuriick-
greifen zu koénnen.

Zu Beginn ist auch hier Aufgabe a) mit Hilfe des Kleinen Einspluseins 16sbar und
beriihrt zudem nicht einmal das Gebiet der Dezimalbriiche. Es wird nach der Zahl
gesucht, die um 5 ergénzt 13 ergibt.

Aufgabe b) erfordert die Zahl, die zu 2,5 ergénzt werden muss, um 6,5 zu erhal-
ten. Durch die gleiche Ziffer hinter dem Komma (bei den zwei gegebenen Zahlen)
l&sst sich erkennen, dass es sich bei der gesuchten Zahl um eine natiirliche Zahl
handeln muss. Dadurch wird auch diese Aufgabe zu einer leichten‘ Aufgabe aus
dem Zahlenraum bis 10.

Aufgabe ¢) entspricht im Prinzip Aufgabe a) mit dem Unterschied, dass der erste
Summand eine Dezimalzahl sein muss. Da der zweite Summand eine natiirliche Zahl
ist, muss bei der gesuchten Zahl die Ziffer hinter dem Komma wie im Ergebnis
der Aufgabe lauten. Nach dieser Erkenntnis ist auch diese Aufgabe wiederum im
Zehnerraum 16sbar.

Erst in Aufgabe d) wird der Schwierigkeitsgrad immens gesteigert. Neben der
Subtraktion, die von Schiilern subjektiv héufig als schwieriger eingestuft wird, ist
hier ein Stellenwertiibergang versteckt. Die Ziffern konnen eine falsche Losung pro-
vozieren, da die Ziffern 4 und 6 auf eine Zehnerergdnzung hindeuten. Mit einer
Verschiebung des Kommas um eine Stelle nach rechts wird aber auch diese Aufga-
be zu einer Aufgabe aus der zweiten Klasse und ist im Hunderterraum zu losen.

Aufgabe e) ist zusammen mit Aufgabe a) die einfachste Aufgabe, da sie ohne
Dezimalbriiche aus dem Kleinen Einsminuseins stammt.

Aufgabe f) konnte eine Ergédnzung von 7,5 zur 12 provozieren. Dies wére eine
Erwartung der Kategorie ,,Ergebnis hinten“.

Etwas verwirrend mag moglicherweise Aufgabe g) sein, ist fiir die Losung doch
kaum ein Rechnen notwendig. Vielmehr wird hier das Erfassen der Stellenwerte der
einzelnen Aufgabenteile {iberpriift.

Bei der Analyse der Ergebnisse muss beriicksichtigt werden, dass das blole Vor-
handensein eines Kommas Auswirkungen auf die Bearbeitung der Aufgaben haben
kann. So mag das subjektive Empfinden bei der Bearbeitung von Aufgaben mit De-
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zimalbriichen Blockaden hervorrufen, die den Blick auf verwandte Strukturen aus
dem Bereich der natiirlichen Zahlen oder Aufgabenstrukturen aus dem Basiswissen
der Grundschule verbauen.

Dennoch darf nicht {ibersehen werde, dass dhnliche Aufgaben im Zusammenhang
mit Maflen bereits in Klasse 3 und 4 erfolgreich bearbeitet werden.

Solche und &hnliche Aufgaben finden sich in vielen Schulbiichern. Sie dienen
nach der Einfithrung in die Thematik der Dezimalbriiche meist der Vertiefung und
werden in der Regel ohne zusitzliche Kommentare als Ubungsaufgaben angeboten
(vgl. [Palzkill, Rinkens [1991, 21, 26, 29; vgl. Schroder u. a.[{1999, 64; vgl. |Schroder
u. a. 2000, 54; u.a.).

Aufgabe 3

Ordne folgende Dezimalbriiche der GroBe nach.
Trage die kleinste Zahl in das unterste Kastchen ein. Die nachstgroBere Zahl kommt in
das Kastchen dariiber usw.

0,8 0,769 8,0 0,088 7,7 0,78 0,81 0,77

War das Stellenwertverstédndnis in den beiden ersten Aufgaben bereits zum Teil
hilfreich oder auch nétig, so ist es in dieser Aufgabe notwendig, um die einzelnen
Zahlen zu sortieren. Nur mit dem Verstédndnis des Stellenwerts lassen sich die Zah-
len mit gleichen Ziffern sinnvoll ordnen. Eine besondere Bedeutung bekommt hier
das Komma, das eine Dezimalzahl von der natiirlichen Zahl unterscheidet. Natiirli-
che Zahlen lassen sich nach der Anzahl ihrer Ziffern vorsortieren, um dann eine
Stellenunterscheidung vorzunehmen. Dieses Verfahren fiihrt bei den hier gewéhlten
Zahlen nicht zum Erfolg.

Eine Vorsortierung wird durch die zwei Zahlen ermoglicht, die offensichtlich
grofer als Fins sind. Die Zahlen im Gréenbereich zwischen Null und Eins miissen
nach ihren Stellen direkt hinter dem Komma verglichen werden.

Mogliche Hilfen wéren das Abdecken nachfolgender Ziffern oder das Auffiillen
aller Zahlen mit Nullen auf eine gleiche Anzahl von Nachkommastellen. In beiden
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Fillen erhielte man Zahlen mit der gleichen Ziffernanzahl, die das Vergleichen der
einzelnen Stellen erleichtern kénnte.

Denkbare fehlerhafte Sortierungen sind Anordnungen nach der Anzahl der Zif-
fern, nach der Grofle der einzelnen Ziffern oder Mischformen.

Diese Aufgabe soll das Stellenwertverstdndnis iiberpriifen. Um die Fehlerquelle
einer moglichen Rechts-Links-Vertauschung auszuschlieflen, sollen die Zahlen unter-
einander angeordnet werden. Dabei sind sowohl fiir das Ansteigen der Zahlengrofie
nach oben als auch nach unten Vor- und Nachteile zu benennen. Deswegen soll die
Richtung keine Auswirkungen auf die Bewertung haben.

Auch in Schulbiichern werden Schiiler aufgefordert, Zahlen der Gréfie nach zu
sortieren. Zum Teil geschieht dies wie in der beschriebenen Testaufgabe, zum Teil
werden andere Hilfmittel wie Zahlenstrahl u.a. angeboten (vgl. |Palzkill, Rinkens
1991}, 26, 29; vgl. Schroder u. a./[1999, 91; vgl. [Schroder| 1990, 140; u. a.). Zu finden
sind z. B. Merksétze wie der folgende:

»,Dezimalbriiche werden der Grofle nach verglichen, indem man ihre Ziffern von links nach rechts
stellenweise vergleicht* (Schroder||1990L 140).

Aufgabe 4

Rechne im Kopf oder schriftlich und notiere das Ergebnis.

a)02-03=[ ] b)07-08=[ | ¢)04-35=[ | d)7-06=[ |

Bisher war nur das Ordnen sowie die Addition und Subtraktion von Zahlen not-
wendig. In Aufgabe 4 wird der Bereich der Multiplikation von Dezimalbriichen
behandelt. Auch hier haben sowohl die Rechenfertigkeiten aus dem Bereich der
Grundschule (z. B. die Beherrschung des Kleinen Einmaleins) als auch das Stellen-
wertverstandnis eine besondere Bedeutung.

In den einzelnen Teilaufgaben werden Multiplikationsaufgaben aus dem Kleinen
Einmaleins bendétigt. Diese sollten sich inklusive Aufgabe c¢) — z. B. durch Auftei-
lung in zwei Teilaufgaben — im Kopf l6sen lassen. Die Beurteilung des Ergebnisses
und das Setzen des Kommas muss mit Hilfe des Stellenwertverstdndnisses oder der
Gesetze der Bruchrechnung erfolgen.

Fiihrt die Multiplikation von 7 und 8 zum Ergebnis von 56, so ist das Setzen des
Kommas gemeinsam mit einer Null vor der 56 auch das korrekte Gesamtergebnis zur
Aufgabe 0,7 - 0,8. Weil das Ergebnis zwei Stellen hat, kann man es an das Komma
anhéngen (Nachkommastellenregel). Mit dem gleichen Verfahren wird man jedoch
bei der Aufgabe 0,2 - 0,3 scheitern. Hier kann es hilfreich sein, durch Variation
eines Faktors eine Vorstellung vom Ergebnis zu erhalten (z.B. 2 - 0,3 = 0,6) oder
durch Hinzuziehen der Nachkommastellenregel’ Hinweise zum Setzen des Kommas
zu erhalten. Denn auch hier muss das Ergebnis zwei Stellen hinter dem Komma
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haben. Notwendig fiir das Verstdndnis dieser Aufgabe ist jedoch die Riickfithrung
3 6

auf die Multiplikation von Briichen, in diesem Fall 1% 15 = Too-

Zu Aufgabe c) ist zu vermuten, dass sie evtl. mit Hilfe des schriftlichen Mul-
tiplikationsverfahrens gelost wird. Dadurch ergeben sich jedoch unter Umstédnden
neue Stellenwertfehler, da mehrere Nullen an den korrekten Stellen notiert werden
miissen.

Die Erlauterung der Dezimalzahlen als andere Schreibweise fiir Briiche mit Nen-
nern, die Vielfache von 10 darstellen, wird zwar in vielen Schulbiichern erwahnt.
Allzu schnell findet man jedoch Regeln zum Rechnen mit diesen Briichen, die eher
einem Schema folgen, als dass sie erlautern, wie man z. B. in einer Stellenwerttafel
solche Briiche darstellen kann.

Ein Beispiel fiir eine solche Regel ist die folgende Nachkommastellenregel:

», Merke:
Zwei Dezimalbriiche multipliziert man so miteinander:
Man rechnet zunéchst, ohne die Kommas zu beachten. Anschlielend setzt man das Komma so,

dass das Ergebnis genauso viele Stellen hinter dem Komma hat wie beide Faktoren zusammen®
(Schroder u. a.||1999) 171).

In dhnlicher Weise verfahren andere Schulbiicher. Zum Teil gibt es verschiedene
Regeln, die u. a. zusétzlich beriicksichtigen, ob einer der Faktoren eine natiirliche
Zahl ist (vgl. |Palzkill, Rinkens| 1991} 22f, 29; vgl. Schroder u. a./|1999, 91, 171; vgl.
Schroder u. a.[2000 56; vgl. Schroder |1990, 152; u.a.).

Aufgabe 5

Rechne schriftlich.
a) 6178 + 59 + 116 b) 11,6 + 61,78 + 59

Aufgabe 5 beinhaltet zwei Aufgaben zur schriftlichen Addition, die jeweils aus
den gleichen Ziffern bestehen. Durch das Einfiigen der Kommas in Aufgabe b) ergibt
sich jedoch ein vollig anderes Ergebnis. Bei der Notation beider Aufgaben ist die
vertikale Notation der einzelnen Summanden von entscheidender Bedeutung.

Aufgabe a) erfordert die rechtsbiindige Notation der einzelnen Summanden. Dies
sollte mit dem Wissen aus dem 3. Schuljahr gelingen. Die Bereitstellung eines Ka-
romusters im Sinne von Rechenpapier bedeutet unter Umstédnden bereits eine Be-
einflussung und wird hier vermieden.

In Aufgabe b) verbergen sich mehrere Hiirden. Zunéchst ist das Wissen not-
wendig, dass nach dem Stellenwertverstiandnis jeweils korrespondierende Stellen
(Positionen) untereinander zu schreiben sind. Dies ist zwar auch das Prinzip der
schriftlichen Addition ohne Dezimalbriiche. Einer gehoren unter Einer, Zehner unter
Zehner usw. Meist wird jedoch auf Rechtshiindigkeit aller Zahlen verwiesen. Beim
Rechnen mit Dezimalzahlen wird diese Regeln oft ersetzt durch die Regel ,, Komma
unter Komma®“. Auch hier stehen bei korrekter Notation Einer und Einern, aber
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auch Zehntel unter Zehnteln, das Prinzip ist beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen
dasselbe wie beim Rechnen mit Dezimalzahlen.

Eine weitere Hiirde stellt die Zahl 59 dar. Sie hat kein Komma. Man muss sich
also entscheiden, wo man ihr ein Komma hinzufiigen soll — gedanklich oder auch
tatsdachlich. Die Platzierung dieses Summanden kénnte bereits Hinweise zum Stel-
lenwertverstandnis geben.

Die Addition nach erfolgter Notation — ob korrekt oder unkorrekt — kann nach
Mafstaben der Fehleranalyse untersucht werden. Inhalt ist von diesem Punkt an
nur noch das Kleine Einspluseins.

Solche und &#hnliche Aufgaben finden sich vielfach als Ubungsaufgaben in
Schulbiichern, auf Arbeitsbldttern, in Klassenarbeiten wieder (vgl. Palzkill, Rin-
kens |1991}, 7, 21; vgl. Schroder |1990] 146f, 149; u.a.).

Aufgabe 6

Im Ergebnis fehlt das Komma. Setze es an der richtigen Stelle ein.
a) 2,63 -19,7 =51811 b) 17,9 6,3 = 11277 «c¢) 4,52 - 167 = 75484

In Aufgabe 4 wurde mit einfachen Zahlen die Multiplikation von Dezimalzahlen
ein erstes Mal beriihrt. Hier sind Aufgaben bereits mit den vollstéandigen Ziffern im
Ergebnis gelost. Es fehlt lediglich das korrekt gesetzte Komma. In der Hauptschule
wird im Zusammenhang mit der Multiplikation von Dezimalbriichen héufig die
,Nachkommastellenregel® erdrtert (s.o.). Sollten die Probanden diese Regel erlernt
haben, diirften sich keine Probleme mit der Fertigstellung der Aufgaben ergeben.

Ein Hindernis kénnte jedoch in Aufgabe c¢) verborgen sein, da beim zweiten
Faktor 167 kein Komma notiert ist. Evtl. ist hier die Z&hlung der Nachkommastellen
problematisch, doch Schulbiicher sehen zum Teil eigene Regeln fiir diese Fille vor
(vgl. |Schroder u. a.|1999, 91; u.a.).

Sollte die Regel nur als Assoziations-Reiz (siche erlernt worden sein, kénnte
es sein, dass die Kommastellen im Ergebnis von der falschen Seite gezahlt werden.

Ist die ,Nachkommastellenregel* nicht erortert worden, helfen evtl. das
Abschétzen der Groéflenbereiche der einzelnen Aufgaben oder die schriftliche
Rechnung.

Aufgabe 7

Im Ergebnis fehlen die Nullen. Ergédnze die richtige Anzahl von Nullen.
a) 300 - 70 = 21 b) 23000 - 740 = 1702

Gib die Ergebnisse dieser beiden Aufgaben jeweils als Wort an.

zu a)

zu b)
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Ahnlich der Nachkommastellenregel* wird hiufig eine Regel iiber das ,Anhéngen
von Nullen‘ von den Faktoren an das Ergebnis aufgestellt. Diese Regel ergibt sich
wiederum aus der Kenntnis des Stellenwertsystems. Haufig wird sie jedoch auch oh-
ne diesen Zusammenhang benannt. Eine erste Begegnung machen Schiiler haufig in
der Grundschule mit dieser Regel, wenn Thnen Eltern, éltere Geschwister aber auch
Lehrer die Multiplikation mit der 10 vereinfachen wollen. (Krauthausen, Scherer
2001, 14-15; Gallin, Rufi|1998, 57).

Ahnlich Aufgabe 6 bestehen auch hier zwei Mdaglichkeiten: durch Anwenden
der Regel oder durch Einschétzung des korrekten Ergebnisses durch eine Grofien-
abschétzung (oder genauer bestimmt durch schriftliche Multiplikation).

Diese und é&hnliche Aufgaben finden sich in Schulbiichern, z. B. (Palzkill, Rinkens
1991} 23).

Im zweiten Teil der Aufgabe soll die Versprachlichung einer grofien Zahl iiberpriift
werden. Dabei ergibt sich das Problem der fehlenden Korrespondenz zwischen dem
Zahlwortsystem und dem vom Stellenwertsystem geprigten Ziffernsystem (siehe

1.2.4] S.[23). Solch ein Vorgehen findet sich kaum in Schulbiichern.

Aufgabe 8

Fiir den Sieg gegen den VB Stuttgart im UEFA-Pokal 1989 zahlte der SSC Neapel nur
fir dieses Endspiel an jeden Spieler 102750,- € (ca. 205500,- DM).

Welchen Stundenlohn hatten die Spieler?

(Ein FuBballspiel dauert 90 min, das sind 1,5 Stunden)

Diese Aufgabe ist die einzige so genannte Sachaufgabe des Arithmetik-Teils des
Tests und mit lediglich einer kleinen Variation einem Schulbuch der 6. Klasse ent-
nommen (Schroder u.a. 1999, 180). Das Thema Fufball orientiert sich an einer
breiten Interessengruppe der Probanden. Auch wenn sich nicht alle Schiilerinnen
und Schiiler durch den Inhalt dieser Aufgabe angesprochen fiihlen, sollte die Losung
der Aufgabe moglich sein.

Eher uniiblich an dieser Aufgabe ist die Bereitstellung verschiedener Informatio-
nen, aus denen sich die Schiiler die geeigneten Informationen heraussuchen miissen.
Sie konnen sich fiir die Berechnung des Stundenlohns in DM entscheiden — da im
Jahr 1989 dies die aktuelle Wahrung in Deutschland war — oder auch auf heutige
Verhiltnisse aktualisiert in Euro ein Ergebnis berechnen. Nicht beachtet wird die
Tatsache, dass der Lohn in Italien ausgezahlt wird und demzufolge italienische Li-
re die korrekte Wahrung sein miisste. Es geht eher um eine Groflenvorstellung des
Betrags. Diese konnte moglicherweise durch die extrem hohen Lire-Werte getéduscht
werden.

Die Anmerkung ,Ein Fuflballspiel dauert 90 min, das sind 1,5 Stunden‘ muss
daraufhin analysiert werden, welche Zahlen fiir die Losung hilfreich sind. Fiir die
Rechnung selbst wird nur einer der beiden Werte bendttigt. An dieser Stelle unter-
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scheidet sich die Aufgabe von der Original-Schulbuchaufgabe. Dort steht fiir die 1,5
Stunden eine Angabe als gemischter Bruch (1%) Da jedoch lediglich auf Dezimal-
zahlen eingegangen wird, wurde diese Angabe ersetzt.

Eine Zahl im Aufgabentext — die Jahreszahl 1989 — ist zur Berechnung des Er-
gebnisses nicht zu verwenden. Ein Verwenden dieser Zahl ist jedoch denkbar, wenn
man nach Radatz und Schipper annimmt, dass es Schiiler gibt, die in Sachaufgaben
lediglich nach einigen Zahlen im Text suchen, um diese mit einer Rechnung zu ver-
binden (siehe[1.2.3} S.[23} (vgl. Radatz, Schipper|[1983| 133)). Dariiber hinaus kann
es passieren, dass Schiiler zusétzliche Zahlen in ihre Aufgabenlosung einbeziehen,
die zwar nicht genannt sind, aber zum Kontext der Aufgabe passen, bspw. die Zahl
11 als Symbol fiir die Anzahl der Spieler einer Fu3ballmannschaft.

Nach der Analyse der benotigten Zahlen stellen sich mehrere Losungsmoglichkei-
ten zur Wahl. Zum einen besteht die Moglichkeit, einen der genannten Geldbetrége
durch 1,5 zu teilen. Hier ergibt sich die Schwierigkeit, durch einen Dezimalbruch
zu teilen. Durch die im Unterricht erarbeitete Methode des ,Komma-Verschiebens'
sollte dies jedoch losbar sein. Zum anderen ist die Anwendung des Dreisatzes iiber
die Zeitdauer der Minuten moglich. Nach einem ersten Schritt — dem Teilen durch
90 — folgt ein zweiter: die Multiplikation mit der in der Aufgabe nicht genannten
Zahl 60.

Im Sinn der eingekleideten Dreisatzaufgabe ist lediglich das Errechnen eines Stun-
denlohns — bezogen auf die 90 Minuten Spielzeit — gefordert. Sinnvolle weitere Uber-
legungen zur Arbeitszeit — im Gegensatz zum Rechnen mit der Jahreszahl oder der
Spieleranzahl — sind moglicherweise folgende Anregungen:

Muss man nicht die Vorbereitungszeit auf das Spiel beriicksichtigen? Was ist mit
der Halbzeitpause oder der Nachspielzeit? Andererseits lieBen sich Spielpausen (Ball
im Aus, Verletzung oder kurze Behandlung am Spielfeldrand, Jubel nach Torerfolg)
von den 90 Minuten abziehen.

Die Aufgabe kann an verschiedenen Stellen zu Verstédndnisproblemen fithren. Das
schon angesprochene Desinteresse konnte die Sachsituation derart verschliisseln,
dass ein sinnvolles Beurteilen der Situation nicht mehr moglich ist.
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Aufgabe 9

Bestimme den Umfang folgender Grundstiicke.
Schreibe deine Rechnung und das Ergebnis auf.

a) b)
83m

17m 60 m

20m

17m 132m

12m

65 m _ 60 m

90 m

180 m

Zu Beginn des Geometrieteils geht es in Aufgabe 9 um das Konzept des Umfangs
von Figuren. Sowohl die Grundvorstellung des Umfangs als auch die Formeln fiir
einige regelméafige Figuren sollten bereits erarbeitet sein. Hier — wie auch im gesam-
ten folgenden Geometrieteil — werden lediglich Figuren wie Rechteck und Quadrat
sowie daraus zusammengesetzte Figuren behandelt.

Als Unterscheidung zur nachfolgenden Aufgabe 10 ist es zunéchst notwendig zu
erfassen, dass es sich hier um den Umfang von Figuren handelt. Dazu ist ein auf-
merksames Lesen und Verstehen des ersten Satzes der Aufgabenstellung notwendig.
Der zweite Satz der Aufgabenstellung kann durch das Aufschreiben der Rechnung
evtl. als Hilfe daran erinnern, sollte dies mit den bekannten Formeln und der Ver-
wendung eines u als Zeichen fiir den Umfang geschehen.

Um ein Abmessen zu vermeiden, sind die Mafle als Groflen im Meter-Bereich
angegeben. Hinweis darauf ist die Bezeichnung als Grundstiick in der Aufgaben-
stellung. Dies kann als ein Hinweis verstanden werden, nicht zum Lineal zu greifen
und die einzelnen — insbesondere die fehlenden — Léngen abzumesen.

Teilaufgabe a) beginnt mit der Abfrage des wiederholten Stoffes zur Bestimmung
des Umfangs eines Quadrats. Dies ist losbar durch die Anwendung der erlernten
Formel zum Umfang u = 4 - a, aber auch durch das Addieren aller vier — in diesem
Fall gleich langen — Seitenmafle. Sollte also die Formel nicht auswendig gewusst sein,
ldsst sich durch das Verstédndnis des Konzepts Umfang das Ergebnis bestimmen

(siehe [3.2.1.3]).
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Ein naheliegender Fehler bei der bloflen Verwendung einer Formel, ohne sich
das gefragte Konzept dieser Aufgabe vor Augen zu fiihren, ist die Benutzung der
Fldchenformel fiir das Quadrat.

In Teilaufgabe b) ist die Verwendung der Formel zum Umfang wenig sinnvoll.
Erst nach bewusster Verdeutlichung des gestellten Problems kann auch hier die
Formel — jetzt zur Berechnung des Umfangs eines Rechtecks — hilfreich sein.

Es handelt sich bei der dargestellten Figur um eine aus zwei Rechtecken zu-
sammengesetzte Figur. Fiir diese Form gibt es keine Formel und kann so zunéchst
zu Verunsicherung fithren. Notwendig ist der Riickgriff auf das Wissen iiber das
Konzept des Umfangs als die Summe der Léngen aller Figurkanten.

Wird die Figur wie beschrieben betrachtet, erfolgt nun eine Addition der ein-
zelnen Seitenldngen. Dabei darf nicht iibersehen werden, dass nicht alle Seiten mit
Maflen versehen sind. Es sind zwei fehlende Mafle zu bestimmen. Das Nachmes-
sen verbietet sich aus oben genannten Griinden. Da die gesamte Figur nur rechte
Winkel besitzt, ist der Vergleich der zwei Kanten ohne Mafle mit den gegeniiber-
liegenden Seiten der Gesamtfigur erlaubt. Durch Differenzbildung lassen sich auf
diese Weise die fehlenden Mafle bestimmen. Die sich dadurch ergebenden Aufgaben
132 — 83 = 49 und 60 — 20 = 40 sind Inhalt der ersten zwei Grundschulklassen.
Aufmerksam betrachtet werden sollte also die Verschriftlichung der Losung dieser
Aufgaben.

Die Gesamtfigur ldsst sich jedoch auch als ein Rechteck mit einer jherausgeschnit-
tenen’ Ecke betrachten. Verschiebt man die beiden Seiten mit den fehlenden Maflen
nach auflen, so ergibt sich ein Rechteck mit den Seitenléngen 132 m und 60 m. Die-
ses Rechteck hat den gleichen Umfang wie die gezeigte Figur, lisst sich jedoch mit
der Umfangsformel fiir Rechtecke u = 2 - a + 2 - b bestimmen.

Ein Problem — dies gilt auch fiir Teilaufgabe ¢) — ergibt sich, wenn die Gesamt-
figur als zusammengesetzte Figur gesehen wird und die Umfénge der Teilfiguren
bestimmt werden. Zur Verdeutlichung sollte man sich diese Teilfiguren einzeich-
nen. Es ergibt sich eine neue Teilstrecke, die aus der Beriihrungsstrecke der beiden
Figuren besteht, aber nicht zum Umfang der Gesamtfigur gehort. Bei der Berech-
nung der einzelnen Umfénge wird diese Strecke jeweils einmal zu jedem Teilumfang
addiert. Fiir den Gesamtumfang ist diese Teilstrecke zu bestimmen und doppelt
abzuziehen — eine komplexe Vorgehensweise.

Teilaufgabe c) ist eine weitere zusammengesetzte Figur. Auch hier ist es not-
wendig, zunéchst die drei fehlenden Seitenldngen zu bestimmen. Dies kann durch
Vergleich mit gegeniiberliegenden Seiten gelingen (90m und 12m) sowie durch
Berechnung einer Differenz bei dem Vergleich mit einer gegeniiberliegenden Sei-
te (180 — 65 — 60). Die durch Hinsehen zu vermutende Drittelung der oberen Seite
der Figur wird durch genaue Berechnung widerlegt.

Bei der Analyse der Aufgabenlosungen ist zu unterscheiden nach Rechenfehlern
einerseits und Konzeptfehlern andererseits. Aufgrund der Vielzahl der Seiten ist
es leicht moglich, ein Mafl zu vergessen, so dass der Gesamtumfang nicht korrekt
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bestimmt wird. Dennoch konnen sich durch die Vielzahl der Zahlangaben mehre-
re Rechnungen aus dem Bereich der Grundschule ergeben, die aufschlussreich sein
konnten. Sowohl fiir Aufgabe b) als auch fiir Aufgabe c) lésst sich somit trennen zwi-
schen den Inhalten der Hauptschule — also dem Konzept des Umfangs von Figuren
und der Anwendung von dazugehorigen Formeln — und Inhalten der Grundschule
— Rechnen mit einfachen Zahlen im 1000-er-Raum.

In Schulbiichern werden meist die Standardformen behandelt, aber auch zu-
sammengesetzte Figuren kommen zur Anwendung (vgl. [Schroder| 1990, 149; vgl.
Schroder u. a.[/1999, 141; u.a.).

Aufgabe 10

Berechne den Flacheninhalt folgender Figuren. Das sind nur Skizzen, messen hilft nicht!

a) b)

7cm

8cm

17cm

3cm

17cm 18cm

Im Unterschied zu Aufgabe 9 geht es in dieser Aufgabe um die Bestimmung
von Fliacheninhalten einfacher Figuren. Ahnlich der vorangegangenen Aufgabe wird
dies durch die Aufgabenstellung deutlich. Dariiber hinaus folgt hier der explizite
Hinweis, dass das Ausmessen fehlender Groflenangaben nicht hilfreich ist, da es
sich um Skizzen handelt. Die cm-Angaben konnen also nicht mit der tatsdchlichen
Grofle auf dem Arbeitsblatt iibereinstimmen.

Teilaufgabe a) zeigt die gleiche Figur wie Aufgabe 9 a). Durch die verdnderte Auf-
gabenstellung ist hier jedoch eine andere Losung notwendig. Hier muss die Formel
zur Berechnung des Flécheninhalts eines Quadrats — die Formel fiir ein Rechteck
ist allerdings auch ausreichend — bekannt sein. Das Maf3 17 cm erfordert zur Formel
A = a? eine Losung aus dem Groflen Einmaleins, ist aber zugleich eine Quadrat-
zahl. Interessant konnte hier die Rechnung sein, vermutet wird die Lésung durch
schriftliche Multiplikation.

Fiir Teilaufgabe b) als zusammengesetzte Figur gibt es wiederum keine Formel
zur Berechnung des Gesamt-Flacheninhalts. Auch hier hilft die Zerlegung in Teil-
figuren weiter. Im Unterschied zu Aufgabe 9 lasst sich hier jedoch der Gesamt-
Flacheninhalt als Summe der Teil-Fldcheninhalte bestimmen.

Zur Losung der Aufgabe ist es notwendig, sich die einzelnen Teilfiguren zu ver-
deutlichen, um anschlieSend die benétigten Mafle zu bestimmen. Fiir die linke Teil-
figur reichen die vorhandenen Mafle 8 cm und 7 cm aus. Es ergibt sich die Aufgabe
7 -8 aus dem Kleinen Einmaleins — héufig als die schwerste Einmaleins-Aufgabe
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bezeichnet (vgl. Padberg (1996, 129). Fiir das zweite Rechteck liegt es nahe, auch
die vorhandenen Werte 18 cm und 3 cm zu verwenden. Dann jedoch ergibt sich ei-
ne Teilfliche, die doppelt verwendet wird. Sinnvoller ist es, die obere Kante (oder

auch die untere Kante) des rechten Rechtecks durch Differenzbildung zu bestimmen:
18 =7 =11.

Auch fiir diese Figur sind Alternativ-Losungen moglich. Eine Losung wurde kurz
angesprochen. Wenn mit den vorhandenen Maflen 7cm und 8 cm sowie 18 cm und
3cm gerechnet wird, ergibt sich ein Stiick, das zu beiden Teilflichen gehort und
somit zweimal im Gesamt-Flacheninhalt erscheint. Der Flacheninhalt dieses Stiicks
mit den Kantenléngen 7 cm und 3 cm muss gesondert berechnet und von der Summe
der beiden Teil-Flacheninhalte abgezogen werden.

Eine weitere Losung ist die Bestimmung des Rechtecks mit den Seitenldngen
8cm und 18 cm. AnschlieBend muss jedoch der Flacheninhalt des auflenliegenden
Rechtecks mit den Seitenléangen 5 cm und 11 ¢cm bestimmt und vom zuerst bestimm-
ten Fliacheninhalt abgezogen werden. Im Gegensatz zur vorher genannten Alterna-
tivlosung, bei der keine unbekannten Seitenléingen berechnet werden mussten, ist
hier die Berechnung zweier unbekannter Seitenldngen notwendig.

Fiir viele Schiiler besteht die Unterscheidung zwischen dem Umfang einer Figur
und deren Fldche in der Bestimmung der Rechenart. Ist dies beim Umfang die Ad-
dition, ist die Bestimmung der Flache durch Multiplikation méoglich. (Anmerkung:
Auch beim Umfang kommen Multiplikationsschritte in den Formeln vor!) Bei der
Zusammensetzung mehrerer Umfénge ist die Addition notwendig. Wird aber mittels
der Rechenarten zwischen Umfang und Fléche unterschieden, ist es denkbar, dass
zusammengesetzte Fliachen sich auch aus der Multiplikation der Teilflichen ergeben
miissen. Die Folge wire eine Multiplikation der Teilflicheninhalte 56cm? - 33cm?.

Wie auch bei den Umfangsaufgaben aus Aufgabe 9 werden zur Flachenberech-
nung in Schulbiichern meist die Standardformen herangezogen. Im Zusammenhang
mit Grundrissen werden jedoch auch zusammengesetzte Figuren thematisiert, dann
meist auch mit Einteilungen in Einheitsquadrate, die den Bezug zum Fléchenbe-
griff herstellen (vgl. Palzkill, Rinkens||1991} 28, 57; vgl. |Schroder| 1990, 89, 155; vgl.
Schroder u. a.[[1999, 140; vgl. [Schroder u. a.[ 2000, 57, 82ff; u.a.).
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Aufgabe 11

In einem Neubaugebiet sind drei Grundstiicke zu verkaufen. Welches Grundstiick hat die
groBte Flache, welches die kleinste Flache?

a) b) c)

45 m
30m 256m

60 m 65m 45m

Auch in dieser Aufgabe sollen Fldcheninhalte berechnet werden. Der Vergleich
dreier Rechtecke legt es nahe, hier die Formel fiir Rechtecke anzuwenden. Mit der
Formel A = a - b konnen die Flacheninhalte der drei Figuren bestimmt werden.
Notwendig ist zur Losung der Aufgaben eine Rangfolgenbildung der Fléacheninhalte,
es reicht nicht aus, lediglich den gréfiten oder den kleinsten Fldcheninhalt zu nennen.

Wird die Aufgabenstellung nicht aufmerksam gelesen, konnte es sein, dass einige
Schiiler den Umfang dieser Figuren berechnen. Wenn sie korrekt rechnen, sollten
sie feststellen, dass alle Figuren den gleichen Umfang haben, die Frage der Auf-
gabenstellung nach ,grofitem’ und kleinstem‘ Umfang (eigentlich: Flache) sinnlos
ist.

Schiiler mit einem ausreichenden Uberblick iiber Zahlen und Beziehungen zwi-
schen mehreren Zahlen werden evtl. feststellen, dass alle drei Figuren den gleichen
Umfang haben. Daraus lésst sich schlussfolgern, dass das Quadrat die grofite Fliache
haben muss. Dies setzt jedoch bereits ein hochst formalisiertes mathematisches Den-
ken voraus.

Vermutet wird die Losung der Aufgabe durch schriftliche Multiplikation, In-
halt von Klasse 3. Auf diese Weise konnen grundlegende Rechenfihigkeiten und
-fertigkeiten sowie erneut das Verstdndnis des Stellenwertsystems iiberpriift wer-
den.

Nicht beriicksichtigt wurde bei der endgiiltigen Erstellung des Tests die Idee, den
Vergleich iiber einen Verkaufpreis pro Quadratmeter zu analysieren. Dies hitte eine
weitere Abstraktion durch die Aufgabenstellung bedeutet, jedoch mathematisch
lediglich drei weitere Multiplikationen erfordert.

Aufgabe 12

Ein Rechteck ist 7cm lang und 4 cm breit.
Verdopple Lange und Breite des Rechtecks.
Wie andert sich die Flache?

War fiir Aufgabe 11 analytisches mathematisches Vorgehen nicht notwendig aber
moglich, so soll in dieser Aufgabe mathematisches Vorgehen und Denken iiberpriift
werden. Dies ist zunéchst beispielhaft mit Hilfe der gegebenen Mafle moglich, soll
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aber dann formal als Vervierfachung des Fldcheninhalts benannt werden. Dies kann
sowohl in Wortform als auch symbolisch durch eine Angabe wie ,-4° geschehen.

In dieser Aufgabe wird erwartet, dass die Bedeutung des ,Verdoppelns' bekannt
ist. Zur kompletten Betrachtung sind mehrere Arbeitsschritte notwendig, die je-
doch nicht im Einzelnen aufgezeichnet werden miissen. Fiir jemanden, dem be-
wusst ist, dass die Verdopplung der Seiten eine Vervierfachung der Fléche ergibt,
mag es iiberfliissig erscheinen, die einzelnen Schritte darzustellen. (Zur Bedeutung
des Verdoppelns und Halbierens siche (Rottmann/2003).)

Zunéchst ist es notwendig, die Fldche mit den gegebenen Maflen zu berechnen:
7Tcem - 4em = 28 em?. Anschliefend sind die die Mafe jeweils zu verdoppeln und
wieder die Fliche zu bestimmen: 14cm - 8cm = 112cm?. AbschlieBend muss ein
Vergleich der zwei Flichen erfolgen mit der Feststellung, dass die zweite Fléche
viermal so grof} ist wie die erste.

Eine Alternativlosung ist die zeichnerische Konstruktion — evtl. mit Hilfe einer
Skizze. Nach der Verdopplung der beiden Seitenldngen eines Rechtecks kann er-
kannt werden, dass das urspriingliche Rechteck genau viermal im neu entstandenen
Rechteck enthalten ist. (Nachpriifbar durch die Halbierung beider Seiten eines DIN
A4-Blattes durch Falten der beiden Seitenhalbierenden. Es entstehen vier postkar-
tengrofie DIN A6-Rechtecke (vgl. [Steibl/[1997)).

Ahnliche Aufgaben zur Analyse von Sachverhalten finden sich in vielen
Schulbiichern, z. B. (vgl. Palzkill, Rinkens [1991} 57).

Aufgabe 13

Hier siehst du Grundrisszeichnungen. Welchen Flacheninhalt haben die Figuren mit dem
dicken schwarzen Rand? Die Seitenlange von einem Kastchen entspricht 1 m.

a) b)

r—

Im

Diese Aufgabe mag unter Gesichtspunkten der Hauptschule als eine der schwie-
rigsten angesehen werden. Betrachtet man diese Aufgabe jedoch im Blickwinkel der
Zerlegung in Einheitsflachen, so ist dies eine Aufgabe, die bereits in der Grundschule

l6sbar sein sollte (siehe [3.2.1.3)).
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Es geht in dieser Aufgabe darum, geeignete Zerlegungsflichen im Zusammen-
hang mit dem vorgegebenen Quadratmuster zu finden. In Teilaufgabe a) kann man
zum einen auf halbe Quadrate zuriickgreifen. Diese lassen sich zéhlen oder multi-
plikativ bestimmen. Man erhélt 16 halbe Quadrate (oder auch 8 halbe und 4 ganze
Quadrate). Die Halbierung der Quadrate erfolgt offensichtlich durch eine Seitenhal-
bierende. Aus beiden Ansitzen sollten sich die geforderten 8 m? bestimmen lassen.
Zum anderen lésst sich die gesamte Figur auch um ein halbes Quadrat nach oben
oder unten verschieben, so dass sich 2 - 4 oder auch 4 - 2 Quadrate ergeben.

Aufgabe b) erscheint zunéchst etwas komplizierter, da die Flachenberechnung
von Dreiecken — womdglich mit Hilfe des Satzes des Pythagoras und demzufolge
einer Seitenlénge von v/2m — nicht Thema dieses Tests ist. Dies wire allerdings zu
umsténdlich gedacht, da die Zerlegung in halbe Quadrate mittels der Diagonalen
zum Erfolg fiihrt. Dies ergibt bei der Figur vier Dreiecke — also halbe Quadrate —
und damit einen Flicheninhalt von 2m?.

Insbesondere Aufgabe b) erfordert das Verstdndnis des Konzepts Flicheninhalt,
eine Formel hilft hier nicht weiter.

Wie oben bereits erwéhnt, finden sich solche Aufgaben meist im Zusammenhang
mit der Bestimmung von Flidchen innerhalb eines Grundrisses wieder. Zum Teil
werden diese Beispiele jedoch nur zu Beginn einer Einfithrung aufgegriffen, um
dann der formelzentrierten Bearbeitung mehrere Seiten zu widmen (vgl. [Palzkill,
Rinkens| 1991, 57; vgl. Schroder u. a.[ 2000, 82ff; u.a.).

3.2.3 Durchfiihrungsideen

Der Test umfasst eine Breite, die in einer normalen Klassenarbeit nicht erreicht
wird. Aus diesem Grund ist eine gesonderte Einstimmung der Schiiler auf die
Durchfithrung der Aufgaben notwendig. Von den Fachlehrerinnen und Fachlehrern
sollen die Schiiler ohne weitere Informationen zu geben darauf hingewiesen werden,
dass sie eine Klassenarbeit schreiben.

Vor der Durchfiithrung des Tests werden die Schiiler dariiber informiert, dass die-
ser Test keine Auswirkungen auf ihre Mathematiknote habe, sie aber alle Aufgaben
moglichst genau bearbeiten sollten, um eine Hilfe bei der Verbesserung von Mathe-
matikunterricht zu leisten. Dazu sei es notig, zu sehen, wie bestimmte Aufgaben
gelost wiirden.

Diese Moglichkeit der Durchfiihrung birgt die Gefahr, dass einige Schiiler ohne
ein deutliches Bemiihen an die Aufgaben herangehen, da es ihnen nicht ,Gewinn
bringend* erscheint, also z. B. in Form von Zensurverbesserungen niitzt.

Andererseits besteht die Moglichkeit, dass durch fehlenden Priifungsdruck ein
besseres Bild vom tatsédchlichen Leistungsstand gewonnen werden kann, weil die
Aufgaben ungezwungener bearbeitet werden.

Um einleitende Erklédrungen zu geben sowie Fragen der Schiiler bzgl. der Unter-
suchung zu kléren, soll zu Beginn ein zeitlicher Freiraum vorhanden sein. Aufgrund
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der Inhaltsfiille des Tests wird die Bearbeitungsdauer auf 60 Minuten angelegt.
Dazu ist es notwendig, dass fiir die Durchfiihrung des Tests eine Doppelstunde zur
Verfiigung steht. Giinstig wére dariiber hinaus, wenn es eine Moglichkeit géabe, dass
Schiiler, die mit der Bearbeitung fertig sind, den Raum verlassen kénnen.

Der Test wird in zwei aufeinander folgenden Teilen durchgefiihrt. Dadurch wird
die Anzahl der vorliegenden Aufgaben iiberschaubarer, die Inhalte sind voneinander
abgegrenzt. Der erste Teil besteht aus zwei DIN A4-Bléttern mit den Aufgaben 1-8
zur Arithmetik, im zweiten Teil folgen die Aufgaben 9-13 aus dem Geometrie-Teil
auf zwei weiteren Blattern. Ist ein Schiiler mit dem ersten Teil fertig, bekommt
er von den Ubungsleitern den zweiten Teil ausgehéndigt, wihrend der erste Teil
eingesammelt wird.

Der Test ist in zwei Varianten verschiedener Farben vorhanden, den Schiilern
wird jeweils abwechselnd ein griines bzw. ein gelbes Exemplar gegeben. Dies erweckt
evtl. den Eindruck, es kénne sich um verschiedene Aufgaben handeln. Tatséichlich
sind aber sowohl Aufgaben als auch Anordnung der Aufgaben in beiden Varianten
gleich. Der erste Teil des Tests ist jeweils in einem helleren Farbton (also hellgriin
oder hellgelb) bedruckt. Dies erleichtert es den Ubungsleitern, einen Uberblick iiber
das Voranschreiten der einzelnen Schiiler zu gewinnen.

3.2.4 Auswahl von Klassen

Nach den explorativen Beobachtungen in der Integrierten Gesamtschule erreicht das
Spektrum der Schiilerleistungen in den Klassen der Sekundarstufe I eine immense
Breite. Der Test sollte mit dem Leistungsstand nach Abschluss der sechsten Kasse
erfolgreich bearbeitet werden kénnen. Dass damit nicht unbedingt zu rechnen ist,
belegen nicht nur Studien wie TIMSS, PISA und andere (siehe Einleitung). Die
Inhalte des Tests sind im Wesentlichen noch einmal Thema des Mathematikunter-
richts in Klasse 7 der Hauptschule. Aus diesem Grund liegt der Schwerpunkt der
Untersuchung auf diesem Jahrgang.

Wenn in Klasse 7 aufgrund zu hohen Nachholbedarfs noch nicht alle reguléren
Inhalte erarbeitet werden konnen, verschieben sich héufig die Themengebiete bis
in die 8. Klasse. Zum Durchfiihrungszeitpunkt des Tests diirften jedoch in Klasse
8 alle Inhalte hinreichend erarbeitet bzw. wiederholt worden sein. Deswegen sollen
einige Klassen 8 ebenfalls an diesem Test teilnehmen.

Nach der Vorstellung des Untersuchungsvorhabens in zwei Schulen wurde deut-
lich, dass der Test sowohl fiir Schiiler in Klasse 7 als auch in Klasse 8 geeignet sein
konnte. Dies bestétigte das Vorhaben, auch den achten Jahrgang an der Untersu-
chung zu beteiligen.

Beide Schulen erkléarten sich bereit, alle Schiiler des siebten Jahrgangs am Test
teilnehmen zu lassen. Dies bedeutete fiir die erste Schule drei und fiir die zweite
Schule zwei Klassen. Dariiber hinaus sollte der Test in zwei achten Klassen der
ersten und einer weiteren achten Klasse der zweiten Schule durchgefiihrt werden.

64



3.3 Durchfiihrungsbeobachtungen, Reaktionen

Zum Vergleich sollen die Schulformen Realschule und Gymnasium herangezo-
gen werden. Hier erscheint es sinnvoll, den Test im Jahrgang 7 durchzufiihren, da
die Inhalte des Tests laut Rahmenrichtlinien in beiden Schulformen nicht weiter
thematisiert werden (siehe [3.2).

3.3 Durchfiihrungsbeobachtungen, Reaktionen

Die Erlduterung zum durchzufithrenden Test rief sehr unterschiedliche Reaktionen
hervor. Die Bearbeitung erfolgte jedoch meist in angemessener Atmosphére. Nur
selten lielen Schiiler die Vermutung zu, sie konnten nicht ernsthaft an der Losung
des Tests interessiert sein. Diese Schiiler verweigerten zumindest teilweise die Ar-
beit an einzelnen Aufgaben. Uber die Griinde kénnen nur Vermutungen angestellt
werden. Es ist denkbar, dass diese Schiiler an dem Test kein Interesse hatten, aber
auch, dass einzelne Aufgaben sie auf den ersten Blick derart zu iiberfordern schie-
nen, dass sie keinen zweiten Blick wagten.

In allen untersuchten Klassen war wiahrend der Durchfiihrung eine Lehrkraft an-
wesend, die in der jeweiligen Klasse unterrichtet. Von den beteiligten Lehrkréften
wurde bestétigt, dass die jeweilige Arbeitssituation sich nicht von anderen — re-
guldren — Klassenarbeiten unterschieden hétte.

Die zeitliche Varianz der Bearbeitungsdauer des Tests war enorm. Die schnellsten
Schiiler gaben den Test nach 20 Minuten ab. Darunter waren jedoch einige, die nicht
alle Aufgaben bearbeitet hatten. Die langsamsten Schiiler waren nach 60 Minuten
noch nicht bei Aufgabe 13 angekommen. (Der Schiiler mit der besten Leistung aus
der Hauptschule (Gesamtlosung: 91 %) kam aus der 7. Klasse und benétigte 60
Minuten.)

Von den Schiilern wurden die Testaufgaben kaum in besonderer Weise kommen-
tiert. Einige Schiiler waren {iber bestimmte Inhalte erschrocken, weil diese bereits
vor langerer Zeit Thema des Unterrichts waren. Im Allgemeinen wurden die Auf-
gaben jedoch ohne duflere Widerstdnde bearbeitet.

Beteiligte Lehrerinnen und Lehrer stuften den Test hiufig als ,zu schwierig’ ein.
Das Ergebnis scheint diese Annahme zu bestétigen. Ob die Annahme haltbar ist,
wenn man das gerechtfertigte FErreichen der Klasse sieben als gegebene Vorausset-
zung ansieht, wird sich bei einer ndheren Betrachtung der Aufgaben zeigen.

3.4 Auswertung und erste Ergebnisse
In die Auswertung gehen ein: 160 Hauptschiiler, 44 Gymnasiasten, 38 Studenten.
Nicht untersucht wurden geschlechtsspezifische Unterschiede. Die Klassen 7 und 8

zeigen derart dhnliche Ergebnisse, dass ihre Leistungen gemeinsam als Hauptschul-
gruppe analysiert werden.
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3.4.1 Ergebnisse der einzelnen Aufgaben

Im Folgenden werden die Ergebnisse der einzelnen Aufgaben dargestellt. Zunéchst
erfolgt ein Vergleich der nicht korrekten Liosungen zwischen Schiilern der Haupt-
schule, des Gymnasiums und — bei den Arithmetikaufgaben — Studenten. Zu den
nicht korrekten Ldsungen gehoren eindeutig falsche Lésungen, aber auch ansatz-
weise richtige Losungen sowie nicht bearbeitete Aufgaben. Damit steht eine starke
Beachtung negativer Aspekte im Vordergrund. Dies mag als antiquierte ,defektori-
entierte’ Sichtweise angesehen werden. Diese ,Negativ-Sichtweise’ begriindet sich
aus folgenden Uberlegungen:

Bei den Aufgaben ist es nach korrekter Losung kaum moglich, auf den Losungsweg
zu schlieBen. Meist sind nur mutmafliche Schliisse moglich, da h&ufig nur Ergeb-
nisse, selten ausfiihrliche Rechenwege notiert werden.

Es geht um rechenschwache’ Schiiler. Deren Losungen sind im Endergebnis sel-
ten richtig. Es lassen sich jedoch meist Fehlertechniken bestimmen, die aus richtigen
Ansitzen entstehen (vgl. Fehleranalyse in[2.3] S.[35]). Deswegen ist in einem ersten
Schritt eine Erhebung der nicht oder falsch bearbeiteten Aufgabenlosungen notwen-
dig, um dann in einem zweiten Schritt Fehlerkategorien zu bestimmen und zuzuord-
nen. Diese Fehlerkategorien konnen eventuell Hinweise auf den genauen Ursprung
des Fehlers geben. Dazu zéhlen Kategorien, die eine korrekte Strategie verfolgen,
aber durch Rechenfehler zum falschen Ergebnis fithren. Andere Kategorien nennen
Ansitze, die nicht zum Abschluss gebracht werden — Abbruchkategorien. Oder eben
auch Kategorien, deren Ansétze sich als ,Sackgassen‘ herausstellen, weil sie keinen
Weg zur korrekten Losung erméglichen konnen.

In der Folge kann dann aus den Fehlerkategorien der jeweilige Kenntnisstand be-
stimmt werden, um unter Bezug auf eine mathematische Sachanalyse vorhandenes
Wissen zu nutzen, zu erweitern und mittels einer entsprechenden Forderung den
Schiilern Alternativen zu ,Sackgassenstrategien‘ zu bieten.

Wihrend fiir die nicht korrekten Lésungen die Ergebnisse von Hauptschiilern,
Gymnasiasten und Studenten verglichen werden, beziehen sich die Daten zu den
Fehlerkategorien lediglich auf die Gruppe der Hauptschiiler. Die geringe Anzahl der
Gymnasiasten und Studenten ermoglicht ein Erfassen der nicht korrekten Léosungen,
nicht jedoch eine ndhere Bestimmung einzelner Strategien innerhalb dieser nicht
korrekten Lisungen der beiden Vergleichsgruppen.

Obwohl die meisten Fehlerkategorien in den Diagrammen ndher bezeichnet wer-
den, wird in Tabelle ein Uberblick gegeben. Eine #hnliche Ubersicht bietet
Tabelle im folgenden Kapitel zu den Fehlerkategorien der Schiiler, die an den
Videointerviews teilgenommen haben.
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06  A5: 11,6 als 11,06 notiert n  nicht bearbeitet
1 A13:1m? N8  A3: 0,088 als kl. Zahl erkannt, sonst NK
2 AT7: 2 Nullen NK A3: n. Anz. d. Nachkommastellen sortiert
3 AT7: 3 Nullen RB  Ab5: Zahlen rechtsbiindig notiert
18  A9: Teilfliche mit 18 - 3 berechnet | RF  Rechenfehler
59  Ab: 59 als (0,)59 notiert RR falsche Rechenrichtung
EH A2: Ergebnis hinten S AS: seltsamer Ansatz
f  AT: falsches Zahlwort SO  sonstiger Fehler
F  AS: falscher Ans.; A9: Flidche ber. | SW  Stellenwertfehler
FF  AT: Folgefehler T  A9: Teilumfinge berechnet
H  AS8: halber Ansatz U  Umfang berechnet
I A9: fehlende Mafe ignoriert U*  A10: nur vorhandene Zahlen addiert
IG  A12: Feststellung: ,,ist grofler VD  A12: Werte verdoppelt
KV A12: kein Vergleich W AT: Ergebnis in Worten

Tabelle 3.1: Abkiirzungen der Fehlerkategorien in den Auswertungen zum informellen Test

Aufgabe 1

Zu Beginn der Auswertung jeder Aufgabe wird die Aufgabenstellung zum besseren
Vergleich noch einmal wiederholt.

Rechne im Kopf und notiere das Ergebnis.

a) 70 + 20 = b) 44 -6 = c) 150 + 15 =
d) 820 + 405 = e) 15000 - 15 = f)6-0,5 =
g)12+4=] | h) 88 + 62=] |

Wie in der Planung des Tests beabsichtigt, sollte diese Aufgabe die Spannung und
Aufregung der Schiiler 16sen, um sich auf die nachfolgenden Aufgaben einzulassen.
Tatséchlich bereiteten jedoch die einzelnen Teilaufgaben vielen Schiilern Probleme,
die im Folgenden systematisch beschrieben werden. Einige dieser Probleme kénnen
Hinweise auf bestimmte Vorkenntnisse der Schiiler geben.

Die Aufgaben sollten alle mit dem Kenntnisstand von Klasse 3 einfach 16sbar sein.
Besondere Hiirden beinhalten die Aufgaben (abgesehen von der Verschiedenheit der
einzelnen Teilaufgaben) nicht.

Im Diagramm der nicht korrekten Lisungen (siehe Abb. lassen sich be-
stimmte Problemaufgaben erkennen. Diese Teilaufgaben (insbesondere Teilaufgabe
e) fithren sowohl bei den Hauptschiilern als auch bei Gymnasiasten und Studenten
zu einer erhohten Fehlerquote. Von den Hauptschiilern werden die Aufgaben c), d),
e), f) und h) von mehr als 10 Prozent nicht korrekt bearbeitet. Dies fordert eine
néhere Betrachtung mit Hilfe von Fehlerkategorien. Die Gymnasiasten liegen bei
den Aufgaben e) und h) zwischen 10 und 20 Prozent, die Studenten hingegen bei
den Aufgaben d) und e). Die auffallend schwerste Aufgabe scheint Teilaufgabe e)
zu sein, sie wird von gut einem Drittel der Hauptschiiler nicht korrekt bearbeitet,
bereitet aber auch Gymnasiasten und Studenten von allen Teilaufgaben am ehesten
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40,0%
35,0% m
30,0%
25,0%
20,0%
15,0%
10,0%
5,0% B
0’0% | [7 |
a) b) c) d) e) f) 9) h)
EHS | 13% | 6,9% | 11,9% | 16,2% | 35,6% | 18,8% | 1,2% | 13,7%
WGy | 00% | 21% | 43% | 64% | 191% | 2,1% | 0,0% | 12,8%
OStud | 2,6% | 2,6% | 2,6% | 158% | 158% | 2,6% | 0,0% | 5,3%

Abb. 3.1: Nicht korrekte Losungen, Aufgabe 1 (a~h)

Schwierigkeiten (19% und 16%). Meist handelt es sich bei dieser Aufgabe um Fehler
im Stellenwertsystem.

Eine vollstandig korrekte Losung der gesamten Aufgabe 1 wird nur von ca. 40
Prozent der Hauptschiiler erbracht, 28 Prozent machen einen Fehler bei einer Tei-
laufgabe, 17 Prozent 16sen 2 Teilaufgaben nicht und noch 12 Prozent liefern bei 3
Teilaufgaben ein falsches Ergebnis. Hochst selten kommt der Fall vor, dass 4 bzw.
5 Teilaufgaben nicht korrekt bearbeitet werden.

Zu den einzelnen Teilaufgaben und ihren Fehlerkategorien (sieche Abb : Die
einfache Addition der Aufgabe a) bereitet fast niemandem Probleme, abgesehen
von zwei Schiilern, die 70 — 20 rechnen. Dies kann auf Stress zuriickzufiihren sein,
wie ein vergleichbarer Wert bei der studentischen Gruppe zeigt.

Bei Aufgabe b) (44 — 6) ergeben sich bereits wesentlich mehr falsche Losungen.
Ein Schiiler rechnet plus, andere Losungen sind 28, 36, 37, 39, 40, 42, 48. Viele
dieser Losungen lassen sich nach den Methoden der Fehleranalyse (siehe , S.
bestimmten Strategien des Rechnens zuordnen. Auch wenn iiber den tatséchlichen
Rechenvorgang die Information des Schiilers eingeholt werden muss, ldsst sich ver-
muten, dass z. B. die Losung 39 ein Ergebnis falschen Riickwirtszihlens sein kénnte
(44 — 43 — 42 — 41 — 40 — 39). Die Losung 42 ldsst sich durch eine Zerlegung
der 6 in 4 und 2 erklaren. Zunéchst wird von 44 bis zur 40 subtrahiert, dann aber
die Rechenrichtung gewechselt und 2 addiert. Bei der Lésung 40 wird evtl. der
letzte Schritt géanzlich vergessen.
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40,0%
35,0%
30,0%
25,0% -
20,0% —
15,0%
10,0% - .
5,0% I
0,0% | ==
a) b) c) d) e) f) 9) h)
Ef. Rechenrichtung (RR) 9,4% | 5,6% 6,3%
O Stellenwert (SW) 7,5% 6,3% 5,0%
Bl sonstige (SO) 1,3% | 6,9% | 2,5% | 3,1% |30,0%| 3,7% | 0,6% | 1,8%
O nicht bearbeitet (n) 0,0% | 0,0% | 0,0% | 0,0% | 5,6% | 8,8% | 0,6% | 0,6%

Abb. 3.2: Fehlerkategorien, Aufgabe 1 (a—h)

Als eine Nachwirkung von Aufgabe b) kann die Verwechslung der Rechenart
(Rechenrichtungsfehler) in Aufgabe c) (150 + 15) vermutet werden. Fast 10 Prozent
der Schiiler verwenden hier die Subtraktion.

Bei Aufgabe d) (820 + 405) féllt auf, dass sich hier viele Schiiler zum ersten
Mal der schriftlichen Addition bedienen. Diese scheint ihnen eine hilfreiche und
sichere Methode im gefragten Zahlenraum zu sein. Dennoch ergeben sich diverse
Fehllosungen — z. T. bei schriftlicher Losung, z. T. bei Losung im Kopf. Knapp 6
Prozent verbleiben auch hier bei der Subtraktion. Ungewohnliche Losungen sind:
125, 425, 1025, 1205, 1270. Problematisch scheint hier fiir einige Schiiler die Tat-
sache zu sein, dass das Ergebnis eine Stelle mehr hat als die beiden Summanden.
Ein weiterer Problemfaktor scheinen die Nullen in den Summanden zu sein, die
sich héufig an verschiedenen Stellen in den Lésungen wiederfinden. Beide zuletzt
genannten Vermutungen weisen auf ein mangelndes Verstdndnis des Stellenwert-
system hin.

Noch deutlicher wird dieses Problem bei der Bewiltigung der Aufgabe e) (15000
— 15). Ein Grofiteil der Schiiler bedient sich auch hier des schriftlichen Verfahrens.
Diese Aufgabe zeigt die meisten unterschiedlichen Losungen. Die haufigsten Losun-
gen sind 15085, 14085 sowie Ergebnisse, bei denen die 9 in der Mitte weggelassen
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wird (also Ergebnisse wie 1485, 1585, aber auch 1475 u.a.). Bei dieser Teilauf-
gabe und bei der folgenden Teilaufgabe f) (6 — 0,5) fithrt ein Teil der Schiiler
keine Bearbeitung durch, wéihrend die anderen Teilaufgaben von so gut wie allen
Schiilern bearbeitet werden. Es scheint moglich, dass hier eine subjektive Selekti-
on des Schwierigkeitsgrades vorgenommen wird, um Zeit fiir andere Aufgaben zu
gewinnen.

Die bei der Erstellung des Tests als problematisch beurteilte Aufgabe f) (6 —0,5)
verursacht erwartungsgeméf diverse Probleme. Die Verschiedenartigkeit der Ergeb-
nisse lasst keine Kategorienbildung zu, so dass im Diagramm lediglich die Katego-
rie Sonstige genannt wird, hier jedoch einige Beispiele genannt werden. Auch diese
Aufgabe wird relativ hdufig mit einem schriftlichen Verfahren angegangen, das wie-
derum bei einigen Schiilern neue Probleme ergibt. Meist fiithrt die Verwendung des
schriftlichen Verfahrens zum korrekten Ergebnis. Durch ein rechtsbiindiges Schrei-
ben der Zahlen 6 und 0,5 ergibt sich jedoch héaufig das Ergebnis 0,1. Dies legt
bereits an dieser Stelle nahe, dass die Bedeutung des Kommas im Zusammenhang
mit dem Stellenwertsystem nicht verstanden wurde. Andere Ergebnisse sind 4,5;
5,95 (Stellenwert!); 1; 7,0 sowie trotz schriftlicher Subtraktion das Ergebnis 6,5.

Aufgabe g) (12 + 4) verursacht keine nennenswerten Probleme. Abgesehen von
einem Schiiler mit der Losung 10 wird diese Aufgabe des 1. Schuljahres immer
korrekt gelost.

Die letzte Aufgabe h) (88 + 62) wird von gut 6 Prozent der Schiiler als Sub-
traktion berechnet. Falsche Losungen liegen héufig bei den glatten Zehnerzahlen
rund um das korrekte Ergebnis: 160, 140, 130. Dies kann auf Schwierigkeiten im
Versténdnis des Stellenwerts hinweisen.

Fazit Zusammenfassend lasst sich sagen, dass mehr Schiiler als erwartet Probleme
mit der Bewiltigung der Aufgabe 1 haben. Dies mag daran liegen, dass die einzelnen
Aufgaben von vielen Schiilern subjektiv als zu leicht empfunden werden, da diese
Aufgaben bereits von einem Drittkléssler erfolgreich gelost werden miissten. Die
Analyse der Losungen legt jedoch nahe, dass nicht nur Fliichtigkeitsfehler, sondern
eklatante Verstdndnisméngel die falschen Losungen hervorrufen.

Wie sich auch in den weiteren Aufgaben zeigen wird, ist die Bereitschaft, eine
subjektiv als zu schwer empfundene Aufgabe zu l6sen, relativ gering. Solch eine
Aufgabe wird haufig nicht bearbeitet. In Aufgabe 1 ist zu beobachten, dass relativ
haufig die Teilaufgaben e) und f) gemeinsam ausgelassen werden.

Erste Hinweise ergeben sich bei dieser Aufgabenauswahl auf Méangel im Bereich
der Grundrechenarten Addition und Subtraktion sowie im Verstandnis des Stellen-
wertsystems.
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Aufgabe 2

Setze die fehlenden Zahlen ein.

a)[ J+5=13 b)25+[ ]=65 <) +3=56
d) 6,4 - =36 e[ J-7=09 f) -75=12
g) 345 + = 345,67

Aufgabe 2 orientiert sich wesentlich mehr an den aktuellen Unterrichtsinhalten
der untersuchten Schiilergruppe als Aufgabe 1. Aufgrund der komplexeren Anfor-
derungsstruktur der einzelnen Teilaufgaben ergibt sich hier ein breites Fehlerspek-
trum.

Insgesamt lasst sich festhalten, dass auch hier wieder subjektiv als zu schwie-
rig erscheinende Aufgaben nicht bearbeitet werden. Des weiteren wird haufig ver-
sucht, schwierige Aufgaben mit dem Hilfsmittel der schriftlichen Rechenverfahren
zu 16sen. Dazu ist jedoch bei diesen Aufgabentypen stets eine Umstellung der ein-
zelnen Aufgabenbestandteile (siehe[1.2.3] S. inklusive eines moglichen Wechsels
der Rechenart (Rechenrichtung) notwendig, so dass viele dieser Versuche scheitern.

60,0%

50,0% —
40,0% -

30,0% -

20,0% —|

10,0% - |:L
000 L= [ NS -

a) b) c) d) e) ) 9)
EHS | 25% | 10,6% | 132% | 48,7% | 6,9% | 56,3% | 28,8%
EGy | 0,0% 0,0% 21% | 10,6% | 2,1% 8,5% 8,5%
OsStud | 5,3% 5,3% 0,0% | 132% | 2,6% | 132% | 2,6%

Abb. 3.3: Nicht korrekte Losungen, Aufgabe 2 (a—g)

Die Ubersicht zu den nicht korrekten Lisungen (siche Abb. zeigt, dass so-
wohl fiir Gymnasiasten als auch fiir Studenten keine nennenswerten Probleme bei
diesen Aufgaben entstehen. Die Quote der nicht korrekten Lisungen liegt bei den
problematischen Teilaufgaben bei ungefdhr 10 Prozent, sonst deutlich darunter.

Fiir die Gruppe der Hauptschiiler stellen sich insbesondere die Teilaufgaben d)
(6,4-0=3,6),f) (O-75=12)und g) (345 + O = 345,67) als Hiirden heraus, die
bei einem Grofteil der Schiiler fiir Probleme sorgen. So wird Aufgabe g) von knapp
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30 Prozent, die Aufgaben d) und f) sogar von ungefihr der Hilfte der Schiiler nicht
korrekt bearbeitet.

Insgesamt korrekt gelost wird Aufgabe 2 nur von einem Viertel der Schiiler. Je-
weils ein weiteres Viertel 16st eine Teilaufgabe bzw. zwei Teilaufgaben falsch. Knapp
12 Prozent 16sen drei Teilaufgaben falsch, ca. 11 Prozent machen bei vier Teilauf-
gaben einen Fehler. Eine geringer Anteil von fast 2 Prozent 16st fiinf Teilaufgaben
nicht zufriedenstellend.

Zu den einzelnen Teilaufgaben und ihren Fehlerkategorien (siche Abb [3.4):

Aufgabe a) (O + 5 = 13) wird meist noch korrekt gelost, abgesehen von einigen
falschen Losungen (7, 6, 9).

Teilaufgabe b) (2,5 + O = 6,5) zeigt bereits mehrere falsche Losungen, von
denen 3,5 am héufigsten genannt wird. Fiir dieses Ergebnis 3,5 lassen sich mehrere
Erkléarungen finden. Z.B. kann nach einer Ergénzung von 2,5 zur 3 die 0,5 im
Kopf festgehalten werden. Nach der anschlieBenden Ergéinzung zur 6 wird dann die
Losung 3,5 festgehalten, ohne noch ein weiteres Mal 0,5 zu ergénzen.

Auch Aufgabe ¢) (O + 3 = 5,6) verursacht kaum Probleme, falsche Losungen
sind: 2; 2,3; 5,3. Lediglich 1,8 Prozent notieren an dieser Stelle gar keine Losung.

60,0%

50,0%

40,0%

30,0%

20,0% H
0,0% 1 5

a) b) c) d) e) f) 9)
Of. Rechenrichtung (RR) 6,9%
B Ergebnis hinten (EH) 1,3% 2,5% | 30,6% | 3,1%
@ Stellenwert (SW) 0,6% | 5,6% | 15,0% | 0,6% | 3,1% | 5,6%
O Rechenfehler (RF) 25% | 8,7% | 0,6% | 1,9% | 1,3% | 5,6%
M sonstige (SO) 0,0% | 0,0 | 5,1% | 6,8% | 0,0% | 45% | 3,8%
O nicht bearbeitet (n) 0,0% | 0,0% | 1,9% |18,1% | 2,5% | 12,5% | 16,3%

Abb. 3.4: Fehlerkategorien, Aufgabe 2 (a—g)
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Aufgabe d) (6,4 — O = 3,6) scheint fiir viele Schiiler problematisch zu sein. Die-
se Teilaufgabe wird von knapp 20 Prozent der Schiiler gar nicht bearbeitet. Wird
sie bearbeitet, fallen zwei falsche Ergebnisse besonders auf: das FErgebnis 3,2 wird
von 7 Prozent der Schiiler genannt, das Ergebnis 10 von 7,5 Prozent. Das Ergeb-
nis 3,2 lasst sich erklaren durch ein Abziehen der jeweils kleineren Ziffer von der
grofleren innerhalb der gleichen Stellenposition einer Zahl (Einerstelle: 6 — 3 = 3;
Zehntelstelle: 6 — 4 = 2). Dies ist bereits ein typischer Fehler der Subtraktion im
Zahlenraum bis 100. Das Ergebnis 10 entsteht aus der Addition von 6,4 und 3,6,
die operative Umstellung der Aufgabe in eine Addition, bei der das Ergebnis am
Ende steht, funktioniert hier nicht. Dieser Aufgabentyp erfordert eine Umstellung
in eine Subtraktion: a — O =b<a—b=0".

Aufgabe e) (O — 7 = 9) bereitet kaum Probleme, auch wenn in seltenen Fillen
als Ergebnis 0,2 eingetragen wird. Bei einer Aufgabe, die im Wesentlichen Dezi-
malzahlen behandelt, wird anscheinend von einigen Schiilern vermutet, dass jede
Teilaufgabe Dezimalzahlen enthalten muss.

12,5 Prozent der Schiiler bearbeiten Aufgabe f) (O — 7,5 = 12) nicht, knapp 30
Prozent préasentieren das Ergebnis 4,5. Eine Moglichkeit der Interpretation ist, dass
hier schlicht addiert wurde. Eine andere, dass eine versuchte Umstellung folgende
Subtraktion ergab: 12 — 7,5 = O, sozusagen eine ,,Subtraktion von rechts“. Weitere
Ergebnisse sind 3,7; 6,3 als Verstdndnis- und Rechenfehler sowie 18,5 und 29,5
lediglich als Rechenfehler, da die Umstellung der Losungsrichtung offensichtlich
funktioniert hat.

Als eine Aufgabe, bei der im Prinzip nichts zu rechnen ist, verursacht Teilaufgabe
g) (345 + O = 345,67) dennoch eine Nichtbearbeitung von knapp 17 Prozent.
Fiinf Prozent nennen das Ergebnis 67, ein Stellenwertproblem. Ein anderes haufiges
Ergebnis ist 690,67 als Losung der Addition 345 + 345,67 = O .

Fazit In dieser Aufgabe wird durch die hohe Fehlerquote deutlich, dass der Flexi-
bilitdt in der Handhabung operativer Beziehungen sowie dem Stellenwertverstéind-
nis eine groffe Bedeutung zukommt. Wenn bestimmte Aufgabentypen des aktuellen
Unterrichts von jedem zweiten Schiiler nicht korrekt gelost werden, ist eine beson-
dere Aufmerksamkeit angebracht.
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Aufgabe 3

Ordne folgende Dezimalbriiche der GroBe nach.
Trage die kleinste Zahl in das unterste Kastchen ein. Die nachstgroBere Zahl kommt in
das Kastchen dariiber usw.

\ 0,8 | 0,769 | 8,0 | 0,088 | 7.7 | 0,78 | 0,81 | 0,77 \

Bei einigen Schiilern ist bereits in den Aufgaben 1 und 2 zu erkennen, dass sie
Schwierigkeiten mit dem Stellenwertsystem haben. Diese treten in Aufgabe 3 recht
deutlich zu Tage. Das Diagramm der nicht korrekten Lisungen zu Aufgabe 3 (siehe
Abb. stellt das enorme Defizit der Hauptschiiler dar, Dezimalzahlen der Grofie
nach zu ordnen. Unabhéngig von der Fragestellung, ob das Sortieren solcher Zahlen
einen Sinn macht — denn es kommt zumindest in den Schulbiichern vor —, legt dieses
Ergebnis weitere Fragen nahe.

Bei der Sortierung der acht Zah- |soo
len wird den Schiilern zugestanden, | 7o0m |
zwei Zahlen zu vertauschen, also einen | gy |
Fliichtigkeitsfehler zu machen. Eben- ||
so wenig wird es als falsch angesehen,
wenn die Sortierung von klein-grof3 von
oben nach unten erfolgt. Diese — lassli-
chen — Fehler gehen nicht in die nicht oo
korrekten Liosungen ein. U . s

Trotz dieses Zugestidndnisses sind 70 ::S/ T
Prozent der Hauptschiiler nicht in der |mey 8.5%

Lage, diese Aufgabe sinnvoll zu bear- == e

beiten. Deutlich anders fallen die Leis-  Abb. 3.5: Nicht korrekte Lésungen, Aufgabe 3
tungen der Gymnasiasten und der Studenten mit jeweils ca. 8 Prozent nicht kor-
rekter Losungen aus. Diese starke Diskrepanz zwingt zu einem genaueren Blick auf
die Strategien, die zu den nicht korrekten Ldsungen fithren.

Die Fehler der Gymnasiasten und Studenten lassen sich nahezu ausschliefllich
durch Fliichtigkeitsfehler erkldren. Meist sind es drei Zahlen, die vertauscht werden,
oder neben zwei vertauschten Zahlen eine ausgelassene Zahl.

Ein Blick auf die Fehlerkategorien der Hauptschiiler (siehe Abb. zeigt, dass
sich fast alle Schiiler in der Lage sehen, diese Aufgabe korrekt bearbeiten zu kénnen.

40,0% +

30,0%

20,0% -
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Lediglich zwei Schiiler (1,3 %) bearbeiten diese Aufgabe nicht. Uber deren Griinde
kann jedoch keine Aussage gemacht werden. Nur eine mogliche Erkldarung ist die
Einschétzung der Schiiler, die Aufgabe sei fiir sie zu schwierig.

80,0% Die Fehler durch Auslassung
60,09 1 oder Vertauschung von Zahlen, wie
40.0% sie bei Gymnasiasten oder Stu-
20.0% 1 denten zu finden sind, treten nur
0% 1 % vereinzelt auf. Sehr viel deutlicher
H NK, aber 0,088 richtig (N8) 8,8% . .
AN o erkennbar ist ein Fehlermuster, das
Nachkommast. sortiert (NK) : : : 1 :
o (50) 18,15 sich wiederum in zwei Kategorien
O nicht bearbeitet (n) 1,3% einteﬂen laSSt
Abb. 3.6: Fehlerkategorien, Aufgabe 3 Etwas mehr als die Hilfte der

Schiiler sortiert die Zahlen im
Grundprinzip nach der Anzahl ihrer Nachkommastellen (siehe Abb. . Davon
behalten knapp 42 Prozent dieses Schema bei allen Zahlen bei, knapp 9 Prozent
erkennen zumindest, dass 0,088 eine sehr kleine Zahl ist und notieren sie auch als
kleinste Zahl. Den Rest sortieren auch sie nach der Anzahl der Nachkommastellen.
Ein vergleichbares Resultat ergibt sich, wenn das Komma jeweils weggelassen wird.
Dann werden die Zahlen wie natiirliche Zahlen sortiert, dort gibt die Anzahl der
Stellen bereits Aufschluss iiber die ungefahre Grofle der Zahl und kann fiir einen
Vergleich herangezogen werden. Hier muss diese Strategie jedoch fehlschlagen und
zu einem falschen Ergebnis fiithren.

NN Zu den sonstigen Fehlern zéhlen zum einen die oben genannten
UL - 3 Fehler, die auch bei Gymnasiasten und Studenten zu finden sind
0, ;l(/ (f (im Wesentlichen Fliichtigkeitsfehler). Zum anderen sind es Mus-
O %{ ter, die zwar eine gewisse Struktur erkennen lassen, aber nicht
A eindeutig zuzuordnen sind. Dazu gehort z. B. die Sortierung nach
C'/; ? % den Zahlen mit den Ziffern 8 und anschliefend mit der Ziffer 7.
C '-;t ,71 Meist steht hier die Zahl 0,78 in der Mitte, da sie beide Ziffern
ﬂ* 3 enthélt. Zum Teil ist hier eine Sortierung nach mehreren gestuf-
| & ten Klassen erkennbar. Z. B. erfolgt erst eine Sortierung nach den
A, O Ziffern 7 und 8, dann eine Sortierung innerhalb dieser Klassen
3/,'( 1 nach der Anzahl der Stellen. Einige wenige Losungen lassen kei-
AbB . ne Struktur erkennen. Zahlen werden in nahezu beliebiger Rei-

Fehlermuster 7 henfolge untereinander geschrieben oder ausgelassen. Dort — und
Aufgabe 3 auch sicherlich zur Absicherung bei den anderen — kann evtl. nur
ein Interview nédheren Aufschluss geben.

Bei allen Kategorien kommt es vor, dass die Zahlen 7,7 und 8,0 als grofle Zahlen
erkannt werden und damit in der Sortierung eine Sonderrolle einnehmen. Dennoch
lasst sich mit Hilfe der iibrigen Zahlen zwischen Null und Eins die Kategorienzu-
ordnung vornehmen.
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Fazit Der bei den Aufgaben 1 und 2 gewonnene Eindruck, gewisse Schwierigkei-
ten konnten aus einem unzureichenden Verstdndnis des Stellenwertsystems resultie-
ren, wird mit der eklatant hohen Fehlerquote und der Analyse der Fehlerursachen
bestétigt. Nicht einmal ein Drittel der Schiiler ist in der Lage, diese Aufgabe des
aktuellen Schulstoffs korrekt zu bearbeiten.

Aufgabe 4

Rechne im Kopf oder schriftlich und notiere das Ergebnis.
a)02-03=[ | b)07-08=[ ] ¢04-35=[ | d)7-06=[ |

Alle Teilaufgaben der Aufgabe 4 verursachen eine hohe Quote der nicht korrekten
Losungen. Auffillig ist die Tatsache, dass sowohl Gymnasiasten als auch Studenten
im Vergleich mit den Hauptschiilern nicht derart deutlich besser abschneiden, als
dies in den vorausgegangenen Aufgabe der Fall war (siche Abb. .

Die Teilaufgabe a) wird sogar | soom
. . 70,0% -
glelchermaﬁep von Hauptschiilern | 70" =
und Gymnasiasten von mehr als 70 | s00% |
Prozent nicht korrekt geldst. Nur | o0
ein wenig besser ist die Gruppe der | 200% |

. . 10,0% A
Studenten, von denen immerhin | g, |

. a) b) o) )

noch mehr als 40 Prozent die Auf- oS T25% o o 5%

gabe nicht korrekt losen. Auch bei | |mey 723% 34,0% 40.4% 23.4%
O Stud 42,1% 23,7% 50,0% 29,0%

Teilaufgabe b) liegen Hauptschiiler
und Gymnasiasten mit ca. 40 Pro- Abb. 3.8: Nicht korrekte Losungen, Aufg. 4 (a—d)
zent und 34 Prozent noch dicht bei-

einander. Die Studenten sind wieder geringfiigig besser, weisen nur zu knapp einem
Viertel eine nicht korrekte Losung auf. Teilaufgabe c¢) wird wieder von wesentlich
mehr Probanden nicht korrekt bearbeitet, hier machen die Studenten sogar mehr
Fehler als die Gymnasiasten, werden aber von 67,5 Prozent der Hauptschiiler noch
iibertroffen. Teilaufgabe d) wird von knapp der Hélfte der Hauptschiiler nicht kor-
rekt bearbeitet, von 24 bzw. 29 Prozent der Gymnasiasten bzw. Studenten.

Der Anteil der Hauptschiiler, die eine Aufgabe insgesamt korrekt 16sen, geht
hier noch einmal zuriick. Lediglich 13 Prozent l6sen alle vier Teilaufgaben mit
dem korrekten Ergebnis. Eine falsche Teilaufgabe liefern weitere 13 Prozent, zwei
falsche Teilaufgaben 21 Prozent, 28 Prozent 16sen drei Teilaufgaben falsch und fast
15 Prozent 16sen keine Teilaufgabe korrekt.

Beziiglich der Fehlerkategorien (siche Abb. ldsst sich sagen, dass diese Auf-
gabe im Wesentlichen Fehler im Bereich des Stellenwertverstdndnisses provoziert.
Hier jedoch unterscheiden sich die Haupptschiiler von Gymnasiasten und Studen-
ten. Wahrend es bei den beiden letztgenannten Gruppen meist zu Rechenfehlern
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

oder Unachtsamkeiten kommt, liegen die Probleme der Hauptschiiler wesentlich
mehr im Bereich des Stellenwertsystems.

Héufigste Losungsmethode ist die Verwendung der schriftlichen Multiplikation.
Dadurch ergeben sich neue Probleme, z. B. die korrekte Notation der vielen Nul-
len im Zusammenhang mit dem Stellenwertsystem. Die Schwierigkeit der Einmal-
einsaufgaben hingegen bleibt erhalten, ebenso die Entscheidung zum Setzen des
Kommas im Ergebnis.

80,0% Wihrend die Aufgaben b)-d)
60,0% | vielen Schiilern als zu schwierig
40,0% | erscheinen und nicht bearbeitet
200% | g werden (6-12,5 Prozent), wird
00% = 5 S 5 Aufgabe a) lediglich von 2,5 Pro-
a, C,
B Rechenfehler (plus) (RF) | 4.4% 0.6% zent nicht bearbeitet, vermutlich
B Rechenfehier (1) (RF) 9.4% 3.1% weckt die modifizierte Jleichte Ein-
O Stellenwert (SW) 62,5% 16,9% 25,6% 26,9% X . .
B sonstige (SO) 3,1% 7,5% 31,3% 6,3% maleinsaufgabe’ 2-3 ein sicheres
‘El nicht bearbeitet (n) 2,5% 6,3% 10,6% 12,5% .
Losungsempfinden.
Abb. 3.9: Fehlerkategorien, Aufgabe 4 Die Teﬂaufgabe a) reizt zur

Losung 0,6. Die Nahe von 0,2-0,3
zur Jleichten Einmaleinsaufgabe® scheint jedoch triigerisch zu sein. Lediglich 27
Prozent nennen das korrekte Ergebnis 0,06. Auffélligstes Ergebnis ist eben die
genannte Losung 0,6. 61 Prozent der Schiiler nennen diese Losung, ein Stellenwert-
fehler. Andere Losungen sind: 0,006; 0,4; 3,6 aber auch 6. 4,4 Prozent scheinen die
Zahlen zu addieren und nennen 0,5 als Losung.

Bei Aufgabe b) (0,7-0,8) ldsst sich unterscheiden zwischen Einmaleinsproblemen
und Stellenwertproblemen. Losungen wie 5,6 (14,5 %); 0,056; 56 deuten auf Schwie-
rigkeiten mit dem Stellenwert hin, wahrend Losungen wie 0,48; 0,54; 0,42; 0,46; 0,65
auf Schwierigkeiten mit dem Kleinen Einmaleins weisen.

Aufgabe ¢) (0,4- 3,5) wird von rund 20 Prozent mit 14,0 gelost, andere Losungen
lauten 0,14; 1,00; 3,20 oder 140. Hier scheint es im Wesentlichen ein Problem des
Stellenwerts zu sein, die Schwierigkeiten des Kopfrechnens werden durch schriftliche
Multiplikation umgangen.

In dhnlicher Weise deuten die Losungen zur Aufgabe d) (7-0,6) auf Probleme
mit dem Stellenwert hin. Wiederum 20 Prozent nennen als Ergebnis 0,42. Ande-
re Ergebnisse sind: 5,6; 42; 0,65; 7,42; 13. Zum Teil lassen sich jedoch auch hier
Probleme mit dem Kleinen Einmaleins erkennen.

Fazit Auch diese Aufgabe des zumindest in der Hauptschule aktuellen Schulstoffs
weist eine Fehlerquote auf, die zur Aufmerksamkeit zwingt. Wenn auch nur wenige
fehlerhafte Losungen auf Probleme mit dem Kleinen Einmaleins deuten, so ist umso
mehr auf Schwierigkeiten mit dem Stellenwertversténdnis zu achten. Auf mangeln-
den Uberblick und gewisse Unsicherheiten weist die hiufige Inanspruchnahme der
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

schriftlichen Multiplikation hin, die an dieser Stelle weitere Schwierigkeiten mit dem
Stellenwertsystem mit sich bringt.

Aufgabe 5

Rechne schriftlich.
a) 6178 + 59 + 116

b) 11,6 + 61,78 + 59

Diese Aufgabe bedient sich nun explizit des am haufigsten verwendeten Losungs-
verfahrens der Schiiler, der schriftlichen Addition.

Wihrend Teilaufgabe a) als rei- | 60,0
ne Grundschulaufgabe des dritten | soo%
Schuljahres nur von relativ weni- | 400%
gen Testkandidaten aus allen Be- | %
reichen durch Rechenfehler — meist
im Bereich des Kleinen Einsplus-

20,0%

0,0%

B

. o .. . .. a) b)
eins ‘fehlerhaft gelpst wird, fallt | - B 2%
bei Teilaufgabe b) ein starker An- | mey 6.4% 17.0%

IO stud 15,8% 18,4%

stieg der Fehler in der Gruppe
der Hauptschiiler auf. Interessan-
terweise stellt die Gruppe der Stu-
denten mit mehr als 15 Prozent den hochsten Prozentsatz der fehlerhaft bearbeite-
ten Aufgabe a). Knapp darunter liegen die Hauptschiiler, kaum fehlerhaft bearbeitet
wird diese Aufgabe von den Gymnasiasten.

Bei Teilaufgabe b) liegen Gymnasiasten und Studenten mit ca. 18 Prozent fast
gleichauf. Dies ist nur geringfiigig mehr — zumindest in der Gruppe der Studenten
— als bei Aufgabe a). Dies legt nahe, dass sich unter Stress bei einem gewissen
Prozentsatz der Probanden Fehler ergeben.

Abb. 3.10: Nicht korrekte Losungen, Aufg. 5 (a—b)

Der deutlich hohere Wert bei den 60.0%
Hauptschiilern in Aufgabe b) lisst 50,0 |
sich jedoch kaum durch Stress er- 40,0% 1
kldren. Ein Blick auf die Fehlerka- 30,0% |
tegorien (siehe Abb. zeigt in- 20,0% 1
haltliche Griinde. Nur ein kleiner 10.0% 4|—|7
Teil (knapp 4 Prozent) der falschen oo 5 b

B Komma weggelassen 5,0%

Losungen kommt durch Rechenfeh-
ler im Bereich des Kleinen Ein-
spluseins oder Abschreibfehler zu
Stande. Ca. 36 Prozent der Schiiler
zeigen ein Problem bei der Nota-
tion der einzelnen Summanden an

der korrekten Position bzgl. des Stellenwertsystems. Davon notieren knapp 12 Pro-
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@ Rechenfehler (RF)

11,3%

3,7%

W 11,6 als 11,06 notiert (06)
[ 59 als 0,59 notiert (59)

7,5%
23,8%

OZahlen rechtsbiindig (RB)
W sonstige (SO)
Onicht bearbeitet (n)

1,2%

0,6%

11,9%
0,0%
1,9%

Abb. 3.11: Fehlerkategorien, Aufgabe 5
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zent der Hauptschiiler alle Zahlen rechtsbiindig (vgl. die Auswertung zur Aufgabe
3 auf Seite[74)) (siehe Abb. [3.12)). Problematisch ist bei dieser Notation das Setzen
des Kommas im Ergebnis. Ein Schiiler hilft sich dadurch, dass er zwei Kommas in
der Losung setzt (siehe Abb. . Fast ein Viertel der Schiiler notiert die Zahl
59 (ohne Komma angegeben) rechtsbiindig, wihrend die Zahlen mit Komma ent-
sprechend der Regel ;Kommas untereinander notiert werden (siehe Abb. . Ein
Vergleich mit der Notation natiirlicher Zahlen bei der schriftlichen Addition ist
auch an dieser Stelle angebracht.

b) 11,6 + 61,78 + 58

b) 11,6 + 61,78 + 59 ) -
116 .,‘ L g
61 R 21
1 ] ¢ ﬁl =:‘\_.{:J>.ﬁ, .
132 Dy 2
$357 - s n
Abb. 3.12: Fehlermuster zu Aufgabe 5 Abb. 3.13: Fehlermuster zu Aufgabe 5
b) A6 b) 11,6 + 61,78 + 59
o w
A6y | HE A
d ToLA
H1isA + 38
—-—-_—__"._——/
¥3,4 * 123
— 21 4
Abb. 3.14: Fehlermuster zu Aufgabe 5 Abb. 3.15: Fehlermuster zu Aufgabe 5

Fiir manche Schiiler scheint es stérend, wenn die 11,6 nicht ganz rechtsbiindig
notiert wird, aber die Kommas untereinander stehen sollen. Sie ergénzen dann
mit einer Null die 11,6. Dies ist erlaubt, solange die Null am Ende der Zahl an-
gehingt, damit sich ein besserer Vergleich der einzelnen Stellen ermoglicht. Eini-
ge Schiiler fiigen jedoch die Null direkt hinter dem Komma zur 11,06 ein, damit
diese rechtsbiindig notiert werden kann (7,5 Prozent). Das Ergénzen der Null —
unabhéngig von der Stelle — kann ein Hinweis auf ein unreflektiertes Anwenden der
Regel ,Null anhéngen dndert die Zahl nicht® sein.

Eine etwas seltsame Art, die Aufgabe zu 16sen wird in Abb. deutlich. Hier
scheint das Komma als ein Separator weiterer Summanden verstanden worden zu
sein. Bei wenigen Schiilern war dies der Beginn einer weiteren Aufgabe.
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

5 Prozent der Schiiler notieren und rechnen korrekt, vergessen aber im Ergebnis
das Komma, evtl. aus Fliichtigkeit, vielleicht aus Unsicherheit, an welcher Stelle
das Komma zu setzen ist.

Die recht geringe Zahl der Schiiler, die diese Aufgabe nicht bearbeiten (ein Schiiler
bei Aufgabe a), drei Schiiler bei Aufgabe b) legt nahe, dass sich fast alle Schiiler
die schriftliche Addition dieser Zahlen zutrauen.

Fazit Die Bearbeitung von Aufgabe 5 macht deutlich, dass das inhaltliche
Verstéandnis der Notation im Stellenwertverstdndnis moglicherweise an Regeln ori-
entiert ist, nicht jedoch am Konzept von Positionen und Stellenwerten. Der Zu-
sammenhang zwischen dem Stellenwertsystem der Grundschule (mit natiirlichen
Zahlen) und dem erweiterten Stellenwertsystem mit Dezimalzahlen scheint einem
Grofiteil der Schiiler nicht klar. Die hohe Fehlerquote von fast 50 Prozent, nach der
nahezu jeder zweite Schiiler die Zahlen notiert wie bei den natiirlichen Zahlen, legt
dies nahe.

Aufgabe 6

Im Ergebnis fehlt das Komma. Setze es an der richtigen Stelle ein.
a) 2,63 19,7 =51811 b)17,9-6,3 =11277 c) 4,52 - 167 = 75484

Aufgabe 6 lésst sich mit Hilfe der Nachkommastellenregel einfach 16sen. Dazu ist
es notwendig, dass diese bekannt und sinnvoll verinnerlicht ist. Die Aufzeichnungen
ergeben, dass viele Schiiler des Gymnasiums die Aufgabe jedoch per Uberschlags-
rechnung oder schriftlich gelost haben.

Die Fehllosungen bei den Gruppen der Gymnasiasten und Studenten bewegen
sich jeweils im Bereich um 5 Prozent. Der Prozentsatz der Hauptschiiler ist mit 18
bis 30 Prozent jeweils deutlich hoher.

Dennoch gibt es bestimmte | zs0%
aufféllige Fehllosungen (siehe Abb. | 300%
. Zu vermuten ist, dass diese Zzgzo —I
Schiiler die Losung geraten haben, | 1500 ] 7
geschétzt haben, sich verzahlt ha- | 10%

ben oder evtl. doch nur zufillig | .o

a) b) c)
das Komma an der falschen Stelle @rs 0% T2 15
eingetragen haben. moy 43% 43% 6.4%
O Stud 5,3% 5,3% 2,6%

Mehr als 28 Prozent der Schiiler
gibt bei Aufgabe a) (2,63-19,7 =  Abb. 3.16: Nicht korrekte Losungen, Aufg. 6 (a—c)
51811) als Losung 518,11 an. Dies
ldasst mehrere Schliisse zu. Zum einen konnen Sie nach der Nachkommastellenregel
verfahren sein, im Ergebnis jedoch die gezdhlten drei Stellen vor dem Komma ab-
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

getragen haben. Sie konnen aber auch schon bei den einzelnen Faktoren die Stellen
vor dem Komma abgezédhlt haben.

Aufgabe b) (17,9- 6,3 = 11277) wird zu weiten Teilen korrekt gelost, dennoch ge-
ben ca. 9 Prozent 1127,7 als Losung an. Die Erkldrung dieser Losung kann mehrere
Ursachen haben. Zum einen ist es denkbar, dass das Komma zufillig falsch gesetzt
wurde (evtl. sind zwei Stellen gezdhlt worden). Zum anderen ist es denkbar, dass
beim Zéahlen der Nachkommastellen ein Faktor ausgelassen wurde. Dadurch ergibt
sich nur eine Nachkommastelle. Sollten die Stellen vor dem Komma gezihlt wor-
den sein, miisste zusétzlich auch hier ein Abzéhlfehler im Ergebnis hinzukommen.
Aufgrund der Vielzahl moglicher Erklarungsansétze kann an dieser Stelle nur die
direkte Befragung weiterhelfen. Knapp 7 Prozent setzen das Komma wie folgt ein:
11,277. Letztere Losung lésst wiederum ein Zdhlen der Stellen vor dem Komma
vermuten.

oo Die letzte Teilaufgabe (4,52-167
ZZZj = 75484) zeigt neben der korrekten
20,0% | Losung drei Fehllosungen, die relativ
15,0% 1 - héufig genannt werden. 8,7 Prozent
100%1 nennen die Losung 7,5484, 7,5 Pro-
ZZj zent nennen die Losung 75,484 und
= 2 2 o 4,4 Prozent nennen die Losung 7548,4.
oo yo15s 6.9% 7.5% Ein besonderes Problem scheint hier
D00 9.4% 4,4% der zweite Faktor ohne Komma darzu-
B oot )| 1.0% ro 2o stellen. Fiir die Stellenzihler kann dies

zu dem Konflikt fithren, ob diese drei
Stellen vor oder hinter dem Komma zu
zéhlen seien. Die Losung mit einer Nachkommastelle (7548,4) lasst den Schluss
zu, dass lediglich die Stellen vor dem Komma (in diesem Fall die 4 aus dem
ersten Faktor und alle 3 Stellen aus dem zweiten Faktor) gezihlt wurden und im
Ergebnis dementsprechend auch vor dem Komma abgezihlt wurden. Die Losung
mit einer Stelle vor dem Komma (7,5484) lasst vermuten, dass lediglich die 4 aus
dem ersten Faktor gezédhlt wurde, die 3 Stellen des zweiten Faktors jedoch nicht.
Im Ergebnis wird wiederum vor dem Komma gezdhlt. Das Ergebnis 75,484 kénnte
eine Kombination aus Stellen nach dem Komma in den Faktoren (genau zwei bei
4,52, keine bei 167) und Stellen vor dem Komma in der Losung sein.

Abb. 3.17: Fehlerkategorien, Aufgabe 6

Eine besonders trickreiche Losung, die das Problem, kein Komma im zweiten Fak-
tor zu haben umgeht, ist es, dort selbststdndig ein Komma einzutragen: 4,52- 16,7
= 75,484.

Die Nichtbearbeitung spielt bei dieser Aufgabe eine untergeordnete Rolle. Ledig-
lich 1,9 bzw. 2,5 Prozent tragen keine Losung ein.

81



3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Fazit Die Verwendung der Nachkommastellenregel birgt mehrere Probleme in
sich, da diese Regel bei Anwendung nur einzelner Aspekte (z.B. dem Zéhlen ir-
gendwelcher Stellen) in den meisten Féllen eine falsche Losung produzieren muss.
Sinnvoller scheint hier tatséchlich die schon beim Entwurf der Aufgaben geduflerte
Vermutung, durch ein Abschétzen der Grolenbereiche die Losung zu ermitteln. Die
Losungsansitze der Gymnasiasten zeigen z. T. Entsprechendes. Die Aufzeichnun-
gen der Hauptschiiler geben keinen Anlass zu dieser Vermutung, es liegt nahe, dass
hier viele nach der — zumindest teilweise unverstandenen — Nachkommastellenregel
verfahren haben.

Aufgabe 7

Im Ergebnis fehlen die Nullen. Erginze die richtige Anzahl von Nullen.
a)300-70=21____  b)23000 - 740 = 1702_____

Gib die Ergebnisse dieser beiden Aufgaben jeweils als Wort an.

zu a)

zu b)

Auch diese Aufgabe lisst sich durch das Anwenden einer Regel — das Anhéngen
der Nullen aus den einzelnen Faktoren — 16sen.

Sieht man sich die Losungen an, fillt jedoch auch hier auf, dass die Hauptschiiler
im Vergleich zu den anderen Gruppen bei allen Teilaufgaben den héchsten Prozent-
satz der nicht korrekten Ldsungen erreichen. Das Anfiigen der Nullen bereitet be-
reits Probleme. Die Benennung der Ergebnisse als Wort ist bei vielen Hauptschiilern
nicht moglich (Ein Drittel bei Aufgabe a), fast zwei Drittel bei Aufgabe b). An dieser
Stelle spielen jedoch die Komponenten der Sprache und des Sprachverstindnisses
ein grofle Rolle und diirfen nicht iiberbewertet werden.

70,0%

60,0%

50,0% -

40,0% -

30,0% -

70,0%

%
60.0% | - 20,0%
50,0% 1 10,0%
40,0%
0,0% +

30,0% 1 a) b) aa) bb)

20,0% - EWworte (W) 4,3% 43%

10,0% + J:h—' @ Folgefehler (FF) 6,9% 9,4%
0.0% L W falsch (f) 3,8% 20,0%

a) b) aa) bb) @3 Nullen (3) 13,8%

OHS 12,5% 21,2% 33,8% 60,7% 02 Nullen (2) 9,4%

mGy 8,5% 10,6% 12,7% 23,4% Wsonstige (SO) 2,5% 6.8% 8,8% 7.6%
Ostud 2,6% 2,6% 2,6% 15,8% [mnicht bearbeitet (n) | 0,6% 0,6% 10,0% 19,4%

Abb. 3.18: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 7 Abb. 3.19: Fehlerkategorien, Aufgabe 7
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Haufigster Fehler bei Teilaufgabe a) ist das Anhéingen von nur zwei Nullen (9,5
Prozent). Bei Aufgabe b) hangen 4 Prozent nur zwei Nullen an, 13 Prozent nur drei
Nullen — also in der Regel zu wenig Nullen.

Alle Schiiler tragen bei diesem ersten Teil der Aufgabe eine Losung ein. Erst im
zweiten Teil — dem Nennen des Zahlwortes — liefern viele Schiiler keine Losung. Die
Verschriftlichung des Zahlwortes wird im Fall der Teilaufgabe a) von 11 Prozent
nicht bearbeitet, im Fall von Teilaufgabe b) von knapp 20 Prozent. Als Folgefehler
muss das die falsche Losung aus dem ersten Teil korrekt benennende Zahlwort
angesehen werden. Dies ist bei Aufgabe a) bei 7 Prozent der Fall, bei Aufgabe b)
bei 9,5 Prozent. Ein falsches Zahlwort nennen im Fall a) 4 Prozent, im Fall b) 20
Prozent.

Ca. 4 Prozent verstehen unter der Losung des zweiten Teils eine Formulierung in
Worten der folgenden Art: ,Bei a) kommt 21000 raus“ oder ,3 Nullen*.

Fazit Zum wiederholten Mal ist festzustellen, dass Schwierigkeiten im Verstédndnis
des Stellenwertsystems einen Grofiteil der Schwierigkeiten ausmachen. Jedoch ist es
auch denkbar, dass auch bei dieser Aufgabe das fehlerhafte Anwenden einer Regel
zu den falschen Ergebnissen gefiihrt hat (siehe , S. , bei der Multiplikation
mit 10 eine Null ergénzen).

Aufgabe 8

Fiir den Sieg gegen den VfB Stuttgart im UEFA-Pokal 1989 zahlte der SSC Neapel nur fiir dieses
Endspiel an jeden Spieler 102750,- € (ca. 205500,- DM).

Welchen Stundenlohn hatten die Spieler?

(Ein FuBballspiel dauert 90 min, das sind 1,5 Stunden)

1000% Die Sachaufgabe 8 (aus einem Schul-
gggé buch der Klasse 6) wird von vielen Pro-
60,09 ———— banden nicht korrekt bearbeitet. Ver-

schiedene Faktoren spielen einen Rol-
le. Besondere Beachtung muss die Tat-

sache erhalten, dass zur vollstiandi-
iy pou gen Losung neben sinnvollem Text-
Ostud 52.7% verstindnis mehrere Schritte notwen-
Abb. 3.20: Nicht korrekte Losungen, Aufg. 8 dig sind. Wenn von diesen einer — zum

Beispiel durch Stress — nicht gelingt,
kann die Aufgabe insgesamt nicht korrekt gelost werden. Aus diesem Grund fal-
len bei der Betrachtung der nicht korrekten Ldsungen jene Probanden heraus, die
sich lediglich einen Rechenfehler geleistet, sonst jedoch das korrekte Losungssche-
ma durchgefithrt haben. Dies erklért die etwas giinstigere Darstellung bei den nicht

50,0% -
40,0% -
30,0%
20,0% -
10,0% -

0,0%
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korrekten Losungen gegeniiber den genauer analysierten Losungsstrategien (siehe
unten).

Dennoch wird diese Aufgabe von fast 90 Prozent der Hauptschiiler, aber auch
von fast 64 Prozent der Gymnasiasten und mehr als der Hélfte der Studenten
nicht korrekt gelost. Insbesondere bei den Hauptschiilern macht der Anteil der-
jenigen, die diese Aufgabe nicht bearbeitet haben, bereits einen Grofiteil dieser
Angaben aus. Dadurch wird die genaue Erfassung bestimmter Strategien derjeni-
gen, die die Aufgabe bearbeitet haben eingeschriankt, weil nur noch fast die Hélfte
der Hauptschiilerlésungen zur Analyse herangezogen werden kann.

4,4%

48,8%

Dvollstandig gelost @:3x2

B verrechnet, sonst korr. (RF) m:15
Ohalbe Ansétze (H) 0:1,5->:15
mfalsche Ansatze (F) [:90 x60

M seltsame Ansatze (S)
@ nicht bearbeitet (n)

11,3%
8,8% 0,6% 0,6% 0,6%

Abb. 3.21: Fehlerkategorien, Aufgabe 8 Abb. 3.22: Richtige Losungsstrategien, Aufg. 8

21,3%

Bei dieser Aufgabe scheint der Schwierigkeitsgrad von vornherein derart hoch,
dass viele Hauptschiiler diese Aufgabe gar nicht bearbeiten (ca. 49 Prozent, siehe
Abb. . Die Losungen der Schiiler, die diese Aufgabe bearbeitet haben, lassen
sich in diverse Kategorien unterteilen. Darunter sind fehlerhafte Strategien, aber
auch richtige Strategien, die zum korrekten Ergebnis fithren. Letztere enthalten so-
wohl Schiiler, die das korrekte Ergebnis notiert haben, als auch Schiiler, die sich
bei der Verwendung einer erfolgreichen Strategie verrechnet haben. Zu den fehler-
haften Strategien zéhlen Losungen von Schiilern, die halbe Ansétze notiert haben,
ohne die Aufgabe zu beenden, falsche Ansétze, die nicht zu einer korrekten Losung
fithren konnen und kuriose Ansitze, die exemplarisch dargestellt werden sollen.
Auf die Kategorie der vollstéindig richtig gelosten Aufgabe entfallen 6,3 Prozent,
auf die Gruppe, derjenigen, die sich bei richtiger Strategie verrechnet haben entfal-
len 11,3 Prozent. Den gréfiten Teil der falschen Lésungen machen mit 21,3 Prozent
diejenigen aus, die zwar einen richtigen Ansatz verfolgen, aber die Aufgabe nach
unvollstédndiger Bearbeitung abbrechen. Knapp 9 Prozent bzw. knapp 7 Prozent
machen diejenigen aus, die entweder falsche oder kuriose — aber eben auch falsche
— Ansitze verwendet haben.

Nur wenige Hauptschiiler (6,3 Prozent) l6sen die Aufgabe vollstdndig richtig.
Diese Schiiler nutzen vier verschiedene Strategien (siehe Abb. : den Hauptteil
macht die Losungsstrategie (: 3 - 2) aus. Jeweils ein Schiiler kommt mit einer der fol-
genden Strategien erfolgreich zur korrekten Losung: (: 1,5), (: 1,5 -> :15), (: 90 - 60).
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

Bis auf die letzte werden diese Strategien auch von den Schiilern verwendet, die sich
bei der Fertigstellung der Losung verrechnen (siche Abb. . Dabei iiberwiegt
hier die Strategie, durch 1,5 teilen zu wollen. Mit dieser Division kann die Aufgabe
in einem Schritt gelost werden, birgt aber Gefahren durch den Dezimalbruch als
Divisor. Einige Schiiler 16sen dies mit einer Division durch 15. Durch das Verschie-
ben der Stelle im Divisor muss eine Null an den Dividend oder an das Ergebnis
angehéngt werden — wiederum eine Regel, die bei teilweiser Anwendung zu einem
fehlerhaften Ergebnis fithren muss. Ahnlich viele Schiiler nutzen die Strategie (:3

.2),

6,9% 13,8%

@:3x2
m:15
0:15->:15

2,5%
1,9%

3,8%

1,9%
1,2%
0,6%

Abb. 3.23: richtige Strategien, aber verrechnet, Abb. 3.24: Halbe Ansétze, Aufgabe 8
Aufg. 8

Ein Teil der Schiiler beginnt mit einer richtigen Strategie, fiihrt sie jedoch nicht
zum Ende. Uber die Griinde des Abbruchs kénnen an dieser Stelle nur Vermutungen
angestellt werden. Moglich ist, dass die Aufgabe als vollstindig bearbeitet empfun-
den wurde. Dafiir spricht der oft notierte Antwortsatz. Es ist aber auch denkbar,
dass aufgrund steigender Schwierigkeit die Losung nicht mehr fortgesetzt wurde.
Auch an dieser Stelle kann nur eine direkte Befragung néhere Auskiinfte ergeben.

Ca. 21 Prozent l6sen einen solchen ersten Schritt der Aufgabe, indem sie einen
der Geldwerte durch 90 (knapp 14 %), durch 60 (knapp 4 %) oder durch 30 (1,9 %)
teilen, haufig aber die dann erhaltene Zahl bereits in einem Antwortsatz als Ergebnis
notieren (siche Abb. [3.24).

Eher ungewohnlich sind Loésungen, die nicht erkennen lassen, ob sich ein mogli-
ches korrektes Konzept hinter dem Losungsansatz verbirgt, der jedoch abgebrochen
wurde. Die Multiplikation mit 90 kann auf eine Verwechslung der Rechenrichtung
hindeuten. Die Multiplikation stammt vermutlich aus der Angabe 1,5 Stunden.
Eine Multiplikation mit 11 weist auf eine Interpretation einer Fuballmannschaft
bestehend aus elf Spielern in, die Multiplikation mit 2 ldsst sich kaum schliissig
erlautern. 2,5 Prozent verwenden die Jahreszahl 1989 bei ihren Berechnungen (vgl.
Abb. und Abb. .

Es fallt auf, dass nur wenige Schiiler in dieser Aufgabe eine Dreisatzaufgabe
entdecken, aktueller Unterrichtsinhalt in Klasse 7.

In Abbildung finden sich einige Beispiele aus den Losungen zu Aufgabe 8.
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3,1% 3,1%

2,5%

Ox11
Ex90
Ox1,5
Eplus 90
m:11
@x2

@:30 x2
B Jahreszahl verwendet
Osonstige (SO)

0,6% 0,6%

Abb. 3.25: Falsche Strategien, Aufgabe 8 Abb. 3.26: Seltsame Losungen, Aufgabe 8

Fazit Die Aufgabe 8 kann als schwierigste Aufgabe des gesamten Tests bezeichnet
werden. Die Fehlerquote ist eklatant hoch. Verwertbare Hinweise gibt diese Aufgabe
nur bedingt. Vielmehr sind es Hinweise auf die unterschiedlichsten Bereiche.

Die Tatsache, dass gerade die einzige Sachaufgabe des Test fiir derartige Schwie-
rigkeiten sorgt, ist wiederum mit Aufmerksamkeit zu beachten. Im Sinn von ange-
wandter Mathematik liegt hier ein — vermutlich zu schwieriges — Beispiel vor, in
dem eine Situation aus der realen Welt mathematisiert werden soll. Unter diesem
Blickwinkel muss die hohe Fehlerquote dramatisch erscheinen.

o () 5
f\ﬁCJf/l/'l’),wvw? ~{ S-90

13,57, 102350
y i i + o0
H'm)q“’o"’l' » R Speleq j"v@ (/‘*’ﬂ 73,50 S)'}:umo{ew(/,;ﬂy\ :7—?7”} 9"\ O

A S 20 fﬁﬁw =
v 000 7226 4
14434 o N Corolr Shitter 8 ST %
( s OL{*, :r’e{!zé& AnCuLs b L 4

Abb. 3.27: Fehlermuster zu Aufgabe 8
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

Aufgabe 9

Bestimme den Umfang folgender Grundstiicke.
Schreibe deine Rechnung und das Ergebnis auf.

a) b)
17m 60m
17m
c)
65m 2me som
90 m

180 m

132m

20m

Aufgabe 9 ist die Aufgabe mit der geringsten Losungsquote. Lediglich 2,5 Prozent
der Schiiler 16sen diese Aufgabe vollstindig korrekt. Die Betrachtung der nicht
korrekten Léosungen gibt ndhere Hinweise zur Interpretation.

Wihrend Aufgabe a) sowohl bei den Hauptschiilern als auch bei den Gymnasias-
ten von einem Drittel der Schiiler nicht korrekt bearbeitet wird, steigt der Anteil
der nicht korrekten Lésungen bei den Aufgaben b) und c) drastisch an. Mehr als 90
Prozent der Hauptschiiler sind nicht in der Lage, diese Aufgaben zu l6sen, unerwar-
tet hoch ist jedoch auch der Prozentsatz von ca. 70 Prozent bei den Gymnasiasten.

Ein Blick auf die Fehlerkategorien kann Aufschluss iiber die Griinde geben.

100,0%

90,0% -
80,0% -
70,0% -
60,0% -
50,0% -
40,0% -
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%

i

a)

b)

0

100,0%
90,0%
80,0%
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%

=

a)

b)

°)

O Teilumfange berechnet (T)
W MaRe ignoriert (1)
Il Flache berechnet (F)

5,6%
11,9%

13,8%
33,1%
11,3%

9,4%
25,6%
8,8%

OHS

35,7%

EGy

31,9%

92,5%
70,2%

94,4%
68,1%

O verrechnet, sonst korr. (RF)

8,8%

1,3%

1,9%

W sonstige (SO)
@ nicht berabeitet (n)

3,1%
6,3%

14,9%
18,1%

18,1%
30,6%

Abb. 3.28: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 9

Abb. 3.29: Fehlerkategorien, Aufgabe 9
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Die Fehlerkategorien der Gymnasiasten werden hier nicht explizit angefiihrt. Die
hohe Zahl der nicht korrekten Lisungen kommt jedoch meist durch Rechenfehler
zu Stande. Dass dies bei den Hauptschiilern kaum der Fall ist, zeigt Abb. [3.29)).

Wiéhrend Teilaufgabe a) lediglich von gut 6 Prozent der Hauptschiiler nicht be-
arbeitet wird, steigt der Prozentsatz der Nichtbearbeitung der Aufgaben b) und c)
auf 18 bzw. fast 31 Prozent. Dennoch sind diese Angaben zu den nicht bearbeite-
ten Aufgaben anders als bei Aufgabe 8 kaum dazu geeignet, als Hauptgrund fiir
die besonders hohe nicht korrekte Bearbeitung angesehen zu werden. Im Vergleich
mit den Gymnasiasten fallt auf, dass diese meist das richtige Konzept zur Losung
der Aufgaben verwenden, sich jedoch relativ haufig verrechnen. Rechenfehler sind
bei den Hauptschiilern eher selten. In der Regel ist das Konzept nicht geeignet,
die korrekte Losung zu erreichen. Dass bei einem falschen Konzept zusétzlich noch
Rechenfehler entstehen kénnen, wird an dieser Stelle nicht beriicksichtigt. Bei der
Berechnung des Umfangs des Quadrats in Aufgabe a) verwenden knapp 9 Prozent
das richtige Konzept, verrechnen sich jedoch. In den Aufgaben b) und c) sinkt der
Anteil dieser Fehlerkategorie auf 1,3 bzw. 1,9 Prozent.

Aufgabe a) ist als Standardform meist noch bekannt, dazu wird eine Formel
erlernt. Ist jedoch nur bekannt, dass es sich hier um eine Formel zum Quadrat
handeln muss, liegt es nahe, ,aus Versehen‘ die Formel fiir den Flidcheninhalt zu
verwenden. Immerhin fast 12 Prozent der Schiiler verwenden die Flachenformel.
Entweder haben sich diese Schiiler schlicht fiir die falsche Formel entschieden oder
sie haben sich bewusst wegen einer falschen Konzeptvorstellung fiir diese Formel
entschieden. Dies konnte ein Hinweis auf eine haufig sinnlose, konzeptunabhéngige
Erarbeitung von Formeln in Sinn von Merksétzen sein.

Diese Vertauschung mit der Flachenformel ist nur selten eine generelle Vertau-
schung der Konzepte. Bei den folgenden Aufgaben b) und c), die anstelle des Qua-
drats Rechtecke enthalten, wird von einigen Schiilern die Umfangsformel — oder zu-
mindest eine erkennbar dhnliche Form der Umfangsformel — verwendet. Innerhalb
von Aufgabe 9 wechseln 7 Prozent der Schiiler erkennbar die Konzepte von Umfang
und Fléche. Ein konsequentes Verwechseln der Konzepte Umfang und Fléache — oder
ein Tausch der jeweils zugehorigen Formel — zwischen den Aufgaben 9 und 10 lésst
sich jedoch nur bei 2 Prozent der Schiiler beobachten.

Die Fehlerkategorie mit dem héchsten Prozentsatz ist zumindest in den Aufgaben
b) und c) das Ignorieren der fehlenden Angaben. Selbst bei der (sehr bekannten)
Figur in Aufgabe a), dem Quadrat, werden von 5,6 Prozent der Schiiler lediglich
zwei Seiten addiert. Denkbar ist, dass sie sich in Anlehnung an die Flichenformel
(a - @) erinnert haben, dass bei der Berechnung des Umfangs addiert wird. Somit
ersetzen sie den ,Mal-Punkt‘ durch ein ,Plus‘ und erhalten 34 als Ergebnis, so
sie richtig rechnen. Eine weitere Moglichkeit der Interpretation besteht darin, dass
diese Schiiler sich erinnern, dass die Seitenldngen addiert werden miissen. Da jedoch
nur zwei Seiten mit Maflen versehen sind, werden auch nur diese zwei Mafle addiert.
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

Die Aufgaben b) und c) erfordern eine Bestimmung fehlender Seitenmafe, diese
werden jedoch von 33 bzw. 25 Prozent ignoriert. Uber die Motivation, so zu ver-
fahren, konnen nur Vermutungen angestellt werden. Ahnlich den Schiilern, die in
Aufgabe a) nur zwei Mafle addieren, ist es denkbar, dass in Teil b) auch nur die
vorhandenen Mafle wahrgenommen werden, jedoch nach Konzept des Umfangs ad-
diert werden. Der geringere Anteil bei Aufgabe c¢) erkldrt sich nicht etwa durch ein
besseres Verstéindnis dieser Aufgabe als vielmehr dadurch, dass viele Schiiler diese
Aufgabe bereits gar nicht mehr bearbeiten.

Eine interessante Losung ist das Zerlegen der Gesamtfigur in Teilfiguren, um
anschliefend deren Umfédnge zu berechnen. Dieses Vorgehen funktioniert bei der
Bestimmung der Flidche, nicht jedoch beim Umfang, da sich die zwei Teilfiguren
an einer Linie beriihren, die im Inneren der Gesamtfigur liegt und damit zweimal
félschlich in die Summe der Teilumfinge eingeht. Diese Strategie — eigentlich ein
eleganter Ansatz — wird jedoch nur von knapp 14 bzw. knapp 10 Prozent der Schiiler
verfolgt.

Wenige Schiiler versuchen, nach Augenmafl die fehlenden Mafle zu schétzen und
addieren immerhin sechs Mafizahlen. Knapp 2 Prozent der Schiiler fallt auf, dass
nicht alle Mafle vorhanden sind. So berechnen oder schétzen sie zumindest eines
der zwei fehlenden Mafe.

Fazit Geprigt von der Kenntnis einiger Formeln versuchen viele Schiiler, die ge-
gebenen Zahlen in moglicherweise passende Formeln einzupassen. Dies geschieht
teilweise ohne erkennbares Konzept. Selbst innerhalb der Aufgabe wird zwischen
den Konzepten Umfang und Flécheninhalt von Figuren gewechselt. Dies mag man
zunédchst annehmen. Denkbar ist jedoch eine konzeptlose und damit vollkommen
willkiirliche Anwendung bekannter Formeln zur jeweiligen Figur.

Aufgabe 10
Berechne den Flacheninhalt folgender Figuren. Das sind nur Skizzen, messen hilft nicht!
a) b)
7cm
17cm gem
3cm
17cm 18cm

In dieser Aufgabe lassen sich Ergebnisse finden, die als Umkehrung zu Aufgabe
9 zu sehen sind. Die Verwechslung der Formeln zur Berechnung von Umfang und
Flacheninhalt macht auch hier einen nicht zu vernachléssigenden Anteil aus.

Die Werte der nicht korrekten Losungen sind dhnlich Aufgabe 9 unerwartet hoch.
Mehr als 60 Prozent der Hauptschiiler, aber auch mehr als die Hélfte der Gymna-
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

siasten sind nicht in der Lage, die Fliache des Quadrats mit der Kantenldnge 17 cm
korrekt zu bestimmen. Bei der zusammengesetzten Figur erhohen sich Prozentsétze
auf fast 90 Prozent bei den Hauptschiilern bzw. 55 Prozent bei den Gymnasiasten.

Auch bei dieser Aufgabe fillt auf, dass die Gymnasiasten im Wesentlichen Re-
chenfehler begehen, die Hauptschiiler aber haufig mangels des richtigen Konzepts
nicht in Lage sind, die Aufgabe erfolgreich zum Abschluss zu bringen.

Der Anteil der Schiiler, die die Fldchenberechnung des Quadrates nicht
durchfiihren, liegt mit 16,4 Prozent deutlich héher als die Nichtbearbeitung der
Aufgabe 9a). Mit 30,2 Prozent versucht fast ein Drittel erst gar nicht, eine Losung
zu Aufgabe b) zu finden.

100,0%

90,0%
80,0%

70,0% -

60,0% -
50,0% -
100,0%

90,0% - 40,0% -

80,0% 1 30,0% |

70,0% -

60,0% - 20,0% +

50,0% - 10,0%

40,0% +——f 0.0%

30,0% A a) b)

20,0% +—— O Teilflache 18x3 ber. (18) 17,5%

10,0% - B nur vorh. Zahlen add. (U*) 16,9%
0,0% B Umfang berechnet (U) 21,9% 10,6%

a) b) Overrechnet, sonst korr. (RF) 24,4% 3,1%

OHS 63,2% 88,8% W sonstige (SO) 0,6% 11,9%
BGy 51,1% 55,4% D nicht bearbeitet (n) 16,3% 28,8%

Abb. 3.30: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 10 Abb. 3.31: Fehlerkategorien, Aufgabe 10

Die Multiplikation 17 -17 wird von vielen Schiilern schriftlich gelost. Als Rechen-
fehler sind diejenigen anzusehen, bei denen die korrekte Multiplikationsaufgabe
notiert wird oder diese zumindest offensichtlich ist. Dies ist bei 24,4 Prozent der
Fall, die Quadratzahl — die jedoch nicht im Bereich des kleinen Einmaleins liegt —
ist so gut wie nie direkt verfiigbar.

Ca. 22 Prozent verwenden die Formel zur Berechnung des Umfangs. Nur ein Teil
dieser Schiiler verwendete umgekehrt in Aufgabe 9 die Formel fiir den Flédcheninhalt
(s.0.). Ein Teil dieser Schiiler addiert lediglich die beiden vorhandenen Mafle. Dies
lisst eine weitere Ahnlichkeit zu 9 a) erkennen. Aus diesem Grund wird dieses
Vorgehen zur Kategorie Umfang berechnen gezéahlt.

Nur wenigen Schiilern gelingt es, einen richtigen Losungsansatz fiir Aufgabe b)
zu finden. Zu denen, die mit einem korrekten Losungsansatz auch zur korrekten
Losung gelangen, kommen lediglich 3 Prozent hinzu, die sich schlicht verrechnen.
Ca. 10 Prozent verwenden auch bei dieser Aufgabe die Formel zur Berechnung des
Umfangs, 17 Prozent addieren lediglich die vorhandenen Zahlen.

Es gibt Schiiler, die die Fléche iiber zwei Teilflichen berechnen wollen. Die meis-
ten dieser Schiiler bestimmen fiir die erste Fliache die Mafie 7cm und 8 cm. Fiir die
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zweite Fliche verwenden sie jedoch die zwei anderen vorhandenen Mafle 18 cm und
3 cm, bemerken dabei aber nicht, dass sie damit eine Teilstiick doppelt verwenden.
Ca. 17,5 Prozent der Hauptschiiler gehen auf diese Weise vor.

Ein geringer Teil von fast 4 Prozent bestimmt zwei Teilflichen. Um aber die
Gesamtflache zu erhalten, multiplizieren diese Schiiler die Flacheninhalte beider
Teilflachen.

Fazit Auffallend ist, dass es keineswegs ein konsequentes Vertauschen der Ko-
nezpte zum Umfang und zum Flacheninhalt zu geben scheint. Man kann in ge-
meinsamer Betrachtung von Aufgabe 9 und Aufgabe 10 nicht davon ausgehen, dass
jemand, der bei Aufgabe 9 die Fliache der Figuren berechnet hat, nun bei Aufgabe
10 den Umfang der Figuren berechnet. Haufig wird auch innerhalb der Aufgaben
das Konzept gewechselt.

In beiden Aufgaben ist das Fehlen von Malangaben fiir viele Schiiler kein Grund,
diese zu bestimmen. Es wird vielfach mit den gegebenen Maflen etwas gerechnet —
ob dies in das jeweilige Konzept (oder auch nur die jeweilige Formel) passt oder
nicht spielt keine Rolle.

Aufgabe 11

In einem Neubaugebiet sind drei Grundstiicke zu verkaufen. Welches Grundstiick hat die
groBte Flache, welches die kleinste Flache?

a) b) c)

45m
30m 25m

60 m 65 m 45m

Mit Aufgabe 11 steht eine weitere Aufgabe zur Flachenberechnung an. Hier geht
es zum einen um die Bestimmung dreier Fldcheninhalte, zum anderen um den
Vergleich der Grofle dieser Fliacheninhalte. Dazu sind sowohl die grofite als auch die
kleinste Flache zu benennen.

Mit 77,5 Prozent der Hauptschiiler ist der Anteil derer, die diese Aufgabe nicht
korrekt bearbeiten, wiederum sehr hoch. Bei den Gymnasiasten sind es aber im-
merhin auch noch 40 Prozent, die nicht zu einem vollstdndig richtigen Ergebnis
kommen. Da die meisten Schiiler bei den Gemometrieaufgaben keine Mafle notie-
ren, werden fehlende Mafle in der Auswertung nicht berticksichtigt. Sonst lagen die
Werte wesentlich hoher.

Die meisten Schiiler der Hauptschule trauen sich die Bearbeitung der Aufgabe
11 zu. Lediglich 10,6 Prozent versuchen sich erst gar nicht an dieser Aufgabe.

Fast 27 Prozent verwenden auch bei dieser Aufgabe die Formel — oder Teile
der Formel — zur Umfangsberechnung. Bei der Berechnung des Umfangs fithren

91



3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

90,0%

80,0% -
90,0%

70,0% 4 80,0%

60,0% 4 70,0%
60,0%

50,0% 50,0%

40,0%
30,0% -
20,0%
10,0% 4

0,0%

40,0% -
30,0% -

20,0% -

10,0%
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40,4% D nicht bearbeitet (n) 10,6%

0,0%
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EGy

Abb. 3.32: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 11 Abb. 3.33: Fehlerkategorien, Aufgabe 11

17 Prozent diese Berechnung korrekt aus und kommen zu dem Ergebnis, dass der
Umfang (die Fliche) bei allen Figuren gleich grof ist. Manche formulieren dies in
einer Antwort. 10 Prozent verrechnen sich jedoch bei der Bestimmung des Umfangs.
Auch hier wechseln einige Schiiler innerhalb der Aufgabe zwischen den Formeln zur
Umfangsberechnung und der Flachenberechnung (6,4 Prozent).

Bei der Berechnung des Fliacheninhalts verrechnet sich fast ein Drittel der Schiiler
bei korrekter Verwendung der Flachenformel. Auffilligste Fehler sind Probleme im
Stellenwertsystem bei der Verwendung der schriftlichen Multiplikation.

Viele Schiiler bearbeiten die Aufgabe lediglich durch Berechnung einiger Ergeb-
nisse, geben jedoch keinen abschlieBenden Vergleich der Fliachen an (22,5 Prozent).

Fazit Viele Schiiler konzentrieren sich bei dieser Aufgabe nur auf das Berechnen
von Losungen. Dabei beachten sie weder Maflangaben noch formulieren sie die
geforderte Losung. Auch bei dieser Aufgabe wird deutlich, dass héufig nicht nach
dem Konzept, sondern nach willkiirlich benutzten Formeln vorgegangen wird.

Aufgabe 12

Ein Rechteck ist 7cm lang und 4 cm breit.
Verdopple Lange und Breite des Rechtecks.
Wie andert sich die Flache?

Aufgabe 12 fordert ein hohes sprachliches Verstéindnis, um den Sachverhalt zu
verstehen und eine entsprechende Losung zu geben. Beispielhaft zur Erlduterung
herangezogene Rechnungen koénnen hilfreich sein, jedoch auch Irrwege begriinden.

Der hohe Schwierigkeitsgrad spiegelt sich in den 92 Prozent der Hauptschiiler
wider, die diese Aufgabe nicht korrekt bearbeiten kénnen. Von den Gymnasiasten
sind es jnur® fast 40 Prozent, die diese Aufgabe nicht korrekt bearbeiten.
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Abb. 3.34: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 12 Abb. 3.35: Fehlerkategorien, Aufgabe 12

Bei einer Betrachtung der Fehlerkategorien féllt auf, dass ein Drittel der
Hauptschiiler diese Aufgabe nicht bearbeitet. Die anderen scheitern an diversen
Strategien.

Zu nennen sind folgende Kategorien: Wie schon in den vorausgegangenen Aufga-
ben versuchen auch hier einige Schiiler (10 Prozent) mit dem Konzept des Umfangs
zum FErfolg zu kommen. Ca. 11 Prozent kommen zu dem Ergebnis, dass sich der
Flécheninhalt bei der Verdopplung der Kantenléngen auch verdoppelt. 17,5 Pro-
zent berechnen zwar etwas — meist auch die vervierfachte Fliache — stellen jedoch
keinen Vergleich an. Gut 6 Prozent stellen lediglich fest, dass der Flacheninhalt
grofer wird — womit sie recht haben.

Fazit Ahnlich wie in Aufgabe 11 werden auch hier hiufig Berechnungen ange-
stellt, ohne den geforderten Vergleich durchzufiihren und zu notieren. Die hohe
Fehlerquote legt nahe, dass fast kein Hauptschiiler in der Lage ist, derartige Auf-
gaben, die der abstrakten Mathematisierung von Sachverhalten entsprechen, aus-
zufiihren.

Aufgabe 13

Hier siehst du Grundrisszeichnungen. Welchen Flacheninhalt haben die Figuren mit dem
dicken schwarzen Rand? Die Seitenldnge von einem Kastchen entspricht 1 m.

a) b)

1m
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Aufgabe 13 ist eigentlich eine Aufgabe aus dem Bereich der Grundschule. In die
Irre gefithrt werden kann man durch vorausgegangene Berechnungen von Flachen
unter zu Hilfenahme von Formeln oder auch durch die Kenntnis vom Satz des
Phytagoras. Dass dies alles dazu nicht notwendig ist, sondern die Losung auch
ausschliellich durch giinstiges Zahlen von Teilflichen moglich ist, iibersehen viele
Schiiler.

Bei der Teilaufgabe a) sieht sich noch ein Teil der Schiiler in der Lage, das
richtige Ergebnis zu bestimmen. Dennoch schaffen es auch hier rund 65 Prozent
der Hauptschiiler nicht, den korrekten Fldcheninhalt (auch ohne Mafleinheit!) zu
nennen. Fast ein Viertel der Gymnasiasten macht hier einen Fehler. Bei dem auf die
Ecke gestellten Quadrat (Teilaufgabe b) sind fast 86 Prozent der Hauptschiiler und
mehr als 70 Prozent der Gymnasiasten nicht in der Lage, die Aufgabe erfolgreich
zum Abschluss zu bringen.

90,0%
80,0% -
70,0% -

60,0% -
90,0% 50,0% -
80,0% 40,0% -

70,0% - 30,0%
60,0% 20,0%
50,0% - 10,0% -

40,0% - 0,0%
30,0% 2 )

20,0% - Daxa=2x2=4 7,5%
10,0% M4xa=4x1=4 3,8%
0.0% @1 gm genannt (1) 18,8%

a) b) 04 x 3 gerechnet 5,0%
mHS 65,7% 85,7% Wsonstige (SO) 21,9% 14,3%
EGy 23,4% 72,3% D nicht bearbeitet (n) 38,8% 41,3%

Abb. 3.36: Nicht korrrekte Losungen, Aufg. 13 Abb. 3.37: Fehlerkategorien, Aufgabe 13

Dass diese Aufgabe durchaus ungewohnlich fiir Schiiler der Klassen 7 und 8 zu
sein scheint — auch wenn die Einfithrung der Fldchenbestimmung in Klasse 7 dies
verlangt, legt die hohe Nichtbearbeitung von ca. 40 Prozent nahe. Der auffalligste
Fehler ist bei Aufgabe b) im Ergebnis ,1° zu sehen. Hier scheint die Wahrnehmung
der Diagonale als 1 ein Grund zu sein. Die Quadrierung von 1 bleibt somit 1.

Fazit Die hohe Fehlerquote bei dieser Aufgabe ist erstaunlich, handelt es sich bei
den beiden Teilaufgaben doch um Einfithrungsbeispiele zur Flachenberechnung.
Die Verwendung von Formeln in den Aufzeichnungen ldsst vermuten, dass viele
Schiiler keinen Zusammenhang zwischen einer Zerlegung in Einheitsquadrate und
der Berechnung einer Flache mit Hilfe einer Formel sehen.

94



3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

3.4.2 Zusammenfassung

Die Betrachtung der Fehlerkategorien legt nahe, dass es einige essentielle Bereiche
gibt, die einer besondere Aufmerksamkeit bediirfen. Im Sinn der Annahme gibt
es tatséchlich vier solcher Aufmerksamkeitsbereiche, die als Schliisselbereiche ma-
thematische und mathematikdidaktische Inhalte beschreiben, die im Wesentlichen
Stoff der Grundschule sind. Diese Inhalte werden zwangslédufig fiir die erfolgreiche
Bearbeitung der neuen Hauptschulinhalte vorausgesetzt. Die Ergebnisse und Aus-
wertungen des Tests zeigen jedoch, dass die Beherrschung dieser Inhalte bei einer
deutlich hohen Anzahl von Hauptschiilern nicht gegeben ist. Daraus resultiert, dass
gerade diese Bereiche der Primarstufenmathematik einer besonderen Aufmerksam-
keit bediirfen.

Die vier vorgestellten Bereiche sind nicht als fiir sich abgeschlossen zu verstehen,
sie benennen vielmehr bestimmte Bereiche, die beachtet werden miissen. Damit ist
nicht ausgeschlossen, dass sich die Bereiche iiberschneiden. Einige Fehlerkategorien
sind mehreren Bereichen zuzuordnen, die Ursachen liegen vielfach in gemeinsamen
Beziehungen, die diese Bereiche ausmachen.

Uberblick iiber die Zahlenriume

Vielen Schiilern scheint ein erfassender Uberblick iiber die Zahlenriume zu fehlen.
Dies macht es hdufig schwer, eigene Losungen bzgl. ihrer Sinnhaftigkeit zu beurtei-
len.

Anlass zu dieser Vermutung geben die Schwierigkeiten in verschiedenen Aufga-
ben. In den Aufgabe 1, 2 und 4 gelingt es auffallend vielen Schiilern nicht, die
Losungen hinsichtlich ihrer Sinnhaftigkeit zu iiberpriifen — so sie es iiberhaupt ver-
suchen. Von den Hauptschiilern sind mehr als 35 Prozent nicht in der Lage, die
Aufgabe 15000 — 15 korrekt zu losen, teilweise liegt die Losung nicht in der Nihe
der korrekten Losung. Wenn als Losung 1485 genannt wird, miissen Schiiler zu ihrer
Losung befragt werden. Als Ergebnis einer Abschitzung wére diese Losung inter-
essant. Vermutlich liegt ihr aber eine andere Erkldrung zu Grunde: Unverstédndnis
oder massive Schwierigkeiten im Verstdndnis des Stellenwertsystems (s. u.).

Es stellt sich die Frage, wie Schiiler an solch eine Aufgabe herangehen. Versuchen
Sie, die Aufgabe, die Zahlen und damit auch das Ergebnis vorstellend zu erfassen?
Oder sind sie vielmehr losungsorientiert daran interessiert, ein Ergebnis zu erhalten?
Aufgrund schriftlich vorliegender Losungen kann keine Aussage dariiber gemacht
werden, ndhere Auskiinfte konnen evtl. die Schiilerinterviews geben.

Griinde konnen in einer moglicherweise vorhandenen Haltung liegen, ungenaue
Ergebnisse nicht zu tolerieren. Damit bleibt dem Schéitzen von Gréflen und An-
zahlen wenig Freiraum, genaue Angaben erfordern genaue Verfahren. Die Losung
bietet sich Schiilern héufig durch die schriftlichen Rechenverfahren. Diese scheinen
ihnen prézise, verlasslich und besonders einfach zu sein.
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Diese Annahme wird bestétigt durch jene Schiiler, die auch eine Aufgabe wie 6 —
0,5 mit der schriftlichen Subtraktion zu lésen versuchen. Aber erst die schriftliche
Notation fiihrt sie zu weiteren Schwierigkeiten; ein Uberblick iiber den Zahlenraum
hétte die Losung evtl. sofort ermdéglicht, zumal hier neben den Schritten der natiirli-
chen Zahlen lediglich Halbschritte nétig sind. Der Zahlenstrahl der Grundschule
hétte — mit Erweiterung der x,5-Schritte — hilfreich sein kénnen.

Weiterhin tragt zu dieser Annahme bei, dass viele Schiiler in den Geometrieauf-
gaben Ergebnisse erhalten, die bei einer ersten Abschétzung zu einem Widerspruch
hétten fithren miissen. Doch auch hier vertrauen viele Schiiler auf Verfahren, die
ohne Bedacht angewandt werden.

Beziige zur Grundschule

In den Voriiberlegungen zur Konstruktion der Aufgaben wurde bereits der Bezug zu
den Inhalten der Grundschule hergestellt. Zusammenfassend fiir diesen Bereich der
Zahlenrdume finden sich folgende Grundschulthemen, die fiir diese Schiiler mogli-
cherweise sinnvoll gewesen wéren bzw. in einer Forderung sein konnten:

— Schétzen von Groflen und Anzahlen

— Beurteilung von Sachsituationen mit angemessenen Zahlen

— Sinn mathematischer Denk- und Beurteilungsprozesse

Flexibilitat bei operativen Beziehungen

Ein zweiter Bereich — in Teilen eng verwandt mit dem ersten — findet sich in der
mangelhaft ausgeprigten Fahigkeit, mathematische Operationen flexibel zu hand-
haben. Insbesondere Aufgabe 2 macht deutlich, dass auch bei diesen Aufgaben
nach Mustern vorgegangen wird, die nicht einem flexiblem Umgang mit operativen
Bezichungen entsprechen (siche [1.2.3).

Selbst mit einfachen natiirlichen Zahlen sind einige Schiiler aus den Klassen 7
und 8 nicht in der Lage, eine Aufgabe mit Platzhaltern so umzuformen, dass der
Platzhalter nach der Umformung am Ende der Aufgabe steht. Sie versuchen héufig,
den Platzhalter durch Raten zu bestimmen. Auffilligster Fehler ist die Methode
»Ergebnis hinten“. Aufgabe 2 f) (O — 7,5 = 12) wird von einem Drittel der Schiiler
mit dem Ergebnis 4,5 (oder &hnlich, dann zusétzlich mit Rechenfehler) gelost. Sie
scheinen die 12, die 7,5 und das Minus-Zeichen wahrzunehmen und rechnen mit
diesen Zeichen 12 - 7,5 =0 .

Aufgaben werden héufig nach einem Schema gelost, ohne zu erfassen, warum
genau etwas getan wird. Gleichungen konnen oft nicht mit anschaulichen Situa-
tionen verkniipft werden, eine Uberpriifung auf Sinnhaftigkeit kann dadurch nicht
erfolgen. Das, was in der Didaktik mit operativem Uben — als Uben der Zusam-
menhénge — verstanden wird, scheint in der Realitét selten zu helfen. Auch hierzu
gehort wiederum die Beurteilung von Sachsituationen und deren Zusammenhéngen
(z. B. Kaufsituation) und die Einordnung in Zahlenrdume.
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3.4 Auswertung und erste Ergebnisse

Beziige zur Grundschule

— operative Beziehungen

— Aufgaben mit Platzhaltern

— Aufgaben zu Ergebnissen finden

Verstindnis des Stellenwertsystems

Viele Fehler werden durch die Kategorie ,,Stellenwertfehler néher bezeichnet. Das
Dezimalsystem ist als Positionssystem (siehe hiufig nicht verinnerlicht. Auf-
gaben werden oft nur schematisch nach einem bekannten Algorithmus abgearbeitet.
Wiederum ist eine Beurteilung auf Sinnhaftigkeit des Vorgehens nicht moglich. Es
kommt leicht zu Verwechslungen innerhalb eines — nur unzureichend gefestigten
— Algorithmus eines schriftlichen Verfahrens. Besonders deutlich wird dies an den
Bearbeitungen der Aufgaben 3 und 5. Kriterien der Betrachtung durch die Schiiler
sind vielfach nicht die Positionen, sondern die Ausrichtung der Zahlen. Die Feh-
lerkategorien, die sich auf das rechtsbiindige Notieren oder das Sortieren nach der
Anzahl der Nachkommastellen beziehen, zeigen dies deutlich. Das letztgenannte
Verfahren wird von jedem zweiten Hauptschiiler verwendet.

Werden Aufgaben schriftlich gelost — evtl. aus Griinden, die oben bereits erlautert
wurden — ergeben sich durch die Problematik des Stellenwertverstindnisses neue
Schwierigkeiten. Beispiele dafiir geben die Losungen zu Aufgabe 4 (s.o.).

Beziige zur Grundschule

— die Bedeutung von Positionen und Ziffern im Stellenwertsystem
— die Prinzipien des Biindelns und Entbiindelns

— Nutzen und Verstédndnis der schriftlichen Rechenverfahren

Unverstindnis von elementaren geometrischen Konzepten, Losung aus
der Blackbox der Formelsammlung

Insbesondere im Bereich der Geometrie féllt auf, dass héufig Formeln verwendet
werden, die nicht zum Kontext passen (Formel fiir den Fldcheninhalt bei Aufgabe
9 — Umfangsaufgaben). Oder es werden Formeln ohne deren genaue Uberpriifung
auf die gegebene Situation verwendet (Aufgabe 9: Umfangsformeln fiir Quadrat
und Rechteck, auch bei zusammengesetzten Figuren).

Aber auch das willkiirliche Verwenden von Regeln in den Arithmetikaufgaben
fallt in diesen Bereich. Es scheint, als seien héufig gewisse Regeln nur bruchstiick-
haft bekannt, so dass lediglich Teile daraus zur Anwendung kommen, das Ergebnis
der Aufgabe somit nicht bestimmt werden kann. Ein Beispiel bietet die ,Nach-
kommastellenregel‘. Einigen Schiilern scheint bekannt zu sein, dass es hier um das
Zéhlen von Stellen geht. Ob diese Stellen jedoch vor oder nach dem Komma zu
zahlen sind, scheint nicht klar zu sein und fiithrt zu fehlerhaften Ergebnissen.
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3. Schriftliche Uberpriifungen — ein informeller Test

Die hinter den Formeln und Regeln stehenden Konzepte scheinen nur selten vor-
handen und dariiber hinaus verstanden. Es stellt sich die Frage nach dem Sinn
von Regeln und Formeln. Werden Formeln gelernt, um eine Lésungshilfe als Anreiz
zu geben? Sind sie dann nicht vielmehr Merkmale einer passivistischen Haltung?
Wie viele Formeln sind ausreichend? Eine vielleicht etwas gewagte Anfrage: Warum
benotigt man verschiedene Formeln fiir den Umfang des Quadrats, des Rechtecks?
Fiir zusammengesetzte Figuren helfen beide nicht. Notwendig ist das Konzept Um-
fang, nicht die Formel. Die Abgrenzung zum Fliacheninhalt ist notwendig durch eine
inhaltliche Diskussion, nicht durch Formelunterscheidung. Eine weitere kithne An-
frage: Warum heifit die Einheit bei der Fliche des Rechtecks auch ,Quadratmeter ¢
und nicht ,Rechteckmeter‘ (oder eben Meterquadrat, oder Meterrechteck)?

Beziige zur Grundschule
— Begriffe Umfang, Fliche, Zerlegungen in Teilfiguren
— Bestimmung méglicher ,Einheitsteilstiicke’.

3.4.3 Konsequenzen fiir die Untersuchung

Die Nennung von Aufmerksamkeitsbereichen ergibt weitergehende Fragen, die
durch das Betrachten der schriftlich vorliegenden Losungen und die Analyse der
Fehlerkategorien nicht beantwortet werden kénnen. Notwendig ist eine Vertiefung
der Fragestellungen in Schiilerinterviews, die sich an den Aufgaben des schriftlichen
Test orientieren, dariiber hinaus jedoch auch die Aufmerksamkeitsbereiche und da-
mit mogliche Grundschulinhalte einbeziehen. Abschlieend kénnen diese Aufmerk-
samkeitsbereiche erneut diskutiert werden, siche dazu [4.5]

98



Kapitel 4
Qualitative Aspekte der Studie — Videointerviews

Die Auswertung der Testaufgaben legte das Fundament fiir die Planung der folgen-
den Interviewgestaltung. Vielfach konnten in der Analyse nur Vermutungen {iber
Griinde der nicht korrekten Bearbeitung der einzelnen Aufgaben angestellt werden.
Es ergaben sich Auffilligkeitsbereiche mit eindeutigen Hinweisen auf bestimmte
Schwéchen. Aber die genaue Problematik lésst sich erst durch direkte Kommu-
nikation mit den Schiilern erreichen. In Interviews besteht die Moglichkeit zum
gezielten Nachfragen und Vertiefen. Dariiber hinaus ist es moglich, andere Bereiche
einzubeziehen, die den Rahmen der schriftlichen Tests iiberschritten hatten.

4.1 Zur Durchfiihrung

Will man die erfassten Daten der aufgezeichneten Interviews bewerten, ist es
zunachst notwendig, verschiedene Methoden fiir die Durchfithrung der Interviews
zu kennzeichnen, zu diskutieren, um daran anschliefend geeignete Interviewsitua-
tionen zu schaffen. Umfassende Erlduterungen zu Vor- und Nachteilen verschie-
dener Aspekte mehrerer Methoden finden sich bei Hasemann (1986), Ginsburg
(1977, 1983), Wittmann (1982) sowie Zimmermann (1977). Im Folgenden werden
lediglich einzelne Aspekte zusammengefasst, die unmittelbare Bedeutung fiir die
durchzufiihrenden Interviews haben. Fiir eine tiefergehende Betrachtung sei auf die
angesprochenen Werke verwiesen.

Zimmermann (1977) diskutiert verschiedene Vor- und Nachteile der Methode des
,lauten Denkens® sowie des ,,Klinischen Interviews“. Da die Methode des ,lauten
Denkens* weitgehend frei von Einfliissen durch den Interviewer ist, kann der Inter-
viewte seine Gedanken unverfilscht verbal duflern, wihrend er die gestellte Aufgabe
bearbeitet. Zimmermann entscheidet sich fiir das ,,laute Denken®, um eine méglichst
grofe Objektivitdat bei der Beurteilung der gegebenen Antworten zu gewéhrleisten.
Damit sei nach Ginsburg u. a. (1983) die Erforschung sowohl der komplexen Akti-
vitédten, die das Problemlosen ausmachen, als auch der zugrunde liegenden internen
symbolischen Mechanismen moglich, da der Befragte seine Gedanken als eine Art
unbeeinflusster Bericht tiber die Aufgabenlosungen ungestort mitteilen kénne (vgl.
Ginsburg u. a./[1983; Hasemann |1986; Zimmermann (1977)).

Das ,,Klinische Interview“ oder auch die ,,informelle Befragung* (Ginsburg 1977)
— im Wesentlichen von Piaget entwickelt — erlaubt ein tieferes Eingreifen in die Be-
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4. Qualitative Aspekte der Studie — Videointerviews

arbeitung der Aufgaben — insbesondere, wenn von Schiilern zunéchst kein Losungs-
ansatz gefunden wird. Dem Dialog zwischen Interviewer und Interviewtem kommt
eine groBere Bedeutung zu, die Rolle des Interviewers ist nicht mehr derartig neu-
tral, wie es beim ,, lauten Denken* der Fall ist (vgl. Hasemann|1986, 23). Im Vorwort
zu (Piaget [1976)) beschreibt Piagets Lehrer Claparede diese Methode Piagets wie
folgt:

,Die Neuheit der Methode liegt darin, dass der Interviewer die Antwort des Kindes auf eine Frage
nicht einfach registriert, sondern es zum Reden bringt [...] Das Ziel dabei ist es, die hinter den
Antworten liegenden verborgenen Strukturen aufzudecken. Es handelt sich um eine Art geistiges
Abhorchen [...] man steckt nicht auf, wenn das Kind eine unversténdliche oder widerspriichliche
Antwort gibt: im Gegenteil, man versucht mit dieser Methode, den fliehenden Gedanken des
Kindes immer ndher zu kommen, bis man das Rétsel ihrer Struktur losen kann“ (Piaget| (1976
Vorwort, zit. n. Wittmann 1982).

Eine Vergleichbarkeit der verschiedenen Interviews ergibt sich durch die Festle-
gung von Aufgaben und Fragen, die allen Schiilern gleichermafien gestellt werden.
Erst der weitere Verlauf des Interviews gestaltet sich individuell, der Versuchslei-
ter hat die Moglichkeit mit seinen Fragen und Vertiefungen ganz auf das Kind
einzugehen. In dieser Form des Interviews ist es moglich, die vorher aufgestellten
Hypothesen zu testen, indem das Denken auf die betreffenden Bereiche hin kana-
lisiert wird. Dazu kénnen bestimmte Variablen festgeschrieben bleiben, aber auch
je nach Situation verdndert werden, um gezielt verschiedene Bereiche abzudecken
(vgl. Wittmann [1982).

Die letztgenannten Merkmale des , klinischen Interviews“ sind durch eine star-
ke Beeinflussung durch den Interviewer gekennzeichnet. Von seinen Fi#higkeiten
hiingt es ab, welche AuBerungen von Schiilern produziert werden. Dazu ist es not-
wendig, Situationen zu vermeiden, die dem Interviewten im Sinne der Hypothesen
wiinschenswerte Antworten aufdrédngen. Das Verhalten des Interviewers muss sich
bzgl. des Tempos, des Ablaufs des Interviews aber auch bzgl. der Sprache auf das
Niveau des Interviewten und seine Fahigkeiten einstellen. Klinische Interviews un-
terliegen haufig dem Vorwurf mittels suggestiver Situationen gewiinschte Antwor-
ten zu provozieren. Das Weiterfragen des Interviewers ist jedoch eher zu verstehen
im Sinne alternativer hypothetischer Fragen, die keineswegs die richtige Antwort
vorgeben oder in eine bestimmte Richtung lenken sollen.

,Der Interviewer muss zwanglos fiir maglichst viele AuBerungen des Kindes sorgen und gegebe-
nenfalls vorsichtig gegenargumentieren; wiahrend des Interviews muss er sich ganz in das Kind
hineinversetzen, aber trotzdem kritisch bleiben und die Authentizitit der kindlichen AuBerungen
priifen“ (Hasemann||1986, 29).

»Es ist klar, dass ein fihiger Interviewer mehr Informationen aus einem Kind herauslocken kann,
als ein weniger begabter. Zwar liasst sich die Fahigkeit zur Interviewfithrung durch Training stei-
gern, aber Unterschiede bleiben doch bestehen, insbesondere bei mathematisch anspruchsvollen
Themen* (Wittmann|1982, 39).
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4.2 Auswahl der Schiiler

Selter und Spiegel formulieren in einem Leitfaden neun wesentliche Aspekte zur
Durchfithrung klinischer Interviews, die als Orientierungshilfe gelten konnen.

»1. Zielgerichtete Flexibilitat

2. Angenehme Gesprichsatmosphére

3. Transparenz

4. Herausforderung statt Belehrung

5. Annahme von Rationalitét

6. Erzeugung (sozio-)kognitiver Konflikte
7. Entdeckung der Langsamkeit

8. Achtung vor Gesprichsroutinen

9. Relativitdt der Information*

(Selter, Spiegel (1997, 107-108)

Zur Vertiefung sei auf die ausfiihrlichen Anmerkungen zu diesen neun Punkten
an der angegebenen Stelle verwiesen.

4.2 Auswahl der Schiiler

Die Auswahl der Schiiler erfolgte nach der Analyse der Testaufgaben. Es sollten
die besonderen Bereiche der einzelnen Fehlerkategorien mit Schiilern beispielhaft
erortert werden, um durch Nachfragen tiefere Einblicke zu erhalten. In Absprache
mit den beteiligten Lehrern wurden Schiiler ausgewéhlt, die Schwierigkeiten in be-
stimmten Bereichen des Tests gezeigt hatten, die jedoch meist auch im Unterricht
Probleme aufwiesen, die einer ndheren Betrachtung bedurften. Fiir diese intensi-
ve Betrachtung wurden 18 Schiiler ausgewéhlt. Von diesen waren zum Zeitpunkt
des Interviews 16 Schiiler in Klasse 8 (Beginn des Schuljahres, der informelle Test
wurde vier Monate vorher durchgefiihrt). 2 Schiilerinnen waren zum Zeitpunkt des
Interviews in Klasse 9, hatten den Test in Klasse 8 geschrieben. Ein Schiiler be-
suchte zum Zeitpunkt des Tests Klasse 8, nahm jedoch nach einer Riickversetzung
zum Zeitpunkt des Interviews ein weiteres Mal am Unterricht der Klasse 8 teil.

In Tabelle findet sich eine Ubersicht iiber die Losungen der Videoschiiler
bei den schriftlichen Testaufgaben. Richtige Antworten sind mit ,r* gekennzeichnet,
falsche Antworten mit ,f* und nicht bearbeitete Aufgaben mit n°.

In Tabelle sind die falsch bearbeiteten Aufgaben nach Fehlerkategorien be-
nannt worden, um einen Uberblick zu erhalten. Diese Fehlerkategorien entsprechen
im Wesentlichen denjenigen, die bereits fiir die Auswertung der schriftlichen Test-
aufgaben in verwendet wurden. Eine kurze Erlauterung zu den Abkiirzungen
der Fehlerkategorien findet sich in Tabelle [4.3]

4.3 Konstruktion von Interviewsituationen

Die Schiilerlésungen des Tests zeigten, dass sich bestimmte Fehlermuster haufig wie-
derholen. Um diese Fehlermuster zu iiberpriifen, wurden mit ausgewéhlten Schiilern
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Andrea
Aniela
Aylin
Bilal
Corinna
Cornelius
Darius
Erdem
Frauke
Jennifer
Jessica
Jorn
Kerim
Milena
Mirka
Natascha
Ozlem

Silke
Tabelle 4.1: Ergebnisse der Video-Schiiler
Name Al A2 A3 |A4 A5 A6 A7 A8 |A9 [A10 A1l (A12 (A13
2 b ¢ d e 0 g h |ayb o d e f g @ b) ¢ d |a b) |ab)c|a b) aa)bb 2 b) o [a b a) b)
Andrea SW SW n SW [RF n n on NK | sw SW | RF 59 2 2 [SO SO FF FF | F T T U U |RF n n n
Aniela sSw SW sO SO EH n NK |SW RF RF 59 n [H|[F SO SO |RF RF n n n
Aylin RR RR SW SW RR SO EH NK | sw sSwW 59 |3 4 1 W W | n |SO SO SO [SO SO [sO | IG
Bilal SW [NK [sw RF sw 06 2 F (n n n n n n n n n
Corinna, SW_n SW NK | Sw SW_n 59 [3 2 2 n | | RF SO | sO
Cornelius SO RR SwW EH GS EH EH SO |[sw RF SW | RF H I I n 18 |RF | SO |SO 1
Darius Sw GS n SO sw sw F I | SO | RF n U u
Erdem SwW SW RF n EH SW |SO |SW RF SW [SW RB |3 2 2 n(n T n RF 18 | RF n
Frauke z SW SW GS n SO [NK [SW RF RF n RB 1 o) F[IS|F T F n n U n U u
Jennifer n SO _n n_n N8 RB nnin I n n_n |RF u n_n
Jessica SwW SwW SW n n n NK RF RF RF [RF 59 |3 4 W W |n |RF T T 18 u n n
Jorn SwW EH NK sw RB | 3 2 3 n n (H[RF I | u u U VD
Kerim SW RF n n SO [NK [SW RF RB |3 2 1 F|n non RF n KV
Milena SW SW sO RR RF |SO |SW RF RF SW [SW RB W W |n I | RF 18 | RF n n n
Mirka SO n n_SO n EH n NK [SW RF_SW SW [SW RF W W |n RFE__| RF_U |RF | SO 1
Natascha sw SW sw SW GS n n |NK [SW n sSw RB |3 4 n n|n I 1 n n n n n n n
Ozlem SW sw SO sO EH n SW SW sw RB 212 FF FIF F n 18 | SO | VD | SO SO
Silke SW RR sSwW RF RF SO RF NK |SW RF RF SW |RF 59 3 F|S|F | RF U |RF u U u
Tabelle 4.2: Fehlerkategorien der Video-Schiiler

06  Ab5: 11,6 als 11,06 notiert KV  A12: kein Vergleich

1 A6: xxxxx; A13: 1 m? N8  A3: 0,088 als kl. Zahl erkannt, sonst NK

2 A6: xx,xxx; A7: 2 Nullen NK A3: n. Anz. d. Nachkommastellen sortiert

3 A6: xxx,xx; A7: 3 Nullen RB  A5: Zahlen rechtsbiindig notiert

4 A6: xxxX,X RF  Rechenfehler

18  A9: Teilfliche mit 18 - 3 berechnet | RR  falsche Rechenrichtung

59  Ab5: 59 als (0,)59 notiert S AS: seltsamer Ansatz

EH A2: Ergebnis hinten SO  sonstiger Fehler

F  AS: falscher Ans.; A9: Fliche ber. | SW  Stellenwertfehler

FF  AT: Folgefehler T  A9: Teilumfiinge berechnet
GS  A2: gr. Stelle minus kl. Stelle U  Umfang berechnet

H  AS: halber Ansatz VD  Al12: Werte verdoppelt

I A9: fehlende Mafle ignoriert W AT7: Ergebnis in Worten
IG  A12: Feststellung: ,ist grofer® 7 Zahlfehler

Tabelle 4.3: Abkiirzungen der Fehlerkategorien in Tabelle
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Interviews gefiihrt. Die Interviews nahmen zum einen Inhalte des Tests auf, um
Nachfragen zu erlauben, zum anderen wurden zusétzliche Inhalte behandelt, die
eine genauere Analyse der Rechenfdhigkeiten und -fertigkeiten erlauben sollten.
Im Folgenden werden die Rahmenaufgaben der Interviewsituationen vorgestellt.
Aus diesen Rahmenaufgaben ergaben sich in den einzelnen Interviews héaufig Si-
tuationen, die ein individuelles Nachfragen notwendig machten. Ergab sich aus den
Antworten, dass ein Schiiler an einer bestimmten Stelle {iberfordert gewesen sein
konnte, wurden Aufgaben auch ohne korrekte Losung ohne Kommentar abgebro-
chen, andere Aufgaben (s.u.). zum Teil zusdtzlich hinzugezogen. Beschreibungen
dieser indivuellen Situationen und damit einhergehend Beschreibungen individuel-
ler Rechenfertigkeiten und Rechenschwierigkeiten erfolgen in [£.4] ab Seite

4.3.1 Einleitung des Interviews

Die Schiiler wurden mit einer standardisierten Einleitung begriifit, um sie auf die
Situation einzustimmen und ihnen moglichst die Anspannung zu nehmen:

,Ich mochte mit dir iiber Mathematik und Mathematikunterricht sprechen. Du
sollst dabei auch einige Aufgaben 16sen. Ich méchte gerne sehen, wie du diese Auf-
gaben 16st. Wir kénnen uns dariiber unterhalten. Du bist nicht ausgew&hlt wor-
den, weil du besonders gut oder besonders schlecht im Mathematikunterricht bist,
sondern weil mir ein paar Dinge an deinem Test aufgefallen sind. Wir werden das
Interview auf Videoband aufnehmen. Das hilft mir spéter zu verstehen, wie du rech-
nest, wie du an einige Aufgaben herangehst. Ich kann mir das nicht alles merken,
deswegen nehmen wir das auf.“

Die Interviews dauerten in der Regel eine Schulstunde, also 45 Minuten. Sie
wurden mit Hilfe einer Videokamera aufgezeichnet, die von einer studentischen
Hilfskraft bedient wurde. Die Schiiler hatten die Moglichkeit, sowohl auf den Auf-
gabenblittern als auch auf Extrablidttern Berechnungen oder Notizen anzufertigen.

Die Bereitschaft, sich auf diese Interviews einzulassen, war bei allen ausgewéhlten
Schiilern sehr hoch, die Konzentration meist iiber die gesamte Zeit vorhanden. Auf
Nachfrage duflerten einige Schiiler, die Situation habe ihnen Spafl gemacht.

4.3.2 Bereich 1: Mathematikunterricht

In der ersten Phase des Interviews werden Fragen zum Mathematikunterricht ge-
stellt. Ein umfassende Untersuchung zu den Gedanken und Beurteilungen von
Schiilerinnen und Schiilern zum Mathematikunterricht findet sich bei Winter
(1998). Die Schiiler sollen Auskunft geben iiber ihre subjektive Einstellung zum Ma-
thematikunterricht, zu Erinnerungen, zu positiven wie negativen Eindriicken und
Verbesserungsvorschldgen. Zum einen dient dies der Eingewohnung, einem Sich-
Einlassen auf Themen und Aufgaben des Mathematikunterrichts. Zum anderen ist
es denkbar, dass sich Hinweise zu Griinden fiir Liicken, Misserfolge und Einstellun-
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gen zur Mathematik herausfinden lassen. Folgende Fragen werden — in sinngeméfler
Formulierung — bearbeitet:

Interview-Aufgabe 1.1

Was fallt dir ein, wenn du an Mathematikunterricht denkst?
Warum ist das so, hast du eine Erklarung?

Zunéchst geht es lediglich um einen Einstieg in eine ungewohnte Interviewsi-
tuation. Dieser soll jedoch bereits eine erste Annédherung, eine erste Einschétzung
der Befindlichkeit gegeniiber dem Mathematikunterricht ermoglichen. Sind es pau-
schale, allgemeine Urteile, die den Schiilern einfallen? Sind es personliche Gefiihle,
die die Antworten priagen? Werden bereits hier spezifische Themen genannt? Nach
Winter sind viele Schiiler bereits bei dieser wenig spezifischen Aufgabenstellung in
der Lage, differenzierte Aussagen iiber den Mathematikunterricht, ihre Leistungen,
Griinde fiir guten oder schlechten Erfolg im Mathematikunterricht zu geben (vgl.
Winter| (1998, 4)

Interview-Aufgabe 1.2

Gibt es etwas im Mathematikunterricht, das du (besonders) gern magst?
Gibt es etwas im Mathematikunterricht, das du gar nicht magst?

Etwas genauer als in der Eingangsfrage soll es nun darum gehen, bestimmte Vor-
lieben oder Ablehnungen gegeniiber speziellen Inhalten des Mathematikunterrichts
zu benennen. Wenn der Mathematikunterricht zunéchst pauschal als unbeliebt ab-
gelehnt wird, kann es dennoch sein, dass bestimmte Inhalte subjektiv als angenehm
empfunden werden, wihrend andere Inhalte eher gemieden werden. Auch Schiiler,
die sich schon bei der ersten Frage differenziert geduflert haben, konnen mit dieser
Eingrenzung evtl. ndhere Informationen zu ihrem Empfinden gegeniiber speziellen
Inhalten geben.

Interview-Aufgabe 1.3

Kannst du dich an den Mathematikunterricht in deiner Grundschulzeit erinnern?
War da der Unterricht genauso wie heute oder gab es Unterschiede?

Bei besonders schwachen Schiilern liegt die Vermutung nahe, dass sie in der Regel
wenig Freude am Fach Mathematik haben. Es stellt sich die Frage, ob dies bereits
wahrend der Grundschulzeit der Fall war oder ob eine eventuelle Ablehnung erst
spater einsetzte. Generell ist es interessant zu wissen, ob bestimmte Inhalte erinnert
werden kénnen, ob Zusammenhéinge zwischen vielleicht ,einfacherer’ Grundschul-
mathematik und aktueller Mathematik hergestellt werden konnen.
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Interview-Aufgabe 1.4

Was hast du in der Grundschule in Mathe gern gemacht?
Was hat dir dort gar nicht gefallen?

Vielleicht gibt es spezielle Inhalte der Grundschulmathematik, die diesen Schiilern
besonders in Erinnerung geblieben sind und damit eine Auswirkung auf den aktu-
ellen Mathematikunterricht haben kénnten. Dies konnen allgemeine Erlebnisse aus
dem Mathematikunterricht sein, aber auch konkrete Inhaltsbeispiele.

Interview-Aufgabe 1.5
Meinst du, dass Erfolg im Mathematikunterricht von deinen Lehrern abhangt?

Eine unter Schiilern und Studenten oft formulierte Antwort bzgl. Mathematikun-
terricht ist die Abhéngigkeit des Erfolgs von der unterrichtenden Lehrkraft. Hier soll
der explizite Versuch unternommen werden, die Schiiler auf eine mégliche Abhéngig-
keit zu stoflen, sofern sie dies noch nicht bei vorherigen Fragen geduflert haben.
Moglich ist also die Zustimmung zu dieser Frage, aber auch die Ablehnung in Form
von Antworten, dass der Erfolg eher von den Schiilern oder vom Inhalt abhingen
konnte.

Interview-Aufgabe 1.6

Hast du Verbesserungsvorschlage?

Auch wenn dies eine eher theoretische Frage darstellt, soll den Schiilern die
Moglichkeit gegeben werden, sich Gedanken iiber mogliche Verbesserungswiinsche
bzgl. des Mathematikunterrichts zu machen. Wenn Schiiler sich tatséchlich differen-
zierter iiber ihren Mathematikunterricht d&uflern, als allgemein angenommen wird,
kann es ebenso sein, dass sie ganz konkrete Dinge benennen kénnen, die ihnen im
Unterricht nicht behagen, gleichzeitig aber auch Alternativen aufzeigen.

4.3.3 Bereich 2: Zahlvorstellung, Stellenwert, Dezimalbriiche

Aufgabe 3 des Tests (siche Aufgabe 3 in , zeigt, dass auffallend viele
Schiiler nicht in der Lage sind, die dort verwendeten Dezimalzahlen der Gréfie nach
zu ordnen. Warum dies so ist, lédsst sich zunéchst nur vermuten. Deswegen wird im
Bereich 2 der Interviews u.a. nach der Anordnung von Zahlen gefragt. Zunéchst
sollen natiirliche Zahlen angeordnet werden, um zum einen Versténdnisprobleme
iiber das Anordnen zu kldren und um zum anderen méglicherweise fehlende Grund-
kompetenzen zu entdecken. Im Anschluss daran sollen Dezimalzahlen angeordnet
werden, die unterschiedlich viele Stellen hinter dem Komma aufweisen.
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Interview-Aufgabe 2.1
Kannst du diese Zahlen der GroBe nach ordnen?

365 6 456 1089 3650 1088

Interview-Aufgabe 2.2
Kannst du auch diese Zahlen der GroBe nach ordnen?

7,5 6,7 7,4 7,5 7,45

Diese Zahlen dhneln denen des schriftlichen Tests. Um diese Zahlen ordnen zu
konnen, ist neben dem Wissen iiber die Rangfolge der Ziffern fiir sich ein klares
Verstéandnis der Bedeutung der einzelnen Stellen (Positionen) vor und nach dem
Komma vonnéten. Wiahrend man sich bei den natiirlichen Zahlen mit der Anzahl
der Stellen behelfen kann, um eine Vorsortierung zu erhalten und dann — bei gleich
langen Zahlen — nach dem Wert der Ziffern zu urteilen, hilft dieses Verfahren bei
Dezimalzahlen nicht weiter.

Im Unterricht wird meist auf die Moglichkeit des Vergleichs zweier Zahlen durch
ein Anhdngen von Nullen hingewiesen. Dazu ist es notwendig, vom Konzept her
verstanden zu haben, dass ein Anhédngen einer Null hinter dem Komma den Wert
der Zahl — anders als bei den natiirlichen Zahlen, wo dies einer Verzehnfachung
gleichkommt — nicht verdndert. Ohne dieses Verstdndnis bleibt das Anhéngen der
Null ein Trick, der bei Vergessen der genauen ,Regel’ ungenau — und damit falsch
— verwendet werden kann (siehe [3.2.2] S. [p5).

Ein Problem der Sortierung kann die lineare Anordnung der Zahlen sein. Diesem
war bei der Gestaltung der Testaufgabe 3 (siehe [3.2.2]) mit einer Tabelle entgegnet
worden, die ein vertikales Sortieren vorschrieb. Damit bestand die Moglichkeit, nach
der Methode ,Kommas untereinander‘ zu verfahren. Bei der schriftlichen Addition
muss auf diese Weise verfahren werden. Diese Moglichkeit soll in den Interviews
jedoch erst in einem zweiten Schritt angeboten werden.

Interview-Aufgabe 2.3
Rechne schriftlich: 11,6 + 61,78 + 59

Das schriftliche Rechnen provozierte diverse Fehler, die z. T. im Verstédndnis des
Stellenwertsystem zu liegen schienen (siche Aufgabe 5 in [3.2.2] 3.4.1). Mit die-
ser Aufgabe wird die Moglichkeit gegeben, dies im direkten Gespréach genauer zu
kldaren. Ein besonderer Blickpunkt ist die rechtsbiindige Notation von natiirlichen
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Zahlen, will man schriftlich addieren. An dieser Stelle muss dieses Vorgehen jedoch
fehlschlagen, es kollidiert evtl. mit der Regel ,Kommas untereinander*.

Interview-Aufgabe 2.4

Ich sage dir eine Zahl. Nenne mir den Nachfolger dieser Zahl.
45, 80, 89, 369, 200, 999, 3899

Interview-Aufgabe 2.5

Ich sage dir wieder eine Zahl. Nenne mir den Vorganger dieser Zahl.
45, 89, 80, 520, 100, 301, 3020

Diese Aufgaben sollen einen Einblick in die Vorstellung des Zahlenraums bis
10000 ermoglichen. Vorgesehen sind diese Aufgaben fiir Schiiler, die Schwierigkeiten
in der Anordnung der natiirlichen Zahlen zeigen und dienen damit im Wesentlichen
einer genaueren Eingrenzung ihrer Schwierigkeiten.

Interview-Aufgabe 2.6
Lose die folgenden Aufgaben.

a)[ ]+5=13 b)25+[ ]=65
)64 ]=36 d)[ F75=12

In den schriftlich gelosten Aufgaben (siehe Aufgabe 2 in [3.2.2] waren bei
den Liickenaufgaben diverse Probleme aufgefallen. Anhand dieser vier Aufgaben
sollen Bearbeitungs- und Vorstellungsstrategien der Schiiler deutlich gemacht wer-
den. Hilfen kénnen das Anbieten von Umformmaéglichkeiten oder die Ubertragung
auf Sachsituationen mit Geldwerten sein. Insbesondere die Situation des , Bezah-
lens® konnte helfen, die abstrakte Darstellung der Liickenaufgaben sinnvoller er-
scheinen zu lassen.

Interview-Aufgabe 2.7
Berechne die folgenden Aufgaben.

a)0,7-08=[ ] b)02-03=[ |

Zum Abschluss des Arithmetikteils werden zwei Multiplikationsaufgaben aus
den schriftlichen Aufgaben aufgegriffen (sieche Aufgabe 4 in [3.2.2] [3.4.1]), um das
Verstandnis des Stellenwerts aber auch die Verwendung der eingeiibten ,Nachkom-
mastellenregel® zu iiberpriifen. Dariiber hinaus ist es moglich, die Zusammenhénge
zwischen Dezimalbriichen und gemeinen Briichen zu thematisieren. Sollte hier wie
in den Losungen der Testaufgaben auch die schriftliche Multiplikation verwendet
werden, besteht die Moglichkeit, néhere Informationen iiber die vermeintliche —
subjektive — Sicherheit dieser Losungsform zu erhalten.
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4.3.4 Bereich 3: Umfang und Fléchen von einfachen Figuren

In der Geometrie der Hauptschule ist es notwendig, Grundschulwissen {iber geo-
metrische Grundkenntnisse aufzugreifen, diese zu vertiefen und mit den neuen In-
halten in Verbindung zu bringen. Bei notwendigen Berechnungen wird neben den
geometrischen Kenntnissen die Beherrschung arithmetischer Grundfertigkeiten vor-
ausgesetzt.

Interview-Aufgabe 3.1

Erklare mir, was der Umfang von einer Figur ist (keine Formel)!
Was musst du kennen, wenn du den Umfang einer Figur bestimmen willst?

Diese Fragen dienen einem FEinstieg in das Thema der Geometrie. Sie sollen einen
ersten Eindruck davon ermdoglichen, ob die Schiiler eine Vorstellung vom Konzept
des Umfangs haben. Die schriftlichen Lésungen haben gezeigt, dass an dieser Stel-
le viele Verwechslungen stattfinden, sei es mit dem Konzept des Flacheninhalts
oder seien es Unsicherheiten im Umgang mit einzelnen Bestandteilen des Konzepts
Umfang.

Interview-Aufgabe 3.2

Wie bestimmst du den Umfang dieser Figur?
83m

60 m
20m

132m

Nach den allgemeinen Fragen zum Umfang einer Figur folgt nun eine konkrete
Aufgabenstellung, die sich auf eine aus zwei zusammengesetzten Rechtecken be-
stehende Figur bezieht. Dies ist die gleiche Figur, die die Schiiler bereits in der
Aufgabe 9b des schriftlichen Tests (siehe Aufgabe 9 in zu bearbeiten hatten.
Es gibt keine Formel fiir diese Figur, notwendig ist der Bezug zum Konzept des
Umfangs.
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Interview-Aufgabe 3.3
Hier siehst du den Grundriss von einem Zimmer. Darin sollen groBe Fliesen verlegt werden.
Wie viele Fliesen brauchst du?

Zur Erarbeitung des Verstandisses des Fliacheninhalts dienen haufig Zeichnungen
(z. B. Grundrisse) mit vorgegebenen Einheitsflichen — meist Quadrate. Dies greift
diese Aufgabe auf, indem die Schiiler veranlasst werden, die Anzahl der eingezeich-
neten Fliesen (Einheitsquadrate) zu bestimmen. Dieses Vorgehen sollte bereits in
der Grundschule sowohl im Geometrieunterricht (siehe als auch im Arith-
metikunterricht (z. B. durch Punktfelder) thematisiert worden sein.

Interview-Aufgabe 3.4
Hier siehst du noch eine Figur - wieder ein Zimmer. Welchen Flacheninhalt hat dieses
Zimmer?

7m

3m

18 m

Zum Abschluss des Geometrieteils soll diese Aufgabe zur Berechnung des
Flacheninhalts als Ankniipfung an die vorherige Aufgabe stattfinden. Auch die-
se Aufgabe war als Aufgabe 10b bereits Bestandteil der schriftlichen Uberpriifung
(siehe Aufgabe 10 in . Fiir die Gesamtfigur gibt es wiederum keine Formel,
notwendig ist auch hier das Verstédndnis des Konzepts des Fliacheninhalts. Aller-
dings ist hier nach einer Zerlegung in zwei Teilfiguren (Rechtecke) die Verwendung
von Formeln moglich.
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4.3.5 Bereich 4: Verbindungen zu anderen Inhalten der Grundschule

Dieser vierte Bereich von Aufgaben wird nur bei einigen Schiilern angesprochen
werden. Kriterien fiir die Auswahl dieser Aufgaben werden spezielle Probleme bei
den vorangegangenen Aufgaben sein, die entweder ein Nachfragen erforderlich ma-
chen oder zum Abbruch der vorangegangenen Aufgaben fithren.

Interview-Aufgabe 4.1
Dies ist ein ,Mal-Quadrat’. Erganze die fehlenden Zahlen.

2 | 3

14

Mogliche Kriterien, das FEinmaleins-Quadrat zu bearbeiten, sind deutliche
Schwierigkeiten im Kleinen Einmaleins oder auch massive Probleme in der Fle-
xibilitdt bei operativen Beziehungen. Hier werden Grundschulfdhigkeiten und -
fertigkeiten angesprochen, die verinnerlicht sein sollten, um ein effektives Arbeiten
mit den neuen Inhalten der Hauptschule zu ermoglichen. Zum einen ist dies die
Beherrschung der Einmaleinsergebnisse verschiedener Reihen, wenn zu zwei gege-
benen Faktoren das Ergebnis bestimmt werden muss. Zum anderen ist es die flexi-
ble Handhabung der einzelnen Aufgaben der verschiedenen Einmaleins-Reihen. So
muss es moglich sein, zu einem bekannten Faktor und einem Ergebnis den zweiten
Faktor zu bestimmen. Dies kann mittels einer Umstellung zu einer Divisionsauf-
gabe erfolgen, aber auch aus der einfachen Kenntnis der Einmaleinsreihen und
der zugehorigen Aufgaben. Sind diese Grundkompetenzen der Grundschule nicht
vorhanden oder nur bruchstiickhaft verfiighar, nehmen diese Bereiche innerhalb
des Aufgabenkontextes neuer Inhalte einen derart hohen zeitlichen und gedécht-
nisspezifischen Rahmen ein, dass die Konzentration auf die Schwierigkeit der neuen
Inhalte zwangsldufig verhindert wird.
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Interview-Aufgabe 4.2
Am Kiosk kosten 3 Dosen Cola 2,40 €. Was kosten 2 Dosen?

Die interviewten Hauptschiiler haben im aktuellen Mathematikuntericht vor
nicht langer Zeit das Thema Proportionalitit — Antiproportionalitdt behandelt. Fiir
diese typische Aufgabe des Dreisatzes ist es notwendig, sich den Kontext zu verdeut-
lichen, um zu entscheiden, welche Form der Zuordnung vorliegt. Ist die Zuordnung
proportional oder antiproportional? Erst nach dieser Entscheidung ist sinnvolles
Rechnen moglich. Dieses Rechnen wird in der Regel durch das Aufstellen einer
geeigneten Tabelle ermdglicht, in der zunéchst der Preis fiir eine Dose berechnet
wird, um dann durch Multiplikation dieses Einheitspreises die Losung der Aufgabe
zu erhalten. Dass diese Aufgabe auch von Grundschiilern ohne die Kenntnis der
schematischen Dreisatzmethode sinnvoll bearbeitet werden kann, sei an dieser Stel-
le lediglich angemerkt. Inhaltlich bedient sich diese Aufgabe einfacher Zahlen, so
dass die Aufgabe im Zusammenhang mit Geldwerten und dem Kleinen Einmaleins
im Kopf gelost werden kann.

Interview-Aufgabe 4.3

Zwei Gartner brauchen 3 Stunden, um den Rasen auf einem Sportplatz zu mahen.
Wie viele Gartner braucht man, um diesen Platz in einer Stunde zu mahen?

Wie bereits bei der vorangegangenen Aufgabe ist es auch bei dieser Aufgabe
zundchst notwendig, die Form der Zuordnung zu bestimmen. Erst dann kann sinn-
voll gerechnet werden.

Interview-Aufgabe 4.4

Ein Schulchor mit 10 Schiilern braucht fiir ein Lied 5 Minuten. Wie lange braucht ein
anderer Chor mit 20 Schiilern?

Diese Form von Aufgaben wird héufig als eine jnicht sinnvolle’ Aufgabenstellung
kritisiert, da es nichts zu rechnen giabe. Dennoch ist es auch bei dieser Aufgabe
an erster Stelle notwendig, zu erfassen, um welche Situation und welche Zusam-
menhénge es hier geht. Dies kann unter der Fragestellung passieren, ob es sich um
eine proportionale oder eine antiproportionale Zuordnung handelt. Es ist zu vermu-
ten, dass es Schiiler gibt, die sich rezeptartig fiir eine der beiden Formen entscheiden
und dann Rechnungen anstellen. Eventuell wird diese Entscheidung durch die ge-
rade zuvor im Unterricht behandelte Form beeinflusst. Demzufolge ist sowohl die
Antwort 10 Minuten als auch die Antwort 2,5 Minuten zu erwarten. Im Gespréich
kann thematisiert werden, ob die gleiche ,sinnlose’ Aufgabe in einem anderen Sach-
kontext (z.B. Lied im Radio, von der CD; Kochen mehrerer Eier) eher erkannt
wiirde.
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4.4 Auswertung der Interviews

Die Auswertung der Interviews erfolgte im Wesentlichen nach Methoden der quali-
tativen Inhaltsanalyse, wie sie bei Mayring (1990) beschrieben werden. Demzufolge
dient die Auswertung der gesamten Interviews einer Zusammenfassung. Diese Zu-
sammenfassung hat zum Ziel, die jeweiligen Abstraktionsebenen schrittweise zu
verallgemeinern — damit wird die Zusammenfassung schrittweise abstrakter. Durch
Betrachtung einzelner Fragmente der Interviews konnen bestimmte Aspekte her-
ausgegriffen werden. Das Material wird zunehmend reduziert, damit wesentliche
Inhalte herauskommen. Durch die Abstraktion entsteht ein iiberschaubarer Cor-
pus, der ein Abbild des Grundmaterials darstellen kann. In einer abschliefenden
Strukturierung werden wiederum bestimmte Aspekte herausgefiltert, die unter Ord-
nungskriterien einen Querschnitt durch das Material belegen und eine Einschétzung
aufgrund bestimmter Kriterien erméglichen (vgl. Mayring |1990, 52-55; vgl. |Strauss
1994)).

Die auf Videoband aufgenommenen Interviews wurden von studentischen Hilfs-
kraften als Wortprotokoll transkribiert und anschlieend vom Autor mit inhalts-
analytischen Verfahren ausgewertet.

Im Folgenden werden zur Erlduterung Ausschnitte aus diesen Interviews wie-
dergegeben. Die vollstandigen Transkripte finden sich im Anhang[B] Die Passagen
des Interviewers werden mit [I: eingeleitet, die Passagen der Schiilerin oder des
Schiiler mit S:. Kurze Pausen (z. T. auch sehr undeutliche Passagen) werden durch
drei Punkte (,,...“) gekennzeichnet. Lingere Pausen durch die Angabe (Pause),
zum Teil mit Zeitangabe. Weitere Hinweise und Bemerkungen werden ebenfalls in
Klammern und kursiv angegeben. Einige paradigmatische Aussagen werden fett
dargestellt, um zum Abschluss des Kapitels in einem Fazit aufgegriffen zu werden.

4.4.1 Aussagen zum Mathematikunterricht

Die Schiiler konnen zum Teil sehr differenzierte Angaben dariiber machen, was ih-
nen im Mathematikunterricht geféllt oder eher Unbehagen bereitet. Haufig sind
es die einfachen Aufgaben zu den Grundrechenarten, die ihnen Spaf bereiten, von
denen Sie sagen, dass sie diese mogen. Doch auch bei diesen Antworten wird ei-
ne klare Differenzierung deutlich: Wahrend Addition und Multiplikation eher zu
den bevorzugten Rechenarten gehdren, erfahren Subtraktion und — noch sehr viel
deutlicher — Division eine klare Ablehnung.
Corinna, S.

I.  Gibt es etwas im Matheunterricht, was du besonders gerne machst?
S:  Malrechnen.

Mirka, S.
I Gibt es etwas im Matheunterricht, das du besonders gerne machst?
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\

Ja, das &h plusnehmen, also plus ...

I Ja. Gibt es etwas, was du gar nicht gerne machst?

S: Ja, geteilt.

I Geteilt?

S: Ja.

I Hast du eine Erklirung, warum?

S: Ja, also wenn’s so viele, also wenn’s so gréflere Zahlen sind, dann fillt mir
das so schwer, das &h in gleiche Teile zu teilen.

Bilal, S.

S:  Also Mathe hat. Es gibt viel in Mathearten so, es gibt Sachen, sagen wir so plus unter-
einander rechnen und die ganzen Malaufgaben (unverstindlich) und das mag ich und
so, das macht auch Spafl. Da wiirde ich auch manchmal weitermachen, aber wenn es
um diese Dezimalweise, drei Fiinftel mal sonst wie was, da komme ich eigentlich schon
mit, aber manchmal verstehe ich das nicht mehr und dann muss ich immer irgendwie
nachfragen und so. Und deswegen ...

Cornelius, S.
I:  Und was machst du gar nicht gerne?
S:  Division von Dezimalzahlen. Uberhaupt Division.

Ozlem S. |4

Und glbt es irgendwas, was dir vielleicht gefillt, was du gern gemacht hast?

S. In Mathe?
I: Hmm.
S:  Plusaufgaben.

Frauke, S.

I.  Gibt es irgend etwas, was du besonders gerne machst im Matheunterricht?
S Ja, plus und mal und minus und geteilt und so.

I:  Gibt es irgendwas, was du gar nicht gerne machst?

S:  Ja, Briiche.

Jess1ca S. |4

Aha, was denn, gefillt dir etwas besonders gut?
Plus.

Plus?

Ja.

Gibt es auch etwas was du nicht magst, so gar nicht?
Mhm, minus.

Einzelne Schiiler benennen Themen des aktuellen Unterrichts als etwas, das sie
gerne machen — meist sind diese Themen individueller Auswahl jedoch eher auf der
Negativ-Seite zu finden. Zu diesen Themen gehoren explizit die Dezimalbriiche, die
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Bruchrechnung allgemein, die Prozentrechnung, hin und wieder auch die Geometrie

oder der Dreisatz.
Erdem, S. |2
I.  Gibtes etwas im Matheunterricht, was du besonders gerne machst?
S:  Geometrie.
I:  Geometrie. Gibt es auch etwas, was du gar nicht gerne machst?
S:  Eigentlich nicht.

Andrea, S. |3

I.  Gibtes etwas was du besonders gern machst im Matheunterricht?
S:  Geometrie.

I:  Geometrie machst du gerne.

S: Ja.

I:  Gibt’s auch irgendwas, was du gar nicht gerne machst?

S:  Prozentrechnung.

Corinna, S.
I: Gibt es auch etwas, was du gar nicht gerne machst?
S: Dezimalbriiche.

Ay]m S. |4

Gibt es 1rgendetwas Gutes, was du gerne machst oder irgendwas, was du gar nicht gerne
machst?

Schreiben mach ich gerne.

In Mathe.

Ja.

Was schreiben?

Ja, die, die Aufgaben oder so abschreiben, das mach’ ich gern.

Gibt es irgendwelche Matheinhalte, die du gerne machst?

Ahm, nee.

LEREnE®

Ozlem, S.

I.  Gibt es irgendwas Besonderes, was du besonders schlecht findest, was du gar nicht
magst?

S:  Ja, ja. Prozentrechnung.

Darius, S.
I:  Was fillt dir ein, was Gutes oder nicht? Machst du das gerne?
S:  Ja, Mathe ist mein Lieblingsfach.

I:  Gibt es auch etwas, was du nicht so gerne magst, auch wenn dir Mathe eigentlich gut
gefallt?
S:  Eh, die Geometrie, zeichnen.
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Jennifer, S.
I.

S:

—

Hmm. Gibt es jetzt etwas, was du gar nicht magst, oder was du besonders gern magst?
Also gar nicht mag ich zur Zeit dieses, ahm, das machen wir jetzt gerade, mit x und y
und so was, ist ehh.

Hmm, das magst du gar nicht.

Nee, und Prozentrechnung, das fand ich eigentlich immer ganz gut.

Jessica, S.

I:
S:

Noch etwas, was Thr da macht, was dir nicht geféllt?
Hmm. Dreisatz.

Einige Schiiler bemerken zum Mathematikunterricht, dass dieser insgesamt lang-

weilig

, »whicht ihr Ding®“ sei. Fiir diese Schiiler 16st oft schon der Gedanke an Ma-

thematikunterricht eine negative Haltung aus.

Keri
S:

I
S
I:
S:
I:
S

—

m, S.

Ja, ich weifl nicht, Mathe ist nicht so mein Ding, ich weif} nicht, wie soll ich es erkléiren.
Magst du nicht so gerne?

Nee, Mathe nicht.

Gibt es irgendwas, was du gerne machst in Mathe? Irgendwas.

Nee, eigentlich nicht.

Gar nix.

Nee in Mathe gar nichts.

Jennifer, S.

Was fallt dir ein, wenn du an Matheunterricht denkst?

Langweilig.

Langweilig?

Ja.

Warum? Kannst du mal sagen, warum es so ist?

Ich weifl nicht, weil ich es nicht so gut kann, denke ich mal. Weil Mathe war noch nie
mein Ding. Also weifl nicht, noch nie.

Cornelius, S.

Was fallt dir eigentlich ein, wenn du an Matheunterricht denkst?

Lauter Zahlen im Kopf.

Lauter Zahlen im Kopf?

Ja.

Ist das was Gutes oder nicht so Gutes? Hast du eher positive Gefiihle oder negative?
Negative.

Negative, warum?

Weil ich ... eine Arbeit sehe, ist wie Black out.

Ja. Du guckst auf den Zettel und dann ist Schluss, ne.
(nickt)

Ozlem, S.

I:

Gut. Was fillt dir ein, wenn du an Matheunterricht denkst?
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S:

Scheife.

An die Grundschulzeit kénnen sich viele Schiiler kaum erinnern, meist scheinen ihre
Erfahrungen dort jedoch positiver Art gewesen zu sein. Dies zeigen Aussagen wie:

,Da war ich besser.*

»,Da hat es mehr Spafl gemacht.“ Interessant ist die Bemer-

kung einer Schiilerin, dass dort Beispiele aus der Erfahrungswelt der Schiiler eine

tragende Rolle gespielt hatten. So seien die Schiiler haufiger aufgefordert gewesen,

selbststéndig Beispiele fiir die Anwendung verschiedener Aufgaben zu ﬁnden Dies

entspricht in etwa dem Erfinden von Rechengeschichten (siehe [1.2.3] _ S. [23). Insbe-

sondere beim Blick auf die Grundschule fillt vielen Schiilern ein, dass sie zwar die

Multiplikation, nicht jedoch die Division gemocht haben.
Frauke, S. |3

I:

Denk mal zuriick an die Grundschule, kannst du dich da an den Matheunterricht erin-
nern?

Ja.

Wie war das da? War das gut, hat das Spafl gemacht?

Leicht.

War leicht?

Ja.

Hat dir auch Spafl gemacht?

Ja.

Gibt es da was Besonderes, was du da gerne gemacht hast?

Ja, diese Kettenaufgaben. Also, wo jetzt drei mal fiinf plus bla gleich, so was.
Hast du da schon irgendwas gar nicht gern gemacht?

Kann ich mich nicht so dran erinnern.

Mirka, S.

I:

S:

I:

S:

=

Kannst du dich an den Matheunterricht deiner Grundschule erinnern?

Ja, hmhm.

Ja? Gibt es da etwas besonders Gutes, was dir einfillt oder etwas, was du gar nicht
gemocht hast in der Grundschule?

Ja, was ich gemocht habe, als wir das so, das so gerechnet haben und dann sollten wir
immer dazu so was sagen, wie wir das herausgekriegt haben und so, also so Beispiele
dazu machen.

Hmhm.

Also zum Beispiel, wir haben hier 6 Bélle und so was, und wenn wir andere Figuren
oder so hatten.

Bilal, S.
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Gut. Gucken wir mal ein bisschen in der Zeit zuriick. Kannst du dich an den Matheun-
terricht deiner Grundschulzeit erinnern?

Ja, sogar sehr gut.

Gut? Gab’s da Ursachen? Hat dir was gut gefallen oder hat dir irgendwas nicht so gut?
Ja, da hat mir alles eigentlich gut gefallen.

Ja.

Weil damals waren die Aufgaben viel zu leicht fiir mich.

Ja, war also alles besser als hier.
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S:  War alles besser. Also ich konnte die Aufgaben, so fiinf, sechs Stiick aus der Klasse und
bei den sechs war ich auch (unverstindlich) und da konnten wir, wie soll ich sagen, alles
war leicht und also immer hatten wir sehr viel Spafl. Wir wollten immer nur Mathe
machen. Egal was Frau P., Freistunden hatten, Klassenfahrt, irgendwo, haben Mathe
gemacht, weil das hat uns Spafl gemacht.

I.  Gibt es etwas, das dir in der Grundschule nicht gefallen hat?
S:  Ne.

Jennifer, S.

I:  Kannst du dich noch an Dinge aus der Grundschule erinnern? Was gut war oder was
iiberhaupt nicht gut war?

S: Ja, ich weifl noch, das Mal-, also Malrechnen, konnte ich nie so richtig. Und geteilt
konnte ich immer besser, da dachte ich, weifl nicht, warum konnte ich das jetzt besser,
obwohl das eigentlich schwerer war?

Ahm, gab es etwas, was du gar nicht so gern gemacht hast in der Grundschule?
Ja, gut, so fillt mir jetzt nichts ein, was ich unbedingt, also gar nicht gemocht habe.

I:  Das ist komisch, ne? Die meisten sagen es umgekehrt.
S: Mhm.

I:  Hat dir besser gefallen, geteilt?

S:  Hmm.

I:

S:

Kerim, S.

I Gab es da, was du gern mochtest, oder war Mathe da auch schon so?
S:  Ja, da ging, normal, aufler geteilt.

I.  Das mochtest du nicht.

S:  Nee, geteilt gar nicht.

I.  Mhm.

S:  Grofle Zahlen auch nicht.

I.  Ja, aber mal und plus war O.K.?

S:  Mal und plus war O.K. Ja.

Andrea, S.
I: Gab’s da etwas, was du besonders gern gemacht hast oder was du gar nicht
gemocht hast?

S: Gemocht habe ich plus und minus und mal.

I:  Ja.

S: Und Schwanzrechnung habe ich nicht so gemocht.
I: Schwanzrechnen?

S:  Ja.

I: Du meinst geteilt rechnen, glaub ich.

S:  Ja, ja, ja.

Die Frage nach der Abhéngigkeit von der Lehrerin oder dem Lehrer wird meist
dahingehend beantwortet, dass Erfolg im Mathematikunterricht tatséchlich auch
vom Lehrer abhéingig ist. Dennoch verneinen einige Schiiler diesen Kausalzusam-
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menhang, sehen ihre Schwéchen eher darin begriindet, dass sie zu wenig iibten oder
kein Interesse an Mathematik hétten.

Mirka, S.

I:  Meinst du, Erfolg im Matheunterricht héingt von den Lehrern ab?

S: Von den Lehrern ab, also, wie die uns das beibringen. Ja, weil manche Lehrer, die
erkldren schnell und die anderen langsamer, manche deutlicher und die anderen, die
(unverstindlich) so ganz schnell.

I:  Du meinst also, das ist nicht nur von dir abhéngig, sondern auch von den Lehrern.

S:  Auch von den Lehrern, wie sie das erklaren.

Bilal, S.
S:  Ich weif} nicht, ich denke mal, ich mag Mathe nicht so gerne und ich weifl auch nicht,
warum. Mathe hat meist auch was mit der Lehrerin zu tun.

Und das héngt vom Lehrer ab? Meinst du?

I:

S:  Ne, eigentlich nicht.

I:  Also, kann beim einen Lehrer gut sein und beim anderen . ..

S:  Nein, eigentlich nicht. Alle Lehrer wollen doch die Besten, das Beste fiir ihre Schiiler.

I.  Gut. Klar.

S: Und. Ich sag ja nicht, dass die Frau (unverstindlich) was Schlechtes fiir mich will oder
sonst wie.

I:  Nein.

S:  Aber wie soll ich sagen? Fiir mich ist sie nicht so'n Typ fiir Mathe.

I:  Hmhm.

S:  Sie ist irgendwas anderes. Chemie oder so. Da ist sie ja gut.

S:  Wenn es gut drauf kam und man eine gute Lehrerin hat und sie erklért auch jedem was.
Am Anfang in der Stunde muss die Lehrerin auch erst manchmal fragen: Wie geht es
Thnen denn? Und nicht immer gleich hier Mathebiicher rausholen und so und so und so.

I. Ja.

Und das macht Frau (unverstindlich) immer nicht. Das ist das Problem.

\

Kerim, S.

I.  Meinst du, dass Erfolg im Matheunterricht von deinen Lehrern abhingt?
S:  Ich weifl nicht, glaube ich nicht.

I:  Meinst, es liegt an dir, weil du Mathe nicht magst?

S:  Ja. Weil ich es nicht kann, nicht mag und kein Interesse habe.

Jennifer, S.

I Gut, meinst du, dass bestimmter Erfolg im Matheunterricht von Lehrern abhéngt?

S: Mhm, das glaube ich, weil ich ...

I.  Ja? Schon viele Lehrer gehabt?

S:  Ja, ich war ein Jahr lang auf der Realschule.

I.  Mhm.

S:  Der Lehrer hat immer nur seinen Stoff durchgezogen, also hier, er hat sich um gar nichts

gekiimmert, nur gesagt, das macht ihr jetzt.
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Hmm.

Ja, da konnte ich das gar nicht und jetzt kann ich es eben bei Frau M. besser. Weil die
ist irgendwie besser.

Erklért es anders.

Ja.

Andrea, S.
I:

Meinst du dass der Matheunterricht und wie du .
Pausenglocke
. Erfolg hattest im Matheunterricht von den Lehrern abhéngig ist? Oder liegt das
mehr an dir?
Das liegt mehr an mir.

Cornelius, S.|3

I:

Meinst du dass diese Leistung oder diese Einschétzung von Mathematik von deinen
Lehrern abhéingen? Was ... ob du dadurch besser oder schlechter wirst? Ja?

Kann sein. Ein bisschen aber nur.

Ein bisschen.

Ja.

Aha. Also du meinst, es liegt auch an dir einiges?

(nickt)

Jessica, S. |4

Ja, memst du, dass Erfolg im Matheunterricht von deinen Lehrern abhéngt?
Ein bisschen.
Ein bisschen. Wann zum Beispiel?

Wenn du nicht klar kommst?
Naja, gut. Mit Herrn P. komme ich eigentlich ganz gut klar.

Zur Verbesserung des Mathematikunterrichts hatten die meisten Schiiler keine Vor-
schldge. Einige jedoch nannten klare Wiinsche. Zum Beispiel die Forderung nach ei-
nem besseren Tafelbild, mehr Anwendungsbezug(!), die Forderung nach mehr Spafl
anstelle von Eintonigkeit u. &.

Mirka, S.

I:

S
I:
S

Hast du Verbesserungsvorschlige fiir deinen Matheunterricht? Was du gerne héttest?
Ahm.

Wie du vielleicht besser werden kénntest?

Ahm, ja, also irgendwie so, die sollen mehr Aufgaben machen, nicht so ein-
fach nur, jetzt rechne das, sondern was dazu machen, wo man sich das viel-
leicht merken kann, so mit Sachen, also, zum Beispiel.

Jorn, S.

I:

S:

I:

Was wiirdest du besser machen?
Ja, mehr Spafl und nicht so einténig machen.
Mhm.
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S:

Nata,
I:

R Rl

Man miisste mehr Witz machen vielleicht.

scha, S.

Hast du Verbesserungsvorschlidge, was sollte man anders machen, damit dir Mathe wie-
der Spafl macht?

Ja, weifl nicht.

Mehr Zeit?

Mehr Zeit, ja genau.

Besser erkldaren?

Besser erkléren, ja.

Aylin, S.[416
I:

LE® e D

Aha, gut. Was sollte man im Matheunterricht verbessern? Was wiirdest du anders ma-
chen?

Also, ich wiirde nicht mehr reden, nicht mehr stéren und besser aufpassen.

Von dir.

Ja.

Und was sollten wir so als Lehrer vielleicht besser machen, dass dir das mehr Spafl
macht?

Ja, nicht so viel reden.

Sondern?

Ja, mehr schreiben lassen oder so, ich weifl nicht.

Mehr iiben lassen?

Ja.

In ihrer Konsequenz nicht durchzufiithren, aber dennoch ernstzunehmen sind fol-

gende

Bemerkungen:

Darius, S.

I:
S:

Hast du Verbesserungsvorschléige, was wir als Lehrer besser machen sollten?
FEigentlich nicht. Geometrie auslassen.

Cornelius, S.

I:

S:

Hast du Verbesserungsvorschlége, was man im Matheunterricht anders machen sollte,
damit es dir besser gefallt?
Gar kein Matheunterricht. Das wire Klasse.

Zusammenfassung Die Schiiler sind durchaus in der Lage, differenzierte AuBe-
rungen iiber ihren Mathematikunterricht zu formulieren. Thre Hinweise auf Un-
terrichtsinhalte, Lehrerverhalten und eigenes Lernverhalten, Wiinsche und Ver-
besserungsvorschlige sind ernst zu nehmen. Selbst Schiiler, die zunéchst mit
Pauschalantworten aufwarten, sind auf Nachfrage meist in der Lage, ihre Meinung
spezifischer darzulegen. Griinde fiir Lernschwierigkeiten im Mathematikunterricht
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werden nicht ausschliefSlich dem Fach selbst oder der Lehrerin angelastet, sondern
héufig genau benannt.

4.4.2 Anordnung von Zahlen

Die ersten Aufgaben der Interviews behandeln die Anordnung von Zahlen (siehe
4.3.3)). Zunichst galt es, natiirliche Zahlen in die korrekte Reihenfolge zu bringen,
anschliefend war dies bei gleicher Aufgabenstellung mit Dezimalzahlen gefordert.

Die natiirlichen Zahlen anzuordnen bereitete den Schiilern keine Probleme. Ab-
gesehen von der einen oder anderen Erlduterung beziiglich von Wortbedeutungen
lief die Bearbeitung dieser Aufgabe meist wie folgt ab.

Jennifer, S.

I:  Wir gucken uns einfach ein paar Aufgaben an. Die erste ist gar nicht schwer, es geht

darum, Zahlen zu sortieren. Diese Zahlen dort sind unterschiedlich grof.

S: Ja.

I:  Du sollst die einfach nur der Reihe nach, von klein nach grof3, aufschreiben. Ach so,
kommt da rein, ich hab das nur hingelegt, damit dich das nicht stért, was wir da unten
haben.

Ach so, dann soll ich sie jetzt einzeln.

Da kommt die Kleinste rein, da die Néchste und so weiter.
Ach so, mhm. (schreibt)

OK. Das war leicht.

Ja.

Ein vollkommen anderes Ergebnis zeigte die Bearbeitung der zweiten Aufgabe zur
Anordnung von Zahlen. Die Dezimalzahlen sorgten hier regelméfig fiir Probleme,
die im Folgenden néher dargestellt werden sollen.

Die erste Bearbeitung dieser Aufgabe fiihrte bei allen Interview-Schiilern in die
falsche Richtung. Vielfach wurde nach der Anzahl der Nachkommastellen sortiert
oder durch das Weglassen der Kommas eine Analogie zur ersten Aufgabe hergestellt.
Corinna, S.

I:  Gut, machen wir das ein bisschen schwieriger. Du hast ja gesagt, das magst du, deswegen
machen wir das auch. Das ist genau das Gleiche. Das sind auch normale Zahlen und die
sind unterschiedlich gro. Ordne die von klein bis grofi.

S: (rechnet)

I:  Hmm. Wie fangst du an?

S:  Mit der kleinsten?

I: Ja, welches ist die kleinste?

S:  Weil} ich nicht.

I:  Weifit du nicht. Du hast das hier oben auch rausgekriegt, welches die kleinste Zahl ist.
Wonach guckst du hier? Da sind Kommas dabei.

S: Dann lass ich das Komma weg.

I: Wenn du das Komma weglésst, hilft dir das schon?

S: Ja.

I.  Ja, was passiert dann, wenn du das Komma wegléisst?

S:  Dann, ... (unverstindlich)
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Eine besondere Stellung in der Reihe der zu sortierenden Zahlen nahm héaufig die
Zahl 6,7 ein. Viele Schiiler erkannten diese Zahl als kleinste Zahl, zeigten aber
deutliche Schwierigkeiten bei der Sortierung der verbleibenden Zahlen, die allesamt
mit 7 beginnen.

Aylin, S. 4

Kannst du mir sagen, warum?

Weil da ne, weil das, weil’s die Kleinste von den Ganzen ist.

Ja.

Also auch wenn das Komma hier nicht wir, dann wér das die Kleinste.

S: (denkt nach Ratlosigkeit — sortiert)

I:  Bist du dir sicher? Du guckst so, als wiirdest du sagen, ich weify nicht. Was stort dich?
S:  Ja, ich weif} nicht.

I:  Bei der Ersten warst du dir ganz sicher.
S: Ja.

I:  Das ist die Kleinste.

S: Ja.

I:

S:

I:

S:

Cornelius, S.

I:  Du schelnst dir ja immer noch nicht ganz sicher zu sein. Ich mache dir mal einen Vor-
schlag. Nimm mal einmal diese Zahl hier vorne da! Die scheint ja kleiner zu sein, die
hast du als erstes hingeschrieben. Bist du dir da sicher?

(nickt)

Warum? Kannst du es erkldren?

6 steht als erstes.

Eine 6 steht vorne, ist kleiner als die 7.

Ja.

R Rl

Trotz der anfinglichen Uberzeugung, richtig gehandelt zu haben, lieB sich eine
Schiilerin durch die Nachfrage verunsichern, ob dies tatséchlich die kleinste Zahl
sei.
Andrea, S.|3
Aha, warum meinst du, das ist die kleinste?
Ja, weil sechs.
Gut, okay. Sehe ich ein. Bist du dir sicher?
Jetzt irgendwie nicht.
WEeil ich nachgefragt habe oder ...
Ja.
. hast du ohnehin schon Bedenken gehabt?
Nee, vorher nicht.

Bei den verbleibenden Zahlen wurde meist der Teil hinter dem Komma im Sinne der
natiirlichen Zahlen verglichen — hdufig auch als solche ausgesprochen (z. B. Sieben
Komma Fiinfundvierzig fiir 7,45). Entscheidend war fiir diese Schiiler die Lange der
Zahlen. Einige Schiiler argumentierten zunéchst mit der Léange der Zahlen, waren
sich jedoch spéter nicht mehr sicher, ob Lange und Gréfle von Zahlen gleichzusetzen
sei.
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Jorn S.13

S wn T

Wie ist das mit den anderen Zahlen? Wie kann man die in eine Reihenfolge bringen?
Da steht ja vorne immer eine 7.

Ja, hier.

Hmm. Kann man von hinten gucken? Oder muss man erst mal ...7

Erst die Vorderen und dann die Hinteren.

Aha. Ich gebe dir noch mal einen Tipp. Schreib mal diese vier Zahlen, die du hier hast,
hier noch mal untereinander! Also alle die, die mit der 7 beginnen.

(schreibt)

Fillt dir schon was auf?

Dass die am gréfiten ist, also ldnger ist.

Ja, die ist linger, richtig.

Ja, linger. Aber muss nicht gréfler sein.

Aha. Muss nicht gréler sein. Gut, das ist richtig. Sie ist die Lingste, aber
sie muss nicht die Gréfite sein. Du kannst jetzt feststellen, ob das die Gréfite
ist. Guck sie dir noch mal im Vergleich zu den anderen Zahlen an!

Frauke S. |3

Was fallt dir auf?

Die werden immer griéfler, also.

Grofler oder ldnger?

Ja.

Die werden linger. Heif3t das auch, dass die gréfler sind?
Mhm. (nickt)

Ja?

Ja.

Andrea, S.|3
I:

Sind sie das jetzt geworden oder waren sie das vorher schon? Ich habe gerade
gesagt, dass durch das Anhingen von Nullen bei Kommazahlen sich nichts
dndert an der Zahl.

Ja, aber mit der Null werden die Zahlen grofler. Fiinfundvierzig und jetzt
vierhundertfiinfzig.

Ja. Durch das Komma sieht das anders aus.

Um sich der Anordnung der Zahlen zu néhern, wurde den Schiilern angeboten,
die Zahlen auf einem gesonderten Blatt noch einmal zu notieren. Dazu gab es den
Hinweis, die Zahlen mit ihren Kommas untereinander zu notieren. Diese Notation
brachte einige Schiiler dazu, ihre anfingliche Anordnung zu revidieren und {iber
eine andere Reihenfolge nachzudenken.

Eine Losung der Aufgabe war an dieser Stelle jedoch meist noch nicht moglich.
Darauthin wurde ihnen als Tipp angeboten, dass man Kommazahlen am Ende mit
Nullen verlangern kann. Dieses Vorgehen der Erweiterung sollte ihnen aus dem
Mathematikunterricht bekannt sein. Den meisten Schiilern war dieses Konzept be-
kannt. Dennoch war die Umsetzung zu einer sinnvollen Verwertung dieses Tipps
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nicht immer gegeben. Sinn und Zweck dieser ,Regel’ schien bei vielen Schiilern
nicht deutlich.

Als Beispiel dient ein Schiiler, der sich fragend &duflerte, wo er denn eine Null
ergianzen solle

Kerim, S.|3
I:

S:

Nicht schhmm eine Sache ist noch. Ich gebe dir mal einen Tipp, du kannst solche Zahlen,
die ein Komma haben, mit Nullen verldngern. Das darf man machen, so was habt IThr
auch mal gemacht. Du kannst da zum Beispiel eine Null dranhéngen, vielleicht hilft dir
das.

Kommt da eine Null hinter oder davor?

Andere Schiiler nahmen diesen Tipp jedoch auf und konnten nach einer Verlange-
rung der Zahlen auf die gleiche Anzahl von Stellen nach dem Komma einen sinn-
vollen GroBenvergleich leisten.
Bilal, S.

=

e wen e

Man darf Zahlen mit Nullen verlingern.
Ja, genau so.

Stimmt das? Stimmt das?

Ja.

Wann und wo darf man das machen?
Keine Ahnung. Ach, OK. Ich raffs.

Dann muss man hier zwei Nullen noch dranschreiben.

Mach das mal! Darf man das machen? Wird das jetzt eine andere Zahl oder bleibt das
die gleiche Zahl?

Das bleibt die gleiche Zahl nur mit zwei Nullen.

Ja, OK. Kann man das bei den anderen Zahlen auch machen?

Denk schon.

Probier mal aus! Willst du da auch zwei Nullen dranhidngen? Warum hast du da nur
eine drangehingt?

Ja, weil das ...

Aha. Fillt dir was auf an den Zahlen jetzt?

Ja.

Kannst du die jetzt sortieren?

Ja.

Mirka, S.|2
S:
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Weil dann hier 7,4 und 4, dann ist die glaube ich grofer, weil da ist glaube ich nur eine
5.

Ja, jetzt brauchen wir doch 'ne Null. Darf man da Nullen hinten dran hingen an die
7,47

Ja, hinten aber nur.

Mach mal! Wie viele Nullen hangst du an? Wie viele méchtest du?

Ja, zwei.

Ja.

(unverstindlich) Reicht eine schon, weil da ist eine 5.

Ja, welche ist denn jetzt grofer?

Das hier.
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I:  Eben hast du noch gesagt, die andere ist grofler.
S:  Oh.

I Hilft dir die Null?

S:  Ja, eigentlich ist die kleiner, weil da ist die Null.
I Ja.

S:  Ja, und da, die ist grofler, weil da die 5 ist.

I Ja.

S:

Also erkennt man durch die Null, ob die groer oder kleiner ist.

Jennifer, S.

S:  Jetzt miissen wir da eine Null hinschreiben.

I:  Darf man das machen?

S:  Also ich hab es so gelernt in der Grundschule.

S: (schreibt)
I.  Fallt dir jetzt was auf?
S:  Ja, die ist hoher, die 7 Komma 50.

Bei mehreren Schiilern gelang auch nach diesem Tipp noch keine sinnvolle Anord-
nung der Dezimalzahlen. Das Anhéngen der Nullen ist fiir viele Schiiler ein Rezept,
das nicht verstanden wurde. So passiert es einigen Schiilern, dass sie auch Nullen
vor dem Komma rezeptartig anhéngen, ohne zu bemerken, wie sie die Zahl dadurch
verdndern. Im Folgenden reflektiert ein Schiiler dieses ,Anhédngen von Nullen‘:

Bilal, S.[2

I Ja? Erzéhl, was ist dir aufgefallen?

S: Wenn man das in Gedanken einfach so macht, einfach so die Null dahinter setzt oder
davor setzt, ey davon kann man’s nicht, ey davon kann man’s nicht, aber dahinter —
dann konnte man gleich was checken, aha ...

I.  Hmhm.

S:  Und es ist OK. Dich interessiert, wie wie ich das mache?

I:  Hmhm. (Pause) OK. Jetzt guck dir noch mal deine Reihe an!

Einige Schiiler verwechseln die Bezeichnungen der Dezimalbriiche mit den Bezeich-
nungen der gemeinen Briiche. Es geht zwar um Bruchteile, die evtl. damit verbun-
dene Sprechweise ,,. . . tel“ ist hier jedoch nicht zutreffend und kann fiir Unklarheiten
sorgen (siehe auch 4.4.4)).

Corinna, S.

I:  HmHm. Blelben wir mal bei deinen Torten. 7,5 Torten. Hast du da ne Vorstellung? Wie
sieht das aus?

S:  Sieben Fiinftel.

I:  Ne, wie schreibt man sieben Fiinftel? Schreib das mal hin, sieben Fiinftel!
S: (Pause)

I.  (schreibt ) ... Ist das das Gleiche?

S:  Ne.
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Zusammenfassung Die Anordnung der natiirlichen Zahlen gelingt den Schiilern
in der Regel problemlos. Die Anordnung der Dezimalzahlen hingegen fiihrt bei fast
allen Interview-Schiilern zu einem Scheitern. Es fallt auf, dass einige Regeln zwar
rezeptartig vorhanden zu sein scheinen, die Anwendung dieser Regeln jedoch aus
Unverstdndnis, aus Unsicherheit oder auch aus Gedankenlosigkeit misslingt. Bei
der Anordnung der Dezimalzahlen wird hdufig nur das Merkmal der Stellenanzahl
— bekannt von den natiirlichen Zahlen — beachtet, der Begriff des Stellenwerts —
mit dem Komma als Positionshilfe innerhalb einer moglichen Stellenwerttafel —
scheint zur Anordnung nicht herangezogen zu werden. Erst die Aufforderung, die
Zahlen vertikal anzuordnen lenkt den Blick auf die Wertigkeit einzelner Positionen
innerhalb der Stellenwerttafel.

4.4.3 Schriftliche Addition

Nur wenige der Interview-Schiiler waren in der Lage, die schriftliche Addition der
drei gegebenen Dezimalzahlen im ersten Versuch korrekt zu notieren und durch-
zufithren. Zur Notation war den meisten jedoch bekannt, dass die Kommas unter-
einander geschrieben werden miissen. Dies konnten sie auf Nachfrage meist auch

klar benennen.

Corinna, S.

I.  Ich muss da mal zuriickfragen. Warum hast du die da so angeordnet hier? (Pause)
Gleich mal vorweg. Das ist richtig, aber warum schreibst du die Zahlen so hin und nicht
irgendwie anders?

S:  Komma muss unter Komma stehen.

I:  Aha. Komma muss unter Komma stehen.

S:  Sonst geht das nicht.

Erdem, S.
S:  So? Weil, weil hier sind die Komma und die Komma miissen immer untereinander.

Jennifer, S.

S:  Das Komma muss ja untereinander.

Aylin, S.

S (Schiilerin erginzt Nullen, setzt Kommas korrekt untereinander, auch im Ergebnis)

I:  Warum hast du das gemacht?

S:  Ja, genau wie da, dass ich das besser rechnen kann.

I.  Ja. Und dann hast du das hier noch komisch aufgeschrieben. Warum hast du die so
geschrieben?

S:  Ja, wie komisch aufgeschrieben?

I:  Ja, wenn du das hier wegnimmst, dann rutschen die alle nach hinten riiber.

S: Ja, dann hab ich noch ... (unverstindlich: Nullen angehingt zum vergleichen)

I:  Du hast das richtig gesagt, man kann das besser vergleichen, deswegen hast du Nullen

angehéngt.
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S: Ja.

Darius, S.

I:  Was heif3t schriftlich rechnen?

S:  Aufschreiben.

I:  Genau, dann mach das mal!

S:  Darf man da auch Nullen hinter setzten?

I.  Ahm, wie du mochtest, mal gucken.

S: (schreibt)

I Ja, ist in Ordnung, ist richtig. Du musst mir nur noch beantworten, warum du das so
komisch hingeschrieben hast — hier?

Damit man das besser berechnen kann.

Aha, worauf hast du geachtet beim Hinschreiben?

Dass das Komma untereinander ist.

Ah, und warum hast du beim Ergebnis das Komma grad an die Stelle gesetzt?
Weil es dahin kommt.

Auch untereinander?

Ja.

Das Komma im Ergebnis zu setzen, bereitete manchem Schiiler Probleme. Entweder
wurde es vergessen oder per Regel eingesetzt. Die Regel ,Kommas untereinander
greift hier und wurde wie oben gezeigt hiufig auch in dieser Art begriindet. Einige
Schiiler benannten jedoch eine Regel, die zwar zum richtigen Ergebnis fiihrte, im
Prinzip aber aus einem anderen Kontext stammt. Mit der Nachkommastellenregel
ldsst sich nur argumentieren, wenn sie auf den Summanden mit der héchsten Anzahl
an Nachkommastellen bezogen wird.

Ozlem, S.

I:  Warum hast du das Komma im Ergebnis an genau die Stelle gesetzt?

S:  Ja, weil Komma muss ja unter Komma.

Kerim, S.

I:  Und das Komma im Ergebnis, ...

S: . ich weif} nicht wie ich das erkléaren soll.
I:  Hast du mir vorhin schon gesagt.

S:  Muss immer untereinander sein.

Mirka, S.
S: Ja und dann muss man die zdhlen, so von hinten, ne, so eins zwei, also eins
zwei, dann Komma.

In der schriftlichen Bearbeitung war aufgefallen, dass viele Schiiler die Zahlen
rechtsbiindig — also analog der schriftlichen Addition natiirlicher Zahlen — notie-

ren. Dies wiederholte sich hier zum Teil.
Natascha, S.
S: (Schiilerin notiert alle Zahlen rechtsbiindig)
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I:  Gut. Die erste hast du nach oben geschrieben, dann kommt die zweite und die dritte da
drunter. Das ist in Ordnung. Jetzt mochte ich noch fragen: Warum schreibst du das in
dieser Richtung so auf? Meinst du, dass das so richtig ist?

S: Ja.

Ich geb dir einen Tipp, vielleicht hast du den auch irgendwo mal gehort. Kommazahlen

muss man so schreiben, dass das Komma immer untereinander steht. Schon mal gehort?

Nie gehort? ... Du hast recht, du musst die so aufschreiben wenn das Zahlen ohne

Komma wéren, hier. Dann schreibt man die alle nach ganz rechts, das stimmt. ... Die

Kommas gehoren untereinander. Haben wir die jetzt untereinander?

S:  Nein.

=

Meist jedoch gelang die Notation der Zahl 11,6 durch die Regel ,Kommas unterein-
ander’ korrekt, so dass als Problemstelle die Notation der Zahl 59 iibrig blieb. Da
bei der Zahl 59 zunéchst einmal kein Komma gegeben ist, stellt sich das Problem
der Notation innerhalb der schriftlichen Aufgabe, wenn nach der Regel ,Kommas
untereinander‘ verfahren wird. Viele Schiiler scheinen im Sinne kaskadierender Re-
geln zunéchst die Kommas untereinander zu schreiben, sobald jedoch eine Zahl kein
Komma enthélt, sich an die Notation natiirlicher Zahlen — sozusagen als iiberge-
ordnete Regel — zu erinnern. Damit wird die 59 am rechten Rand des schriftlichen
Aufgabenblocks notiert und erhélt den Wert der Zahl 0,59. Dass damit zunéchst
keinerlei Vorstellung verbunden wird, zeigen die nachfolgenden Ausschnitte aus den
Diskussionen iiber die Gleichheit oder Ungleichheit der Zahlen 59; 5,9 und 0,59. Auf
die Frage, ob denn die Moglichkeit bestehe, die Zahl 59 auch mit einem Komma zu
schreiben, um sie geméfl der Regel ,Kommas untereinander® zu notieren, ergaben
sich unterschiedliche Antworten.

Einigen Schiilern hilft die Nachfrage, ob man die Zahl 59 auch mit einem Komma
schreiben konne bereits weiter.
Kerim, S.
: Kann man die Zahl 59 so schreiben, dass man trotzdem ein Komma mit dahin schreibt?
59 Komma.
59 Komma?
Null.
Komma Null, kann man machen.
Ja.
Ja, gucken wir uns das noch mal an. Das hast du mir jetzt gesagt, 59 ist das Gleiche
wie 59,0. Stimmt das?
S: (iberlegt) Ja.
I Ja, wiirde ich dir auch zustimmen. Das kann man machen, man darf hinter dem Komma

Nullen dranhéngen.
S: Ja.

—

Silke, S.

I:  Kannst du die 59 auch mit einem Komma schreiben?
S:  Ja.

I.  Ja? Mach mal!

S: (Notiert 59,0 separat)
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I:
S:
I:
S.
I.

Ist das das gleiche wie 59, wie hier? Ja, ne.

Ja.
So, stimmt dann die Stelle, wo du die 59 hingeschrieben hast?
Nee, hier.

Aha. Ist was anderes, ne. Und dann wird auch das Ergebnis anders.

Eine Schiilerin behauptet auf die erste Nachfrage, ob man die Zahl 59 mit einem
Komma schreiben konne, dass dies nicht moéglich sei.

Natascha, S.

I:

S:

I:

S:

Jetzt kommt die dritte Zahl. Bevor du die hinschreibst, da ist gar kein Komma drin.
Was ist denn das fiir eine Zahl, wie heifit die?

Neunundfiinfzig, also Zehnerzahl.

Genau. Kann man die mit Komma schreiben?

Nein.

Andere Schiiler scheuen sich nicht, auf diese Nachfrage das Komma in die Mitte zu
setzen, so dass sie die Zahl 5,9 erhalten.
Erdem, S.

=

Schreib mal hier 59 hin! (Schiiler schreibt) So, wo wiirdest du jetzt ein
Komma hinschreiben?

Hierhin. (setzt das Komma in die Mitte)

Halt, jetzt wird das eine ganz andere Zahl. Was ist das jetzt fiir eine Zahl?
5,9.

Ist das das Gleiche wie 597

Wenn man das Komma wegmacht.

Bilal, S. [275

=

PrRERT R ®

Hmhm. Du kannst die 59 wie die hier steht ja auch mit einem Komma schreiben, ne?
Man kann jede Zahl mit einem Komma schreiben.

Wie, 5,9 oder wie?

Ist das das Gleiche, 5,9 und 59?7

Ne.

Ne. Also schreib hier 59 hin und setz hier mal ein Komma an diese Zahl, so dass es 59
bleibt! Jetzt hast du 5,9 daraus gemacht. Das ist aber nicht gleich. So. Ist es immer noch
597

Ja.

Ja? OK. Kannst du noch eine Null oder so was da hinschreiben? Wir haben vorhin was
gesagt von wegen Nullen anhéngen.

Hmhm.

Darf man das?

Denke schon.

Hinter dem Komma immer, ne? Ist das jetzt das Gleiche wie 597

Ne!

Das da, was hier steht?

Meine ich nicht ...

59,0. Ich schreib da mal ne 59 davor. Ist das gleich 59,007

Ne. (Kopfschiitteln)

Nein, sicher nicht?

Doch, eigentlich schon.
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I:
S:
Jenn
S:
I:

LEmEnE®

Ja?
Na ja.

ifer, S.

Darfst du ein Komma hinschreiben bei solch einer Zahl?

Ja, ich weif} nicht, das iiberlege ich ja gerade, zwischen die 5 und die 9. Mal gucken.
Hmm. Miissen wir uns iiberlegen. Du hast jetzt diese Uberlegung, du hast jetzt gedacht,
59 kann man aufschreiben mit Komma, ... 5 Komma, ist das die gleiche Zahl? (zeigt)
Ja.

Ja? Ist das die gleiche Zahl? Wie heifit die?

59 und das ist 5,9.

Das ist 5,9. Ist das das Gleiche?

Nee, eigentlich, ja.

Hmm. Ja oder nein?

5,9 ist eigentlich kleiner als.

Vielleicht irgendwie davor mit Null oder so?
Probieren wir mal aus. 59 haben wir hier oben stehen. (zeigt) Ist das das Gleiche?
Ja, wegen der Null, ... ist kleiner.

... Null ist kleiner.

Oder dahinter.

Probier aus mit dahinter.

(schreibt) Ja, das ginge.

Das geht?

Ja.

Ist das das Gleiche wie das?

Ja.

Weitere Schiiler 16sen die Problematik, indem sie vor die rechtsbiindig notierte Zahl

59 ein oder zwel Nullen und ein Komma setzen.
Milena, S.

I:

LE® D

Die kann man auch mit einem Komma schreiben. Das kann man ja machen. Wo wiirdest
du das hinsetzen, das Komma?

Komma?

Hmhm.

Hier schreibe ich (unverstindlich) und zwei Nullen dazu. (notiert 00,59)

Kann man das machen?

Ja.

Jorn, S.

I:
S
I:
S
I:
S
I:
S
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Stopp, noch eine Frage. Warum steht die 59 da ganz hinten? Ist das richtig so?
Ja.

Warum?

Weil man kann die ganz nach vorne schieben.

Die Zahl ist die einzige, die kein Komma hat.

Hmm.

Ist das aufféllig?

Eigentlich nicht.
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=

Kann man die mit einem Komma schreiben?

5,9.

Ist das das Gleiche wie 597

Nein.

Nein. Man kann sie aber mit einem Komma schreiben. Aber wo kommt das dann hin?
In die Mitte.

Dann haben wir die 5,9. Du hast ja grad gesagt, das ist nicht das Gleiche.

Nein, hier vorne.

Vorne? Wenn du da vorne ein Komma davor setzt, dann musst du auch eine Zahl davor
setzen.

Eine Null.

Eine Null. Ich schreib das mal auf. Du hast jetzt vorgeschlagen, wir machen das so, 0,59.
Das ist das Gleiche wie 59. Stimmt das?

Ja.

Ist das das Gleiche?

Hmm.

Sicher?

Hmm.

Ein Schiiler scheint sich an die notwendige Rechtsbiindigkeit bei der schriftlichen
Addition zu erinnern und notiert die 11,6 als 11,06. Damit erreicht er einerseits,

dass d

ie Zahl am rechten Rand mit der vorgegebenen 6 aufhort, aber auch die Kom-

mas korrekt untereinander stehen. Er fiigt damit zwei Regeln nahezu gleichwertig
zusammen.

Bilal

REHNTERTRN SR NN

—

, 8. 275

Da steht 11,6. Was steht da bei dir in der zweiten Zeile?
Wie in der zweiten?

Na hier, in dieser.

Statt 11,6 habe ich 11,06.

Ist das das Gleiche wie 11,67 Schreib das mal hier driiben hin!
Ne ...

auf deinen Zettel. . .

Ne ... (unverstindlich)

Ist das das Gleiche?

Ne.

Also miissen wir ein ,ungleich‘ daraus machen.

Ne, die Zahl ist kleiner.

Stimmt. Warum schreibst du dann 11,06 da hin?

So ist das. Weil ... ich krieg 'ne Krise.

Ach ja, noch mal diese Frage zu der zweiten Zeile. Bist du jetzt der Meinung, dass das
richtig ist? 11,67

Ja, (unverstindlich)

Das kann man machen, das muss man nicht machen.

Muss man aber — eine Hilfestellung.

Genau, richtig. Wenn man die 6 namlich nach hier verschiebt, dann muss da was zwi-
schen. Eine Null zum Beispiel und das passt nicht. Wie wir festgestellt haben. OK.
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Jorn S.13

Ja. Wle schreibt man das hin?
S: (schweigt)

I. ... also 6 Cent. 11 Euro 6 Cent. Da stand aber etwas von 11,6 Euro. 11,6 Euro sind 11
Euro 60 Cent.

S:  Ach so.

I:  Nullen darfst du hinten anhéngen, aber nicht einfach dazwischen schieben, das geht
nicht.

S: (schreibt) Ja, das mal.

Um den Schiilern, denen die korrekte Notation Schwierigkeiten bereitete, eine Hil-
festellung zu geben, wurde ein Vergleich zu Geldwerten herangezogen. Nach der
Aufforderung, die vorliegenden Zahlen als Geldbetrige anzusehen, gelang einigen
Schiilern auf Anhieb die korrekte Losung, wihrend es anderen auch mit dieser Hilfe
nicht moglich war, die korrekte Notation zu bewerkstelligen.

Jorn, S.

I. 59, du hast 59 Euro und das da sind 0,59 Euro. Ist das das Gleiche?

S:  Nein.

I:  Nein, also ist das ...

S: Weil das 59 Cent sind.

I.  Aha. ...

S: 59,0.

I:  Hmm. Das passt, ne? 59,0 Euro ist das Gleiche wie 59 Euro. Stimmt das?

S: Mhm.

I So, jetzt denk mal iiber diese Aufgabe oben nach! Ist das dann so richtig?

S:  Nein. Muss so sein ...

I:  Hmm. Guck dir die anderen beiden Zahlen auch noch mal genau an! Ob die so stimmen.
Bleib ruhig dabei, dir etwas in Euro vorzustellen. Es kostet etwas, 11,6 Euro, es kostet
etwas 61,78 Euro und es kostet da etwas 59 Euro. Und du mochtest wissen, was das
zusammen macht.

S:

Andrea, S.

Denk mal an Geld. Da sind 59 Euro und das da?

5,9.

5 Euro 90 Cent.

Ja.

Ist das das gleiche?

Nein.

Nee, ne. Machen wir einen Strich durch. Wie kann man das denn schreiben mit Komma,
die 59 Euro?

Vielleicht 5,9 und Null?

Mach, mach mal, schreib mal hin, also diese, diese 59 Euro, ne. Und jetzt kriegen wir
da ein Komma hin.

59 Komma Null.

Ja, das kann man machen. Ist das das gleiche dann?

Ja.

Ja, wiirde ich dir zustimmen. 59 Euro, 0 Cent.

= W
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Ja.

Kann man machen. So, jetzt iiberleg noch mal das da. Stimmt das dann?
59 unter der 61 ...

Ja.

. und dann Komma null.

Ein seltsame Interpretation der Aufgabe 11,6 + 61,78 + 59 wurde von zwei Schiilern
gezeigt. Sie notierten die 61 und die 78 als natiirliche Zahlen untereinander, bzw.
rechneten in einer ersten Aufgabe 11,6 + 61, um anschlielend 78 + 59 als zweite
Aufgabe zu bearbeiten.

Jorn, S.

:  Frage, stopp. Bevor du rechnest, was hast du fiir Zahlen da aufgeschrieben?
11,6.

Hmm.

Jaa, 61. Ahhh Komma 78.

Aha. Also das ist eine Zahl. Gar nicht zwei Zahlen. Mit Komma.

Hab ich {ibersehen.

—

Jennifer, S.

I.  Was kommt dann? Plus, und dann?

S:  Ja, 61 Komma 78.

I:  Aha. Was hast du hier hingeschrieben?

S:  Ich hab mich, 78, also.

I:  Jaa, da steht die 61 in einer einzelnen Zeile, warum schreibst du die nicht zusammen in

einer Reihe?

Weif} nicht, hab ich irgendwie.

I:  Das ist eine Zahl hier, ne? Von hier bis da. Das ist eine Zahl. Das ist eine Zahl. Und
das. Die 3 Zahlen sollen zusammen gezéhlt werden.

\

Zusammenfassung Ahnlich wie bei der Aufgabe zur Anordnung der Zahlen
stellt auch hier der Begriff des Stellenwertverstédndnisses im Zusammenhang mit den
Dezimalzahlen eine deutliche Hiirde zur korrekten Bearbeitung dar. Die rechtsbiindi-
ge Notation — als Regel der schriftlichen Addition wiederum bekannt von den
natiirlichen Zahlen — verhindert die Beachtung des Stellenwerts. Die Regel ;Kom-
mas untereinander’ soll zwar auf die besondere Wertigkeit der einzelnen Positionen
hinweisen, wird aber meist nur als Rezept verstanden — und weggelassen — oder zum
Teil mit der Rechtsbiindigkeit kombiniert. Letzteres mit der Folge, dass aus der Zahl
11,6 die Zahl 11,06 entsteht, um beiden ,Regeln‘ zu entsprechen.

4.4.4 Liickenaufgaben

Nur ein Schiiler hat keinerlei Probleme mit den Liickenaufgaben. Viele Schiiler sind
nicht in der Lage, die Struktur der Aufgaben zu erfassen. Sie nehmen zwar die Werte
der einzelnen Komponenten sowie die Rechenzeichen wahr, verbinden dann aber
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héufig diese einzelnen Elemente in beliebiger Weise; meist dahingehend, als stiinde
die gefragte Losung am Ende des Rechensatzes (Ergebnis hinten). Dies erklart die
Losung 4,5 zur Aufgabe O — 7,5 = 12. In diesem Fall werden die vorhandenen
Bestandteile der Aufgabe vermutlich interpretiert als 12 — 7,5 = O . Im Folgenden
sollen einzelne Phénomene ndher betrachtet werden.

Die Aufgaben und ihre Losungen liegen allesamt im Zahlenraum bis 20, es gibt bei
allen Zahlen maximal eine Stelle nach dem Komma. Fiir manche Schiiler scheint
jedoch das Vorhandensein von Kommas oder Platzhaltern in den Aufgaben eine
Blockade auszulosen, die sie daran hindert, die Aufgaben sinnvoll anzugehen.

Frauke, S.
I.  Was stort dich daran, an der Aufgabe?
S: Das Komma. Also lass ich das Komma weg. (rechnet)

Andrea, S.
I:  Da kommen Aufgaben mit Liicken. Du sollst diese Liicken fiillen.
S:  Das kann ich nicht.

Natascha, S. |4

Es geht hler um Aufgaben und zwar mit Lochern drin.

Oh nee.

Die erste ist gar keine Kommaaufgabe. Die erste ist, glaube ich, ganz leicht.
(rechnet) Ach, das ist ja minus.

Ja, da steht minus. Genau.

(rechnet) Ach du Scheile. Ah nee, so Aufgaben kann ich nicht.

wEenen

Jennifer, S.

I: 'Wo ist dein Problem?

S: Ja, mit dem Komma, mit dem Minus und ...
I: Und weil in der Mitte ein Loch ist, ne?

S:  Ja.

Diese Unsicherheit im Umgang mit Dezimalzahlen driickt sich bei einigen Schiilern
auch in der Sprechweise dieser Zahlen aus. Sie verwechseln anscheinend die Dezimal-
bruchzahlen mit gemeinen Briichen. In der Diskussion kann dies zu Missverstéand-
nissen und damit auch zunehmender Unsicherheit fithren. Dieses Phdnomen war
bereits bei der Anordnung der Zahlen (siche zu beobachten.

Frauke, S.

I.  Okay. Ahnhches Problem, diesmal ist die Liicke vorne. — Sicher? Guck es dir genau an!
S:  Vier Fiinftel.

I.  Vier Fiinftel? Das nennt man nicht so, das ist schon mal ...

S: 4.5.

I  4,5. Vier Fuinftel ist was anderes.

S: Ja.
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Corinna, S.
I:  HmHm. Bleiben wir mal bei deinen Torten. 7,5 Torten. Hast du da 'ne Vorstellung? Wie
sieht das aus?

S:  Sieben Fiinftel.

I:  Ne, wie schreibt man sieben Fiinftel? Schreib das mal hin, sieben Fiinftel.
S: (Pause)

I.  (schreibt ) ... Ist das das Gleiche?

S:  Ne.

Andrea, S.

S:  Ja, drei Sechstel ...

I:  Halt! Drei Komma sechs.

S:  Boah, wieso sag ich immer drei Sechstel, drei Komma sechs plus sechs Komma vier.

Ein interessantes Vorgehen zeigt ein Schiiler, der sich bei der dritten Aufgabe (6,4
— 0O = 3,6) an die Losung herantastet. Er probiert zunéchst 6,4 — 3, stellt fest, dass
er damit zu viel weggenommen hat, probiert es mit 6,4 — 2 und kommt schliefSlich
zur korrekten Losung.

Erdem, S.

S:  Ja, ja, also ich probiere also wie viel 3,6, also was dahin kommt.

I.  Hmhm. Was hast du dann da probiert? Beschreib mir das doch mal!

S:  Erstmal habe ich probiert ... Also 6,4 — 3, noch was. Also —3 kommt da auf jeden Fall
irgendwas hin. Und dann gucke ich, die 6 also (unverstindlich)

Du hast gesagt, mit drei kommt da irgendwas hin. Probier doch mal aus. 6,4 — 3 ist?
Das sind 3, (unverstindlich) Das sind dann 3,4 oder?

6,4 minus drei sind 3,4 da stimme ich dir zu.

Also dann muss ich ... Das geht ja nicht. 3,4 geht ja nicht. Dann muss ich ...

Haben wir zu viel weggenommen, ne.

Minus 2, ...

Das habe ich nicht ganz verstanden.

Also ich muss jetzt. Also drei — drei geht ja nicht. Also muss ich irgendwas mit zwei
nehmen.

I Ja?
S: 2,87
I:

S

Passt das? Probier es aus!
(unverstindlich) Das sind 3,6. Das passt.

Einige Schiiler berechnen bei der gleichen Aufgabe die Losung 3,2, lassen sich auch
durch die Aufforderung, dies zu iiberpriifen, nicht von ihrer Losung abbringen. Ver-
mutlich subtrahieren sie zunéchst die jeweils kleinere Stelle von der grofieren, lassen
sich dann bei der Probe jedoch durch die Reihenfolge verwirren. Auch bei ande-
ren Schiilern funktioniert die Probe durch Einsetzen des bestimmten Ergebnisses
und erneuter Rechnung nur teilweise. Die Zusammenhénge zwischen urspriinglicher
Aufgabe und Probe werden kaum erfasst. Damit sind fiir diese Schiiler zwei (fast)
unabhéngige Aufgaben mit jeweils eigenem Schwierigkeitsgrad zu berechnen.

Kerim, S.
I.  Gleich, hmm. Mal probieren.
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3 Komma 2.

Sicher? Probier das mal aus, ob das stimmt! Denn du kannst die 3,2 hier einsetzten. Mal
gucken, ob das stimmt.

(schreibt)

Wenn das stimmt, dann ist ja O.K.

Stimmt.

Mirka, S.

S:
I1:

Hmhm. Fang damit mal an!

Ja. Das sind 4,5.

So und jetzt guck dir das mal an. Stimmt die Aufgabe, wenn du da vorne
4,5 rein schreibst?

Hmhm. (Zustimmung)

Ja? Schreib mal rein und dann lies mir die Aufgabe noch einmal vor!
4.,5. Aber das ist minus.

Ja. Also 4,5 minus 7,5 ist 12. Stimmt das?

Hm. Nein, das sind also plus, wenn schon zwei.

Ja, aber da steht nicht plus.

Ja, aber minus.

Wenn da minus steht, dann wird das ja kleiner, ne?

Hmhm. (Zustimmung)

Von dieser Zahl hier vorne ...
Hm.
. ziehst du 7,5 ab ...
Ja.
. und dann kommen 12 raus?
Ach was.
Ist die Zahl hier vorne grofler oder kleiner als 127
Die ist kleiner. Auf jeden Fall.

Natascha, S.
I:

=
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Ich geb dir einen Tipp. Du hast in deinem Portmonee Geld, du weifit aber nicht genau,
wie viel. Dann kaufst du dir etwas, das kostet sieben Euro fiinfzig, das weifit du, stand
da vielleicht auf dem Teil, was du dir gekauft hast, drauf. Und nachher hast du nur noch
zwolf Euro in deinem Portmonee. Wie viel waren vorher drin?

Sieben Euro fiinfzig? Fiinf Euro irgendwas?

Halt. Du hast was rausgenommen, um was zu kaufen. War vorher mehr oder weniger
Geld drin?

Mehr.

Aha. Kénnen das dann fiinf Euro gewesen sein? Nachher sind noch zw6lf drin. Sind das
vorher mehr oder weniger als zwolf gewesen?

Weniger.

Weniger? Du hast eben was anderes gesagt.

Ich mein mehr.

Mehr. Also noch mal. Du kaufst etwas von dem, was da drin ist, das weiflt du aber nicht,
was da drin ist, das kostet sieben Euro fiinfzig. Und nachher sind in deinem Portmonee
zwolf Euro drin. Also vorher miissen . ..
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S: ... finf Euro sein.
I: Vorher.
S:  Ja vorher waren es zwolf.

Um den Schiilern eine Hilfe zu geben, erhielten sie teilweise den Tipp, die Aufgabe
derart umzustellen, dass der Ergebniskasten am Ende stehen wiirde. Dies entspricht
dem flexiblen Hantieren mit operativen Beziehungen (siehe , S. , wie es in
der Grundschule in verschiedenen Zahlenrdumen geiibt werden sollte. Es ist da-
zu nicht notwendig, sich auf die recht abstrakten Methoden der Term- und Glei-
chungsumformungen zu stiitzen. Fiir einige Schiiler war dieser Tipp durchaus eine
Hilfe, andere Schiiler waren auch nach diesem Tipp mit den Aufgaben iiberfordert.
Zum Tragen kommen an dieser Stelle vermutlich Defizite in der Vorstellung von
Zahlenrdumen, von der Anordnung von Rechenoperationen auf einem gedachten
Zahlenstrahl oder auch Zahlenstrich sowie in der Kenntnis von Zusammenhéngen

zwischen den verschiedenen Grundrechenarten.

Erdem, S.

I:  Gib’s nicht ne Moglichkeit, wie man diese Aufgabe anders rechnen kann? Dass man auf
19,5 kommt und zwar, so dass du als Ergebnis 19,5 hast. Ja? Ich schreib dir mal was
auf. Da passiert was, da rechnest du was, da passiert was und dann steht hier gleich
19,5. Ne, das ist ja eine Aufgabe, wie man sie rechnen mochte. Man hat hier etwas, man
rechnet, man hat noch eine Zahl und dann kriegt man ein Ergebnis raus.

S:  Was fiir ne Rechenart?

I Ja, das weif} ich nicht. Hier oben soll etwas, soll minus oder plus oder mal, ich weif3

es nicht so genau. Gibt es da etwas, wie du diese Aufgabe, wie sie da steht, umdrehen

kannst, dass du als Ergebnis 19,5 hast? Dann musst du namlich nicht probieren.

(schreibt)

Wie bist du darauf gekommen?

Ich habe einfach die plus gerechnet, also.

Dann musst du nicht probieren, ne! Hast du gleich das Ergebnis.

Mirka, S.

I:  Kann man die Zahlen irgendwie so umdrehen, dass dort eine Aufgabe steht, wo du
das Ergebnis hinter dem Gleichheitszeichen bekommst? Also ich méchte eine Aufgabe
haben, wo steht: Da ist eine Zahl, dann kommt ein Rechenzeichen, da ist eine Zahl, wie
viel ist gleich?

S:  Hmhm.

I:  Und hinten kommt ein Ergebnis hin. Das sollst du mir sagen. Was kommt da fiir ein
Rechenzeichen, welche Zahlen. Du hast ja alles. Kann man ja so umdrehen.

S: Ja.

I:  Dann mach das mal!

S:  Also als Ergebnis, &h, 6,4, ne?

I:  Hm, das Ergebnis ist leer, hier. Das, was hier ein Kasten ist, ist hier auch ein Kasten.

Diese beiden Zahlen méchte ich hier vorne irgendwo haben. Kannst du das, kann man
das rechnen?

S: Ja, 6,4 minus 3,6.

Ja. Das kann man machen?

S: Ja.

—
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Jennifer, S.
I.

S:
I:
S:

I:
S:

Konnen wir denn diese Aufgabe so umstellen, dass das Loch am Ende ist?

Ich wiirde jetzt ...

Also so, du hast hier eine Zahl, mit der du rechnest. Dann kommt noch eine Zahl, gleich,
und dann haben wir hinten unser Késtchen. Kriegst du so was hin?

Ja, ich wiirde sagen, 6,4 ...

Hmm

Minus 3,6.

Milena, S.

I:
S
I:
S
I

S:

Geht nicht? Also soweit waren wir schon mal richtig, ne? Da kann 7,5 stehen und da 12
oder umgekehrt. Stimmt das Minus dann?

Ich weifl nicht mit dem Minus. Hm. Plus, ne?

Probieren wir mal, wenn da plus steht . ..

Da ist aber minus hier.

Da ist minus, ja. Aber das ist ja auch eine andere Aufgabe, ne? Ich zeichne noch mal
auf. (Pause) Ne?

Plus?

Jorn, S.

I:

S:

Kannst du riickwirts rechnen? Du willst ja von hier nach da (von rechts
nach links). Das weifit du. Und du willst das ja praktisch von da nach da
16sen. Wie kann man das machen? Das geht, ne?

Hmm. Ja, 12 minus 7,5.

Um den Schiilern mit Problemen in der Vorstellung dieser Aufgaben eine weitere
Hilfe zu geben, wurde der Bezug zu Geldwerten hergestellt. Dieser Tipp konnte

von el

nigen Schiilern sinnvoll verwertet werden — die Aufgaben wurden mit dieser

Hilfe korrekt gelost —, wihrend andere Schiiler auch diesen Tipp nicht verwerten

konnten.
Andrea, S.

I:

RNl

Frau
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Sicher? Ich geb dir mal ein Beispiel dazu. Du hast Geld in deinem Portmonee und nimmst
du sieben Euro fiinfzig raus und bezahlst damit etwas und nachher bleiben zwolf Euro
in deinem Portmonee drin. Waren vorher mehr oder weniger als zwolf Euro drin?
Mehr.

Aha.

Also kommt da mehr raus. Ich rechne jetzt einfach.

Gut.

Neunzehn Komma fiinf.

ke, S.

Wir machen mal ein Beispiel daraus. Das ist Geld und das hast du in deinem Portmonee.
Sechs Komma vier Euro, sechs Euro und vierzig Cent sind das. Jetzt kaufst du dir was,
das ist ja irgendwas wie minus rechnen und in deinem Portmonee bleiben nachher drei
Euro sechzig. Wie teuer war denn das, was du gekauft hast?
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S:  Aufrunden.
I.  Aufrunden?
S:  Ja, von der zu der Zahl.

Aniela, S.

I Ja, jetzt ein Beispiel: Du hast Geld, du weif3t nicht, wie viel in deinem Portmonee ist.
Jetzt kaufst du dir etwas, ndmlich fiir genau 7 Euro 50, ja? Dann guckst du nach und
du hast genau 12 Euro drin. Wie viele waren vorher drin?

S:  Hm.

I:  Waren es vorher mehr oder weniger?

S:  Ja, mehr.

I.  Mehr.

S: 12 minus 7,5.

I:  Wird das dann mehr oder weniger?

S:  Ja, weniger.

I Es war ja vorher mehr Geld im Portemonnaie!

S:  Hm.

I:  Du bezahlst und ich gebe dir ja was zuriick, dann hast du ja wieder Geld drin. Was
passiert, wenn ich dir Geld gebe?

S:  Ja, dann plus.

I:  Ja, du hast 12 und ich gebe dir noch 7 Euro 50.

S:  Dann, dann vielleicht das plus das?

I Ja.

Ozlem, S.

I:  Du hast Geld in der Tasche, du weifit aber gar nicht genau wie viel. Du kaufst dir etwas,
das kostet 7 Euro 50. Das steht da.

S: Ja.

I:  Und jetzt guckst du nach. Du mochtest ja wissen, wie viel Geld {ibrig geblieben ist. Du
stellst fest, du hast noch 12 Euro iibrig. Wie viel hattest du am Anfang?

S: 7 Euro 50.

I:  Die hast du ja ausgegeben. Du hast irgendwas gekauft was 7 Euro 50 gekostet hat, ne?
Die sind weg, du hast 12 Euro iibrig. Wie viel hattest du vorher? Hattest du vorher
mehr oder weniger als 12 Euro?

S:  Mehr.

I:  Mehr, du hast ja was ausgegeben, genau. ... Das kannst du hier ausrechnen. Das hast
du iibrig nachher, das hast du ausgegeben. Die beiden Zahlen hast du.

S: Ja.

I:  Wie kannst du das rechnen?

S: (iiberlegt) irgendwas mit 67 Euros?

Der bei den schriftlichen Arbeiten gewonnene Eindruck, dass sich viele Schiiler bei
Aufgaben dieser Art der — vermutlich sicheren — schriftlichen Verfahren bedienen,
konnte hier nur teilweise bestétigt werden. Dennoch greifen einige Schiiler auf diese
Verfahren zuriick — mit den damit einhergehenden Schwierigkeiten der Notation der
einzelnen Stellen.
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Andrea, S. |3
I: Da hast du dich verrechnet. Hilft es dir .

S:  Drei.

I. ... hilft es dir, wenn du das schriftlich rechnest? Sechs Komma vier minus drei Komma
sechs.

S:  rechnet korrekt

I.  Aha.

S:  Zwei Komma acht.

I.  Ist was anderes als drei Komma zwei.

S: Ja.

Jorn, S. (340
S: 7,5 plus 12. (Schreibt die 1 unter die 7; die 2 unter die 5)
I: Halt, bedenk die Stelle, bedenk das Komma, ne!

S: (schreibt)

I:  Genau.

S: (rechnet) ... 5

Mirka, S. |2

I  Wie kann man das rechnen?

S: 12 minus 7,5. Also 12 Ganze minus 7,5.

I.  Ja? Probier mal. (Pause, rechnet dann schriftlich minus, rechtsbiindig)

S:  Das sind 13,7.

I:  Das hast du aber komisch gerechnet.

S: Ja?

I:  Hmhm. Du hast vorhin was gesagt von Komma untereinander schreiben. Das hast du
hier sehr schon gemacht. Wenn du so schrag schreibst, dann wird das schwierig mit dem
Komma untereinander. Ne?

S:  Hmhm.

I:  Dreh dir den Block mal entsprechend hin.

S: Ja, OK. (Pause) Ach so, ich weif jetzt, was der Fehler war. Das sind 12 Ganze, ne?

I Ja.

S:  Und ich glaube hier muss die 7 hin und da kommt das Komma.

I.  Ja, genau.

S: Ja, ja, ja. Also ...

I:  Hmhm.

S:  Also hier mehr Nullen hin.

I:  Hmhm. Fang damit mal an.

S:  Ja. Das sind 4,5.

Eine Schiilerin stellt die Aufgabe 6,4 — O = 3,6 folgendermafien um: 6,4 - 3,6 = O und
beginnt mit der schrift<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>