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Zusammenfassung

In der Arbeit wird zunichst die n-fach iterierte Faltung ¢*" * U(.) einer Wahrscheinlich-
keitsdichte g € L!(R) mit einer Funktion U € L*®(R, X) auf gleichmiBige Konvergenz
beim Ubergang n — oo untersucht; dabei ist X ein reeller oder komplexer Banachraum.

Das Ergebnis sind Forderungen an U, die notwendig und hinreichend fiir die Existenz
des genannten Grenzwertes sind: Es zeigt sich, dafl weder die Existenz noch der Li-
mes selbst von der expliziten Wahl der Wahrscheinlichkeitsdichte abhéingt. Der Grenz-
operator Qg : U nlggo g™ x U ist eine Projektion auf die Menge der fast iiber-
all konstanten Funktionen. Die hergestellte Verbindung zur Theorie der integrierten
Halbgruppen ermdoglicht es, einen Ergodensatz aus diesem Bereich heranzuziehen. Da-
mit erhdlt man, dal der besagte Operator @)y mit dem gleichméfligen Cesarogrenzwert
|-l — tl—lglo 3 JSU(. — )dz von U iibereinstimmt.

Der Ubergang zur Betrachtung kontinuierlicher Faltungshalbgruppen {w : t > 0} von

Wahrscheinlichkeitsdichten fithrt hier zunichst auf einen Taubersatz: Die Existenz des

Cesarogrenzwerts tl_i)m % fot wy, * Udu impliziert im Falle der MeBbarkeit der Abbildung
o0

t — wy bereits die Konvergenz von tlim wy * U.
—»00

Mit der speziellen Interpretation des Falles U(.) = T'(.)« fiir eine gleichméBig beschriank-
te Co-Halbgruppe T'(t) und ein z € X gelingt es, Konvergenzaussagen in L*(R, X') mit
solchen in X zu vergleichen. Ein bekannter Ergodensatz kann um Konvergenz gewisser
Faltungsprozesse erweitert werden. Zudem lassen sich Kern und Bild der Erzeuger ei-
nerseits von 7'(¢) und andererseits einer einfach integrierten Halbgruppe auf L® (R, X)
miteinander in Verbindung bringen.

Die Auswertung auch des genannten Taubersatzes fiir solche U(.) = T'(.)z liefert Re-
sultate iiber das asymptotische Verhalten nachgeordneter Halbgruppen. Insbesondere
konnen Schliisse iiber dquibeschréinkte holomorphe Halbgruppen gezogen werden.

Zuletzt wird die Basis zur Verallgemeinerung der bewiesenen Sétze auf eine Klasse nicht
absolut stetiger Mafle gelegt.

Schlagworter: Ergodensitze, Faltungspotenzen, Cy-Halbgruppen
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Abstract

The thesis begins with an analysis of the uniform convergence of an n-fold iterated
convolution ¢*" * U(.) of a probability density function ¢ € L'(R) with a function
U € L*(R, X) when n — oo; here X is a real or complex Banach space.

As a result we obtain assumptions on U which are necessary and sufficient for the exi-
stence of the afore mentioned limit: it turns out that neither the existence nor the limit
itself depend on the explicit choice of the probability density function. The limit operator
Qg:U nlggo g*"*U is a projection onto the set of functions which are constant almost
everywhere. The established connection to the theory of integrated semigroups allows to
make use of an ergodian theorem from this area. One thus obtains that the mentioned
operator @, coincides with the uniform Cesaro limit ||.||., — tl_l)rélo 2 JSU(. —z)dz of U.
The transition to the consideration of continuous convolution semigroups {w; : ¢ > 0}
of probability densities leads here first of all to a Tauberian theorem: The existence of
the Cesaro limit average t]i)l(l)lo % fg wy, * Udu implies the convergence of t]i)l(l)lo wy * U if the
mapping ¢t — w; is measurable.

The special interpretation of the case U(.) = T'(.)z for a uniform bounded Cj-semigroup
T(t) and an z € X makes it possible to compare convergence statements in L (R, X)
with those in X. A well-known ergodian theorem can be extended to include the con-
vergence of certain convolution processes. Furthermore, the kernel and the image of the
generator of T'(t) on the one hand and of a once integrated semigroup on L*°(R, X') on
the other hand can be associated to one another.

Evaluation of the above mentioned Tauberian theorem for such U(.) = T(.)z yields
results about the asymptotic behaviour of subordinated semigroups. In particular con-
clusions about equibounded holomorphic semigroups finally can be drawn.

At the end the basis is laid for generalizing the proven theorems for a class of not ab-
solutely continuous measures.

Keywords: Ergodic theorems, convolution powers, Cp-semigroups



Inhaltsverzeichnis

Einleitung
0. Bezeichnungen

1. Vorbemerkungen
§1 Einiges zum Bochnerintegral . . . . . . .. .. ... oL o oL

§2 Die Faltung g+« U . . . . . . . . . . e

2. Gewisse Faltungsprozesse und deren gleichmiéflige Konvergenz

§1 Der Operator L, und der Ergodensatz im Mittel . . . . .. . ... ... ..
§2 Eigenschaften der Faltungspotenzen . . . . . . .. .. ... ... ......
83 Vertauschbarkeit von Norm und Integral in Grenzprozessen . ... .. ..
84 Integralbeschrinkte Abbildungen . . . . .. ... ... ... ........
85 Das Grenzverhalten von ¢*" % U fiir integralbeschrinkte Funktionen U

86 Zum Fall U € L™ . . . . . . . . o e
§7 Der Operator Qg . . . . . . . . . ... .. ...
§8 Einfach integrierte Halbgruppen . . . . . . . . . .. ... L0
89 Die Gleichheit der verschiedenen Mittelwerte . . . . . . . .. .. ... ...
§10 Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsdichten . . . . . .. .. ..

§11 Ein Taubersatz fiir Faltungsprozesse . . . . . . . . . ... ... ... ...

3. Ergodizitit und asymptotisches Verhalten beschrinkter Cy-Halbgruppen

unter Faltungsprozessen

§1 Zu Halbgruppen von Operatoren . . . . . .. .. .. ... ... ......
§2 Ein Ergodensatz fiir gleichméfig beschriankte Halbgruppen von Operatoren
§3 Voriiberlegungen . . . . . . . .. oL Lo oL e

84 Typ(I) . . . o

iii

37
37
40
41



v

86 Typ (II) . . . . e e
§6 Ein Ergodensatz und Folgerungen . . . . . . . . ... ... ... ... ...

§7 Kontinuierliche Faltungsprozesse mit Halbgruppen . . . . ... ... ...
§8 Ergodizitats- und Stabilitdtsresultate fiir nachgeordnete Halbgruppen . . .
89 Zu gebrochenen Potenzen von Operatoren . . . . . ... ... ... ....

§10 Folgerungen fiir dquibeschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppen . . . . . .
4. Verallgemeinerung auf eine Klasse nicht absolut stetiger Mafle

Literaturverzeichnis

55

58



Einleitung

Sei u ein regulires, normiertes Borelmafl auf einer lokalkompakten Gruppe. Rekursiv
lassen sich die Faltungspotenzen p*("+1) := ;*" « ; definieren. Deren Grenzverhalten fiir
n — oo sowie das ihrer erneuten Faltung mit gewissen Funktionen ist in der Vergangen-
heit unter unterschiedlichsten Prémissen untersucht worden. Seit langem ist bekannt,
daB die Funktion s — (s — K) fiir Kompakta K C R? oder auch K C Z¢ unter
gewissen Forderungen an p gleichméfig gegen die Nullfunktion konvergiert. In der klas-
sischen Wahrscheinlichkeitstheorie wurde die Konvergenzrate dieses Grenzprozesses un-
ter anderem von P.Lévy und A.N.Kolmogoroff untersucht. P.Bougerol [6], Y.Derriennic
und M.Lin [13],[14], K.Hofmann und A.Mukherjea [31], M.Lin [35] sowie M.Lin und
R.Wittmann [36] verallgemeinerten die Konvergenzuntersuchungen auf Wahrscheinlich-
keitsmafle zunichst auf abelschen, dann auch allgemein auf beliebigen lokalkompak-
ten Gruppen bzw. Halbgruppen G. Dabei wurden unterschiedliche Eigenschaften des
Trégers von p vorausgesetzt, die eine hinreichende Ausbreitung bei wiederholter Fal-
tung gewihrleisten.

Vermége einer stetigen Darstellung 7' : G — £(X) durch Kontraktionen auf einem
Banachraum X werden insbesondere in [13], [14], [35], [36] der ,,u-Mittelwert“

Pz = / T(8)wdpu(t)

definiert und seine Iterierten auf Konvergenz in der Normtopologie von X beim Uber-
gang n — oo untersucht. Fiir aperiodische Wahrscheinlichkeitsmafie 4 wurde in [35] im
Falle abelscher Gruppen gezeigt, dafl nlgrolo P}z genau dann existiert, wenn der diskrete

n
Cesaromittelwert n+_1 > Pl’f:v konvergiert; nach dem Ergodensatz im Mittel hat man da-
k=0

her insbesondere in reflexiven Rdumen Konvergenz fiir alle z. In [14] wurden nichtabel-
sche Gruppen betrachtet und fiir die Potenzen P} Konvergenzaussagen in gleichméifig
konvexen Banachriumen bewiesen. Fiir strikt aperiodische, ergodische und topologisch
rekurrierende Mafle 4 auf der lokalkompakten Gruppe G wurde in [36] insbesondere die
starke Konvergenz von Pj}(P, — I) mit n — oo gegen Null gezeigt.

Eine besondere Rolle spielt in den genannten Arbeiten die spezielle Darstellung der
Gruppe G durch Translationen auf Funktionenrdumen. So konnte in [13] fiir eine nicht-
kompakte, abelsche Gruppe G und ein aperiodisches Maf} i gezeigt werden, daf} fiir
alle f € LP(G) (1 < p < o0) gilt nli)rgo 1™ * fI|, = 0 . In [14] wurden entsprechende
Aussagen fiir den nichtabelschen Fall unter stirkeren Voraussetzungen an das Maf} x4 in
den Riumen Cy(G) und L?(G) bewiesen.

Da Faltungspotenzen p*™ Markoffkerne sind und auf skalarwertigen Funktionenrdumen
positive Operatoren (sog. Markoffoperatoren) definieren, lassen sich die obigen Ergeb-
nisse auch in diesem allgemeineren Kontext interpretieren. Zur umfangreichen Literatur
auf diesem Gebiet sei auf [33] verwiesen, wo diese Operatoren auf C(K) (K ein kom-
pakter Hausdorffraum) und verschiedenen LP-Raumen (1 < p < 0o) studiert werden.

Fiir wesentlich beschrinkte, melbare Funktionen auf nichtkompakten Riumen schei-



2 Einleitung

nen bisher nur Einzelergebnisse zur Existenz von lim p** % f in der Normtopologie
n—roo

I|.]l.. bekannt gewesen zu sein: In [35] wird fiir aperiodische Mafle 1 und fastperiodische
Funktionen f geschlossen, dafl u*" * f gleichméfig gegen eine Konstante konvergiert, in
[13] wird fir f € Cy(G) die gleichmifBige Konvergenz gegen die Nullfunktion bewiesen.
Dabei wurde jeweils wesentlich mit dualen Methoden argumentiert.

In der vorliegenden Arbeit wird das Konvergenzproblem der Faltungen p*"« f fiir n — oo
beziiglich der Normtopologie von L*°-Riumen diskutiert, und zwar nicht nur fiir ska-
larwertige, sondern fiir hier mit U bezeichnete Abbildungen von R in einen beliebigen
Banachraum X. In L*°(R, X) bilden die Translationen keine stetige Halbgruppe von
Operatoren. Hier ist der durch die Faltung definierte Operator p * U im allgemeinen
nicht ergodisch im Mittel. Es gelingt zunéchst eine vollstindige Charakterisierung derje-
nigen L*° (R, X)-Funktionen, fiir die der genannte ||.|| -Grenzwert im Falle der absoluten
Stetigkeit von pu existiert. Dazu wird der Begriff der Integralbeschranktheit eingefiihrt:
Eine Funktion U € L*°(R, &) heifit integralbeschrinkt, wenn es eine Konstante L > 0
gibt derart, daB fiir alle « < S gilt || [, f U(z)dz| < L. Mit ganz anderen Methoden als in
den genannten Quellen wird bewiesen, daf§ fiir solche Funktionen nhﬁngo lg*" xU||, =0
ist; dabei ist g die Dichte zu y. Danach wird gezeigt, dafl der durch den Grenzprozefl
Uw— nli)ngo g*" * U definierte Operator ()4 eine Projektion auf die Menge der fast iiber-
all konstanten Funktionen und unabhingig von der speziellen Wahl von g ist. Mit der
expliziten Angabe des Definitionsbereichs von @, wird die Klasse der Funktionen, fiir
die bisher Konvergenz bekannt war, vergréfiert.

Mit Hilfe eines Ergodensatzes fiir integrierte Halbgruppen kann die Ubereinstimmung

der aus der iterierten Faltung herrithrenden Limites mit den gleichméfigen kontinuier-

lichen Cesarogrenzwerten PU := Tlggo 1 [ U(. — z)dz bewiesen werden. Dies unter-

streicht noch einmal die Interpretation der Faltungspotenzen P als Mittelungen.

Anschlieflend werden kontinuierliche Faltungshalbgruppen {w; : ¢ > 0} betrachtet. Die
n

Aquivalenz ,, lim w,, *U existiert < lim Ll > wg U existiert” kann um ein weiteres
n—o0 n—oo Mt k=0

Taubersches Element ergiinzt werden: Im Falle der Mefbarkeit der L!'(R)— wertigen
Funktion ¢ — w; ist auch die Existenz von tlim % fg wy, * Udu bereits hinreichend fiir die
— 00

Existenz von lim w; x U.
t—00

Wesentlich fiir diese Beweise ist jeweils die Ausnutzung der Charakterisierung des Ker-
nes von (), durch integralbeschréinkte Funktionen.

Mit der speziellen Wahl von U als Orbit einer gleichméfig beschrankten Cy-Halbgruppe
bzw. Cp-Gruppe von Operatoren T'(t) € £(X) (also U(t) = T(t)z fiir ein festes z € X)
gelingt es, Konvergenzaussagen in L (R, X) mit solchen in X zu vergleichen. Kern
und Abschluff des Bildes des Erzeugers A von T'(.) konnen so durch Teilmengen von
L>*°(R, X) charakterisiert werden. Zudem kann ein bekannter Ergodensatz um punkt-
weise bzw. gleichméflige Konvergenz gewisser Faltungsprozesse erweitert werden.

Im Zusammenhang mit Markoffoperatoren fiihrt die Betrachtung kontinuierlicher Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zum einen auf den dquivalenten Begriff der auf skalarwertigen
Co-Riumen operierenden, positiven Feller-Halbgruppen [10]. Zum anderen gelangt man
dariiber zu dem von S.Bochner [5] eingefiithrten Prinzip der Nachordnung (,,Subordi-



Einleitung 3

nation“), das von R.S.Phillips [43] ausgebaut wurde. Damit kénnen neue Halbgruppen
aus alten konstruiert werden, die auch eng mit der Definition gebrochener Potenzen von
Operatoren verbunden sind. In diesem Zusammenhang sei auf eine jiingere Arbeit von
R.L.Schilling [45] hingewiesen. Die Untersuchung des Grenzverhaltens der so erzeug-
ten Halbgruppen fillt in den allgemeinen Rahmen des asymptotischen Verhaltens von
Halbgruppen. In diesem Forschungsbereich sind in den letzten zwanzig Jahren zahlrei-
che Ergebnisse erzielt worden. In [40] sind Resultate u.a. von W.Arendt, C.J.K.Batty,
G.Greiner und R.Nagel zusammengefafit. Neuere Ergebnisse von teils denselben Auto-
ren, aber auch u.a. von R.Chill, F.Ribiger, L.Weis und J.v.Neerven finden sich im Buch
[42] des letztgenannten Autors. In beiden Bénden steht der enge Zusammenhang der
asymptotischen Konvergenz einer Cyp-Halbgruppe mit dem spektralen Verhalten seines
Erzeugers im Vordergrund der Untersuchungen.

Speziell fiir nachgeordnete Halbgruppen 148t sich das asymptotische Verhalten nach-
geordneter Halbgruppen in natiirlicher Weise aus den vorhergehenden Ergebnissen und
ohne spektrale Uberlegungen entwickeln. Damit erhilt man u.a. Aussagen zur Stabilitéit
und zur Ergodizitit von Vektoren unter nachgeordneten Halbgruppen. Die Auswer-
tung des zuvor entwickelten Taubersatzes zeigt zudem, dafl der Abschluf} des Bildes des
Erzeugers der urspriinglichen Halbgruppe mit dem des Erzeugers der nachgeordneten
Halbgruppe iibereinstimmt und auch die jeweiligen Kerne gleich sind. Dies verallmeinert
das Resultat iiber speziell mit den Lévyschen Dichtefunktionen gebildete nachgeordnete
Halbgruppen, die von den gebrochenen Potenzen —(—A)%, a € (0,1), erzeugt werden.
Die Tatsache, daf} jede dquibeschriankte holomorphe Cy-Halbgruppe von einer derartigen
Potenz erzeugt wird, erlaubt die Interpretation der iiber nachgeordnete Halbgruppen er-
zielten Ergebnisse fiir beschrinkte analytische Halbgruppen. Damit ergibt sich z.B., daf§
deren Bahnen jeweils entweder injektiv oder konstant sind.

Mit der Verallgemeinerung des in dieser Arbeit tragenden Satzes 2.13 auf solche nicht
absolut stetigen Mafle, deren absolut stetiger Anteil nicht verschwindet, wird zum Ab-
schlufl der Weg zur Verallgemeinerung auch der anderen Ergebnisse geebnet.



0. Bezeichnungen

Es seien N := {1,2,3,...}, Ny := N U {0} sowie Z,Q,R,C wie gewdhnlich definiert.
R>p := {t € R:t > 0} sei die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen. Real- bzw.
Imaginirteil einer komplexen Zahl z werden mit Rz bzw. Sz notiert. Ist M irgendeine
Menge, so bezeichne MN .= {f : N — M} den Folgenraum in M.
fall Q

Zu Q C R oder R? sei x, : t — (1) sinitt < die charakteristische (oder auch
yIndikator-“)Funktion auf Q. Fiir eine Funktion f : @ — R und © C  sei flo die
Einschrinkung von f auf ©; der Triger von f wird mit Tr(f) bezeichnet. Fourier- bzw.
Laplacetransformation sind fiir entsprechend geeignete Funktionen f durch

F() (@) = / e T E At baw.  L(f)(2) = / e 7 f(t)dt
T 0

definiert.

Den wie gew6hnlich definierten und mit Norm ||.||, versehenen Lebesgueschen Funktio-
nenrdumen LP(R), 1 < p < o0, ebenso wie dem Adverb ,fast iiberall“ (oder auch dem
Attribut ,fast alle“) liegt grundsétzlich stillschweigend das Lebesguemaf$ A auf R (bzw.
R?) zugrunde; die Sigmaalgebra der Lebesguemengen auf R wird mit 9t notiert.

Grundsétzlich sei (X, ||.||) ein reeller oder komplexer Banachraum. Der Raum aller be-
schrinkten, gleichméBig stetigen Funktionen U : R — X wird mit BUC(R, X) notiert;
hier wie auch bei allen anderen topologischen Aussagen in bezug auf X liegt jeweils
die Normtopologie zugrunde, in bezug auf R wird die vom Betrag induzierte Topologie
vorausgesetzt. Ist W C X, so meint W den AbschluB, also die Menge aller Beriihr-
punkte von W. Sind U,V C X Untervektorrdume von X mit & NV = {0}, so wird mit
UBYV :={u+v:uecl,v eV} die direkte Summe der beiden Riume notiert.

£(X) bezeichne den mit der Operatornorm ||L|| := sup{||Lz| : z € &, ||z|| < 1} ausge-
statteten Raum aller stetigen (beschréinkten) linearen Operatoren L : X — X. I € £(X)
sei der Identitatsoperator. Ist A ein auf einem Teilraum von X definierter linearer Ope-
rator, so seien

D(A) die Definitionsmenge,

N(A4) der Kern,

R(A) das Bild,
fixA  :={z € D(A) : Az = z} die Fixpunktmenge und
p(A)  ={AeC:(A—A) e LX)} die Resolventenmenge

von A; dabei sei (A — A)~! := (M — A)~! die Umkehrfunktion von A\I — A (Resolvente
von A in ) im Falle ihrer Existenz.
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1. Vorbemerkungen

Es sollen zunéchst einige Grundlagen, soweit sie fiir das Verstédndnis der folgenden Kapi-
tel unabdingbar sind, bereitgestellt werden; in der vorliegenden Form sind sie weitgehend
[2] entnommen. Keinesfalls kann hier eine vollstdndige oder umfassende Behandlung
dieser Themen angestrebt werden; derartige Ausfithrungen ebenso wie Beweise der hier
angefiithrten Sétze finden sich in der angegebenen Literatur, insbesondere in [2],[15] und
[30]. (X, ]|.||) sei stets ein Banachraum.

81 Einiges zum Bochnerintegral

Sei I C R oder I C R? ein beschriinktes oder unbeschriinktes Intervall. Eine Funktion
U : 1 — X heifit mefbar, wenn sie fast iiberall auf I als Grenzwert U(t) = Jim Un(t)
einfacher Funktionen U,, dargestellt werden kann; dabei heifit eine Funktion V' : I — X

n
einfach, wenn V' (t) = 3 ckx,,, (t) fiir gewisse n € N, ¢ € X und @ C I mit A() < o0
k=1
gilt. Rechts- bzw. linksseitig stetige Funktionen sind meBbar, ebenso die Summe zweier
X-wertiger mefibarer Abbildungen und das Produkt einer mefibaren komplexwertigen

mit einer mefibaren banachraumwertigen Funktion.

1.1 Definition: Die Funktion U : R — X heif3t bochnerintegrierbar auf I, wenn es eine
Folge (Uy), einfacher Funktionen U, : I — X derart gibt, dal U(t) = n1l>nolo U, (t)
fiir fast alle ¢ € I erfiillt und zudem n]i)nolo S U(t) — Uy (t)||dt = 0 ist. Dann ist das
Bochnerintegral von U auf I definiert durch

/1 U(t)dt := lim /I Un (t)dt.

n—oo

Beim Nachweis der Bochnerintegrierbarkeit einer Abbildung ist der folgende Satz oft
hilfreich:

1.2 Satz (Bochner): FEine Funktion U : I — X ist genau dann bochnerintegrierbar,
wenn sie mefbar und ihre Normfunktion t — ||U(t)|| integrierbar ist. In diesem
Falle ist

| [vwae| < [1w@ia

Ist 1 < p < o0, so ist der Funktionenraum LP(I, X) definiert als die Menge aller mef3-

1
baren Funktionen U : I — X, fiir die |U||, := (f] ||U(t)||pdt) & < oo (im Falle p < 00)
bzw. ||U||., := esssup|U(t)|| < oo ist. Mit den iiblichen Identifikationen hinsichtlich
tel

€
Lebesguenullmengen ist (LP(I, X),|.||,) ein Banachraum. Im Falle X = C wird auch
LP(R) geschrieben.

Analog zur klassischen Integrationstheorie gelten der Lebesguesche Satz von der majo-
risierten Konvergenz und der Satz von Fubini.
Sind a,b € R mit a < b, so heiit eine Funktion U : [a,b] — X absolut stetig, wenn
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es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 derart gibt, da8 fiir je endlich viele disjunkte Intervalle
(@i, b;) C [a,b] mit >°;(b;—a;) < 0 gilt >, [|[U(b;) —U(ai)| < €. Eine Funktion U : I — X
auf einem beliebigen Intervall I heifit absolut stetig, wenn jede Einschrinkung von U
auf ein kompaktes Intervall absolut stetig ist.

U heifit lipschitzstetig, wenn es ein M > 0 gibt, so da |U(t) — U(s)|| < M|t — s| fir
alle s,t € I. Man sagt, der Raum X habe die Radon-Nikodym-FEigenschaft, wenn jede
absolut stetige (bzw: dquivalent: jede lipschitzstetige) Funktion U : R — X fast iiberall
differenzierbar ist. In [15, 217f] ist eine Reihe dquivalenter Formulierungen angegeben.
Jeder reflexive Raum hat die Radon-Nikodym-Eigenschaft.

1.3 Satz: Seien (X,|.||) ein Banachraum, a,b € R, a < b und u : [a,b] = X eine
¢

bochnerintegrierbare Funktion. Ist dann U : [a,b] — X,U(t) = [u(s)ds, so ist
a

U fast iiberall differenzierbar mit U’ =f.i. W und es gilt fir fast alle t € [a,b] :

" t+h
lim + — = 0.
ti £ () = u(t) s =0
Ist V : [a,b] — X absolut stetig, und ezistiert v(z) := V'(z) fast iiberall in [a,b],
s0 ist v bochnerintegrierbar, und fir alle x € [a,b] gilt V(z) =V (a) + [v(s)ds.
a

Daraus erhilt man insbesondere, dafi eine Funktion u € L*(R, X), fast iiberall ver-

b
schwindet, wenn fiir alle a < b gilt [u(y)dy = 0.
a

Uber das Verhalten des Bochnerintegrals unter stetigen linearen Operatoren gibt der
folgende Satz Auskunft:

1.4 Satz: Seien ) ein weiterer Banachraum und L : X — ) ein stetiger linearer
Operator, sei ferner U : I — X bochnerintegrierbar. Dann ist auch Lo U : t —
LU(t) bochnerintegrierbar auf I, und man hat L [; U(t)dt = [; LU(t)dt.

§2 Die Faltung g x U

In Ubertragung der Konstruktion des Faltungsproduktes
o

(90)®) = [ gt~ 9h(s)ds

—0o0

zweier L!(R)-Funktionen g und h ist die Faltung von g mit der mefibaren banachraum-
wertigen Funktion U : R — X durch
o
(9+0)®) = [ glt = 5)U(s)ds
— o0

definiert, sofern das Integral existiert.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber Existenz und einige Eigenschaften von g x U:
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1.5 Satz:

a) (Youngs Ungleichung) Geniigen 1 < p,q,r < oo der Bedingung 1/p+ 1/q =
1+ 1/r, und sind g € LP(R) sowie U € LI(R,X), so ist g« U € L"(R, X),
und es gilt ||lg « Ull, < g, IIUl,-

b) Sind g,h € L*(R) und U € LP(R,X) mit 1 < p < oo, so ist (hxg) U =
hx(g=*U).

¢) Sind g € L'(R) und U € L®(R, X), so ist g+ U € BUC(R, X).
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2. Gewisse Faltungsprozesse und deren gleichméfi-
ge Konvergenz

Im folgenden sei stets g € L'(R) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. g : R — R>( mit
M — ]RZO

B [pg(y)dy
keitsmafl auf R definiert; es wird hier als ,,das zu g gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf}“
bezeichnet.

Die Faltung g1 * g2 : y — [°o 91(y — 8)g2(s)ds zweier Wahrscheinlichkeitsdichten g1, g
ist wieder eine solche. Das mehrfache Falten von g mit sich selbst fithrt auf die induktiv
durch g*! := g und g*("*1) := ¢* x g definierten Faltungspotenzen. Fiir U € L (R, X)
gilt gemaB Satz 1.5

I 9(y)dy = 1. Bekanntlich wird durch p : { ein Wahrscheinlich-

g*(n—|—m) x U = g*n % (g*m % U),

daher wird durch die Potenzen eine diskrete Faltungshalbgruppe auf L* (R, X') definiert.
Die Untersuchung des Grenzverhaltens der singulidren Integrale

g« U = [ U(.—y)g™"(y)dy fir U € L®(R,X), n — oo einerseits und der
Cesarogrenzwerte beziiglich ||.||. andererseits ist wesentlicher Bestandteil dieses ersten
Kapitels und - fiir spezielles U - der gesamten Arbeit. Zur Vereinfachung der Notation
sei g*0 % U := U definiert.

In §1 wird zunéchst das Grenzverhalten des diskreten Cesaromittelwertes

n%_l Y i—0 9™ * U mit Hilfe des Ergodensatzes im Mittel behandelt. Die anschlieBenden
Paragraphen zwei bis vier dienen der Bereitstellung von Hilfsmitteln, die im Beweis
des in diesem Kapitel zentralen Satzes 2.13 benotigt werden. Mit dessen und der Hilfe
eines Ergodensatzes fiir einfach integrierte Halbgruppen kénnen in §9 notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz und Ubereinstimmung verschiedener durch
Faltung mit U konstruierter Grenzprozesse angegeben werden. Die Betrachtung konti-
nuierlicher Faltungspotenzen fithrt in §11 auf einen Taubersatz fiir derartige Prozesse.

Zuvor sollen noch die jeweiligen Faltungspotenzen dreier wichtiger Wahrscheinlichkeits-
dichten konkret angegeben werden:

2.1 Beispiel:

) Sei g(t) =e? fur t > 0 und g(t) = 0 fiir t < 0. Dann ist fiir jedes n € N
s™ e*S falls s >0 . 1 .
(n—1)! wie man durch vollstindige Induktion
0 falls s < 0,

zeigt.
b) Ist g = Xo.1] die charakteristische Funktion des Einheitsintervalls, so ist fiir
jedesn € Nund z > 0:
( ) .Z‘— j)n 1

wéahrend ¢ (coo0) =0 ist. Dies zeigt man ebenfalls induktiv oder auch mit
Hilfe der fiir alle w € C mit positivem Realteil giiltigen Identitdt fir die

8

*n(

9

*n|
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Laplacetransformierten

siehe dazu auch §10.

c) Ist g die zur Gaufischen Standardnormalverteilung gehorige Dichte g(z) =

\/%?e*ﬂ/?, so erhilt man (ebenfalls induktiv oder auch mit Hilfe der Fou-
riertransformation, siehe 2.29b)), daf ¢*"(z) = \/#—ne_ﬁ/ n st

Fiir weitere Beispiele siehe §10.

§1 Der Operator L, und der Ergodensatz im Mittel

Die Thematik der ,Ergodentheorie“ ist schwer zu charakterisieren; in [12] werden die
ethymologische Bedeutung des Wortes und die Sichtweise verschiedener Fachgebiete
diskutiert. Im in dieser Arbeit betrachteten Zusammenhang befassen sich Fragen aus
diesem Themenkreis mit der Konvergenz von geeigneten Mittelwerten von Funktionen
als der notwendigen Voraussetzung fiir deren asymptotische Konvergenz.

Der folgende Ergodensatz zur Existenz des diskreten Cesaromittelwertes wird z.B. in
[33, S.73f] bewiesen; in verschiedenen Versionen stammt er von von Neumann, Lorch
und Yosida. Aus ihm erhilt man den Beginn einer Aquivalenzkette, die in Satz 2.26
formuliert und ein Hauptergebnis dieser Arbeit ist.

2.2 Satz (Ergodensatz im Mittel): Ist L € L(X) potenzbeschrankt, d.h. gibt
es ein M > 0 derart, daff ||L™|| < M fir alle n € N gilt, so ezistiert Px :=

lim —— Z L*z genau fir x € N(I — L) ® R(I — L) =: Xy, und P ist die Pro-

n—00 "H'l

jektion von Xo auf N(I — L) entlang R(I — L).

Existiert der genannte Grenzwert auf ganz X, so heifit der Operator L ergodisch. Im
Falle der Reflexivitit von X ist jeder potenzbeschrinkte Operator ergodisch.

V.Fonf, M.Lin und P.Wojtaszyk [23] bewiesen jiingst, dafl umgekehrt jeder Banachraum
X mit Schauderbasis reflexiv ist, sofern jeder potenzbeschrinkte Operator L auf X
ergodisch ist.

Im Zusammenhang mit den hier untersuchten Faltungsoperatoren erhilt man aus Satz
2.2 unmittelbar das folgende Resultat; nach wie vor sei dabei g eine Wahrscheinlich-
keitsdichte.

2.3 Beispiel: Sei U € L*®(R, X). Dann sind dquivalent:
n
(i) P,U(.) := hm S (¢** * U)(.) existiert als gleichmipiger Grenzwert
=0

(ii) U € N(I — Ly) ® R(I — Ly);
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dabei sei die Kontraktion Ly : L°(R,X) — L®(R,X) durch L,V := g* V defi-
niert. Weiterhin ist Py die Projektion von N(I — Lg) ® R(I — Lg) auf N(I — Lg)
entlang R(I — Ly).

In Satz 2.26 wird u.a. gezeigt werden, dafl Existenz und Wert von P;U nicht von der
Wahl der Wahrscheinlichkeitsdichte g abhingen, die Menge N (I —Ly) ®R(I — L) wird
dort unabhéngig von g dargestellt. Der Beweis fiihrt iiber Satz 2.13 als wesentliche Sta-
tion; in ihm wird die gleichméflige Konvergenz von ¢*" U gegen die Nullfunktion fiir die
Klasse der in §4 eingefiihrten integralbeschrinkten Funktionen U € L*®(R, X) gezeigt.
Zunichst ist dafiir einige Vorarbeit notig; diese wird in den néichsten drei Paragraphen
geleistet.

82 Eigenschaften der Faltungspotenzen

Sei weiterhin g eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die zunehmende Ausdehnung der zu
den Faltungspotenzen ¢*" gehorigen Tragermengen auf Obermengen von Intervallen
beliebig vorgegebener Linge ist eine wichtige Ubereinstimmung der Potenzenfamilie
{g*™ : n € N} mit der zur Bildung des gleichméBigen Cesarogrenzwertes herangezogenen
Familie {%X[O,t](') : t > 0}; daB die zugehorigen Faltungen ¢*" * U und (%X[O,t]) * U im
Falle der Konvergenz mit n — oo bzw. ¢ — oo sogar denselben Grenzwert haben, wird
in Satz 2.26 bewiesen.

2.4 Lemma: Zujedem K > 0 gibt es Zahlen k € N, o, 8,7 € R derart, daff v—08 > K
und g*k|[ﬂ,ﬂ >0 > 0.

Beweis: Da g mefibar und sein Integral positiv ist, gibt es ¢ > 0 und A € M
so, dal A(A) > 0 und g > ¢x, =: ¢. Fir jedes n € N ist dann ¢*" > ¢*".
Sei K > 0. Da ¢*? stetig mit [¢*2 > 0 ist, gibt es a,b € R, a < b so, daB
<p*2|[a,b] > 0 ist. Durch vollstindige Induktion zeigt man, daf} fiir alle j € N gilt
‘10*2j|ua,jb] > 0. Wahlt man dann j € N so gro}, da8 j(b — a) > K ist und setzt
k := 2§, B := ja, v := jb, so folgt aus der Stetigkeit von ¢**, daB g*k|[[w >
go*k|[6,7] > min{¢**(z) : 2 € [8,7]} =: 0 > 0.

Die fiir U € L*°(R, X) nach Satz 1.5 c) vorliegende gleichmiflige Stetigkeit von g * U
iibertréigt sich gleichférmig auf die entsprechenden Faltungspotenzen:

2.5 Lemma: Sei U € L*®(R,X). Dann ist die Funktionenfamilie (¢*" x U), .N
gleichmdfig gleichgradig stetig.

Beweis: Sei e > 0. Da g € L'(R) ist, gibt es ein § > 0 derart, daB fiir alle s,y € R
mit |s —y| < 0 gilt [|g(s —x) — g(y — z)|dz < o1 Daher gilt fiir alle n € No
und s,y € R, [s —y| < ¢

[ < 0)(s) ~ @D« ) @) < W0 [ 1gs - ) - oy~ D)lda < e
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Fiir jede Folge (wy), € RY ist dann auch die Familie (¢ — || (" * U)(wy — 1)]|) N

n
gleichmifBig gleichgradig stetig. In dieser Form wird Lemma, 2.5 im Beweis von Satz 2.13
gebraucht.

83 Vertauschbarkeit von Norm und Integral in Grenzpro-
zessen

Gemis Satz 1.2 gilt H IR V(¢ )dt” < [ |V (#)||dt fiir jede bochnerintegrierbare Funk-
tion U : R — X. Hat man fiir eine Funktion V sogar die Gleichheit oder auch nur

o0 o
Jim [ [ vaoar] = im [ vacoae

fiir eine Folge (V,,)n € (L'(R, X ))N, so lassen sich weitere Eigenschaften der Integranden
folgern; einige davon werden im Beweis von Satz 2.13 benotigt. Der folgende, allgemein
in Banachrdumen geltende Sachverhalt ist in der unter Lemma 2.7 b) angegebenen Form
ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis von Satz 2.13:

2.6 Lemma: Seien k € N und aq,...,a > 0. Fir jedes j € {1,2,...,k} sei
(@nj)n € XN eine Folge mit der Eigenschaft, daf nlggo llzn jll € R ist. Gilt dann

k k
weiter lim_ IIE1 Tn,jll = 2 lim @I, so ist
k k
Jim I3 gl = 3 o (Jim flzns1)
j=1 j=1

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, daf§
ar > 0ist und o, < i firaller =1,2,...,k— 1 gilt. Firv =1,2,...,k — 1 sei
ol = g—‘; Fiir jedes n € N sei weiter h,, : R’;gl - R,

v

k-1 k—1
ha(s1,82,- -5 86-1) = D sullznwll + 2kl = | 3 $0@n + Tnll
v=1 v=1

Nach der Dreiecksungleichung nimmt A, nur nichtnegative Werte an, nach Vor-
aussetzung ist nli)nolo hn(1,1,...,1) = 0. Fiir jedes n € N gilt ferner

hn(1,1,...,1) — hp(a, ah, ..., 0 _4)

21—a |zl — ||Z(1—oz arn,,—l—aa:n,,)+xn,,||

k-1

+|| Z O‘,uxn,ll + xn,k”
v=1
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k—1 k—1
> Z(l—a Nnpll — ||Z (1 —a)znul — ||Za;/$n,u+37n,k”
v=1 v=1
k-1
+|| Za,’,xn,y +~Tn,k||
v=1
> 0.

Folglich ist h,(1,...,1) > hp(cd,...,0}_;) > 0 und also

lim i(

n—00 QU

W) = lim hy(af,..., a4 1) =0,
=1 v=1

was die Behauptung beweist.

Die beiden néchsten Lemmata zeigen Konsequenzen der Vertauschbarkeit von Norm
und Integral im Grenzwert, die beim Beweis von Satz 2.13 herangezogen werden.

2.7 Lemma: Sei(V,), eine Folge bochnerintegrierbarer Funktionen V, : R — X mit
der Eigenschaft nlgrolo H]}{ Vol = nli)ngoﬂé IVall € R.

a) Ist B C R eine lebesquemefbare Menge derart, dajf8 nli_)rgoi! |Va|| ezistiert, so
gitt Jim | [ Vall = Jim JVall

b) Sind Bi,Ba,...,Br C R paarweise disjunkte, lebesquemefbare Mengen so,
daf die Grenzwerte lim [ |V,|| fir j =1,2,...,k existieren, so ist

nlggoIIZ/Vll— (lim ||/V|| - hmz/nvn

313

Gemdfs Lemma 2.6 folgt somit die Gleichung

nhﬂm ||Za]/V Il = a] hm ||/V || = hm ZCVJ/HV I

fir beliebige aq, g, ...,ar > 0.

Beweis: Fiir jedes n € N ist mit B¢ := R\B

JWall = [1vali+ [Vl =1 [ vall 1 [ Vall > 1 [ Vall
R B Be B Be R
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Da rechte und linke Seite mit n — oo gegen denselben Wert konvergieren, folgt
nlgngo||léVn|| = nlij%o(”gv"” 1 Vall) und daher

Jim [Vl = Jim [ Vil ~ gim [ Vel
B R Be

Jim | [ Vall = timsup | [ Vo = lmint || [ V.
R Be B

IA

lim sup || / Vall

AN

Das ergibt Teil a).
k
Mit C := |J B, erhilt man daraus Teil b).
=1

Daf} die Vertauschbarkeit von Norm und Integral unter bestimmten Bedingungen auch
nach Abspaltung einer positivwertigen Funktion erhalten bleibt, ist im Beweis von Satz
2.13 wichtig, um zu einem Widerspruch zu gelangen. Dort wird die Rolle der im fol-
genden Lemma 2.8 mit f bezeichneten Funktion von einer gemifl Lemma 2.4 geeignet
wihlbaren Faltungspotenz ¢** iibernommen.

2.8 Lemma: Sei (V")nEN eine Folge stetiger Funktionen V, : R — X. Die Folge der
Funktionen ||[V,(.)|| : R = Rxq sei lokal gleichmdfig konvergent und durch K >0
beschrinkt. Gibt es dann eine integrierbare Abbildung f : R — Rx>q und 8,7v,0 € R

o [ee]
s0, daf flig,) > 0 > 0 ist, gilt ferner nli)nolo ||_£o Vufll = nli)n()lo_{o |[Vallf, so folgt

Y Y
Jim | [ Vall = tim [Vl
B B

insbesondere existiert der linke Grenzwert.

Beweis: Sei ¢ > 0. Da f|jg,] mefibar ist, gibt es eine Folge (¢¢)r von einfachen
Funktionen ¢y : [8,7] — R>s, die gegen f|[g,,) konvergiert. Sei ¢y = g € i X,
die kanonische Darstellung, alle ¢, ; > o. Dann konvergiert die Funlzmonenfolge
(ﬁf = ;ngkl Ckl_,ijBk,j)keN in [8,7] mit k¥ — oo gegen die konstante Einsfunktion.
Nach dem Lebesgueschen Satz von der majorisierten Konvergenz ist

g v
. 1 _ . . 1 £
klggog 11 ¢kf| 0, also gibt es ein ky € N so, daB g"|1 ¢k0f| < 3% ist. Nach

/f||V||— i 1Y [ 1l

1 k »J
7= Bry,j

Lemma 2.7 ist nun

mko

Y
. 1 .
Jim, [ sl = nlg&E
B

= lim | / Gl
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o o
Dabher existiert ein ny € N so, da} |f %f”VnH -1 S %anH < § fiir alle n > ng
g ho g ho

erfiillt ist. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhilt man daraus

Y Y
vnzno: | [TVl [ Vil

<e.

§4 Integralbeschrinkte Abbildungen

Die in diesem Paragraphen formulierte und im Zusammenhang mit dem Verschwin-
den des gleichmiBigen Cesaromittels tl_i)m : J U(.— s)ds so natiirliche Eigenschaft einer
o0

Funktion U € L*®(R,X) ist geméB Satz 2.13 hinreichend auch fiir die gleichméfige
Konvergenz der Funktionenfolge ¢*" % U gegen die Nullfunktion. Damit wird die ent-
scheidende Verbindung zwischen beiden Grenzprozessen hergestellt, deren Limites sich
in Satz 2.26 sogar als identisch erweisen.

2.9

2.10

2.11

Definition: Eine lokal integrierbare Abbildung U : R — X heif8t integralbe-
schrankt, falls es ein L € R gibt derart, da} fiir beliebige o, 8 € R, a < § gilt

B
|| f U(u)du|| < L. In diesem Falle heifit L Integralschranke zu U.
07

Bemerkung: Da fir a < g gilt

[ i U (w)dul| = | 7 U~ [ U@l
a 0 0

erhilt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dal U genau dann integralbe-
schrinkt ist, wenn die Abbildung ¢ — || [§ U(u)du|| (t € R) beschrinkt ist.

Beispiele: Sei U € L®(R, X).
a) Ist U € LY(R, X), so gilt offensichtlich fiir beliebige o, 3 € R mit a < 3

B B o0
| [l < [[U@lde< [ [U@)du= U],

also ist U integralbeschrinkt.

b) Ist U periodisch mit Periode a > 0, und setzt man ¢ := % [ U(u)du, so ist die
Abbildung u — U(u) — ¢ integralbeschrinkt mit Integralschranke a(||U||o + ||¢||):
Sind nidmlich o, 8 € R,a < 8 sowie j € Ny, € [0,a) so, daB f — a = ja + 7 ist,
so gilt:

B B
| Jww -9 dul < |l [ U@ -0 dull < (Ul + el

o a+tja

< a(Ulloo + llell)-
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Es ist leicht zu sehen, daf§ die Menge der integralbeschrinkten Funktionen ein Unter-
raum von L®(R, X) ist. Sind U € L*°(R,X) und c¢1,co € X derart, dal U — ¢; und
U — co integralbeschriankt mit Integralschranken L; bzw. Ly sind, so ist ¢; = ca: Dies
folgt daraus, daB fiir beliebige «, 8 € R gilt

8 8
[B—cfller —eal| = | /(01 — ¢g) dul| = || /((U(U) — 1) — (U(u) — 2))dul|

a

B B8
< I [O@) - edul + | [O@) - c2)ul

< L1+ Lo.

Von Bedeutung ist im Beweis von Satz 2.13 die folgende Vertriglichkeit der betrachteten
Eigenschaft mit der Faltung mit Wahrscheinlichkeitsdichten:

2.12 Lemma: Sei U € L®(R,X) integralbeschrankt mit Integralschranke L > 0.
Dann ist auch g *x U integralbeschrdinkt mit Integralschranke L.

Beweis: Seien «, 8 € R mit a < 8. Dann erhélt man mit dem Satz von Fubini

B 00 B
| [0 ol < [ (sl [V -y) dol))dy < L.

Insbesondere haben also mit U auch alle Faltungen ¢*" % U die Integralschranke L;
daraus ergibt sich im Beweis von Satz 2.13 der bendtigte Widerspruch.

85 Das Grenzverhalten von ¢*" x U fiir integralbeschrinkte
Funktionen U

Der nach den Vorarbeiten der letzten Paragraphen in diesem Abschnitt bewiesene Satz
2.13 ist Grundlage fiir die mit Satz 2.26 gegebene vollstindige Charakterisierung der
Menge aller Funktionen U, fiir die der gleichméflige Grenzwert lim ¢*" * U existiert.

n—od
Er dient zudem wiederholt als Hilfsmittel in weiterfiihrenden Beweisen dieser Arbeit.
Die Funktion g € L!(R) sei weiterhin eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

2.13 Satz: Sei U € L*(R, X) integralbeschrinkt mit Integralschranke L > 0. Dann
konvergiert die Funktionenfolge (g*" * U), . gleichmdfig gegen die Nullfunktion.

Beweis: Gemif Satz 1.5 ist die Folge (||g*" * Ul|oo)n € (Rzo)N monoton fallend,
also konvergent.

Angenommen, es sei lim ||g*" x Ul|s > 0.

- n—0o0

Dann gibt es ein o € (O,nli_)nolo lg*" * Ul|so). GeméB Lemma 2.4 wihle £ € N und
B,7v,0 € R derart, dal v — 3 > %L + 1 und g*k|w‘ﬂ > o > 0 ist. Fiir jedes n € N
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sei wy, € R so, daB ||( M+R) s« U) (wn) || > lg* ) % Ul|oo - (1 — L) ist. Bezeichnet
dann p** das zu g** gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf, so gilt fiir jedes n € N,,:

lg*™ R « U, —a < 1-1 k) U (w,,)
= 1—11 /H(Q*H*U)(wn—y) g (y) dy — o
= [ G [ s 0) . ] - )t

= (1 —1 lg™ * Ul — Ol) I (Bn), wobei

B, = {yelR:||(g*"*U)('w"—y)||>%}D{yE]R ||9 Ulw, —y)ll > a}
ist.
Also folgt

lg*™ R « U, —
MU, —a ’

1> p*(B,) >

und da die rechte Seite mit n — oo gegen eins strebt, hat man sowohl

(i) daB
. * . * * a
Jdim it (R\Bn) = lim ™ ({y € R: [|(¢™" « V) (w, ~w)l| < 5}) =0

ist, als auch

(ii) daB der Grenziibergang n — oo in der obigen Ungleichungskette Gleichheit
liefert, d.h. insbesondere, daf}

Jim || [ (g 0w, =)™ ) av]| = Jim /|| " U) (w, =) g (0) do

ist.
Aus (i) folgt nun wegen

vneN:wtR\B) > wH(1890NB) = [ o) dy
[87]\Bn

> min{g™(y) : y € [B,7]} - A(18:71\Ba),

da8 auch Jim A([B,7)]\Brn) = 0 ist. Insbesondere gibt es ein ny € N derart, da§
fir alle n > ng gilt

ABANB) = M({y € 18,41 6™ V), ~ )l < T}) <1
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Bs folgt A([8,7] 1 By) = M([8,7]) = M([8,7\B») > 7 — B — 1 und damit fiir alle

n > ng:
Y
/Il(g*” «U)(w, —y)ll dy > / (g™ = U)(w, — )|l dy
B [8:7]1NBn
> (y=B-DF>L

Ist nun aber V;, : s = (g *U)(w,, —s), so ist die Familie (s — [|V,,(s)]]),,cry gemédB
Lemma 2.5 gleichmiBig gleichgradig stetig. Wegen |V,,||.. = 19" * Ull.. < |U]loo
ist sie auch gleichméifig beschrinkt, also gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli
eine lokal gleichméig konvergente Teilfolge (||Va; (\)I]) ;eN-

Gemif (i) und Lemma 2.8 ist daher

g g
. ) s 2.12
Tim [ 11ig™ +U)(w,, )l dy = lim | [(™ +U)(w,, —v) g < L
B B
im Widerspruch zu (%). Folglich ist die obige Annahme falsch, d.h.
. *1 _
Jim g™ * Ulloo = 0

q.e.d.

Es ist leicht zu sehen, dal ¢*" « U im Falle der Integralbeschranktheit von U — ¢ fiir eine
Konstante ¢ € X gleichméflig gegen diese Konstante konvergiert; insbesondere existiert
lim ¢*" % U damit nach Beispiel 2.11 fiir jede periodische L*°-Funktion U.

n—oQ

Mit X = R und U = g erhilt man zudem, da8 die Folge (¢*™),, im Falle der wesentlichen
Beschrénktheit von g gleichméfig gegen die Nullfunktion konvergiert. Dieses Ergebnis
18t sich noch verallgemeinern: Ist die Wahrscheinlichkeitsdichte g € (L' N L?)(R), so
gilt nach dem Satz von Plancherel auch fiir die Fouriertransformierte F(g) € L2(R).
Daher folgt fiir alle z € R

2@ =5 [ (Flo)w) éaul < 517 @),

d.h. es ist g*2 € L®°(R). Satz 2.13 liefert daher die gleichmiiflige Konvergenz

lim ¢*" = 0.

n—ro0

Im allgemeinen konvergiert die Folge g*™ aber nicht beziiglich ||.||., gegen die Nullfunk-

tion:

2.14 Beispiel: Sei h(z) = m, (z € R). Als gerade, konvexe Cy(R)—Funktion

ist h die Fouriertransformierte h = F(gj) einer geraden, nichtnegativen L'-Funk-
tion gj (siehe z.B. [8, S.251]). Somit ist g := gn, eine Wahrscheinlichkeitsdichte

mit Fouriertransformierter F(g) = mh.
Wiire nun ¢* =1 € L°(R) fiir ein n € N, so wire g*** € BUC(R), insbesondere

1
llgnllx
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o0
g (0) = [ (¢*™(z))%dz € R, also g*" € L?(R). Nach dem Plancherelschen Satz
—00

folgte F(g*") = F(g)" € L*(R) und damit
Fall ist.

”g mh= F(g) € L*™(R), was nicht der

Bevor auf die Bedeutung der Voraussetzungen an g als nichtnegative Dichtefunktion
eingegangen wird, soll das folgende Korollar zur ||.|| ., —Konvergenz der genannten Ope-
ratoren fiir Funktionen aus L*° N LP(R, X') formuliert werden; zur ||.||, —Konvergenz sei
auf Korollar 3.14 verwiesen.

2.15 Korollar: Seien p € [1,00) und U € L*(R,X) N LP(R, X). Dann konvergiert
g " x U gleichmapfig gegen die Nullfunktion.

Beweis: Ist p = 1, so folgt die Behauptung mit Beispiel 2.11 sofort aus Satz 2.13.
Sei also p > 1. Fiir jedes v € R ist dann nach der Holderschen Ungleichung

™« ) < ([ 100 —w)Pg™@)an)” = (6™ « 017 0)

Da nach Voraussetzung ||U||P € L'(R,X) ist, konvergiert die Funktionenfolge
(g*" * ||U||?)r, gemiB Beispiel 2.11 und Satz 2.13 gleichmiBig gegen die Nullfunk-
tion, also gilt das auch fiir die Folge (¢*" * U),,.

Am Beispiel des durch dy(B) := é ziﬂss t() €B definierten Diracmafles auf R wird
deutlich, dafl die Aussage von Satz 2.13 nicht auf Faltungspotenzen von beliebigen
MafBen verallgemeinert werden kann: Fiir jede Funktion U € L*(R, X') und jedes n € N
ist ndmlich 05" * U = U. In Kapitel 4 wird aber die Méglichkeit der Verallgemeinerung
der Aussage von Satz 2.13 auf nicht absolut stetige Wahrscheinlichkeitsmafle gezeigt,

sofern sie eine gewisse Ausdehnungsbedingung erfiillen.

Auf die Nichtnegativitit von g € L'(R) in Satz 2.13 kann i.a. nicht verzichtet werden:

2.16 Beispiel: Sei () := 2x; () — %X(1,1+k](') fiir ein k£ € N, das der Ungleichung
1—2e 1 > %(e‘l—e_(h”“)) geniigt. Dann ist A € L'(R)NL*®(R) mit [°0 h(u)du =
1, aber fiir die Laplacetransformierte von h an der Stelle 1 gilt:

1 1 14k .
L(h)(1) = 2/e‘sds -2 / e fds=2—2e ' — %(e—l _ e~ (1+h))
0 1
> 2-2'—(1-2"") =1
Fiir alle n € N ist daher L(h*™)(1) = (L(h)(1))" > 1. Konvergierte aber h*"

gleichmifig gegen die Nullfunktion, so miifite nach dem Lebesgueschen Satz von
der majorisierten Konvergenz auch £(h*")(1) gegen Null konvergieren.
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§ ¢

§6 Zum Fall U & L™

Es scheint natiirlich, auch nach der Moglichkeit einer Verallgemeinerung der Aussage
von Satz 2.13 auf nicht wesentlich beschrinkte Funktionen U zu fragen. Unter geeig-
neten Umsténden kann ¢*" * U fiir hinreichend groies n auch im Falle U ¢ L*(R, X)
(wesentlich) beschrinkt sein; dann ist die Frage nach ||.||,, —Konvergenz sinnvoll und
kann mit Satz 2.13 (bzw. Satz 2.26) beantwortet werden. Hier sollen nur kurz derartige
Moglichkeiten anhand von zwei Beispielen aufgezeigt werden:

Ist die Wahrscheinlichkeitsdichte g beschrénkt und U integrierbar, so hat man nach Satz
1.5

19 * Ullee < gl U]
Da weiterhin g x U analog zu Lemma 2.12 integralbeschrinkt ist, folgt nach Satz 2.13

lim g*”*U:nli_)ngog*”*(g*U)EO

n—o0

hinsichtlich ||.||, .
Ist U : R — X integralbeschrinkt und lokal beschrénkt, so ist

1
VEER: |xq, * Ua)] = ||/ Uz — v)dv| < L und
’ 0

B 1 B
Va < 8: ||/ X * Uz)da] g/ ||/ Uz — v)dz|dv < L,
a ’ 0 a

daher konvergiert X", * U in IIll.. gegen die Nullfunktion.

2.17 Beispiel: Ist f:R — R, f(z) = zsin(z?), so konvergiert XFO”H * f mit n — oo
gleichmiBig gegen die Nullfunktion. Fiir alle «, 8 € R ist ndmlich

B
1
|/wsin($2)d$| = Sl cos(a?) — cos(?) <1,
[0
d.h. f ist integralbeschréinkt.

§7 Der Operator @),

Satz 2.13 hilft, den als Operator @, auf L*®(R, X) aufgefafiten Grenzproze U +—

nlgqgo g™ % U aus funktionalanalytischer Sicht zu beleuchten. Im n#chsten Satz wird

gezeigt, dafl @), eine Projektion ist und nicht von g abhéngt, insbsondere daf} fiir jede
Wahrscheinlichkeitsdichte h gilt D(Qg4) = D(Qp) -

2.18 Satz: Die Menge D(Qy) := {U € LR, X) : (¢ * U),, ist glm. konvergent}

D(Q,) — L=(R, X
ist abgeschlossen in (L™ (R, X),||.||.), und Qg : { U(gg)lim g*"(* U ) ist linear

n—oo
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und stetig. Dariber hinaus ist Qg die Projektion von D(Qg) auf ihre Bildmenge
R(Qg) ={V € L®(R, X) : V f.i. konstant} C D(Q) entlang

N(Qq) ={U € L®(R, X) : U integralbeschrinkt}.

Beweis: Man sieht leicht, daB fiir den ||| -Grenzwert U einer Folge aus D(Q,)
auch die Folge (¢*" * U),, eine Cauchyfolge und damit konvergent sein mu$.

Die Linearitit von @) ist klar; seine Stetigkeit folgt aus der Giiltigkeit der Unglei-
chung ||Q,U||.. <||UJ| fiir jedes U € D(Qy)-

Sei nun V € R(Qy), V = Q U fiir ein U € D(Qy). Dann gilt fiir alle t € R und
beliebige =,y € R, 0.B.d.A. z < y:

t y+t T+t

||/(U(y+u)—U(a:+u)) dul| = ||/U(w)dw— / U (w)dul|
0 Y z
y+t y
— / U(w)dw—/U(w)de
-+t x
< 2ly—z=| U,

d.h. die Funktion Fyy : u +— U(y +u) — U(z + u) ist integralbeschréankt. Demnach
gilt gemif Satz 2.13:

0 = nlL%o(g*” * Fpy)(0) = nhﬁngo . 9" (u) Fry(—u)du
= lim _0:0 9" (u) (U(y —u) —U(z — u))du
= V(y) —V(z).

Da z,y € R beliebig gewihlt worden waren, mufl V' = Q,U konstant sein.

Ist umgekehrt U =, c € X, so ist g*" * U = c fiir alle n € N, woraus U € D(Qy)

und QU = U, also U € R(Qq) folgt. Damit erhilt man, daB8 R(Q,) = {U €

L*®(R, X) : U f-ii. konstant} = fix(Q,), also @, eine Projektion ist.

Es bleibt noch die Darstellung des Kernes von (), zu beweisen:

Sei My :={U € L*®(R, X) : U integralbeschrinkt}. Dann gilt M; C N(Q,) nach

Satz 2.13 und wegen der Stetigkeit von Q,. Sei nun U € N (Q,). Sei (Ky), eine

Folge kompakter Teilmengen von R derart, da§ jeweils [ ¢*"(u)du < % gilt. Fiir

R\k,

jedesn € NseiUp := [ ¢*"(u)du-U. Offensichtlich konvergiert U,, gleichmiBig
R\K,

gegen die Nullfunktion.\

Sei weiter fiir jedes n € N

V() i= /g*”(v)U(. _ ) dv— /g*”(v)U(. — ) dv— / 7" ()U(. — v) dv.
Kn R R\k,
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Wegen

*N *7 1
| [ greut-vals [ @Il d < Ul
R\K, R\k,

erhilt man aus U € N(Q,), daB auch die Funktionenfolge (V,,),, gleichmiBig gegen
die Nullfunktion konvergiert. Folglich ist nlgrolo (U —-U, — V) = U beziiglich ||.||co-

Es wird nun gezeigt, dal jedes U — U,, — V,, integralbeschrinkt ist; daraus folgt

dann, dal U € M, insgesamt, daB N (Q,) C M, ist.

Seien also n € Nund ¢t € R. Wegen U — U, = [ ¢*"(v)dv-U erhilt man mit dem
Kn

Satz von Fubini:

t

| [@=Va=Vo)wdul = || [ [ g™ @) (V) - Ulw-v))dw |
K, 0

0

IA
—
=
3
S
—
=
g
QU
g
|
—
S
g
QU
£
&

Kn 0 —v
= /[g*”(v) H /t U(w)dw—/OU(w)de]dfu
< [ wl |U)dv

wobei der letzte Term unabhingig von ¢ und wegen der Kompaktheit von K,
endlich ist.

Aus Satz 2.18 folgt nun unmittelbar

2.19 Korollar: Unabhdngig von g ist

D(Qg) = {U € L*®(R,X):U integralbeschrinkt}
®{V € L®(R, X) : V f.i. konst.}

und Qg = Qp, fiir jede Wahrscheinlichkeitsdichte h € L'(R).

Der Beweis von Satz 2.18 zeigt insbesondere auch, dafl die Existenz des Grenzwertes
li)rgo ("™ * U)(so) = zo € X in einem Punkt sy € R bereits die punktweise Konvergenz
Jim (¢*" « U)(.) = zo auf der ganzen reellen Achse impliziert. Da§ die Betrachtung

punktweiser Konvergenz in diesem Zusammenhang i.a. aber nicht zu denselben Ergeb-
nissen fithrt wie die Untersuchung gleichméfliger Limites, zeigt das folgende Beispiel.
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2.20 Beispiel: Die punktweise Konvergenz von ¢*" U ist nicht unabhéngig von der

Wahrscheinlichkeitsdichte g:
Seien z.B. ¢ € X,c # 0 und U|{zeR:w<0} = c und U|{zeR:w>0} = 0. Fiir alle g mit
Triger Tr(g) C (—o0, —a] fiir ein @ > 0 ist Tr(¢g*") C (—o0, —nal, also

{ 0 fallsna> —s

(G0N = [ Uwlgs—wdo={ ) "0

st+na

d.h. es ist nli_)Igo(g*" * U)(s) = 0 fiir alle s € R.
Ist dagegen Tr(g) C [, 00), a > 0, also Tr(¢*") C [na, o), so ist
S—no

Gmev)s) = U(w)g*"(s—w)dw:{

—00

¢ fallsna > s
*  sonst

und daher nli_)Igo(g*" * U)(s) = c fir alle s € R.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen soll der Umfang der Funktionenklasse D((Q,) anhand
von drei Beispielen beleuchtet werden:

2.21 Beispiele:

a) Sei U € L*®(R,X) so, daB t_l)ir_noo Ut) =c = tl_l)rélo U(t) € X. Ist dann g €

L'(R) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, so konvergiert (g*"+U) . N gleichmifig
gegen die Funktion V = c.
Sei némlich Uy := (U — ¢)x,_, ,; Dann konvergiert (Uy); gleichméfig gegen
U — ¢, und als integrierbare Abbildung ist jedes U integralbeschrinkt, d.h.
(g*™ * Ug),, konvergiert gleichméBig gegen die Nullfunktion. Nach Satz 2.18
folgt nlgrolo g*" x (U — ¢) = 0 beziiglich gleichméiBiger Konvergenz, was die
Behauptung ergibt.

b) Sei U € L*®(R,X) eine ,auflen periodische“ Funktion in dem Sinne, daf}

to,a,b > 0 existieren derart, dafl

(i) Vt>to: Ult+a)=U(t)

(i) V¢ < —tg: Ut—b)=U(t)

Gilt dann X tofaU(u)du =1 70 U(u)du =: c € X, soist lim ¢*" xU =¢
a to b_ to—b ’ ’ n—00 -

und die Konvergenz gleichméBig.

Beweis: Es ist U — ¢ = Uy + Uy + Us mit Uy := (U — ¢) * X(tg,00)? Uy =

(U —-c¢) “X(—oo,tg) Und Us := (U —¢) *X(_tgtg)- Als integrierbare Funktion ist

zunichst Us integralbeschrinkt, also nli)HOlo g™ % Us = 0 nach Satz 2.13.

¢
Ist ferner t € (—o0,tg], so ist || [ Ui (u)dul|| = 0; ist t € (tg, 00), so ist analog
0

zu Beispiel 2.11
t
II/U1(U)dUI| < a||lU]l +alle]l-
0
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Somit ist auch Uj integralbeschrinkt und daher ebenfalls nli)rgo g™« U =0.
Da dasselbe vollig analog auch fiir Uy gilt, ist nli)rgo g™ x (U — c¢) = 0, woraus
die Behauptung folgt.

c) Seien X =R und g = X[o,1) die charakteristische Funktion des Einheitsinter-
valls. Dann ist [0,n] der Tréger von ¢g*". Fiir jedes j € Ny seien a; := 27 und
bj =2/ + 271, Sei flia; 5,y =1 und flp = —1 sowie f|[g_, =0.

j:aj+1)

N
f(x)

1+ —

v

ot - — _ —

Ist z € (0,a;), so ist 4a; —x = 2072 — g € (2972 — 27,21%2) = (b;;1,a;42),
also f(4a; —z) = —1. . . o _

Ist z € (0,b;), so ist 4b; —z = 2012420+ g € (2742 4.2+ 27 —2i=1 27424
2j+1) = (2j+2 + 2j71,bj+2) g (aj+2,bj+2), also f(4bj — SE) = 1. Also ist

o n
g fn) = [ fn—o)g" (@) do = [ fan - 2)g" (@) da
—0o0 0
1 fallsn =b; fiirein j €N
= —1 fallsn =a; firein j € N
*x  sonst.

Folglich ist f & D(Qg) und also f & D(Q}) auch fiir jede andere Wahrschein-
lichkeitsdichte h.

Durch Multiplikation der Funktion f aus Teil c) des letzten Beispiels (oder auch der
Funktion x;, ..,) mit einem beliebigen Vektor ¢ € X\{0} erhilt man insbesondere, da$
fiir jeden Banachraum X # {0} gilt D(Q,) & L™(R, X).
. .. csint fallst >0
Mit b) und dem Beispiel U(t) := 9esint  falls £ <0
BUC(R, X) eine echte Obermenge der Klasse der fastperiodischen Funktionen ist.

¢ # 0 sieht man, dal D(Q,) N

§8 Einfach integrierte Halbgruppen

Um die Ubereinstimmung der bisher behandelten Grenzoperatoren mit dem gleichméifi-
gen Cesarogrenzwert zu beweisen, wird ein Ergodensatz fiir einfach integrierte Halbgrup-
pen herangezogen. Letztere stellen den Spezialfall £ = 1 der von W.Arendt eingefiihrten
k—fach integrierten Halbgruppen dar. In dieser Arbeit sollen nur die zu deren weiterem
Verstandnis notwendigen, spezielleren Tatsachen angefiihrt werden; fiir Genaueres zu
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diesem Thema siehe z.B. [1], [2], [28].

Wenn der Banachraum X die Radon-Nikodym-Eigenschaft hat, ist L>®(R, X’) der ste-
tige Duale von L'(R, X). In diesem Falle wiirde man méglicherweise auch mit einem
Ergodensatz im Mittel fiir duale Halbgruppen argumentieren kénnen.

2.22 Definition: Seien D(B) C X und B : D(B) — X ein linearer Operator. Gibt
es ein w > 0 und eine stark stetige Funktion S : R>o — £(X) derart,

(e o]
dafl (1)) VA>wVreX: /e_MS(t)mdt existiert
0
(1) (w,00) C p(B) und

o0
(i) VA>wVreX: (A\—B) /\/e NS (#)adt.
0

so heiflen S(.) eine einfach integrierte Halbgruppe und B ihr Erzeuger.

Der néchste Satz kann zum Beweis dienen, dafl eine stark stetige Funktion S : R>¢ —
£(X) eine einfach integrierte Halbgruppe mit einem Erzeuger B ist:

2.23 Satz: Sei S: R, — £(X) stark stetig mit der Eigenschaft S(.)z =0 < z = 0.

t

Egzistieren dann M,w > 0 derart, daf fiir t > 0 stets || [ S(s)ds|| < Me*t gilt, und
0

hat man fir alle s,t >0

t+s s
S(6)S(s) = / S(r)dr — / S(rydr,  (+)
t 0

so ist S(.) eine einfach integrierte Halbgruppe.
Ein Beweis findet sich in [2, S.126].

Insbesondere Teil c¢) der folgenden Eigenschaften einfach integrierter Halbgruppen liefert
zusammen mit Beispiel 2.25 den nach den Vorarbeiten der letzten Paragraphen noch
fehlenden, letzten Schritt zum Beweis von Satz 2.26.

2.24 Satz: Sei S(.) eine einfach integrierte Halbgruppe mit Erzeuger B. Dann gilt:
t
a) Sindx € X undt >0, soist [ S(s)zds € D(B), und es ist
0

¢
B [ S(s)xds = S(t)z — tx;
/

insbesondere ist S(0) = 0.
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2.25

t
b) Esistz € D(B) mit Bx = y genau dann, wenn fir alle t > 0 gilt [ S(s)yds =
0
S(t)x — tz. In diesem Falle ist insbesondere %(S(t)w) =S(t)Bz + =z

c) Ist S(.) lipschitzstetig, so ist (0,00) C p(B), und die Ezistenz des Cesdro-
grenzwertes Pz 1= tlim %S(t)w ist dquivalent zu der des Abelmittels Pyx =
— 00

: CBYlo — Tim )2 [0 oAt R(B.
Al_l)I(I)l_}_A()\ B) 'z Al—l>%l+/\ Jo e MS(t)zdt und zu x € N(B) @ R(B)

In diesem Falle ist P die Projektion auf N'(B) entlang R(B).

Zum Beweis siehe [2, S.125] fiir die Teile a), b), ¢) und [2, S.267] fiir Teil c).
Beispiel: Essei S:Ryo— £(L®(R, X)) definiert durch

S(t)U = (:v — /Ot Uz — u)du)

Dann ist S(.) eine lipschitzstetige einfach integrierte Halbgruppe mit Erzeuger
B : U — —U'; dieser ist fiir alle U € L*(R, X) definiert, die (unter Beriicksich-
tigung der iiblichen f.ii.-Identifikationen) lipschitzstetig und fast iiberall differen-
zierbar sind.

Weiterhin ist jedes S(¢)U lipschitzstetig, undes gilt BU =0 3ce X : U =, c

Beweis: Fiir jedes U € L>®(R, X), t > 0 und z,z’ € R gelten die Abschétzungen

IS@U () — S@U ()l
IS@Ul.

< 2lz—2||U|. und

< Y.

Damit ist sowohl bewiesen, dafl S(¢)U eine beschrankte, lipschitzstetige Abbildung
ist als auch, da8 S(¢) ein bschrinkter linerarer Operator ist.

Wegen ||S(t)U — S(s)U||,, < |t — s|||U],, ist auch die operatorwertige Funktion
SR> = L(L*®(R, X)) lipschitzstetig.

Es soll nun die Giiltigkeit der Voraussetzungen aus Satz 2.23 iiberpriift werden:
Zunichst gibt es zu jedem w > 0 ein M > 0 derart, daB || [§ S(s)ds|| < 12 < Mevt.
Weiterhin schlieit man, da8 ||S(¢)U||,, = 0 nur dann fiir alle ¢ > 0 gelten kann,
wenn Va,b € R: [ U(w)dw = 0 und damit U = 0 ist.

Schliellich erhilt man fiir alle s, > 0:

<
+
@

St)S(s)U(z) = U(z —w)dw dy

o O~
\E S~

I
—~
~—F o

ty
U(x — u)du dy—//U(:v—u)du dy
00

S

S(r)dr — / S(r)dr)U ()
0
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Somit ist S(.) ein einfach integrierte Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger. Definiert
e M ift>0
0 ift<0
beliebige A > 0 und U € L*®(R, X)

man ey (t) := , 80 erhilt man mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir

(A—B)"'U = )\/ e MS()Udt = ey # U.
0

DanunV :=e\xU = (:c e AT e’\“’U(w)dw) lipschitzstetig und fast iiberall
differenzierbar mit Ableitung V' = —AV (z) + U(z) ist, folgt

D(B) = R((A-B)7)
C {U € L>®(R,X) : U lipschitstetig und f.ii. diffbar mit U’ € L*°(R, X)}.

Ist umgekehrt V' Element der letzteren Menge, so ist U := AV + V' € L®°(R, X),
und partielle Integration liefert

A=B) WU =exxU=XAex*V)+ersxV' =V.

Dies fithrt auf V € D(B) mit BV = AV —U = -V'.
Gemi$ Satz 1.3 gilt schlieBlich U(z) = U(0) + f§ U'(u)du fiir jedes U € D(B) und
alle z € R, was die Aquivalenz BU = —U' =0 < Vz € R: U(z) = U(0) beweist.

Hat X die Radon-Nikodym-Eigenschaft, so wird die in der Definitionsmenge von B
extra geforderte f.ii.- Differenzierbarkeit offensichtlich redundant; dies ist insbesondere
in reflexiven Rédumen der Fall (siche Kapitel 1).

Ist U € L*®(R, X) integralbeschrinkt, so gilt fiir den gleichméBigen Cesarogrenzwert
trivialerweise PLU(.) := lim 1SU = lim L [U(. — u)du = 0; nach Satz 2.24 zieht
— 00 — 00

dies U € R(B) nach sich. Ist umgekehrt U = —V' € R(B), so gilt || f; U(s)ds|| < 2||V|..
fiir jedes t € R, d.h. U ist integralbeschrinkt. Damit erhélt man

R(B) C {U € LI®(R, X) : sup{| /Ot U(u)du|| : t € R} < 00} C R(B).

Dies steht in Analogie zur sich bei der Betrachtung der diskreten Cesaromittel in §1
ergebenden Inklusionskette

R(I — L) C{z € X :sup{| zn:Lka:H :neN}CR(I-L).
k=0

Noch deutlicher wird diese Korrespondenz zwischen , diskreter und , kontinuierlicher®

Integralbeschrinktheit bei der Betrachtung von Halbgruppen im dritten Kapitel.

89 Die Gleichheit der verschiedenen Mittelwerte

Mit dem folgenden Satz werden die bisherigen Resultate zu einer einzigen Aquivalenzen-
kette zusammengefaBlt. Sie fithrt im nichsten Paragraphen auf einen Taubersatz fiir mit
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Hilfe bestimmter Familien von Wahrscheinlichkeitsdichten konstruierte Funktionenklas-
sen und im dritten Kapitel auf Ergebnisse in der Theorie der Cy-Halbgruppen. Damit
kann u.a. in Korollar 3.14 gezeigt werden, daB eine Satz 2.26 entsprechende Aquivalenz
hinsichtlich ||.||, —Konvergenz fiir 1 < p < oo und Funktionen U € LP(R, X) gilt.

Wie in Beispiel 2.25 bezeichne B den Erzeuger der dort definierten einfach integrierten
Halbgruppe {S(¢) : ¢ > 0} auf L*°(R, X'). Dem ersten Paragraphen entsprechend sei der
Operator Ly : L®(R, X) = L*®(R, X) durch L,U := g * U definiert.

2.26 Satz: SeiU € L*®(R,X). Dann sind dquivalent:
(i) PU(.) := tl_i)m %fg U(. — u)du ezistiert als gleichmdfliger Grenzwert
o
(i) PU(.) := )\]ir&_ AJeP e U (. — u)du eistiert als gleichmdpiger Grenzwert
%

(iii) QqU(.) := nli_)nolo(g*” x U)(.) existiert als gleichmdpiger Grenzwert

(iv) PyU(.) := Jim % i( U)(.) ezistiert als gleichmdfiger Grenzwert
k=0

() Ue NI —Ly) ®R(I — Ly)
(vi) U € N(B) ® R(B).

Im Falle der Giltigkeit der Bedingungen (i) — (vi) stimmen alle Grenzwerte P,U,
PU, QqU und P,U iberein und sind gleich der Projektion der in (v) (bzw. (vi))
angegebenen direkten Summe auf N(B) entlang W Insbesondere gelten die
Gleichungen Qg = Qp = Py = Py, sowie

R(Qg) =N(B) = {U€L®R,X):U fi. konstant}
- NU-L)=NU-1L;)  und
N(Qy) =R(B) = {U€L®R,X):U integralbeschrinkt}
R(I = Lg) =R(I — L)

fiir jede Wahrscheinlichkeitsdichte h € L'(R).

Beweis: Die Aquivalenzen (i) < (i) < (vi) gelten nach Beispiel 2.25 und Satz
2.24 c). GemiB Satz 2.18 und Beispiel 2.25 ist R(Qq) = N(B), und N(Q,) =
R(B) gilt mit Satz 2.13 und den Ausfithrungen am Ende des Paragraphen 8.
Das ergibt die Darstellungen fiir Kern und Bild von @, sowie mit Satz 2.18 die
Gleichwertigkeit der Aussagen (i44) und (vi). Die Aquivalenz (iv) < (v) gilt laut
Beispiel 2.3. Es wird nun gezeigt, daB R(Qq) = N (I—Ly) und N (Qg) = R(I — L)
ist. Damit folgt die Aquivalenz (v) < (vi) aus der Eindeutigkeit der Projektion.
Ist U € R(Qy), also f.ii. konstant, so ist U € N'(I—L,). Ist umgekehrt (I—Ly)U =
0, so ist g*" * U = U fiir alle n € N und somit U = Q,U(.) € R(Q,)-

Wegen N(Qg) C N(P;) = R(I — Lg) bleibt nur noch R(I — Ly) C N(Qg) zu
zeigen. Sei dazu {K,, : n € N} C RN eine Folge von Kompakta derart, dafl stets
fR\Kn g(u)du < L ist. Sei U € L®(R, X), und sei fiir jedes n € N
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Vo) == [k, 9(w)(U(.) = U(. —u))du. Dann ist (I — Ly)U =U —g*U = Jim V;,
beziiglich ||.||o0, und da fiir alle ¢ € R gilt

t t 0
[ Va@dal = 1 [ st [ Uieds~ [ vGepdo)aul
—Uu
20Ul [ glu)uldu,
ist (I—Ly)U € N(Qg) gemiB den Sétzen 2.13 und 2.18. Somit hat man R(I—Lg) C

N(Qg) und wegen der Stetigkeit von @, diese Teilmengenbeziehung auch fiir den
Abschluf.

IN

g.e.d.

Insbesondere erhilt man, da8 fiir jedes U € L (R, X) die Differenz U — g+ U durch inte-

gralbeschrénkte Funktionen in der ||.||, -Norm approximiert werden kann. Das bedeutet,

daB} stets li_)m llg*™ « U — g (1) 4 Ul|., = 0 ist; diese als ,Fastinvarianz“ bezeichnete
n—oo

Eigenschaft der n-fach iterierten Faltungen wird in [14] fiir Darstellungen von Gruppen
auf gleichméfBig konvexen Riumen untersucht; siehe auch [36].

Es liegt nahe, die Ubereinstimmung der obigen Grenzwerte auf Gemeinsamkeiten der
fiir die jeweiligen Faltungen herangezogenen Funktionenfolgen (%X[O,n])n und (¢*"),
zuriickfithren zu wollen. Im Falle der Beschrinktheit von g handelt es sich in beiden
Fillen um Familien von Wahrscheinlichkeitsdichten, die gleichméBig gegen die Null-
funktion konvergieren und deren Trigermengen bei groflem n ein Intervall beliebig vor-
gegebener Linge enthalten (vgl. Lemma 2.4). Diese Eigenschaften einer Funktionenfolge
(fn)n reichen jedoch nicht aus, um die Ubereinstimmung des Grenzwertes nli)nolo fnxU

fiir U € L*(R, X) mit P,U zu gewéhrleisten:

2.27 Beispiel: Seien X = R und f(z) = sin(—z). Dann ist f gemif Beispiel 2.11
integralbeschrankt und daher nach Satz 2.26 insbesondere P; f(0) =0
Mit Iy := [2kw, (2k + 1)7) und Ji := [(2k + 1)7, (2k + 2)7) fiir £ € N sei nun die
Folge (fn)n € L*(R) definiert durch

falw) = n—|—2 ZXIk n+2)n—|—1 ZX‘]k

Dann ist jedes f, eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit Triger Tr(f,) = [0, (2n+2)7],
und die Folge (f,)n konvergiert gleichmifig gegen die Nullfunktion. Aber

00 1 n (2k+1)w
—0o0 - 2km
1 n (2k+2)7
+(n T2+ D ’;) ( / sm:cda:)
= (2k+1)7
2 1 1 2 .
= ;<1_n+2_n+2) —);#Omltn%oo.
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§10 Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsdichten

In diesem Paragraphen sollen die diskreten Potenzen ¢*", n € N, durch geeignete kon-
tinuierliche Faltungsprozesse wy, t > 0, ersetzt werden.

2.28 Definition: Eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten ist eine
Familie {w; : t > 0} ebensolcher Dichten mit der Eigenschaft

Vs, t > 0: ws*wp = Wspy.

Zunichst sollen einige Beispiele derartiger Faltungshalbgruppen genannt werden; da of-
fensichtlich jeweils (wq)*™ = wy, fiir alle positiven Zahlen a gilt, wird damit insbesondere
Beispiel 2.1 erginzt.

2.29 Beispiele: Alle genannten Familien werden mit ¢ > 0 indiziert:
a) Zu a > 0 sind die Gammadichten der Ordnung o auf R durch

| 0fallsz <0
Gt (®) = ﬁat:ct_le_w falls > 0

definiert. Jedes g, ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, und fiir alle s,z > 0
gilt go,s*Ga,t = Ga,s++: sieche dazu [20, S.46]. Somit ist die Familie {gq ¢ : t > 0}
fiir jedes positive a eine Faltungshalbgruppe.

b) Die verallgemeinerten Weierstraf8-Dichten wq (auch: ,stabile symmetrische
Dichten®) der Ordnung « € (0,2] sind iiber ihre Fouriertransformierte gege-
ben: Fiir alle v € R sei

o0

/ ey 4 (z)de = et

-0

In [8, S.257ff] wird gezeigt, daB es sich jeweils um Faltungshalbgruppen von
Wahrscheinlichkeitsdichten handelt, wohingegen die fiir @ > 2 analog defi-
nierten Funktionen zwar die Faltungseigenschaft und alle ein auf eins nor-
miertes Integral haben, aber nicht R, -wertig und damit keine Wahrschein-
lichkeitsdichten sind (siehe dazu z.B. [4, S.76f]).

Speziell erhélt man

bl) im Falle a = 1 die Cauchy-Poisson-Dichten

1 t
Tt + z2

b2) im Falle a = 2 die Gauf- WeiterstrafS-Dichten

wit(z) =

1 _ -
wa(x) = ST /e
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¢) Analog zu Teil b) sind fiir a € (0,1), t > 0 die Lévydichten fa: € L'(R) auf
R+ durch die zugehorige Laplacetransformation definiert:

o0
VRz>0: e " = /e_z"fa,t(u) du.
0

Weiter sei fa,t|]R<0 = (. DaB es sich hierbei jeweils um Faltungshalbgruppen
von Wahrscheinlichkeitsdichten handelt, wird z.B. in [50, S.2591] gezeigt.

Ebenso sind auch paarweise Faltungskombinationen der genannten Halbgruppen
offensichtlich weitere derartige Familien.

Auch die in Verallgemeinerung der Faltungspotenzen

aus Beispiel 2.1b) definierten Abbildungen
1

1
g91(z) == = (=1 ( ) (z—5)""
L(t) OSJZ@ j
sind L' (R)-Funktionen mit [°° g;(z)dz = 1; dies wird z.B. in [49] gezeigt, ebenso, da$
fiir alle z € C mit Rz > 0

L)) = (-

ist. Damit erhidlt man auch hier die Identitéit g * g, = gs4¢ fiir alle positiven s,t. Es

handelt sich aber nicht um eine Familie von Wahrscheinlichkeitsdichten, da z.B. fir
€(2,2) gilt g3/0(z) = =4 (Vz —3vz —1) <0

T € (5:2) 81t 93/2(%) = 73y AR :

Faltungspotenzen lassen sich somit nicht ohne weiteres in eine Faltungshalbgruppen ein-

betten; dies hingt mit der im allgemeinen nicht gegebenen ,,unbegrenzten Teilbarkeit“

eines Wahrscheinlichkeitsmafles zusammen, siehe z.B. [17], [20].

Im folgenden Paragraphen soll das asymptotische Verhalten der iiber die Halbgrup-
pe {w; : t > 0} von Wahrscheinlichkeistdichten auf L*°(R, X') definierten Abbildung
t — wy; x U fiir untersucht werden. Dabei kann man sich auf die Betrachtung von Fal-
tungspotenzen beschéinken:

2.30 Lemma: Sei {w; : t > 0} C LY(R) eine Faltungshalbgruppe von Wahr-
scheinlichkeitsdichten. Ist U € L*®(R, X), so existiert der gleichmafige Grenzwert
tl_i)m wy * U genau dann, wenn es a > 0,b > 0 gibt derart, daf$ der gleichmdfige

o0

Limes lim wgypy * U existiert.
n—r00
Beweis: Sei V = lim wqinp * U = lim wj™ * (wg * U). Nach Satz 2.26 ist V'
n—oo n—oo
konstant, also gilt nlggo Warpn * (U —V) = 0. Damit folgt die Behauptung aus der

Tatsache, daB ||(wetpnts*U) =V, = [|Warbnts*(U—=V)|lo < ||waron*(U—=V)
fiir alle n € N und s > 0 gilt.

o
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8§11 Ein Taubersatz fiir Faltungsprozesse

In sogenannten ,, Abelschen Sitzen“ wird gezeigt, dafi die asymptotische Konvergenz
einer Funktion auch diejenige eines entsprechenden Mittelwertes impliziert. Auch wird
durch solche Sétze allgemeiner eine Hierarchie unter den verschiedenen Grenzprozessen
aufgestellt. ,, Taubersche Sitze“ dagegen behandeln die Situation, dafl das Implikations-
gefille aufgehoben ist, d.h. dafl man aus der normalerweise schwécheren Konvergenzaus-
sage auf die stirkere schlieflen kann. In diesen Fillen ist eine zusétzliche, die sogenannte
, Tauberbedingung* erfiillt.

Schon in Satz 2.26 war mit der Aquivalenz der dortigen Bedingungen (iii) und (iv)
ein Ergebnis dieser Art gezeigt worden. Mit Hilfe von Lemma 2.30 kann nun der fol-
gende Taubersatz bewiesen werden. Entscheidende neue Implikation ist dabei die Tat-
sache, daB die Existenz des kontinuierlichen Cesarogrenzwertes (oder auch die des
Abelschen Grenzwertes) bereits hinreichend fiir die asymptotische Konvergenz ist. Als
Tauberbedingung kénnen hier die Mefbarkeit der Abbildung und ihre Darstellbarkeit
als Faltungshalbgruppe gesehen werden. Der Operator B sei wie bisher definiert, und
Ly, = (V W, * V).

2.31 Satz: Sei{w;:t > 0} eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten

1
derart, daff die Abbildung H : { R,y = LY(R)

; o
£ wy mefbar ist. Zu U € L*®(R, X)

R, = L®(R, X)
t—wyxU

sind die folgenden Aussagen (i) — (vii) dquivalent; ihnen liegt jeweils die von der
II-||.. ~-Norm induzierte Konvergenz zugrunde:

sei Wy - . Zudem sei 0.B.d.A Wy (0) := U definiert. Dann

(i) lim Wy (t) existiert
t—o0
(i) nlggo Wy (n) existiert
o
(iii) der Abelsche Mittelwert /\liI(I)l_i_ A [ e (wy x U)du ezistiert
- 0

t
() der kontinuierliche Cesaromittelwert li> % [ Wy (u)du ezistiert
0

(v) der diskrete Cesaromittelwert nli_)m — Z Wy (k) existiert

(vi) U € N(B) @ R(B)
(vii) U € N(I — Ly, ) @ R(I — Ly,)

Im Falle der Giiltigkeit einer und damit jeder Bedingung sind alle auftretenden
Grenzwerte gleich.

Beweis: Aufgrund der fiir jedes V € L*°(R, X') vorliegenden Stetigkeit der Ope-

1
ratoren Gy : { L(R) = BUC(R, X) sind zunichst auch die Funktionen
g—gx*xV

Rsq — BUC(R, X)

tswxV meflbar und gemifl Satz 1.2 wegen

WV:GVoH:{
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|Gy o H||, < ||V, auch lokal integrierbar. Insbesondere sind die BUC(R, X)-
wertigen Bochnerintegrale in (i7¢) und (iv) wohldefiniert.

Die Aquivalenzen (i) < (i4) und (ii) < (v) & (vi) < (vii) gelten nun Lemma
2.30 bzw. Satz 2.26 zufolge, wihrend die Gleichheit von Abelschem und kontinu-
ierlichem Cesarogrenzwert fiir beschrinkte Funtionen ebenso wie die Implikation
(1) = (iv) immer gilt; siehe [2, S.246ff]. Es soll nun (iv) = (v) bewiesen werden.
Da fiir jedes v > 0 gilt Wy (v) € BUC(R, X), folgt zunichst mit Satz 1.4, daB

1 1 1
(*) VyeR: (/ Wy (v)dv)(y) = (/ wy * Udv)( / wy * U)(
0 0 0
R,, — L®(R, X)
Sei nun S : N ki_%ox[k,kﬂ)(v)WU(k) , d.h. es ist S(v) = Wy(k) fir v €
[k,k +1). Fiir alle n € N ist dann nach Satz 1.4
n+1 n k+1
= / Wy(v) — S(v))dv = ! Z / (w * U —w *U)d’u
n+1 v  on+1 P v k
0 "k
1 - h
(o) = n+1kz::0wk*(0/wv*Udv—U).

1
Behauptung: Die Abbildung [ w, * Udv — U kann beziiglich ||.|  von integralbe-
0

schrinkten Funktionen approximiert werden. Daraus folgt dann gemifl Satz 2.26,
dafl der Mittelwert auf der rechten Seite der Gleichungskette mit n — oo gegen
die Nullfunktion strebt. Aus der Voraussetzung (iv) erhilt man damit

n+1 1 n+1
/WU dv—nll)rrgon+1/S(v)dv—nlgrolon+12WU
0

n—>oon—|—1

Der Beweis der Behauptung erfolgt dhnlich dem von Satz 2.18: Aufgrund der Me8-
barkeit von H sind zunéchst die Abbildungen

Un(.) = 0/1\/ r)drdv-U(.) und

R
(e w0) ¥ U) (o = / / wy(F)U (. = r)drdv

o O—__

[(wv «U)(.) — / wy (r)U(. — r)dr] dv
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fiir jedes n € N wohldefiniert. Nach dem Lebesgueschen Satz von der majorisierten
Konvergenz strebt ||U, ||, mit n — oo gegen Null; wegen

(*

1 1
Vo) = ([ woxUan) e @1V = [+ U)ol
0 0

N>

||/1 / wo(r)U (. — r)drdvl|_
0 Ry

—n,n]
1

< ||U||oo/ / wy (r)drdv — 0
0 R\[~n,n]

1
folgt lim (Un+ Vi —U) = [wy * Udv — U besiiglich ||.||. -
n o0 0

Und jedes U, + V,, — U ist integralbeschrinkt, denn fiir alle ¢ € R erhilt man
durch geeignetes Zusammenfassen und mit dem Satz von Fubini

t

=]

]R\[—n,n]
T / fwv(r)( / Uly - r)dy - / U(y)dy)drdo
0 —oo 0 0
_ H/l/nwv(r)(t/_TU(s)ds—/tU(s)ds)drde < ||U||oo/1/nwv(r)2\r|drdv
< 2|FU7||7;77,. - : o g-e.d.

2.32 Bemerkung: Existiert mit den Bezeichnungen des obigen Satzes der kontinu-
ierliche Cesaromittelwert tl_i)m : J3(wy % U)(tg)du =: ¢ in einem Punkt t; € R, so
o
n
ist auch nlglgo n#ﬂ kz—:o(wk x U)(tg) = ¢; das geht aus dem obigen Beweis, insbeson-

dere den Gleichunggn (e) und (%) hervor. Diese Tatsache wird im Beweis von Satz
3.15 verwendet.



34 2.KAPITEL: FALTUNGSPROZESSE UND DEREN GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

o .
Das Beispiel f(z) = ¥ agx,, (z) (it Iy = [k — g,k + 5z, ax =1 © 29 <k <

227+1 fiir ein j € Ny, a = —1 sonst) zeigt, daB die Existenz des kontinuierlichen
Cesarogrenzwertes i.a. nicht die des diskreten impliziert.

Die in Satz 2.31 geforderte Mefibarkeit von H : ¢t — w; ist fiir Faltungshalbgruppen
von Wahrscheinlichkeitsdichten nicht redundant; fiir das folgende Beispiel sei Herrn
Prof.Dr.L.Baringhaus gedankt:

2.33 Beispiel: Gemif [26, S.116ff] gibt es eine nicht mefibare Losung ¢ : R — R der
Funktionalgleichung

w(s+1t) = @(s) + (), (s,t € R).

Fiir jedes positive t sei nun die Dichte w; : R — R definiert durch

1 @emn?
wy(z) == \/ﬁe 2t

wy ist also die Normalverteilung mit Parametern ¢(t) und ¢, vgl. Beispiel 2.29 b2).
Alle w; sind Wahrscheinlichkeitsdichten, und mit Hilfe der Fouriertransformierten
(bzw. ,,charakteristischen Funktionen*)

F(w)(z) = / e Ty (u)du = e iwp(t) gtz /2

sowie deren Eindeutigkeit sieht man, daf} es sich um eine Faltungshalbgruppe von
Wahrscheinlichkeitsdichten handelt.

1
Angenommen die Abbildung H : E%f_‘; ; L (R) sei meBbar. Aufgrund der
- t
L'(R R
Stetigkeit der Abbildung M : ( )0_) ist dann auch die Funktion
[ Lo flz)de
R R
MoH: >0 _S mefibar. Fiir alle positiven ¢ ist nun aber
t— [°wi(z)dz
0 _%
t
1 _ @—p#))? 1 2 o(t)
Mo H)(t) = e 2t dx:—/ Tdy = (——2),
(MoHt) = = | e Tw=e-T0)
—00 —0o0
R — (0,1)
wobei @ : ¢ \/% f e_g dy die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
—0oQ

verteilung bezeichnet. Da deren Umkehrfunktion ®~! stetig und damit meBbar
ist, folgt die Mefibarkeit von

t = =V (M o H)(1)) = o(t)

im Widerspruch zur Wahl von ¢.
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Ist die Faltungshalbgruppe {w; : ¢ > 0} von Wahrscheinlichkeitsdichten aber eine ap-
prozimierende Identitdt fir t — 0, d.h. ist

tgr(ﬂ_/wt(u)du =
-4

so gilt gemaB [8, S.121] fiir jedes tg > 0

lim H’U)H_to — Wy

t—0+ 1 t—0+

[e o]
= lim H / wiy (. — w)wy(u)du — w,go(.)H1 =0.
In diesem Falle ist die L'(R)—wertige Funktion H : ¢ — w; also stetig von rechts' und
somit insbesondere mefbar .
Dieser Sachverhalt ist auch bei der Betrachtung der in Beispiel 2.29 genannten Faltungs-
halbgruppen {wgq : t > 0} hilfreich:

R,, - L}(R)
t— wy
Wahrscheinlichkeitsdichten.

2.34 Beispiel: Sei H : fiir die jeweils angegebenen Familien von

a) Mit Hilfe partieller Integration erhdlt man fiir die Gammadichten g, der
Ordnung « > 0 fiir jedes § > O:

)
at T t—1_—au (a(s)t
1> /ga,t(’U)d’U, = W/’U, e du > m 50 ].,
-4 1

also ist die obige Abbildung H in diesem Falle mefbar.
b) Fiir die verallgemeinerten Weierstrafidichten der Ordnung « € (0, 2] gilt

Lwa,l (:z;t_l/a) (o)

Vi>0Vzr eR: woy(z) = ia

Damit berechnet man fiir beliebiges § > 0

J 1 ) §t—1/a
/wa,t(m)dﬂﬁ = m/’wa,l(wt*lm)diﬂ = / Wa,1(T)dz
-6 —é ot~ 1/

— 1mitt— 0,
also handelt es sich bei der genannten Abbildung H auch hier um eine mef-
bare Funktion.

c¢) Da dieselbe Identitit (o) auch fiir die in Beispiel 2.29 ¢) genannten Levydich-
ten gilt, ist die Mefibarkeit von H auch hier gegeben.

'Es folgt sogar die Stetigkeit von H; siche dazu das nichste Kapitel
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Sei {wy : t > 0} eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten, und sei jeweils
¢ das zu wy gehorige absolut stetige Wahrscheinlichkeitsmafl. Dann wird durch

Py(z,B) := u;(B — x) z € R, B C R borelmefibar

nach [3, S.303f] eine Markoffsche Halbgruppe von Kernen auf R definiert; die Faltungs-
eigenschaft p; * pus = ps4+¢ bedeutet dabei, daB die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung
erfiillt ist. Dann ist mit den Bezeichnungen aus Satz 2.31 fiir z € R

= 70 U(y)Pi(z,dy) := 70 U(.)dPy(z,.)

Vermoge dieser Einordnung wird die Verwandtschaft des obigen Satzes 2.31 zu einem
in [40, S.213f] bewiesenen Ergebnis deutlich: Dort wird gezeigt, daf8 die auf C(K) (der
Menge der auf dem Kompaktum K stetigen, komplexwertigen Funktionen) definierte
Halbgruppe

TO)@) = [ fw)Pady)  (@eK)
K

in der Operatornorm mit ¢ — oo gegen eine Projektion konvergiert. Dabei ist Py(.,.)
eine beliebige Markoffsche Halbgruppe von Kernen auf K.
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3. Ergodizitit und asymptotisches Verhalten be-

schrinkter Cy-Halbgruppen unter Faltungsprozes-
sen

In diesem Kapitel werden die bisherigen Ergebnisse unter der zuséitzlichen Voraus-
setzung untersucht und erweitert, da§ die Funktion U € L*(R, X’) von spezieller Ge-
stalt ist, ndmlich U(.) = T'(.)z fiir ein z € X. Dabei ist {T'(¢) : t > 0} eine gleichmiBig
beschrinkte Cy-Halbgruppe linearer Operatoren, deren Definition und benétigte Ei-
genschaften kurz eingefiithrt werden sollen; fiir eine allgemeinere Behandlung sowie fiir
Beweise der angegebenen Fakten sei auf die Literatur verwiesen, z.B. [2], [7] oder [18].

Nach der Bereitstellung von Hilfsmitteln und einigen Voriiberlegungen kann in §6 ein
bekannter Ergodensatz um Grenziibergéinge von Faltungsprozessen auf der einen und
um Limites in L*°(R, X) auf der anderen Seite erweitert werden. Anschlielend werden
in den Paragraphen sieben und acht analog zum ersten Kapitel kontinuierliche Fal-
tungsprozesse und mit ihnen gebildete nachgeordnete Halbgruppen betrachtet. Deren
spezielle Konstruktion und die mit Satz 2.31 erzielten Ergebnisse lassen dann Schliisse
itber ihr asymptotisches Verhalten zu. Zuletzt werden als Spezialfille Halbgruppen be-
trachtet, die von den gebrochenen Potenzen —(—A)® von Erzeugern A generiert werden;
daraus ergeben sich im letzten Paragraphen Aussagen fiir dquibeschrinkte holomorphe
Halbgruppen von Operatoren.

81 Zu Halbgruppen von Operatoren

3.1 Definitionen: Eine Familie {T'(¢) : ¢t > 0} C £(X) heifit eine stark stetige oder
auch Cy-Halbgruppe, wenn gilt:
(i) T(0)=I
(ii) fir alle s,t > 01ist T'(s+t) =T (s)T(t) und
(iii) fiir alle z € X sind die Abbildungen ¢ — T'(t)z stetig.
Bedingung (7i) heifit die ,,Halbgruppen-“ und Bedingung (ii:) die ,,Cy-Eigen-

schaft“. Ist der Zusammenhang klar, wird auf den Zusatz ,,Cy“ gelegentlich ver-
zichtet.

Der (infinitesimale) Erzeuger der stark stetigen Halbgruppe {T'(t) : t > 0} ist der
Operator A : D(A) — X, definiert durch

.1
Az = t1—1>%1+ Z(T(t) —I)z;

dabei ist per def. z € D(A) genau dann, wenn der genannte Grenzwert existiert.
Eine Cy-Gruppe auf X ist eine Familie {T'(¢t) : t € R} C £(X), die die obigen
Bedingungen (i) — (ii%) fiir alle ¢ € R erfiillt. Der Erzeuger A von {T'(t) : t > 0}
heilit dann der Erzeuger auch der Gruppe.
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Zu jeder stark stetigen Halbgruppe {T'(t) : ¢ > 0} gibt es Konstanten M > 1 und
w € R derart, daB fiir alle t > 0 gilt T'(t) < Me“t. Die Halbgruppe heifit , gleichmifig
beschriankt“, wenn w = 0 gewéhlt werden kann.

Bedingung (ii) der obigen Definition kann auf die Forderung nach der Stetigkeit im
Nullpunkt abgeschwéicht werden; dies spiegelt sich in der Namensgebung ,,Cp* wider.

Die Bahnen ¢ — T'(t)z mit z € D(A) sind gerade die klassischen Losungen des abstrak-
ten Cauchyproblems

Vi>0: u'(t) = Au(t) und u(0) = z;

dabei heifit eine Funktion u : [0,00) — X klassische Losung, wenn sie stetig differen-
zierbar mit Werten in D(A) ist und das obige Anfangswertproblem 16st. Asymptotische
Aussagen iiber T'(t)z lassen sich also als Informationen iiber das Grenzverhalten dieser
Losungsfunktion interpretieren.

Eine Halbgruppe ist durch ihren Erzeuger eindeutig bestimmt. Nach dem Satz von
Hille-Yosida erzeugt ein Operator A in X genau dann eine Cy-Halbgruppe T'(t), wenn
er abgeschlossen und dicht definiert ist und es Konstanten M > 1, w € R gibt derart,
dal (w,o0) C p(A) und

[(A=A4)"" < (A >w, m €N).

M
(A —w)m
In diesem Falle ist ||T(¢)|| < Me*! fiir alle ¢ > 0.
Ist {T'(t) : t > 0} eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger A, und ist ||7(¢)|] < Me“,
so folgt leicht, daBl {S(t) : ¢ > 0} mit S(¢) := e “'T'(t) eine gleichmiBig beschriinkte
Co-Halbgruppe mit Erzeuger A — w/ ist.
Benétigt wird im folgenden noch, da8 fiir alle ¢ > 0 und y € D(A) gilt [; T'(u)Aydu =
T(t)y —y.

3.2 Beispiel: Ist ¥ = BUC(R) und mit der Supremumsnorm versehen, so sind durch
die Translationen

Ti(t)f == (s f(s+1t)) und To(t)f:=(s+— f(s—1))

stark stetige Gruppen gegeben. Thre Erzeuger sind die Differentiationsoperato-
ren Aif = f' bzw. Aof = —f' mit Definitionsmenge D(A4;/,) = {f € X :
f absolut stetig, f' € X}.

Entsprechendes gilt auf X = LP(R), 1 < p < oo und banachraumwertigen Funk-
tionenrdumen.

3.3 Beispiel: Sei {w; : t > 0} eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeits-
dichten. Seien W1 : R>g — £(BUC(R, X)) und Wy : R>g — £(LP(R, X)) (mit
1 <p < o) definiert durch

Wi(0):=1 und Wi(t) :=(U —w *U) fallst>0, (i=12).
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Genau dann ist {W;(t) : t > 0} eine Cy— Halbgruppe auf BUC(R, X) bzw. LP(R, X),
wenn

é
Vo >0: tl_l)l&/wt(u)du =1 (%)
-6

ist. Der infinitesimale Erzeuger der Halbgruppe ist im allgemeinen nicht ohne
weiteres anzugeben (siehe [45]).

Beweis: Gilt (x), so folgt die Giiltigkeit der Halbgruppeneigenschaft aus Satz 1.5,
und die Stetigkeit wird in [11, S.57] bewiesen.

Handelt es sich umgekehrt bei Wi (t) um eine Cy—Halbgruppe, so wihle man zu
d > 0 eine gleichméiBig stetige Funktion f5 : R — R mit f5(0) = 1 = max{f(z) :
z € R} und Tr(f) C [-4,d]. Ist dann noch ¢ € X mit ||¢|| = 1, so ist

Fs:=(z — f(z)-c) € BUC(R, X), und man erhilt

J [ 00
U2 [wde= IRl [wdez] [ w@F(-u)dul
-4 -4 —00

— 0 IF5(0)]| =1 aufgrund der Cy-Eigenschaft. .

Ist Wa(t) eine Cy—Halbgruppe, so sei zu beliebig vorgegebenem § > 0 wie oben

ein Einheitsvektor ¢ € X gewihlt und damit Fjs := X_g4,°C definiert. Dann folgt

Y
(V59

aus der Cy-Eigenschaft

s
/ P 7 P
/ (1_wt*x[7§ Qj(y)) dyS / ‘XFQ Q](y)_wt*XFé é](y)‘ dy _)t—>00
2:32 272 272
iy —00
2
und andererseits mit der Jensenschen Ungleichung
[} [}
p 1 7 p
(1—w X[_%’%](y)) dy 2 5o ( /(1 WX, %](y))dy)
. 3 5 5
P P
> 5%1( (1— /wt(u)du)dy) = 5(1 —/wt(u)du))
iy = =
2

Daraus ergibt sich (x).

3.4 Definition: Die Faltungshalbgruppe {w; : t > 0} von Wahrscheinlichkeitsdichten
heifit schwach stetig, wenn sie Bedingung (%) aus Beispiel 3.3 geniigt.

Insbesondere sind die in Beispiel 2.34 genannten Faltungshalbgruppen schwach stetig.
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3.5 Beispiel: Zut > 0 seig;(u) := 2%/& exp(—%); in der Notation von Beispiel 2.29

ist also g; = g,,. Die Gaup- Weierstrafs-Halbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, ist
definiert durch

VieXx: TO)f:=f TOf=g=*f ({&>0).
Es ist bekannt, daf T'(t) eine Cp—Halbgruppe mit Erzeuger A ist, definiert durch
Af = f" fir
feD(A) ={f e x:f f fi. differenzierbar mit f', f' € X},

und daf u(.,t) := T(t)ug = g * ug, uo € D(A), die eindeutige Losung ist, die der
Wirmeleitungsgleichung

2wty = Lua), u(@,0) = uo(a)
5 U@ 1) = 5 5ule,), u(z,0) = ug(x

geniigt. Ist ug € LP(R) wesentlich beschrinkt, so konvergiert u(z,t) mit ¢ — oo
gleichmifig in z gegen die Nullfunktion; dies folgt mit Korollar 2.15 und Lemma
2.30 oder direkt mit Hilfe der Holderungleichung.

Korollar 3.14 wird zeigen, daf} die Bedingung

»uo € {f' € LY(R) : f € L'(R) absolut stetig}*

notwendig und hinreichend fiir die Existenz von tl_i)m u(z,t) beziiglich |||, ist, und
o

daB im Falle ihrer Giiltigkeit der Grenzwert die Nullfunktion ist. Demgegeniiber
gilt tlim lu(z,t)||, = 0 stets fiir 1 < p < oo.
— 00

82 Ein Ergodensatz fiir gleichmiflig beschrinkte Halbgrup-
pen von Operatoren

3.6 Satz: Sei{T(t):t> 0} eine gleichmafig beschrinkte Cy-Halbgruppe mit Erzeuger

A. Dann gilt:
a) N(4) NR(A) ={0}
b) Ist z € X, so sind dquivalent:
(i) PI[T}x = lim L[5 T(u)zdu ezistiert
.- [T} I . o _—Au - -
(i) Py 'z := )\1_1)1(1)1+)\ Jo e T (u)xdu existiert
(i1i)) z € N(A) & R(A).
Im Falle der Giltigkeit der Bedingungen ist Pl[T]a: = PQ[T].’B.
¢) NP = R(A) und R(PT) = N(A) = N ixT(t).
>0

(7] oA DAY

Pi" ist also die Projektion von N'(A) ® R(A) auf N'(A) entlang R(A).
Zum Beweis siehe z.B. [2, S.246].
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Die gleichmiBig beschrinkte Cy-Halbgruppe T'(t) heifit ergodisch, wenn PI[T] auf ganz X
existiert; dies ist in reflexiven Rdumen stets der Fall. In [40, S.340ff] finden sich neben
dem Beweis dieser Tatsache auch Bedingungen fiir die gleichmdfSige FErgodizitdt der
Halbgruppe, was bedeutet, dal die Operatoren z — % f(f T(u)zdu in der Operatornorm
konvergieren. Entsprechend lit sich individuelle Ergodizitdt von Vektoren definieren:

3.7 Definitionen: gz € X heifit ergodisch unter der gleichméafig beschrinkten Cp-
Halbgruppe {T'(t) : t > 0}, wenn der kontinuierliche Cesarogrenzwert

1 rt
lim — [ T(u)zdu =: leaz

t—oo t 0

existiert.

z heiit total ergodisch unter T(.), wenn fir jedes n € R der Cesarogrenzwert

tl_i)m : (fe_i"“T(u)acdu existiert, d.h. wenn z ergodisch unter jedem e*"T(.) ist.
o

Ist der zugrundeliegende Raum X reflexiv, so ist jeder Vektor z € X total ergodisch
unter jeder gleichmifBig beschrankten Halbgruppe T'(t); dies ergibt sich leicht aus der
obigen Bemerkung.

83 Voriiberlegungen

Im folgenden sei nun {7T'(¢) : t € R} C L(X) entweder

(I) eine gleichmiBig durch M > 1 beschrinkte Cy—Gruppe mit Erzeuger A oder

(IT) eine symmetrisch durch T'(—t) := T'(t) (¢ > 0) auf die ganze reelle Achse fortge-
setzte, gleichmiBig durch M > 1 beschrinkte Halbgruppe mit Erzeuger A.

Zudem sei Ty(.) = (t — T'(t)z) fiir jedes x € X dessen Orbit (Bahn) unter T'(¢).

Die folgende Inklusionskette gilt in beiden Féllen (I) und (II); sie ist wohlbekannt, ihr
kurzer Beweis ist zum besseren Verstindis angefiigt.

3.8 Lemma: FEs ist R(A) C {z € X :sup{|| [ T(u)zdul| : t € R} < oo} C R(A)

Beweis: Ist z = Ay € R(A), so gilt fir alle t € R || [ T'(u)zdu|| = | T(t)y —y| <
(M +1)]lyll-
Ist andererseits z € X mit sup{|| ng(u)wduH 1t € R} < o0, so ist offensichtlich

Pl[T}x = 0 und daher z € R(A) nach Satz 3.6c¢).

Daraus folgt, da§ sich die Bahnen der Elemente z € R(A) gleichméBig durch integral-
beschrankte Funktionen approximieren lassen. Ist umgekehrt tl_i)m : f(f T(.—u)xdu =0,
(e o]

so folgt insbesondere lim 1 Jy T(—u)zdu = 0 und daher mit Satz 3.6, daB = € R(A) ist.
t—o0
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3.9 Korollar zu Satz 2.26: FEs sind dquivalent:

(1) © € R(A)
(i) Es gibt eine beziiglich ||.||co gegen Ty (.) konvergente Folge (Vy,)n von L= (R, X)-
Funktionen derart, dajf

t
Vn eN: Sup{||/ Vi(u)dul : ¢ € R} < oo.
0

(i3i) Es gibt eine Folge (Uy), € L*(R, X)N lipschitzstetiger, f.i. differenzierba-
rer Funktionen derart, daf die Folge der Ableitungen (U}), € L*®(R, X)N
beziiglich ||.||cc gegen Ty(.) konvergiert.

Beweis: Dies folgt gemifl Lemma 3.8 und Satz 2.26 aus den gegebenen Darstel-
lungen fiir R(B) mit dem dort definierten Operator B.

Die ,,Position“ des Orbits T,(.) als Element von L*®(R, X’) gibt also bereits Auskunft
iiber die Zugehorigkeit von z zu R(A).

Es gilt auch die Aquivalenz
z € N(A) & Ty(.) konstant < T,(.) € N (B).

Damit lassen sich mit Hilfe von Satz 2.26 bereits mehrere dquivalente Aussagen an
den Ergodensatz 3.6 anfiigen; bevor der entsprechende Satz mit 3.12 formuliert wird,
sollen noch einige Hilfsmittel bereitgestellt werden; damit kann die Aquivalenzkette noch
weiter verlingert werden.

Es werden dazu die beiden Typen (I) und (II) betrachteter Familien {T'(¢) : t € R}
getrennt untersucht. Zur Vereinfachung der Notation seien jeweils

/O:o g*%(u)T(uw)zdu ==z und /o:o g (u)T(. — u)zdu := Ty(.)
definiert.
§4 Typ(T)

Seien z € X und {T'(¢) : t € R} C £(X) eine gleichmiBig beschrinkte Co—Gruppe mit
Erzeuger A.

3.10 Lemma: Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

a) lim 70 9" (u)T (u)zdu =: Q[T]x existiert
n—00 'y T

o
& QyTy(.) := nli—%lo_{o 9" (u)T(. — u)xdu existiert beziiglich ||.||.. -

In diesem Falle ist Q,T,(.) = E,T}ac.
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b) Jim n——i—l Z 122 g ()T (u)zdu =: P_(ET]w existiert
=0

n
& PyTy(.) == nhﬁrgo n+_1 I;::O 125 g* ()T (. —u)zdu ezistiert als gleichmapiger
Grenzwert.

In diesem Fulle ist PyTy(.) = Pg[T]m.

Beweis:

a) Sei h € L'(R) definiert durch h(u) := g(—u). Existiert Q_E,T]x, und ist € > 0,
so gilt fiir alle v € R und alle hinreichend grofien n

| W @)Tw = w)edw - T()Q} sl

= HT / g™ u)zrdu — [gT]x)H <&,

was die Existenz des gleichmifiigen Grenzwertes QT (.) beweist. Nach Satz
2.26 existiert auch Q47 (.) und stimmt mit Q5T (.) iiberein. Umgekehrt lie-
fert die Existenz von Q477(.) nach dem genannten Satz diejenige von Q5 Ty(.)

und damit insbesondere die von Q,73(0) = Q[gT].’I,‘
b) Dies folgt vollig analog zu Teil b).

Die Konstanz der Limites PiT;(.), Q4T3 (.) und PyT(.) (und auch ihre Gleichheit)
ist mit Satz 2.26 gezeigt.

§5 Typ (II)

Wird {T'(t) : t > 0} symmetrisch durch T'(—t) := T'(t) (¢t > 0) auf die negative reelle
Achse fortgesetzt und um 7°(0) := I erweitert, so kann die Halbgruppeneigenschaft
nicht wie in §4 ohne weiteres angewandt werden. Andere Uberlegungen scheinen daher
notwendig, um zu denselben Ergebnissen wie im vorangehenden Abschnitt zu gelangen.

o0
3.11 Lemma: Seien By := {:E €& lim f 9" (u)T (u)zdu ezistiert} und

Cog={zeX: hm n—+1 ( f g (u)T (u )mdu) existiert}. Dann gilt:

a) By und C4 sind abgeschlossene Unterraume von X, und

By — &
QEJT] ‘| z~ lim T g ()T (u)zdu = lim (g*" x T};)(0) sowie
n—00_y n—00 g z

e Jim e

Cg— X
PgET} : ( C}Og ()T (w)z du) sind beschrdnkte lineare

Operatoren.
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b) Es ist R(QgT]) =N(4) = R(Pg[T]), und y € N(A) impliziert QE,T]y =y =

Py,

¢) N(@Q3) = N(P") = R(4).

Somit ist QEJT] = P_,,[T] die Projektion von By = Cy = N'(A) @ R(A) auf N'(A) lings
R(A), was nach Satz 3.6 bedeutet Q_E]T] = Pg[T] = le = PQ[ I, Insbesondere gilt

Qg = Q Tl und P[ I = ,ET] fiir jede Wahrscheinlichkeitsdichte h € L'(R).
Beweis:
a) Ist (z,), eine gegen z € X’ konvergente Folge in B, so folgt mit Hilfe eines

gewohnlichen 3¢—Arguments, da§ ( (%% ¢*"(u)T(u)zdu), eine Cauchyfolge
in X, daf} also z € B, ist; genauso argumentiert man auch fiir C;. Die Linea-

ritit von By und Cy bzw. Q[gT] und Pg[T] ist klar, ebenso die Beschrianktheit
der beiden Opreatoren.

Die Inklusionen ,,R(QEJT]) D N(4) C R(Pgm)“ folgen sofort aus der Tatsa-
che, daB N'(A) = N fixT(t) gemiB Satz 3.6¢). Zum Beweis der umgekehrten
>0

Teilmengenbeziehung sei zunichst bemerkt, da aufgrund der Halbgruppen-
eigenschaft fiir jedes y € X und alle ¢t > 0 gilt

VreR: | /JT(a)(I—T(t))ydun = | /OtTm)(I—T(r))ydun
< 2M|yl.

Mit Satz 2.26 folgt

o0

. T *n _ —_NTlir _
viz0: 0= tim [* ¢TI - TOWds = QY- Ty,
woraus man auch Pg[ (I —T(t))y = 0 schlieft. Insbesondere erhilt man

RO URE™) ¢ 0,570 N (A).

Ist x € R(A), so folgt nach Lemma 3.8 und Satz 2.26 die gleichméifBige Kon-
vergenz lim g*" T (.) = 0 und insbesondere Q[gT]ac = nli_}nolo(g*" *Ty)(0) =0,

d.h. xeN(Q h c a(Em.

Ist umgekehrt z € N/ (Pg ), so sei (K,,), eine Folge kompakter Teilmengen
von R dergestalt, daB jeweils fR\Kn ¢*" (u)du < m ist.
Fiir jedes n € N seien

u)du - z und

Ty =

R\Kk

Yn = n—i-IZ/K u)rduy =
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- n—ll— . Z/]Rg*j(u)T(u)xdu

ji=

0
1
T 4 Z /]R (u)zdu.

Dann konvergieren die Folgen (z,), und (y,), jeweils gegen Null, so daf§
also z = nli)rgo (x — z, — yp) ist. Es wird gezeigt, dafl fir jedes n € N gilt

sup{|| ng (r — zp — yn)dul| : t € R} < o00; nach Lemma 3.8 beweist dies

z € R(A), und insgesamt folgt so N ( [T) - N(Pg[T]) C R(A). Sei also
n € N. Mit Hilfe des Satzes von Fubini ergibt sich fiir alle ¢ € R:

t

| [ T()(@ ~ 20— yn)du]
0
I

— n-ll-IHO/T(u)(z

:n—f—lHZ/

Loomal) Y [ g

0
]KJ

M:

/g dv—Z/g mdv)du”

Il
o

J K;

|
(I — T(|t|))T(u)xdude

o\?

| /\

was die Behauptung beweist.

§6 Ein Ergodensatz und Folgerungen

Unter Beibehaltung der bisherigen Notation sei B der lineare Operator BU := —U’,
definiert auf D(B) := {U € L*®(R,X) : U lipschitzstetig und f.ii. differenzierbar mit
U' € L*(R, X)}. Ferner sei der Operator L, € L(L*®(R, X)) definiert durch L,U :=
g*xU.

Die angekiindigte Erweiterung von Satz 3.6 kann nun simultan fiir beide Typen (I) und
(IT) formuliert werden:

3.12 Satz: Sei {T'(t) :t € R} C £(X) vom Typ (I) oder (II) wie in §3 eingefihrt,
und sei x € X. Dann sind dquivalent:

o plT] 17 .
(i) P; 'z := ;6f (u)zdu ezistiert

(ii) Der gleichmdfige Grenzwert PiT;(.) := lim %

T(. — u)zdu existiert
7—00

Ct—=

o0
(1ii) PQ[T}:(; = lim X [ e MT(u)zdu existiert
A=0+
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(iv) Der gleichmafige Grenzwert lim A f e MT(. — u)zdu ezistiert
A—=0+ 0

(v) QE,T]:B = lim f 9" (u)T(u)zdu existiert
n—00 oy
(vi) Der gleichmdfige Grenzwert QgTy(.) := nlggo [ ¢ (w)T(. — u)zdu ezistiert
o
(vii) Pgﬂx: lim % Zn: [ g% (u)T(u)zdu ezistiert
k=0—00

(viii) Der gleichmdpige Grenzwert PyTy(.) := lim —1- i 70 g (u)T(. — u)zdu
existiert >
(iz) z € N(A) @ R(A) (wobei der Abschiuf in X erfolgt)
(z) Tp(.) € N(B) ® R(B) (wobei der Abschluf in L®(R, X) erfolgt)
(i) Ty(.) E N(I — Ly) @ R(I — Ly) (wobei der Abschluf in L°(R, X) erfolgt)

Im diesem Falle stimmen die gleichmdfigen Limites in (i), (iv), (vi), (viii) iberein
und sind gleich der konstanten Funktion Q,Ty(.) = Pl[T]w = PQ[T]x = Q[gT]x =
PEET}LE. Weiterhin hat man N(QE,T]) = N(PJT]) =R(A) und

RQY) = N(A) = {y € X : T, () ist konstant}.

Beweis: Die Aquivalenzen (i) & (i) & (i4i) < (iv) & (vi) & (viii) & (iz) &
(z) & (xi) ergeben sich mit Satz 2.26 aus Lemma 3.8 und der an Korollar 3.9
anschliefenden Bemerkung iiber den Kern von A.

Ist nun 7'(.) vom Typ (I), so konnen (v) und (vii) gemif Lemma 3.10 in diese
Kette eingereiht werden. Ist 7°(.) vom Typ (II), so folgt der Rest nach Lemma
3.11. qe.d.

Der entscheidende Unterschied zwischen Bahnen T, und gewdhnlichen L°°-Funktionen
U, der im Kontext von Satz 3.12 die Ubereinstimmung von punktweiser und gleichméiBi-
ger Konvergenz bedingt, ist die Halbgruppeneigenschaft: Thretwegen sind das Verhalten
der Bahnen vorhersehbar und Verschiebungen kontrollierbar.

3.13 Bemerkung: Ist 7(.)z nicht injektiv, so folgt mit Satz 3.12 bereits, daf§
z € N(A) ® R(A) ist: Sind ndmlich 0 < t; < ¢ mit T'(t1)z = T(t2)z, so erhilt
man aus der Halbgruppeneigenschaft von T'(t), dal mit b := ¢t — t1 fiir alle s > 1
gilt T'(s + b)z = T( )z, daB8 also T'(.)z in R4 periodisch (oder konstant) ist.
Definiert man ¢ := } |, t1+bT( )zdu, so folgt wie im ersten Kapitel, da8 (T'(.)z —c)

integralbeschrénkt und somit PI[T]x = c ist.

Aus Satz 3.12 kann auch ein Analogon zu Satz 2.26 fiir LP—Konvergenz, 1 < p < oo,
geschlossen werden, vgl. [13]:

3.14 Korollar: Seien 1 < p < oo und U € LP(R,X). Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:
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e 1t .. . .
(i) tliglo 7 Jo U(- — u)du ezistiert beziglich ||.||,
(i) )l\in%)/\fooo e MU(. — u)du ezistiert beziglich |||,
%
(iit) (g*" * U)y, konvergiert beziglich |||,

n
(iv) (n%rl > (g*F * U)),, konvergiert beziiglich ||.||,
k=0

(v) Ue{V'e LP(R,X):V € LP(R, X) absolut stetig und f.i. diffbar}
(vi) Ue{V—gxV:VeLP(R,X)}

In diesem Falle stimmen die Grenzwerte in (i), (i1) und (ii1) dberein und sind
gleich der Nullfunktion.
Im Fall p # 1 sind alle Bedingungen (i) — (vi) erfillt.

Beweis: Wie im reellwertigen Fall beweist man, dafl die Translationen
TtV :=(s—V(s—1t)), teR
eine gleichméBig beschrinkte Co—Gruppe auf LP(R, X') bilden, deren Erzeuger
A: Vi =V auf

D(A) = {V € LP(R,X) : V absolut stetig und f.ii. diffbar, V! € LP(R, X)} defi-
niert ist; siehe dazu [2, S.14].

Folglich ist U(. — u) = Ty (u)(.) der U—Orbit von T'(.), und da die in LP(R, X)
gebildeten obigen Bochnerintegrale gemif [2, S.27] f.ii. mit den entsprechenden
punktweise definierten Faltungen iibereinstimmen, folgt die Behauptung wegen

N(A)E N ixT(t) = {V € LP(R, X) : V L.ii. konstant} = {0}
teR
aus Satz 3.12 und Beispiel 2.3.
Seinun p # 1, und sei f(z) := [|[U(z)]|, (z € R). Wegen der Reflexivitit von LP(R)

n
fat ) : 1 *M : : : *M
existiert nhrn =1 kE_l g " x f, also folgt aus dem bisher Gezeigten nhm lg*"*+U]||, <

. *n _ - .
nli)ngo lg*" * fl|, = 0, die Behauptung.

87 Kontinuierliche Faltungsprozesse mit Halbgruppen

So wie Satz 3.12 aus Satz 2.26 durch Betrachtung des Spezialfalls U = T, hervorging
und Grenziiberginge in L*°(R, X’) mit solchen in X in Beziehung bringt, kann auch
die Kette der einander dquivalenten Bedingungen in Satz 2.31 fiir derartige Funktionen
U = T, um die jeweils punktweisen Konvergenzen erweitert werden; wie gehabt seien
dabei {T'(t) : t € R} C £(X) vom Typ (I) oder (II) mit Erzeuger A sowie B und Ly,
wie in Satz 2.31 definiert.

3.15 Satz: Sei {w;:t > 0} eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten
R,, = L'(R)

mefbar ist. Zu x € X seien
1= wy

derart, daf die Abbildung H : {
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R,,—&
. R>0 - Loo(RvX) . -
Wr, : { £ wyx T und W(.)zx : ts [ wi(w)T(w)edu Auflerdem
—o0

seien 0.B.d.A Wr,(0) := T, und W(0)z := = gesetzt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent; dabei liegt Grenzibergingen in X
die ||.||- und solchen in L*°(R, X) die ||.||..-Norm zugrunde:

(i) tliglo Wr, () = tliglo (wy x Ty) existiert
o
(i’) lim W(t)z = lim [ wi(u)T(u)zdu existiert
t—o0 —00 g
(i1) Jim Wr, (n) = nli_)nolo(wn x Ty) existiert

o0
(1) lim W(n)z = lim J wp(u)T (u)zdu existiert
n—00 n—00 oo

o0
(i) Lim X [ e 2 (wy * Ty)du ezistiert
A=0+ )
o0
(i5i’) lim A [ e MW (u)zdu ezistiert
A=0+

¢
(iv) der kontinuierliche Cesarogrenzwert tlim 2 [ Wi, (u)du egistiert
0

—00 “
¢
(iv’) Pl[Wlx := lim 1 [ W(u)zdu ezistiert
t—00 0

n
. \ . 1 ..
(v) der diskrete Cesdarogrenzwert nlggo r—e kX::O Wr, (k) ezistiert

o0 N+l

n
(v’)) lim - > W(k)z ezistiert

(vi) Ty(.) € N(B) & R(B)

(vi’) = € N(A) & R(A)

(vii) Ty(.) € N(I = Lyy,) ® R(I — Ly, )

Im Falle der Giiltigkeit der Aussagen sind alle Grenzwerte in X gleich der Projek-
tion der direkten Summe in (vi') auf N(A) entlang R(A). Ebenso stimmen alle

gleichmdafigen Limites iberein; sie sind konstant gleich dem bei der punktweisen
Betrachtung auftretenden Grenzwert.

Beweis: Die Aquivalenz der nicht apostrophierten Bedingungen ist Aussage von
Satz 2.31; gilt nun (i), so existiert wegen der Unabhingigkeit der dquivalenten
Aussage (vi) von der jeweiligen Wahl der Faltungshalbgruppe auch

Jim o0 we(—u)Ty(u)du = Jim [0 wi(y) Ty (y)dy. Das ergi’?t (¢"). Mit Hilfe der
trivialen Implikationen sowie der nach Satz 3.12 geltenden Aquivalenzen (i) <
(v') & (vi') & (vi) reihen sich so die Aussagen (i'), (4i'), (v') und (vi') in die
genannte Aquivalenzkette ein.

Ebenfalls klar ist die Implikation (i') = (#v'), und (i17') < (iv') gilt wegen der
Beschrinktheit der Funktion W (.)z. Schlieflich gilt (iv') = (v') Bemerkung 2.32
zufolge.
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Ist {wy : t > 0} eine schwach stetige Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeits-
dichten, so wird nach Beispiel 3.3 durch W : ¢t — w; * U eine Cy—Halbgruppe auf
LP(R,X), 1 < p < oo definiert. Mit Korollar 3.14 und dem obigen Satz erhélt man nun
im Falle p > 1, daf} diese Halbgruppe stark stabil ist:

3.16 Definition: Die gleichméifig beschrinkte Co—Halbgruppe {T'(¢) : t > 0} heifit
stark stabil, wenn fiir alle z € X gilt tl_i)m T(t)z = 0.
o

Ist X = C, so liefert ein Ergebnis von L.Weis [46], da8 fiir positive Cy-Halbgruppen 7'(¢)
auf LP(R,C), (1 <p < 0co) mit Erzeuger A gilt

s(A) :=sup{RA: A€ o(A)} =inf{lw e R: st1>1¥)) e | T(t)|| < oo} =: w(T).

s(A) heiBt Spektralschranke von A und w(T) Wachtumsschranke von T'(t).

Ist nun s(A) < 0, so folgt daraus die Stabilitéit der Halbgruppe.

Speziell bei den oben betrachteten Halbgruppen W ist es aber im allgemeinen nicht
klar, ob die Spektralschranke ihres FErzeugers negativ ist, so dal das hiesige Ergebnis in
diesem Sonderfall giinstiger ist.

88 Ergodizitits- und Stabilitidtsresultate fiir nachgeordnete
Halbgruppen

Beispiel 3.3 148t sich verallgemeinern:

3.17 Satz: Seien {T'(t) :t € R} vom Typ (I) oder (II) und {w; : t > 0} eine schwach
stetige Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten. Sei weiter W : R, —
L(X) definiert durch W(0) := I und

Vi>0: W(): (ac — fwt(u)T(u)a:du).

Ist dann

a) Vt >0 wt\(iw,o) =0 oder
b) {T'(t) :t € R} vom Typ (1),

so ist {W(t) : t > 0} eine gleichmdfig beschrinkte Co— Halbgruppe.

Beweis: Die starke Stetigkeit erhéilt man aus Beispiel 3.3, die Halbgruppeneigen-
schaft (47) folgt leicht mit den Bedingungen a) bzw. b). Schlie8lich gilt offensichtlich
fiir alle z € X

Vi>0: |[W(t)z| < / wy(u) ||T(uw)z||du < sup{||T(u)z| : u € R} -1,

-0

d.h. W(t) ist gleichméiBig beschrankt.
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3.18 Definition: Die in der in Satz 3.17 angegebenen Weise mit Hilfe schwach
stetiger Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsdichten konstruierten Cpy-
Halbgruppen heiflen nachgeordnete Halbgruppen.

Die Frage, inwieweit sich der Erzeuger einer nachgeordneten Halbgruppe aus dem der
zugrundeliegenden Halbgruppe darstellen 148t, ist im allgemeinen nicht ohne weiteres zu
beantworten. Hier soll darauf nur in dem Falle eingegangen werden, daB es sich bei der
Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsdichten um eine Familie von Lévydichten
handelt: siehe Satz 3.22. Zum allgemeinen Fall sei auf [43] und [45] verwiesen

Der folgende Satz verallgemeinert in Teilen ein fiir gebrochene Potenzen von Operatoren
bekanntes Resultat, vgl. Korollar 3.23:

3.19 Satz: Sei {W(t) : t > 0} C £(X) eine der gleichmdiflig beschrinkten Cp-
(Halb) Gruppe T (t) nachgeordnete Halbgruppe mit Erzeuger Aw . Dann sind
N(Aw) = N(A) und R(Aw) = R(A); dabei bezeichnet A den Erzeuger von T(t).
Insbesondere lift sich die Aquivalenzkette in Satz 3.15 um die den Bedingungen
(1) — (vit) gleichwertige Aussage

(vii’) © € N(Aw) @ R(Aw)
erweitern.

Beweis: Gemif} Satz 3.6 gelten (iv') & (vid') sowie
N(Aw) = R(P™) 325 N (4) und R(Aw) = N(PPY]) *L° R(A).

Satz 3.15 kann nun in bezug auf gleichmiflig beschrinkte nachgeordnete Cy—Halb-
gruppen ausgewertet werden. Ist X reflexiv, so existiert nach Satz 3.15 der Grenzwert
tl_l)rgo W (t)z fir jede nachgeordneten Halbgruppe W (t) und jedes z € X. Der nichste
Satz gibt Auskunft iiber das diesbeziigliche Verhalten in allgemeinen, also auch nicht
reflexiven Banachrdumen; die Definitionen der individuellen Ergodizitdt wurden in §2
gegeben.

3.20 Satz: Seien T(t) vom Typ (I) oder (II) und W(t) eine ihr nachgeordnete
Halbgruppe mit Erzeuger Ay . Sei weiter x € X. Dann gilt:

a) Gibt es a > 0,b > 0 derart, daf8 nlgglo W(a + bn)r = c € X existiert, so ist

lim W(t)z = c.
t—00
b) Ist T(.)x nicht injektiv, so existiert lim W (t)z.

—>00

¢) Es sind dquivalent:
(i) lim W (t)x ezistiert
t—00
(i) x ist ergodisch unter T'(.).
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(i1i) x ist ergodisch unter W (.)
() x ist total ergodisch unter W(.).
In diesem Falle ist x = x1 + z2 mit ©1 € N(A), z2 € R(A), und die be-
trachteten Cesdrogrenzwerte in (i1) und (ii1) stimmen mit dem Grenzwert
tl_i)m W (t)x = 1 tberein, wohingegen fir alle n € R\{0} gilt
(o]
. 1 rt _—g —
tliglo 7 Jo e"PW (s)zds = 0.
d) W(.) ist genau dann stark stabil, wenn R(A) = X gilt.
Beweis:

a) Dies ist eine Konsequenz aus den Satz 3.15.
b) ergibt sich unmittelbar aus Bemerkung 3.13 und Satz 3.15.

c¢) Die Aquivalenz ,(i) < (i) < (#44)“ und der erste Teil der anschlieBenden
Bemerkung folgen aus den Satz 3.15.

Ist lim W(t)z = z1, sind € R und ¢t > 0, so folgt

t—00

1 rt . 1 rt . 1t .

I [ e Wsads) <1y [ e ™ W(s)a—zdsl + 15 [ e ™ ads.

t 0 t 0 t 0
Fiir n # 0 strebt der zweite Summand mit ¢ — oo gegen Null, und der erste
Integrand konvergiert mit s — oo gegen Null, also gilt dies auch fiir seinen
Cesaromittelwert; fiir n = 0 argumentiert man analog gleich fiir die linke
Seite der Ungleichung. Damit folgen , (i) = (iv)“ und der zweite Teil des
Zusatzes. Die Implikation ,,(iv) = (i44)“ ist trivial.

d) folgt aus Satz 3.15.

89 Zu gebrochenen Potenzen von Operatoren

Eine allgemeinere Behandlung des hier angeschnittenen Themas und der verschiede-
nen zueinander dquivalenten Definitionen findet sich z.B. in [37], [47], [48] und [50,
Kap.IX,11].

Auch weiterhin sei {T'(t) : ¢ > 0} eine gleichméBig beschrinkte Cy—Halbgruppe mit
Erzeuger A.

3.21 Definition: Zum €N, 0 < a < m sei Coam = [;°t7* (1 — e!)™d¢t. Dann
sei die gebrochene Potenz (—A)® durch

1
—A)z = li
( ) JZ 641)%14“ Ca,m

/ T a1 — 7))t

definiert (Marchaud-Darstellung). Dabei ist per def. z € D((—A)%), sofern der
Grenzwert existiert.

Mit dem néichsten Satz wird die Verbindung der Theorie dieser Potenzen zu der der
nachgeordneten Halbgruppen deutlich:
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3.22 Satz und Definition: Seien o € (0,1) und {fq+ : t > 0} die in Beispiel 2.29 c)
eingefihrte Familie der Lévydichien der Ordnung «. Dann heifit die nachgeordnete
Halbgruppe

To(0) :=1 und Vi> 0,z € X: Ty(t)x = /0 fat(w)T (u)zdu

die zu {T'(t) : t > 0} und « gehorige Lévyhalbgruppe. Bezeichnet A, deren Er-
zeuger, so gilt Ay = —(—A)“.

Fiir einen Beweis siehe [50, S.264] oder [47].

Aus Korollar 3.19 erhilt man damit:

3.23 Korollar: Fir alle a € (0,1) sind R((—A)®) = R(A) und N((—A)*) = N(4).
Diese Aussage gilt sogar fiir alle a > 0: siehe [48].

8§10 Folgerungen fiir dquibeschrinkte holomorphe Cy-Halb-
gruppen

3.24 Definition: Zu 0 <w < § sei
Y, :={z € C\{0} : |arg z| < w}.

Die Cy—Halbgruppe {S(¢) : ¢t > 0} heifit holomorph (oder analytisch) vom Winkel
w, wenn sie eine Fortsetzung {S(z) : z € ¥, U {0}} C £(X) hat derart, dal

(i) Vz1,29 € Xy : S(Zl + 22) = S(zl)S(ZQ),

(ii) Ve XVr € O,w): lim Sk)z==z und

1
2€X,,2—0
(iii) die Funktion z + S(z) holomorph von ¥, in £(X) ist.

Die holomorphe Cy—Halbgruppe S(t) heifit dquibeschrdankt, wenn

Ve € (0,w) : sup{||S(z)|| : z € Ty—c} < 0.

Die zur gleichméBig beschrinkten Halbgruppe {T'(¢) : ¢ > 0} und «a € (0,1) gehorige
Lévyhalbgruppe Ty/(.) ist eine dquibeschrinkte holomorphe Cy—Halbgruppe; das wird
z.B. in [50, S.263] bewiesen. Damit erhilt man mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse das
folgende Resultat:

3.25 Satz: Seien a € (0,1) und z € X. Dann ist der Orbit t — To(t)z entweder
injektiv oder konstant; der letztere Fall tritt genau dann ein, wenn z € N(A) ist.

Beweis: Sei T, (.)z nicht injektiv. Wie in Bemerkung 3.13 und mit den dortigen

Bezeichnungen erhilt man induktiv, da§ T, (s + nb)z = T, (s)z fiir alle s > ¢; und

n € N gilt. Nach Satz 3.20a) folgt also fiir alle s > ¢;, daf§ tlim To(t)z = Ty(s)z ist,
—00
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was die Konstanz von T, (t)z fiir ¢ > ¢; bedeutet; da T, (.)z holomorph fortgesetzt
werden kann, liefert der Identititssatz, dal To(.)z = T (0)z = =.

Somit ist z € N(Aq) 323 N(A) = N ixT'(t) nach Satz 3.6¢). Der umgekehrte
>0
Schlu$ ist klar.

3.26 Beispiel: Sei A der Erzeuger der gleichmiflig beschrinkten, stark stetigen
Halbgruppe T'(t). Ist z € D(A), und ist u(t) die eindeutige beschrinkte, klassische
Losung des Cauchyproblems

w(0) =z und u"(t) =—Au(t) fir t >0,

so ist u(t) injektiv oder z € N(A) und u(t) = z. Weiterhin existiert lim wu(t)

t—o0
genau dann, wenn z eine Darstellung z = z1 + 22 mit 1 € N(4), z2 € R(A)
besitzt, und dann ist tl_i)m u(t) = z1: Es ist ndmlich u(t) := S(t)z, wobei S(.)
o0

durch S(0) =T und V¢t > 0,y € X : S(t)y := f te_ 3/2 T(s)yds definiert und die

von —(—A)l/2 erzeugte Cyo—Halbgruppe ist (31ehe Z.B. [2, S.170]) . Damit folgt die
Behauptung unmittelbar aus den Sitzen 3.22, 3.25 und 3.15.

Ein Beweis des folgenden Satzes findet sich in [37, S.123]:

3.27 Satz: Ist T(t) eine dquibeschrankte holomorphe Cy— Halbgruppe vom Winkel

0 € (0,5], sind ferner w € (§ —0,7] und 0 < aw < §, so ist —(—A)* =: B

der Erzeuger einer dquibeschrinkten holomorphen Cy— Halbgruppe {S(t) : t > 0}.
Weiterhin gilt ((—A)*)? = (—A)*? fiir alle > 0.

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.27 148t sich also a > 1 wihlen, d.h. g8 := é €
(0,1). Bezeichnet dann Bg wie in Satz 3.22 den Erzeuger der zu S(t) und S gehérigen
Lévyhalbgruppe, so folgt wegen —A = ((—A)*)? = (=B)# = —Bg, daB T(t) = Ss(t)
ist. Somit lassen sich die obigen Ergebnisse neu formulieren:

3.28 Satz: Sei {T'(t) : t > 0} eine dquibeschrinkte holomorphe Co—Halbgruppe.
Dann gilt:

a) Gibt es a > 0,b > 0 derart, dafs nll)nolo T(a+bn)x = c € X existiert, so ist

lim T'(t)z = c.

t—00
b) Es sind dquivalent:

(i) lim T(t)x existiert

t—00
(i) x ist ergodisch unter T'(.)
(i1i) x ist total ergodisch unter T(.)

In diesem Falle ist © = x1+xz2 mit z1 € N(A), z2 € R(A), und die Grenzwer-
te in (i) und (i1) stimmen beide mit 1 dberein, wohingegen fir alle n € R\{0}
gilt tl_l)m L [Ye™"™T(s)zds = 0.
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¢) T(.) ist genau dann stark stabil, wenn R(A) = X ist.
d) Der Orbit t — T(t)z ist entweder injektiv oder konstant.

Es sei erwihnt, da man die Aussagen b),c) und d) dieses Satzes auch mit Hilfe eines
Taubersatzes von W.Arendt und C.J.K.Batty herleiten kann: siehe dafiir [2, S.275ff].
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4. Verallgemeinerung auf eine Klasse nicht abso-
lut stetiger Mafle

Die Faltung zweier nichtnegativer, endlicher Borelmafle u, v auf R ist definiert durch
(u*v)(B):= /M(B —t) dv(t) (B borelmefibar);

p * v ist wieder ein Borelmaf}, und es gilt (u * v)(R) = p(R)r(R); insbesondere ist die
Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafle wieder ein solches. Sind p und v absolut stetig
mit Dichten g bzw. h, so ist u * v absolut stetig mit Dichte g * h. Im folgenden ist mit
»,2Mafl“ stets ,nichtnegatives, endliches Borelmafl auf R“ gemeint.

Sind U € L*(R, X) und p ein Maf, so existiert fiir A\-fast alle z € R das Integral

Usm)@) = [ Ula—yduty)

Esist U p € L®(R, &) und |U # ]| < U]l p(R) -

Ist p ein beziiglich A nicht singuldres Maf, so gibt es nach dem Lebesgueschen Zerlegungs-
sowie dem Satz von Radon-Nikodym Mafe i, ug derart, dafl s singulér, pg # 0 absolut
stetig beziiglich A und

H= s + g
ist. Seien k € N und g € L'(R)\{0} die Dichte zu py. Die Faltungspotenz p** hat dann
die Darstellung p** = 4 + pag+x fiir ein MafB p41 und ein MaB p15.x mit Dichte g**. Lemma
2.4 148t sich somit auf ¢ anwenden und liefert eine entsprechende Ausdehnungseigen-
schaft fiir die Folge (u**)g.
Die Nichtsingularitit von g ist im reellen Falle das, was u.a. in [14] englisch bzw.
franzosisch als ,spread-out“ bzw. ,étallée” bezeichnet wird und auch dort in dem in
der Einleitung zitierten Satz zur gleichmifiigen Konvergenz von f * p*", f € Co(G) fiir
lokal kompakte Gruppen G vorausgesetzt werden musf.
Mit dem folgenden Ergebnis wird Satz 2.13 auf derartige Wahrscheinlichkeitsmafle ver-
allgemeinert:

4.1 Satz: Ist das WahrscheinlichkeitsmafS p nicht singuldr beziiglich A, und ist
U € L*(R, X) integralbeschrinkt, so ist

: *N _
Jim (U + ™", = 0.

Beweis: Seien L > 0 Integralschranke zu U und p = p5+ pg wie oben zerlegt. Wie
im Beweis von Satz 2.13 wird zunichst angenommen, dafl die monoton fallende
Folge ||U * p*™||, mit n — oo gegen eine positive Zahl 7 konvergiert, ebenso seien
a € (0,7) und k € N,8,7 € R,0 > 0 wie dort zur Dichte g gewéhlt. Dann ist
=+ pg+r filr ein MaB pq und induktiv fiir n > 2

“*kn — M’{ﬂ + Mgk * Up
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fiir gewisse MaBle v;,. Wegen p1(R) < 1 ist li_)m |pi™ = U], =0.
n o0
Da weiterhin fiir alle n € N gilt

‘Ilu*"'c # Ul = ll" * Ulloo| < lvn * pges * Ullog < ™™ 5 Ul + 153" * Ul

ist auch lim ||v, * g** * U|| , = 7 > . Ferner gilt
n—0o0

||:ug*k * gk * Up % UHoo

(™ — 1) * pgor v # U||

litges v * Ul piges ()

> |1k (gt vn) Ul — [l * pager % v+ Ul
> | (™ = ) # Ul = lsges % v+ Ullopia (R)
> | Ul — [l 5 pi” + U

~llges v+ Ul (W™ (R) = prger (R)
> kU — U (R)”

gt v+ Ul (1= e (R))
— L T — 7'(1 — gk (]R)) = Tp gk (R).
Da die linke Seite gegen denselben Wert strebt, erhélt man
nli)nc}o v % U * g*2F|| = nli)nolo |t gear x vy % Ul = Tger (R).

Werden jetzt wieder Zahlen wy, € R so gewéhlt, dafl jeweils
| (v * U * g*2F) (wy) || > ||l + U * g*2%|| (1 — L) ist, so folgt fiir n > 2 véllig analog
zum Beweis von Satz 2.13

14 U % 4", = gty (R)
(o]
1
< 11 H / vp * U * g*k(wn — y)g*k(y)dyH — Qfigek (R)
-+
1 o0
<t [ o U g™ o = 9)lg™ )y - apys (R)
-+
1 %
< (]__—lHVn * U * g k”oo - a),u’g*k(Bn)
n

mit By, :={y € R: ||(vn * U * g**) (wy, — y)|| > 4}. Also ist

lvn * U + g"*|, — psger (R)

rllve *Ux g —a
n

Mgk (R) > Mgk (Bn) >

bl

und da die rechte Seite gegen p g« (R) konvergiert, hat man wie im Beweis von
Satz 2.13

nli)néo gk (R\By) = 0.

Damit folgt nun wieder
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(i) lim A(18,7)\B,) = 0 und
(@) Jim | 00U s g — )™ ()

o0
T xk _ *xk
= n]l)HQle{Q [ (v % U * g*%) (wn — ) |lg™" (y)dy-

Bedingung (z) fiihrt auf die Abschitzung
v
[ lon+ U+ g (wn — )y >
B

fiir hinreichend grofie n; um wie gehabt zum Widerspruch zu kommen, ist noch
festzustellen, dafl wegen

1= @ (R) = (11 (R)" + prget (R) - v (R)

folgt, dafl Jim vn(R) = (,U/g*k(R))_l ist; damit erhilt man wie in Lemma 2.5 die

gleichgradige Stetigkeit der Funktionen Vj, : s + |lvy, * U % ¢**(s)|| und die letzten
Schliisse wie im absolut stetigen Fall. q.e.d.
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