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Jetzt wird dergleichen von den meisten gering geschdtzt und niedergehalten, von
den Gelehrten aber trotz dieser Hindernisse und, obwohl sie den eigentlichen Wert
nicht sehen, des Reizes wegen, den es hat, mit Macht gefirdert.

Platon (Politeia)



Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Physik des N=2 Superstrings auf nicht trivialen
Hintergriinden. Nach einem einfithrenden Kapitel in die Fragestellung der Arbeit
(Kapitel 1) folgt eine kurze Erlduterung der Grundlagen des N=2 Strings (Kapitel
2) und seiner effektiven Feldtheorien (Kapitel 3).

Im Anschluss an eine kurze Darstellung von D-Branes in der bosonischen und
der N=1 Superstringtheorie (Kapitel 4) untersuchen wir die physikalische Bedeutung
der D-Branes fiir den N=2 String (Kapitel 5). Wihrend in der N=1 Stringtheorie
D-Branes als Triger der RR-Ladung eine wichtige Funktion fiir das Versténdnis
nichtperturbativer Effekte einnehmen, ist ihre Rolle beim N=2 String aufgrund des
Fehlens samtlicher Felder im Spektrum des Strings, an die D-Branes auf natiirliche
Weise koppeln, unklar. Wir betrachten daher D-Branes als kiinstlich hinzugefiigte
Hintergrundobjekte und untersuchen mittels einer Analyse von Streuamplituden,
inwieweit diese konsistent mit der N=2 Stringtheorie sind. Es zeigt sich, dass nur
D-Branes, die nicht die komplexe Struktur des Targetraums brechen, physikalisch
sinnvolle Streuamplituden liefern, welche keine bzw. nur masselose Pole aufweisen.

Wir untersuchen als néichsten zentralen Aspekt dieser Arbeit den Effekt, den
das Vorhandensein eines konstanten B-Feld-Hintergrunds auf die effektive Feldtheo-
rie des N=2 Strings hat (Kapitel 6) und zeigen durch einen Vergleich der Streu-
amplituden von String- und Feldtheorie, dass man im Seiberg-Witten-Limes eine
nichtkommutative Version der selbstdualen Yang-Mills-Theorie erhélt. Zusétzlich
analysieren wir die Bedingungen, die sich aus der Forderung nach Supersymme-
trieinvarianz an die Wirkung des N=2 Strings ergeben, wenn ein B-Feld an die
Materiefelder gekoppelt wird. Es zeigt sich, dass die Wirkung ihre Invarianz unter
Supersymmetrietransformationen am Rand der Weltfliche genau dann behélt, wenn
das B-Feld eine Kahler-Zwei-Form und die Metrik selbstdual ist.

Im Folgenden beschreiben wir die effektiven Feldtheorien, die entstehen, wenn
konstante B-Felder auf niedriger-dimensionalen D-Branes vorhanden sind. Beson-
deres Augenmerk gilt der Konstruktion von solitonischen Losungen auf der (241)-
Brane (Kapitel 7). Fiir die beiden einfachsten Félle, die Eichgruppen U(1) und die
U(2), konstruieren wir mittels der ,dressing“-Methode Ein-Soliton-Losungen und
bestimmen explizit deren Energie. Eine Diskussion der Ergebnisse beschlielt diese
Arbeit.

Schlagworter: N=2 Superstring, D-Branes, Nichtkommutative Feldtheorien, Solito-
nen



Abstract

This thesis deals with the physics of the N=2 superstring in non-trivial backgrounds.
After an introductory chapter that contains a motivation of the issues under conside-
ration in this thesis (chapter 1) we briefly explain the basic ideas of the N=2 string
(chapter 2) and its effective field theories (chapter 3).

A short description of D-branes in the bosonic and the N=1 superstring theory
(chapter 4) is followed by the investigation of the physical importance of D-Branes for
the N=2 string (chapter 5). While in N=1 string theory D-branes are charged under
the RR-forms and play an important role for our understanding of non-perturbative
effects, their role in the N=2 string theory is unclear, since in the spectrum of the
N=2 string there are no fields that D-branes could couple to minimally. We therefore
consider D-branes as artificially added background objects and — by analyzing scat-
tering amplitudes — explore their physical concistency with the N=2 string theory.
It turns out that only D-branes that do not break the complex structure of the tar-
get space yield physically sensible scattering amplitudes with no or massless poles,
respectively.

As another central topic of this thesis we investigate the effect of a constant B-
field background on the effective field theory of the N=2 string (chapter 6). By com-
parison of the scattering amplitudes of the string and the field theory we show that
in the Seiberg-Witten limes a noncommutative version of the self-dual Yang-Mills
theory arises. Furthermore we analyze the conditions that follow from demanding
invariance of the action of the N=2 string under supersymmetry transformations
in the presence of a B-field coupled to the matter fields. We show that the action
keeps its invariance under these transformations at the boundary of the world-sheet
if and only if the B-field is a Kéhler two-form and the metric is self-dual.

We proceed by describing the effective field theories that arise when B-fields
are turned on on lower-dimensional D-branes. Special attention is directed to the
construction of solitonic solutions on the (2+1)-brane (chapter 7). For the case of the
two simplest examples, the gauge groups U(1) and U(2), we construct one-soliton
solutions using the “dressing”-approach and determine explicitly their energies. A
discussion of the results concludes this thesis.

Keywords: N=2 Superstring, D-branes, Noncommutative field theories, Solitons
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KAPITEL 1

EINLEITUNG

Die moderne Hochenergiephysik ist auf der Suche nach einer vereinheitlichten Be-
schreibung der inneren Struktur der Materie und der wirkenden Kréfte. In Beschleu-
nigerexperimenten werden heutzutage Theorien getestet, die auf Quantenfeldtheo-
rien basieren und die in der Lage sind, drei der vier grundlegenden Krifte zu be-
schreiben, namentlich die elektromagnetische, die schwache und die starke Wech-
selwirkung. Ausgehend von den Erkenntnissen in den niedrigen Energiebereichen,
welche in den heute existierenden Beschleunigern erreicht werden kénnen, wird all-
gemein angenommen, dass bei mittleren Energien die drei eben genannten Krifte
im Rahmen einer vereinheitlichten Theorie beschreibbar sind.

Bei Energieskalen in der Gréfenordnung der Planck-Lénge (10733 cm) wird
erwartet, dass auch die Gravitation konsistent in eine grofle vereinheitlichte Theo-
rie eingebunden werden kann. Welche Form diese Theorie haben wird, ist jedoch
zur Zeit noch unbekannt. Als einer der Favoriten werden in zunehmendem Mafe
Superstringtheorien angesehen, deren grundlegendes Paradigma ist, dass die fun-
damentalen Objekte in der Natur nicht die Punktteilchen der Quantenfeldtheorien
sind, sondern ausgedehnte, eindimensionale Objekte, die Strings. Ein wesentliches
Argument fiir die Relevanz der Stringtheorien ist, dass die Theorie explizit Gravita-
tion umfasst. Allerdings liegen ihre Vorhersagen derzeit typischerweise in Energie-
bereichen der Planck-Skala, was eine experimentelle Verifizierung in iiblichen Hoch-
energiephysikexperimenten unmaoglich macht. Der Weg, den Stringtheoretiker daher
beschreiten, ist die Theorie auf innerer Konsistenz und Schonheit aufzubauen. Im
Niedrigenergielimes muss sie zudem die heute anerkannten Quantenfeldtheorien und
die allgemeine Relativitdtstheorie reproduzieren, wobei ein wirklicher Durchbruch
hier jedoch bislang nicht gelungen ist.

Die Stringtheorien nahmen ihren Ausgangspunkt in den 60er Jahren des letz-
ten Jahrhunderts aus den sogenannten ,,dualen Modellen*, die der Beschreibung
von Hadron-Amplituden und damit der Beschreibung der starken Wechselwirkung
dienen sollten. Allerdings zeigte sich schnell, dass das Spektrum der Theorie neben
den erwiinschten Teilchen, wie den Gluonen, auch Teilchen von beliebig hohem Spin
beinhaltet, die in der Theorie der starken Wechselwirkung keinen adéquaten Platz
finden. Spétestens durch die Erfolge der Quantenchromodynamik wurden die dualen
Modelle daher aus dem Blickfeld der Hochenergiephysik verdriangt.

Dieser Zustand dnderte sich jedoch im Jahr 1974, als die dualen Modelle eine
Umdeutung als Stringtheorie erfuhren, die im Folgenden als Theorie aller fundamen-
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taler Krifte und Teilchen interpretiert wurde. Jetzt erwies es sich als Vorteil, dass
im Spektrum des Strings Teilchen hoheren Spins vorhanden waren, da insbesondere
das von einer Theorie der Quantengravitation geforderte masselose Spin-2-Teilchen,
das Graviton, zwangsldufig in der Theorie enthalten ist.

Ein wichtiges Merkmal von Stringtheorien ist es, dass fiir eine konsistente
Quantisierung der Theorie eine genau festgelegte Dimension der Raumzeit gewéahlt
werden muss. Fiir den bosonischen String erhélt man D = 26 und fiir den N=1 Su-
perstring, der neben Raumzeitbosonen auch Raumzeitfermionen beschreibt, D = 10.
Durch die Fixierung der Raumzeitdimensionalitdt ist zudem das Spektrum des
Strings vollsténdig festgelegt. Neben den bereits erwdhnten unendlich vielen mas-
siven Anregungen zahlt auch ein tachyonischer Zustand zum Spektrum. Wahrend
der bosonische String nicht von diesem unphysikalischen Zustand befreit werden
kann, gelang es Gliozzi, Scherk und Olive [1] mittels der nach ihnen benannten
GSO-Projektion das Tachyon aus dem Spektrum des N=1 Strings zu beseitigen,
indem explizit Raumzeit-Supersymmetrie gefordert wird. Im Fall des N=1 Strings
gehorchen also nicht nur die Felder auf der Weltfliche, sondern auch das Spektrum
in zehn Dimensionen der Supersymmetrie, die Fermionen und Bosonen miteinander
verbindet.

Mitte der 80er Jahre kam es zu einer Belebung des Interesses an Super-
stringtheorien durch die sogenannte , erste Stringrevolution“. Green und Schwarz [2]
gelang eine explizit raumzeit-supersymmetrische Formulierung des Superstrings, der
GS-String, der dquivalent zur iiblichen Neveu-Schwarz-Ramond-Formulierung (NSR-
Formulierung) des Superstrings ist. Sie konnten zeigen, dass ihre Superstringtheorie
endliche Amplituden auf Ein-Loop-Niveau liefert und Divergenzen wahrscheinlich
fiir alle hoheren Ordnungen ebenfalls nicht vorhanden sind. Gross et al. [3] fithrten
zudem den aus phanomenologischer Sicht sehr interessanten heterotischen String ein,
der eine Kombination aus N=1 Superstring und bosonischem String darstellt. Der
supersymmetrische Anteil bewirkt, dass der heterotische String weiterhin iiber die
positiven Eigenschaften des Superstrings verfiigt, wihrend es der bosonische Sektor
ermoglicht, das Spektrum als Darstellung entweder der Gruppe SO(32) oder der
Gruppe Eg x Eg aufzufassen. Diese beiden heterotischen Stringtheorien traten Mitte
der 80er Jahre neben die drei anderen bereits vorher bekannten Superstringtheori-
en ITA, IIB (beide mit N=2 chiraler bzw. nicht-chiraler Raumzeit-Supersymmetrie)
und einer Theorie offener und geschlossener Strings mit N=1 Supersymmetrie und
Eichgruppe SO(32), dem Typ I Superstring, und erweiterten die Zahl der mdglichen
Superstringtheorien auf fiinf. Die Tabelle auf der folgenden Seite [4] zeigt die masse-
losen Anregungen der verschiedenen Stringtheorien in den beiden bosonischen Sek-
toren, namentlich dem Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz-Sektor (NS-NS-Sektor) und
dem Ramond-Ramond-Sektor. G, ® und B, bezeichnen das Graviton, das Di-
laton bzw. den antisymmetrischen Tensor, im Ramond-Ramond-Sektor finden sich
verschiedene p-Form-Potentiale und die konstante Feldstirke H(©).

Neben der Frage, welche Kompaktifizierung der iiberschiissigen sechs Raum-
dimensionen zu wihlen sei, stellte vor allem dieses Uberangebot an in sich konsi-
stenten Stringtheorien ein Problem dar. Welche dieser fiinf Theorien ist in unserer
Welt tatséchlich realisiert und aus welchem tieferliegenden Grund, bzw. wie Edward
Witten es formuliert hat: , Wer lebt in den anderen vier Welten?“. Bedingt durch
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NS-NS Ramond-Ramond

Typ-IA | G, ®, By | Cu,Chyp 3 HO

Typ-IIB | G, @, B | C,Cuvs Cupr

Typ-I G/W’ o C;w

heterotisch | G, ®, B,

Tabelle 1.1: Masselose Anregungen der verschiedenen N=1 Stringtheorien

diese Probleme erlahmte das Interesse an den Superstringtheorien Anfang der 90er
Jahre.

Erst im Kontext der ,,zweiten Stringrevolution“, die 1995 durch eine bahn-
brechende Arbeit von Witten [5] hervorgerufen wurde, édnderte sich dieser Zustand
wieder. In dieser Arbeit postulierte er, dass basierend auf gewissen Dualitdten, die
z.B. Strings in Bereichen starker Kopplung mit anderen Strings im Bereich schwacher
Kopplung in Verbindung bringen, alle fiinf Stringtheorien auf einer grundlegenden
elfdimensionalen Theorie, der M-Theorie, basieren. In den letzten Jahren wurden
eine Vielzahl von Resultaten erzielt, die diese Hypothese unterstiitzen. Welche Form
die M-Theorie haben wird, ist jedoch weiterhin unbekannt. Sicher ist nur, dass der
Niederenergielimes der M-Theorie die eindeutige N=1 Supergravitationstheorie in
elf Dimensionen sein muss.

Das Dualitétskonzept, auf das sich Witten bei seiner M-Theorie-Hypothese
stiitzte, war zum Zeitpunkt der zweiten Stringrevolution groftenteils bekannt. Ei-
ne der Dualitéten, die bereits Ende der 80er Jahre intensiver untersucht worden
war und die die Grundlage der ndher zu beleuchtenden D-Branes liefert, ist die
T-Dualitat. Diese Dualitdt manifestiert sich bereits auf perturbativem Niveau und
wirkt auf Stringtheorien, die auf bestimmten d-dimensionalen Tori kompaktifiziert
werden. Insbesondere existiert eine Beziehung zwischen der IIA-Theorie und der IIB-
Theorie bei Kompaktifizierung auf einem Kreis und entsprechender Identifizierung
der Parameter.

Ein weiterer Durchbruch gelang Polchinski, ebenfalls 1995, als er die lange ge-
suchten Triager der Ramond-Ramond-Ladung mit Dp-Branes (oder kurz D-Branes),
nichtperturbativen solitonischen Losungen der den Stringtheorien zugrunde liegen-
den Supergravitationstheorien, identifizierte. Die Entdeckung dieser ausgedehnten
p-dimensionalen Objekte ercffnete die Moglichkeit, Superstrings in nichtperturbati-
vem Regime der Kopplungskonstanten zu studieren. Insbesondere nehmen sie eine
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wesentliche Stellung in der oben erwédhnten M-Theorie ein. In den letzten Jahren
spielten D-Branes daher die herausragende Rolle in den wissenschaftlichen Verdsffent-
lichungen der Stringtheorie, wobei zunehmend auch kosmologische Szenarien ba-
sierend auf D-Brane-Dynamiken in den Mittelpunkt des Interesses riicken, die an
Kiihnheit der Spekulation Theorien wie die der kosmischen Inflation bei weitem
iibertreffen (siehe z.B. [6, 7]).

Wiéhrend man fiir die kritische Dimension des bosonischen Strings D = 26
findet, ergibt sich fiir den N=1 Superstring D = 10. Die naheliegende Frage ist
daher, ob durch Einfiihrung einer weiteren Supersymmetrie auf der Weltfliche die
phédnomenologisch relevante Dimension D = 4 des Targetraums erhalten werden
kann. Tatsdchlich ergibt sich fiir den zuerst von Ademello et al. [8] untersuchten
N=2 String, der urspriinglich konstruiert worden war, um die Stringtheorie mit
einer die Farbladungen der Quarks représentierende U(1)-Symmetrie zu ergénzen,
eine kritische Dimension von D = 4. D’Adda und Lizzi konnten allerdings zeigen [9],
dass die Signatur des N=2 Strings (2,2) ist und daher zwei Zeitrichtungen umfasst.
Das Spektrum des N=2 Strings enthélt keine angeregten Zustinde, sondern nur ein
einziges masseloses skalares Feld und alle n-Punkt-Streuamplituden verschwinden
fiir n > 3. Phénomenologisch ist der N=2 String daher irrelevant und wurde folg-
lich lange Zeit als Randerscheinung behandelt. Dies &nderte sich erst wieder in Folge
einer Verdffentlichung von Ooguri und Vafa [10], die 1990 zeigen konnten, dass sich
der skalare Freiheitsgrad im Fall des geschlossenen Strings als Deformation einer
Ricci-flachen Kéhler-Metrik beschreiben lisst. Damit ist selbstduale Gravitation als
Theorie der effektiven Wirkung des geschlossenen N=2 Strings ableitbar. Fiir den
offenen String ergibt sich eine Aquivalenz zu einer anderen selbstdualen Feldtheorie,
der selbstdualen Yang-Mills-Theorie. Diese Theorie ist vom mathematischen Stand-
punkt aus besonders interessant, da angenommen wird, dass alle integrablen Modelle
aus der selbstdualen Yang-Mills-Theorie ableitbar sind.

Viele Quantenfeldtheorien auf nichtkommutativer Raumzeit lassen sich in ei-
nem bestimmten ,zero-slope“-Limes aus den effektiven Feldtheorien von offenen
Strings in bestimmten NS-NS Zwei-Form-(,, B-Feld“)-Hintergriinden ableiten [11].
In moderner Sprechweise bedeutet dies, dass die Dynamik offener Strings innerhalb
des Weltvolumens von D-Branes studiert wird, auf denen ein konstantes B-Feld
durch die dquivalente Beschreibung mittels effektiver Nichtkommutativitdt und einer
deformierten Metrik ersetzt wird. Stringtheorien bieten auf diese Weise die (kom-
mutative) Biihne fiir das Studium nichtkommutativer Feldtheorien. Insbesondere
solitonische Losungen der Bewegungsgleichungen der kommutativen Feldtheorien
und ihrer nichtkommutativen Erweiterungen spielen eine wesentliche Rolle fiir das
Verstidndnis von Stringtheorien jenseits der Stérungstheorie.

Die Forschung hat sich in den letzten Jahren bei der Untersuchung obiger
Aspekte bislang auf den bosonischen und den N=1 String konzentriert. Dies er-
scheint nicht gerechtfertigt, da gerade der N=2 String mit seiner vergleichsweise ein-
fachen Struktur eine gute Moglichkeit des Testens von stringspezifischen Hypothesen
bietet, dariiberhinaus aber aufgrund seiner Relation zu den selbstdualen Theorien
sehr interessante eigenstindige Resultate erwarten ldsst. Zentrales Anliegen dieser
Arbeit ist daher die Beschreibung von N=2 Strings im Hintergrund von B-Feldern
auf D-Branes und eine Untersuchung der Auswirkung von Nichtkommutativitidt auf
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den String und seine effektiven Feldtheorien.

Nach einer Einfithrung in den N=2 String (Kapitel 2) und seine effektiven
Feldtheorien (Kapitel 3) untersuchen wir zunéchst, welche physikalische Bedeutung
D-Branes, die eine herausragende Stellung in der N=1 Stringtheorie einnehmen,
fiir den N=2 String haben. Zu diesem Zweck berechnen wir nach einer Einfithrung
in bosonische und D-Branes des N=1 Strings (Kapitel 4) in Kapitel 5 D-Brane-
Streuamplituden und leiten ab, inwiefern die verschiedenen D-Brane-Typen konsi-
stent mit der N=2 Stringtheorie sind. In Kapitel 6 widmen wir uns dann dem Effekt,
den das Einschalten eines konstanten B-Feldes auf der raumzeitfiillenden (2 + 2)-
Brane auf die effektive Feldtheorie des N=2 Strings hat. Kapitel 7 beschreibt die
effektiven Feldtheorien, die sich im Niederenergielimes bei konstanten B-Feldern auf
niedriger-dimensionalen D-Branes ergeben. Besonderes Augenmerk gilt der Kon-
struktion von solitonischen Lésungen in diesen nichtkommutativen Feldtheorien. Ei-
ne Diskussion der Ergebnisse beschliefit diese Arbeit.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG
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KAPITEL 2

DER N=2 STRING

In diesem Kapitel stellen wir die Grundlagen des N=2 Strings vor. Die erste Untersu-
chung des N=2 Strings geht zuriick auf Ademello et al. [8, 12], dabei wird die String-
Weltfliche in eine Raumzeit mit D Dimensionen eingebettet. Nach anfianglichen
Problemen wurde die richtige kritische Dimension schliellich von d’Adda und Lizzi
[9] gefunden und mit D=4 angegeben. Die Signatur der Raumzeitmetrik ist dabei
(2,2). Die Einbettung des N=2 Strings in die Raumzeit erfolgt durch die skalaren
Weltflachenfelder X# und deren supersymmetrische Partner ¥*, die beide Raum-
zeitvektoren sind.

2.1 Wirkung und Symmetrien

Aufgrund der Struktur der Wirkung des N=2 Strings erweist es sich als vorteilhaft,
die reellen (2,2)-Vektoren (mit Metrik " = diag(—,+, —,+)) zu komplexen (1,1)-
Vektoren (mit Metrik n*¥ = diag(—, +)) zusammenzufassen.

In dieser komplexen +-Notation (siche Anhang B) hat die Brink-Schwarz
Wirkung des N=2 Strings die Form [13, 14]

T

HOuXT +9TX0)  XEY* Y YT+ (0aX ™ + X T) 0T NG . (21)
Dabei sind die Materiefelder X ** und ¢** an das N=2 Supergravitationsmultiplett
bestehend aus dem Zweibein ¢’ (der Zusammenhang mit der Weltflichenmetrik
haog ist hag = nabege%), den komplexen Gravitini Y= und der U(1)-Konnektion A,
gekoppelt. Mit D, = V,—1iA4, bezeichnen wir die U(1)-kovariante Ableitung, die auf
den unter der U(1) geladenen Feldern ¢* und x wirkt. Hierbei ist V,, die iibliche
kovariante Ableitung mit Torsion auf der Weltfliche. Die y-Matrizen erfiillen die
Clifford-Algebra {y,~7%} = 2n°5.

Betrachtet man die Signatur der Raumzeitmetrik (2, 2), so sollte man als Lor-
entzgruppe des N=2 Strings SO(2,2) (bzw. Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R))
erwarten. Die Brink-Schwarz-Wirkung ist allerdings nicht invariant unter Lorentz-
transformationen in 2+2 Dimensionen, was sich auch auf Ebene der Streuamplituden
zeigt. Die komplexe Struktur des Targetraums fiihrt dazu, dass ein Teil der Lorent-
zgruppe zu einer U(1)-Gruppe gebrochen wird:

Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R) — U(1) x SL(2,R) = U(1,1).

S = 1 /sz e{%h“ﬁﬁaXJr -0 X + %z/?* Ay Do VT 4 At T
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Die Brink-Schwarz-Wirkung ist invariant unter einer Reihe von lokalen Symmetrie-
transformationen (fiir eine ausfiihrliche Darstellung dieser Symmetrien siehe Anhang
A), die es ermoglichen, alle Freiheitsgrade des Supergravitationsmultipletts lokal
wegzueichen. In dieser superkonformen Eichung nimmt die Wirkung die Form

S = [ (0.X7 0eX " 40X 0.X" 0 DL u + D) (22)
s

+u
¢iM = <Z%M> :

Dieses ist die Wirkung einer freien, zweidimensionalen Feldtheorie.
Die Bewegungsgleichungen der Materiefelder

an, wobei

0.0:X%(2,Z2) =0 (2.3)
821/}#:(2’75) =0
Oz (2,2) = 0 (2.5)

fithren auf eine Zerlegung der Felder in Links- und Rechtsldufer, die unabhéingig
voneinander sind. Alle weiteren Betrachtungen beschrianken sich aus diesem Grund
zumeist auf den holomorphen Anteil; fiir die Rechtslaufer gelten dquivalente Glei-
chungen.

Fordert man, dass bei der Variation der Wirkung die Randterme verschwinden,
so muss der geschlossene String in Bezug auf die rdumliche Koordinate o des boso-
nischen Felds 27-periodisch sein: X (7,0 +27) = X (7, 0). Im Fall des offenen Strings
ergeben sich zwei Moglichkeiten, die Neumann- bzw. die Dirichlet-Randbedingungen,
die zu einem Verschwinden der Randterme fiihren

05X |o=ovr =0 Neumann-Randbedingung (2.6)
X|o=0vr = const. Dirichlet-Randbedingung . (2.7)
Die Randbedingungen auf der komplexen Ebene sind im Falle des Fermions nicht

eindeutig festgelegt, sondern es ergeben sich kontinuierliche Randbedingungen, die
durch einen Parameter p € [0, 1] gekennzeichnet sind!

U (e2) = ePTPYE(2). (2.8)

Beide Felder haben die iibliche Modenenentwicklung (in (2,2)-Schreibweise p =
0,1,2,3)

q" . . 1 n
X1(2) =5 - i(p*In(z)) + i z; Eaﬁz (2.9)
ngo
W z)=—i)  yhz 2 (2.10)
neZ+p

!Diese kontinuierlichen Randbedingungen sind eine Spezialitéit des N=2 Strings. Im Fall des
N=1 Strings sind nur periodische oder antiperiodische Randbedingungen moglich. Die beiden
Mboglichkeiten werden als Neveu-Schwarz- (periodisch auf der komplexen Ebene) bzw. Ramond-
Randbedingungen bezeichnet.
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Bei der Quantisierung der Stringtheorie setzt man analog der Quantenmechanik die
Vertauschungsrelationen zwischen den Koordinaten und den kanonisch konjugierten
Impulsen an, die im Stringfall zu einer festen Zeit definiert werden. Setzt man in die
grundlegenden Kommutatoren bzw. Antikommutatoren die Modenentwicklung der
Materiefelder ein, so erhélt man die folgenden (Anti-) Kommutatorrelationen der
Moden

[ad, o] = " ndn 1m0
{ns b} = 0" ntmo -

Damit erhélt man die Operatorproduktentwicklungen

XH(2) X" (w) ~ = In(z — w) (2.11)
W ) ~ — T (2.12)

In der komplexen (1,1)-Notation gilt also:

X)X T (w) ~ =20" In(z — w) (2.13)
+ 2™
PHEOT )~ — 22 1)

Man beachte, dass in der komplexen (1,1)-Notation gilt n** = diag(—, +).

2.2 Die Symmetriestrome

Die N=2 Supergravitations-Transformationen werden durch die Generatoren T,
G und J,, erzeugt, diese zerfallen ebenfalls in holomorphe und antiholomorphe
Komponenten. Die holomorphen Anteile erzeugen die (residuellen) superkonformen
Transformationen [14]:

1 _ 1 _ 1 _ .
T, = —§8ZX 9, X+ — 1 ) T/’f - Zﬁzwfwl (Reparametrisierungen) (2.15)

Gzil = aszf (N=2 Supersymmetrie) (2.16)
1
J, = _§wl_¢j (U(1)-Symmetrie) . (2.17)

Um die Notation iibersichtlich zu halten, definieren wir jetzt T'(z) := T,., G*(z) :=
Gi und J(z) := J,. Die Generatoren haben die folgende Modenentwicklung:

T(z) = Y Lyz " (2.18)

ne”

GE(z) = Y G (2.19)
reZ¥p

J(z) = ) Juz (2.20)

ne”L
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Das p in der Modenentwicklung von G* ist mit dem Parameter in Gleichung (2.8)
identisch.

Aus den Operatorproduktentwicklungen der Materiefelder lassen sich die ent-
sprechenden Entwicklungen fiir die Symmetriestréme berechnen. Fiir den jeweils
holomorphen Anteil der Symmetriegeneratoren ergibt sich die N=2 superkonforme
Algebra mit zentraler Ladung c:

TET(w) ~ 5z —w)™ +2(z —w)?T(w)
+(z — w) 19, T(w) (2.21)
T(EG*w) ~ o(z—w)2CHw) + (- —w) 0uG*w)  (2.22)
T(2)J(w) ~ (2= w)2T(w)+ (= — w) 9, (w) (2.23)
GG (W) ~ e = w) P~ 4z~ w) P (w)
Az —w) (T w) — 00T (w) (2.24)
GEGE ~ 0 (2.25)
JEGHw) ~ £z —w) G (w) (2.26)
J(2)J(w) ~ g(z—w)_2. (2.27)

In D = 4 ist die zentrale Ladung ¢ = 6. Da das konforme Gewicht h eines priméren
konformen Feldes ¢(z) aus seiner Operatorproduktentwicklung mit dem Energie-
Impuls-Tensor mittels

T(2)¢(w) ~ h(z — w) 2p(w) + (2 — w) ™ dud(w)

ablesbar ist, ergibt sich demnach (unter Vernachlissigung des (2 — w)~4-Terms im
ersteren Fall), dass die Symmetriestréme T, G*¥und J konforme Felder vom Gewicht
h =2,3/2 bzw. 1 sind.

Um aus den Operatorproduktentwicklungen der Symmetriestrome die Algebra
der Laurent-Moden zu erhalten, invertiert man zunéchst die Modenzerlegung (2.18)-
(2.20) mittels der Cauchy-Riemann-Integralformel:

I ntlp 2.2
n= 5 dzz (2) (2.28)
1
G =_— %dzzrﬂ/QGi(z) (2.29)
21
1 n
Jp = 5 dzz"J(z) . (2.30)

Setzt man in diese Gleichungen die Materiefelder mittels (2.15)-(2.17) ein, so erhélt
man die Laurent-Moden der Symmetriestrome als Funktion der Oszillatormoden



2.3. SPEKTRALFLUSS 19

[15]:

L= (— 5 0 atnal? =5 S0ttt s uthe))  (231)

meZ ré€Z+p
Gf = Y- i 2
meZ
Gy = Y ot (2.33)
meZ
1 _
Jn = —577;11/ Z wnfr ;FV' (234)
reZ+p

Damit erhélt man schliellich die Algebra der Laurent-Moden:

1
[Lp, L] = Ecn(rﬂ — Ddptmo + (n—m)Lyim (2.35)
1
[Ln, G7] = (5 = )Gy (2.36)
2
(L, Jin] = —mJmgn (2.37)
2 1
{G£,GT} = gc(?«2 = V0000 + ALrps +2(r = 8)Jpts (2.38)
[T, G7] = FGopr (2.39)
1
[Tn, Im] = gcn5n+m70, (2.40)

Bislang konzentrierte sich unsere Einfithrung auf den geschlossenen N=2 String.
Fiir den offenen String sind holomorphe und antiholomorpher Anteil der Symme-
triestréme nicht mehr linger unabhéngig. Um die Symmetriestrome in den Laurent-
Moden entwickeln zu konnen, bedarf es jetzt der Hinzunahme des auf der unteren
Halbebene {Z} definierten antiholomorphen Symmetriestroms. Mittels des sogenann-
ten Verdoppelungstricks (fiir eine eingehende Beschreibung siehe [15]) ist es aller-
dings moglich, die Laurent-Moden weiterhin in der Form (2.31)-(2.34) darzustellen,
die dann ebenfalls die N=2 superkonforme Algebra (2.35)-(2.40) erfiillen.

2.3 Spektralfluss

Die Wahl der Randbedingungen der fermionischen Felder i bestimmt die Randbe-
dingungen der Symmetriestréme G* und entsprechend den Laufbereich der Laurent-
Moden Gi. Aufgrund des Spektralflusses, eines Automorphismus der Algebra der
Laurent-Moden (2.35)-(2.40), der die Algebren fiir verschiedene Randbedingungen
p aufeinander abbildet, haben die unterschiedlichen Randbedingungen keinen phy-
sikalischen Einfluss. Dieser Spektralflussoperator ist gegeben durch

SFO(©) =exp (6 2d_z InzJ(z)) (2.41)

™
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und wirkt auf die Laurent-Mode L,, mittels SFO(©)L,SFO(©)~! (analog fiir die
anderen Fille). Die explizite Wirkung des Automorphismus ist gegeben durch:

Ly — Ly +6J, + %92% (2.42)
GE - G g (2.43)
T — Jn + gean. (2.44)

Die entsprechende Verschiebung der Symmetriestréme kann daraus leicht berechnet
werden:

co?

T(z) = T(z)+ %J(z) + G .2 (2.45)
G*(2) — 279G*(2) (2.46)
J(2) — J(2) + g% . (2.47)

Es ldsst sich leicht zeigen, dass die verschobenen Symmetriestrome wiederum die
Operatorproduktentwicklungen (2.21)-(2.27) erfiillen.

2.4 BRST-Quantisierung

Die Algebra-Relationen (2.35) - (2.40) werden bei der Quantisierung der Stringtheo-
rie als Zwangsbedingungen fiir die Identifizierung der physikalischen Zustéinde
beriicksichtigt. Es treten in der Algebra jedoch Anomalien in Form der zentralen
Erweiterung ¢ auf. Bei der iiblichen Pfadintegral-Quantisierung werden diese An-
omalien dadurch zum Verschwinden gebracht, dass zu jedem Symmetrie-Generator
ein Geist/Antigeist-Paar eingefiihrt wird. Fiir den N=2 String erhélt man also vier
Geist/Antigeist-Paare:

Cny by {¢n,bm} = Om4n0 (konforme Geister) (2.48)
SANCAE [8:7,73F] = rts0 (SUSY-Geister) (2.49)
Gny by - {En,bm} = Gmino (U(1)-Geister) . (2.50)

Analog fithrt man fiir den antiholomorphen Anteil des geschlossenen Strings vier
Ceist/Antigeist-Paare ¢/b, 3/7, /b ein.

Die Antigeister sind in der adjungierten Darstellung der Symmetriegruppe
definiert und besitzen folglich das gleiche konforme Gewicht A wie die Symmetrie-
strome. Da aus den Vertauschungsrelationen von Geist und Antigeist folgt, dass
die Summe ihrer konformen Gewichte Eins ergeben muss, besitzen die Geister das
konforme Gewicht 1 — A.
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Wir leiten daraus die folgende Modenentwicklung ab:

c(z) = Z Cpz " b(z) = Z bpz "2, (2.51)

nez nez
1 3
YE(z) =D e, BF()=> Bfze, (2.52)
reltp reZFp
Hz) =) Enz ", b(z) =Y bpz " (2.53)
neZ nez

Die Moden lassen sich entspechend ihrer Wirkung auf das Vakuum der Theorie in
FErzeuger und Vernichter unterteilen. Eine sinnvolle Wahl des Vakuums ist:

cnl0) =0 fir n>1 (
bpl0) =0 fir n> -2 (
0 =0 fir n >0 (2.56
bp|0) =0 fiir n>—1. (

Unter Beachtung von ¢}, = c_,, sieht man, dass gilt c-1]0), ¢0]0), €1]0) # 0. Dies ist
bedingt durch das Auftreten von konformen Killing-Vektoren auf der Sphére. Folg-
lich bedarf es einer weiteren definitorischen Gleichung fiir das fundamentale Skalar-
produkt, um dieses zu einem Hochstgewichtszustand der Algebra der Geistmoden
zu machen. Diese Gleichung ist gegeben durch

<O|clcoc_1\0> =1. (2.58)

Von fundamentaler Bedeutung fiir die spéteren Rechnungen sind die Operatorpro-
duktentwicklungen der jeweiligen Paare:

c(z)b(w) ~ P (2.59)
BT (w) ~ — (2.60)
a@ﬁwowsz. (2.61)

Es zeigt sich, dass die konformen Anomalien nach Hinzunahme der Geist/Antigeist-
Paare zum Verschwinden gebracht werden kénnen, wenn die Dimension der Raum-
zeit mit D = 2 (D komplex!) gewihlt wird.

Im Folgenden geben wir die Geistbeitrige zu den Laurent-Moden der Symme-
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triestrome an:

Lgh = Z —n C—m m4n 1 mé—mi)m—kn) (2'62>
meZ
+ Z +s'75 n—s ( Bn—l—s 7;1317—5» (263)
TEZer
1
6 = 3 (o= e £ Enlhe 20)
meZ
-2 Z (27fsbr‘+s + (r— 5)'7%367%3) (2.65)
SELFp
meZ SEL—p

Das Vakuum |0) der N=2 superkonformen Feldtheorie wird durch die Wirkung der
Symmetriegeneratormoden definiert:

Lp|0) =0 fiir n > —1 (2.67)
. 1

Gr|0) =0 fiir r > ~5 (2.68)
Jp|0y =0 fiirn>0. (2.69)

Dabei bedeutet L etc., dass die Generatoren geisterweitert sind, so dass die Algebra
in der kritischen Dimension anomaliefrei ist.

2.5 Das Spektrum

Die Einfiihrung der Geist/Antigeist-Paare hat zu einer Vergroerung des Fockraums
gefithrt. Im BRST-Formalismus wird deshalb ein nilpotenter Operator () konstruiert,
der es ermoglicht, die physikalischen Zustdnde durch die Forderung Q|phys) = 0
zu identifizieren. Zusténde, die sich gerade um ein Q|A) (|A) beliebiger Zustand)
unterscheiden, sind physikalisch dquivalent: |phys) ~ |phys’), falls |phys) — |phys’) =
Q|A). In der N=2 Stringtheorie ergibt sich der BRST-Operator Q zu:

Q= 7{ [CT +~tGT + 4" GTET + cdeb + b
— 4y Ty b+ 207 b — 207 Ty b + Z@c(’frﬁ* +~~68%)
= 20y B+ 5 + ey 08+ 05
+e(ytpT - oy )| (2.70)
Die Bestimmung des Spektrun}s des N=2 Strings erfolgt durch die Betrachtung der
BRST-Kohomologie, d.h. der Aquivalenzklassen ker Q/im Q. Da die Nullmoden der

fermionischen Geister bzw. -antigeister ¢y und by sowie ¢ und by mit dem Hamil-
tonoperator der Theorie Ly vertauschen, ist das Spektrum des N=2 Strings vierfach
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entartet [16, 17]. Diese Entartung wird aufgehoben, wenn man die relative Kohomo-

logie [18]

ker )

Hig=——
el im Q

betrachtet, d.h. fordert, dass alle physikalischen Zustinde von den fermionischen
Antigeistnullmoden vernichtet werden

Bezeichnen wir den physikalischen Grundzustand mit Impuls p# mit |0, p**), so
folgt aus der Forderung, dass der BRST-Operator Q diesen Grundzustand vernichtet

auf  ker by Nker by (2.71)

0 = Q|0,p") = cop'pul0,p") (2.72)

die Bedingung p*p, = 0, d.h. der Grundzustand ist masselos. Wie in [10] gezeigt,
gibt es im Spektrum des N=2 Strings aufler diesem einen Zustand keine weiteren
Targetraumanregungen. Man erhélt folglich sowohl im offenen wie geschlossenen Fall
ein sehr einfaches Spektrum (beim offenen String miissen noch die entsprechenden
Chan-Paton-Faktoren — siehe néchster Abschnitt — berticksichtigt werden). Insbe-
sondere fehlen alle héheren Formen im Spektrum, eine Einschrinkung, die bei der
Betrachtung der D-Branes in Kapitel 5 wesentlich sein wird.

2.6 Streuamplituden

Bei der Berechnung von Streuamplituden verwendet man primére Felder der auf der
Weltflache definierten konformen Feldtheorie. Diese Felder erzeugen als sogenannte
Vertexoperatoren die physikalischen Zustinde und miissen daher mit dem BRST-
Operator der Stringtheorie vertauschen. Wie erwahnt ist die String-Wirkung inva-
riant unter einer konformen Reskalierung der Weltflichenmetrik. Aufgrund dessen
ist es moglich, externe Stringzustdnde auf Punkte auf kompakten Riemann-Flichen
abzubilden. Dabei gehen die Quantenzahlen (wie Impuls und Spin) des entsprechen-
den Stringzustands |A) auf einen lokalen Vertexoperator Vi an diesem Punkt iiber.
Die Riemann-Flichen werden durch die Fuler-Charakteristik x klassifiziert. Diese
ist gegeben durch x = 2 — 29 — b — k, wobei g der Genus, b die Zahl der Rénder
(,boundaries*) und k die Zahl der Kreuzkappen der Weltfléiche ist.

Die n-Punkt-Streuamplitude des geschlossenen Strings wird auf Tree-Niveau
durch Vertexoperatoren auf der Riemann-Sphire S? (¢ = b = k = 0) beschrieben.
Eine erneute konforme Abbildung projiziert die S? stereographisch auf die komplexe
Ebene. Fiir den offenen String hat die Weltfliche Rénder, an denen die Vertexopera-
toren ,angeklebt“ werden. Auf Tree-Niveau entspricht diese Weltfliche der Scheibe
(9 =k =0,b=1), die konform auf die komplexe obere Halbebene abgebildet wird.
Der Rand, auf dem sich die Vertexoperatoren befinden, ist die reelle Achse.

Um Streuamplituden zu berechnen, integriert man - bis auf konforme Invari-
anz - die Korrelationsfunktionen der Vertexoperatoren iiber alle moglichen Orte auf
der Weltfliiche. Die Gruppe der konformen Isometrien der S? ist die SL(2,C), eine
Untergruppe der konformen Gruppe. Dies erlaubt es, drei der Vertexoperatoren auf
Werte z; (i=1,2,3) zu fixieren. Die entsprechende Invarianzgruppe der Scheibe bzw.
oberen Halbebene ist die SL(2,R), was ebenfalls die Fixierung dreier Vertexopera-
toren (jetzt auf der reellen Achse) ermoglicht.
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Korrekturen hoherer Ordnung werden durch Integrationen iiber Riemann-
Flachen kleinerer Euler-Charakteristik beschrieben. Dabei muss differenziert werden,
ob es sich um orientierte oder nicht-orientierte Strings handelt. Fiir Weltflachen ori-
entierter Strings gilt immer k£ = 0, bei nicht-orientierten ist auch k£ # 0 moglich. Die
Ein-Loop-Korrekturen werden im offenen wie geschlossenen Fall durch Flichen mit
x = 0 beschrieben. Daneben gibt es fiir den geschlossenen String Tree-Amplituden
héherer Ordnung auf Riemann-Flichen mit Euler-Charakteristik xy = 1. Fiir orien-
tierte wie fiir nicht-orientierte geschlossene Strings ist dieses zum einen die Amplitu-
de auf der Scheibe. Fiir nicht-orientierte Strings gibt es noch einen zweiten Beitrag
in dieser Ordnung, die Projektive Ebene RP, (9 = b = 0,k = 1). Neben den reinen
Amplituden bedarf es auch der Betrachtung gemischter Amplituden von n. geschlos-
senen und n, offenen Strings, da in jeder offenen Theorie automatisch geschlossene
Strings auftauchen (vgl. auch Kapitel 3).

Eine wichtige topologische Invariante in der N=2 Stringtheorie ist die In-
stantonzahl ¢ = 5= [F, wobei F = dA die Feldstirke der U(1)-Konnektion A,
ist [19]. Die vollstéindigen Streuamplituden ergeben sich durch gewichtete Summa-
tion iiber die verschiedenen Instantonsektoren, d.h. das Stringpfadintegral fiir die
(12e, no)-Punkt-Funktion A(e") umfasst neben der Summe iiber die verschiedenen
Weltflichentopologien J2, gewichtet mit der Stringkopplung ¢ der entsprechenden
Ordnung, auch die endliche Summe iiber die verschiedenen Instantonsektoren c, ge-
wichtet mit e? [20]:

+J
Aerlg )= 37 g7 3 (F) sin' g eosT e g AT (213)
J>2nctno,—4  c=—J

Die offene Kopplungskonstante g ist eine Eichkopplungskonstante und damit dimen-
sionslos in 2+2 Dimensionen. Die Kopplungskonstante des geschlossenen Strings
hat als gravitative Kopplung eine Dimension [x] = m. Die Beziehung zwischen den
beiden Kopplungen ist gegeben durch

k=g*/VT,

wobei T die Stringspannung bezeichnet.

2.7 Chan-Paton-Faktoren

In der Theorie des offenen Strings ist es moglich, unter Wahrung der Poincaré-
Invarianz der Raumzeit und der konformen Invarianz der Weltfliche, nichtdyna-
mische Freiheitsgrade an den Enden des Strings anzubringen (beschrieben durch
Quantenzahlen a; einer Eichgruppe [21] (i = 1,..., N; mit N = dim(R), R funda-
mentale Darstellung der Eichgruppe)). Ihr Hamiltonian verschwindet, so dass diese
Freiheitsgrade keine Dynamik besitzen. Ein Stringende in einem bestimmten Zu-
stand verbleibt in diesem Zustand. Offene Vertexoperatoren sind mit dem Generator

2 Anstelle der Euler Charakteristik verwenden wir hier die ,,Spin“ Variable [20] J = 2n.+n, —
4449+ 2b+2k € Z.
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A% der Eichgruppe zu verzieren. Die vollsténdige n-Punkt-Amplitude 7'(1,...,n) ist
dann gegeben durch

T(1,...,n) =Y tr(\'.AMA(L, ...,n), (2.74)

wobei A(1,...,n) die n-Punkt-Amplitude ohne Beriicksichtigung der Quantenzahlen
ist. Die Summe lduft iiber alle (n — 1)! zyklisch indquivalenten Permutationen der
Vertexoperatoren. Die Spur wird als Chan-Paton-Faktor bezeichnet.

Die Spur und damit die Amplitude ist invariant unter einer U (N )-Symmetrie?

N UNUTE, (2.75)

unter der die Stringendpunkte wie N (fundamentale Darstellung) und N (komplex
konjugierte Darstellung) transformieren .

Um die Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten, werden im Folgenden die
zusitzlichen Indizes an den Vertexoperatoren unterdriickt (vgl. aber Kapitel 6, wo
die Chan-Paton-Faktoren eine wesentliche Rolle spielen). Zum Ergebnis der Ampli-
tudenberechnung ist der entsprechende Chan-Paton-Faktor hinzuzufiigen.

2.8 Bosonisierung

Um die Konstruktion der Vertexoperatoren zu erleichtern, werden in supersym-
metrischen Stringtheorien die Geistsysteme bosonisiert. Dieses Verfahren wird
iiblicherweise verwendet, um fermionische Felder durch bosonische auszudriicken
(dass dieses iiberhaupt moglich ist, liegt daran, dass in der Stringtheorie eine
zweidimensionale konforme Feldtheorie betrachtet wird) und auf diese dann den
iiblichen Rechenapparat der CFT anwenden zu konnen. Fiir die Reparametrisie-
rungsgeister erhalten wir die Bosonisierungsvorschrift [14, 22]

c=et? b=e 7, (2.76)

wobei das bosonische Feld o die Operatorproduktentwicklung
o(z)o(w) ~In(z —w) (2.77)

besitzt. Fiir die fermionischen U(1)-Geister erhélt man analog

e’ (2.78)

12
Il

c=et b

mit
d(z)o(w) ~In(z —w). (2.79)

Auch die Supersymmetriegeister lassen sich bosonisieren

yE et BT e o (2.80)

3Die Amplituden selber sind sogar invariant unter GL(N), jedoch gilt dies nicht fiir die Norm
der Zusténde.
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wobei die Felder ¢, n und ¢ die folgenden OPE haben:

72 (2) (W) ~ —In(z — w) (2.81)
1
F(2)nF(w) ~ : 2.82
£ (2 (w) ~ —— (2:82)
Auch 7 und £ kénnen noch mittels
g e, e (2.83)
wobei  xT(2)xF(w) ~ In(z — w) (2.84)

bosonisiert werden.

Entscheidend ist nun, dass # und -y bereits bosonische Felder sind, also Bosonen
,bosonisiert“ werden; dieses fithrt zum Phénomen der sogenannten Bildentartung,
das wir jetzt kurz diskutieren wollen.

In der Bosonisierung des 7/3-Geistsystems treten die zusitzlichen Felder £
und 7 auf. Diese werden aufgrund der Differenz der Hintergrundladungen des (-
Systems (c, = 14 3Q) und des v/B-Geistsystems (¢ = —(1 — 3Q)) benétigt. Als
zusitzliche Freiheitsgrade fiihren sie zu einer Entartung der Stringzustinde und
damit auch der Vertexoperatoren. In die Bosonisierung der Supersymmetriegeister
geht im Exponenten nur die Differenz der Felder ¢ und x ein. Andere Kombinationen
von ¢ und x liefern Zustdnde, die bildentartet sind. Das entsprechende Etikett ist
durch die Eigenwerte 7% (die Bildladungen) des Bildoperators

- 1 [BE4F + nFeT] = b %[_a@i + OxF] (2.85)

41 47

gegeben. Insbesondere hat der Operator e 97 die Bildladungen 7% = ¢*.
Der Ubergang von einem Bild in ein dquivalentes Bild mit anderen Bildladuns-
zahlen erfolgt mittels des Bildwechseloperators

BWO* = {Q, ¢} = —c0,6% + ™" (GF — 4y b £ 40,4 b £ 2750,0) . (2.86)

Die Anwendung des Operators BWO? erhoht den Eigenwert des Operators I+ um
Eins. Neben den Bildwechseloperatoren hat auch der Spektralflussoperator SFO(O)
einen Einfluss auf die Eigenwerte und zwar (77, 77) — (77 + ©,7~ — ©). Es ist
folglich moglich in jedes beliebige Bild zu wechseln. Aus diesem Grund ist es unpro-
blematisch, sich in den folgenden Rechnungen auf die einfacher zu handhabenden
NS-Vertexoperatoren zu beschrinken. Eine Ubersicht iiber die Vertexoperatoren in
den verschiedenen Bildern gibt Anhang C.

Offene Vertexoperatoren sind von der Form V¢ = V(z), geschlossene von der
Form V¢ = V(2)V (%), wobei die V(z) in beiden Fillen gleich aussehen, sie unter-
scheiden sich durch den Definitionsbereich der Stringvariable z (offen: reelle Achse,
geschlossen: komplexe Ebene). Aufgrund der Unabhingigkeit (mégliche Kontaktter-
me (0X0X) ~ §%(2—7) tragen hier nicht bei) von z und Z lassen sich die Amplituden
des geschlossenen Strings schreiben als

Ay =(V(z1) - V(zn) ) V(Z1) -1 V(Zn) 2), (2.87)
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also als Produkt der Korrelationsfunktionen des holomorphen und des antiholomor-
phen Anteils der Vertexoperatoren. Bei der Berechnung der Amplituden miissen
bestimmte Auswahlregeln beachtet werden. Auf Tree-Niveau miissen die Vertexope-
ratoren die Hintergrundladung Q kompensieren [22]. Die freien Bosonen aus der
Bosonisierung der Geistsysteme haben die Hintergrundladungen

QJ:?):Q&:]-ngoi :_27Q)(i =1.

Da &y nicht Element des Fockraums ist, wird der Beitrag des y-Bosons abgeséttigt
und man erhilt effektiv QX:t = 0. Damit folgt [21]: Fiir die n-Punkt-Funktion des
offenen Strings muss die Summe aller Bildladungen (> 77,y 77) = (=2, —2) erge-
ben. Ferner miissen in den Amplituden auf die zu fixierenden Vertexoperatoren drei
Reparametrisierungsgeister ¢ und ein U(1)-Geist ¢ verteilt werden. Uber die Posi-
tionen der verbleibenden n-3 Vertexoperatoren wird integriert. Diese Auswahlregeln
gelten im Fall der geschlossenen Strings auf der Sphiére fiir den holomorphen bzw.
antiholomorphen Anteil jeweils separat, wobei die Bildladungen in beiden Teilen
unabhéngig voneinander verteilt werden kénnen.

Fiir den N=2 String ergibt eine genauere Analyse, dass alle Tree-Level-
Amplituden fiir n > 3 im offenen wie geschlossenen Fall verschwinden [23]. Das
Verschwinden séamtlicher Loop-Amplituden fiir n > 3 ist vor kurzem in [24] gezeigt
worden.
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KAPITEL 3

DIE EFFEKTIVEN WIRKUNGEN DES
N=2 STRINGS

Die effektive Wirkung einer Stringtheorie wird so konstruiert, dass diese als Feld-
theorie interpretiert auf Tree-Niveau die gleichen Amplituden wie die Stringtheorie
besitzt. Die Feldtheorie ldsst sich insofern als Niederenergie-Limes der Stringtheorie
interpretieren. Da der N=2 String wie in Kapitel 2 erldutert keine massiven Anre-
gungen besitzt, ist fiir diesen die effektive Feldtheorie eine exakte Theorie, was dem
N=2 String eine Sonderstellung unter den Stringtheorien verleiht. Perturbationen
im Targetraum werden durch Quellen in der Weltflachenwirkung der Form

/ 02 VT (X(€)) 6r(X(6)) (3.1)

induziert, d.h. es werden Vertexoperatoren V" an Targetraumanregungen ¢, (X)
gekoppelt. X bezeichnet ein allgemeines Weltflichenfeld. Es besteht folglich eine
eins-zu-eins Beziehung zwischen physikalischen Stringzusténden |r; k) und Raum-
zeitfeldern ¢,(z). Die on-shell Dynamik der Felder ¢, wird durch Tree-Niveau
Stringstreuamplituden (V" V* ...) bestimmt, aus denen die Kopplungskonstanten
in der effektiven Targetraumwirkung erhalten werden kénnen. Insbesondere liefert
die Dreipunkt-Funktion des Strings sofort den kubischen Term in der effektiven
Wirkung

/ d*ky d*ky d*ks (VTVVYY (k) & (k1) ds(k2) de(ks) d(ka+hatks), (3.2)

wobei die Wirkung hier im Impulsraum dargestellt wurde. Da alle Tree-Niveau Am-
plituden des N=2 Strings fiir mehr als drei duflere Beine verschwinden, miissen
die Beitrége iterierter kubischer Vertizes zu (n>3)-Punkt-Funktionen entweder au-
tomatisch verschwinden oder durch weitere Terme in der effektiven Wirkung zum
Verschwinden gebracht werden.

Die bahnbrechende Arbeit von Ooguri und Vafa [10] zeigte eine enge Bezie-
hung zwischen selbstdualen Feldtheorien und der N=2 Stringtheorie formuliert in
vier Dimensionen. Die effektive Theorie des geschlossenen Strings ist selbstduale Gra-
vitation (SDG) [10], dem offenen String entspricht selbstduale Yang-Mills-Theorie
(SDYM) [25]. Im Folgenden charakterisieren wir diese beiden Feldtheorien. Zunéchst
betrachten wir die Yang-Mills-Theorie, wobei wir die Wirkung dieser Theorie, die
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sogenannte Leznov-Wirkung, aus der allgemeinen Form einer Eichwirkung herleiten.
Im zweiten Abschnitt geht es dann um Eigenschaften der selbstdualen Gravitation in
2+ 2 Dimensionen. Der letzte Abschnitt ist der gemischten Theorie von offenen und
geschlossenen Strings gewidmet, was auf dem Niveau der Feldtheorie einer Kopplung
von SDYM und SDG entspricht.

3.1 Selbstduale Yang-Mills-Theorie

Zunichst gilt unser Augenmerk selbstdualer Yang-Mills-Theorie (SDYM), der ef-
fektiven Theorie des offenen N=2 Strings. Ihre Bedeutung ziehen die selbstdualen
Yang-Mills-Gleichungen vor allem aus der Hypothese [26], dass SDYM alle uni-
versalen integrablen Modelle beschreibt. Es konnte gezeigt werden, dass fast alle
(moglichwerweise alle) integrablen Gleichungen in 1 < D < 3 Dimensionen aus den
SDYM-Gleichungen mittels geeigneter Reduktionen (siehe hierzu [26, 27, 28, 29])
abgeleitet werden koénnen. Daher konnte der offene N=2 String eine Moglichkeit
der konsistenten Quantisierung der integrablen Modelle in 1 < D < 3 Dimensionen
darstellen.
Ausgangspunkt ist der Feldstéirketensor

Fnn = gil [Dmapn] = a[m-An} +g [Ama An] ) (33)

mit der kovarianten Ableitung D,, = 0, + gAm.

Jede Zwei-Form-Feldstirke F' = dA + AAA ldsst sich als Summe eines selbst-
dualen und eines antiselbstdualen Anteils schreiben, wobei die Selbstdualitéitsbedin-
gung fiir den Feldstirketensor die Form

1

annimmt. Wir schreiben nun die Vektorindizes des Feldstérketensors mittels Mul-
tiplikation mit Sigma-Matrizen in Spinorindizes um (fiir eine detaillierte Definition
dieser Bispinor- oder van der Waerden-Index-Notation (siehe Anhang B). Auf diese
Art erhalten wir drei Gleichungen, die wir in der Folge 16sen werden. Konkret nutzen
wir

Der Feldstérketensor ist antisymmetrisch in den Vektorindizes. Dies erlaubt die Zer-
legung in einen ungepunkteten in den Indizes (a, §) symmetrischen Anteil F,3 und

einen gepunkteten in den Indizes (¢, ﬁ) symmetrischen Anteil F v
(0%

Fag = 00 Agys +9[AJ AL = 00 F ™00 (3.6)

0" WA+ (A0 A ] = e e T (3.7)

F..
af B mn 3

Die Forderung der Selbstdualitit lautet jetzt

Fag =00 Ay + glA] Ayl = 0. (3.8)



3.1. SELBSTDUALE YANG-MILLS-THEORIE 31

Diese Gleichungen fiir den Eichzusammenhang A vereinfachen sich, wenn man in die
Lichtkegeleichung

A . = 0. (3.9)
gl
geht. Diese Eichung bricht die ,,Lorentz-Invarianz* [20)]

Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R)Y — U(1) x SL(2,R)’. (3.10)

Die verbleibenden Gleichungen fiir A_& sind

0 = oA (3.11)
0 = 07A . +§[A7, A ;] (3.12)
Gleichung (3.11) ldsst sich durch das Einfiihren eines Prépotentials ®, das durch
definiert ist, 16sen. Hierdurch geht (3.12) iiber in
0 = —-00 + %[8+7(I>,8+&<I>]. (3.14)
Man erhélt fiir die Feldstarke
'7:4,5 = OJFA-Y 8+(-5 . (3.15)

(3.14) ist die sogenannte Leznov-Gleichung, die als Bewegungsgleichung des folgen-
den Leznov-Wirkungsfunktionals [30, 31] interpretiert werden kann:

S, = tr/d4az [% O + §(04°9)(0,,0)]. (3.16)

® ist hierbei ein Lie-Algebra-wertiges antihermitesches Feld. Die Dreipunkt-Funktion
des offenen N=2 Strings kann aus dieser Leznov-Wirkung hergeleitet werden, eben-
so wie alle Amplituden mit mehr als drei &ufleren Beinen fiir obige Wirkung ver-
schwinden [32]. Damit ist selbstduale Yang-Mills-Theorie die effektive Feldtheorie
des offenen Strings.

Es existiert eine alternative Parametrisierung der selbstdualen Eichfelder. In
der Lichtkegeleichung A +y = 0 wird Gleichung (3.12) durch Einfiihren eines nicht-
abelschen Pripotentials ¢ via

A =e%9 .e? (3.17)
g g

gelost. Fiir (3.11) erhalten wir dann die Yang-Gleichung [33]
O (e7?9_13¢%) = 0. (3.18)

Die entsprechende Wirkung ist die nichtpolynomiale Yang-Wirkung [34]

Sy = fate [§ono + §00.70)(@00) + 06| (319)

Diese Wirkung reproduziert den Instanton-Sektor mit Instanton-Zahl Null (¢=0) des
offenen N=2 Strings. Da die volle String-Amplitude notwendigerweise Beitrige von
Eichinstantonen enthilt, ist die angemessene effektive Wirkung des N=2 Strings
jedoch vom polynomialen Leznovtyp.
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3.2 Selbstduale Gravitation

Wenden wir uns jetzt selbstdualer Gravitation zu. Auf Tree-Niveau ist der geschlos-
sene String im Prinzip nichts anderes als das Quadrat des offenen Strings, so dass
sich die dortigen Uberlegungen auf den geschlossenen String iibertragen lassen. In
selbstdualer Gravitation wird die Selbstdualitdtsbedingung an den Riemanntensor
gestellt. Zudem fordert man das Verschwinden der Torsion. Um diese beiden Grofien
zu konstruieren, verwendet man die kovariante Ableitung

Dy = E,™0m + wape" = Ey + wq, (3.20)

die die Spinkonnektion w, und das Vielbein £, — definiert durch ¢"™" = n“bEamEb”
— enthélt. Fiir die Definition der Generatoren I'* der Lorentz-Gruppe siche den
Anhang von [15]. Der Kommutator der kovarianten Ableitung gibt

[Da,Dy] = Ry Teg+ T, De = Rap + Tap (3.21)
mit dem Riemanntensor

R = Blonuf* +uw, wyd — B (0n5]) Bfwst  (322)

[
und der Torsion

To® = ol — B (OnEy") Bl (3.23)
Wiederum nutzen wir, dass beide Tensoren antisymmetrisch in den ersten beiden
Indizes sind, um in Spinorschreibweise die Tensoren in einen selbstdualen und einen
antiselbstdualen Anteil zu zerlegen

* « . . «@ 3 .24
Raé[a’ﬂ € BR(aﬂ) + EaﬂR( 3) (3.24)
wobei
R.. = E* "ow . T TI
(&h) @ Omap T )
—2E%,™ <8mE "> E, Mw_. (3.25)
(o af) 7Y
und
R(aﬁ) _ E(aa m mwﬁ)c'v + W, awﬁ)&
—2B & (6mEﬁ)&"> E, T .. (3.26)
Der zweite - antiselbstduale - Anteil muss Null sein.
Bei verschwindender Torsion und in der Lichtkegeleichung
'’ = o (3.27)

W ..
+avyd
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vereinfachen sich die Gleichungen fiir die Spinkonnektion w zu

0,59 a5 = (3.28)
W5 =0 (3.29)

@ g = (3.30)
(D_gw_g):5 =0, (3.31)

wobei D die gravitative kovariante Ableitung ist. Die ersten drei dieser Gleichungen
lassen sich durch Einfiihren eines Pripotentials ¥ via

= 0..0..0 .V (3.32)
+4

w .
—&A6 +a T4y

l6sen. Die vierte Gleichung kann dann wie folgt geschrieben werden:
KaYq 6
0 = —-0Ov + §8+78+\I’8+&6+5\11. (3.33)

Dieses ist die sogennante zweite Plebanski-Gleichung. Fiir den selbstdualen Weyl-
Tensor erhalten wir in dieser Parametrisierung
Die zur Plebanskigleichung (3.33) gehorende kubische Wirkung ist [35]

Sp = / d'z [% oy + gxp(aﬁaf\p) (8+éa+éx1/)}. (3.35)

Neben obiger Losung existiert eine alternative Moglichkeit ein Préapotential ¢ zu
wihlen, dass ebenfalls drei der vier Gleichungen (3.28- 3.31) 16st. Die verbleibende
Gleichung ist die erste Plebanski-Gleichung und fithrt zu einer Wirkung vom Leznov-
Typ [36]

sy = [dta [Joow + §u@fotn00,m]. G
Hier bezeichnet 9 die Kéhler-Deformation der selbstdualen Gravitation [10].

Wir wollen als Randbemerkung hinzufiigen, dass nach dem Theorem von
Atiyah, Hitchin und Singer selbstduale Mannigfaltigkeiten in vier Dimensionen eine
Kahlerform besitzen und die Metrik Ricci-flach ist. Das heifit in komplexen Koordi-
naten

2t =29 izt =20 - ixt, 2% = 2% +iad, 2 =22 —ig?
ist die Metrik von der Form
’K -
Gab = W =Tgp + aaal_;w’ (337)
Jab =975 =0, (3.38)
wobei sich das Kéhler-Potential ergibt als
2
K=Y 28"+, (3.39)

a=1

mit beliebiger skalarer Funktion 9 (z, Z).
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3.3 SDYM gekoppelt an SDG

Die offene N=2 Stringtheorie enthilt auch immer geschlossene Strings, da sich die
Enden der offenen Strings bei Streuprozessen schlieffen kénnen und so geschlosse-
ne Zwischenzustinde auftreten. Dies ldsst sich beispielhaft am Nichtverschwinden
der gemischten Drei-Punktamplitude (ooc) ablesen. Auf der Ebene der Feldtheo-
rie sollte also eine mit den gemischten Streuamplituden konsistente Kopplung von
selbstdualer Yang-Mills-Theorie mit selbstdualer Gravitation gefunden werden. Bei
der Konstruktion dieses Mischterms in der effektiven Wirkung, der das geschlossene
Feld ¥ und das offene Feld ® enthélt, ldsst man sich von den gemischten Tree-Level-
Amplituden [37] des N=2 Strings leiten. Im Folgenden geben wir eine Ubersicht
iiber die bekannten Amplituden. Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir folgende
abkiirzende Notation ein [20]

+&7a+5"" und A D B0 (3.40)

Die Tabelle ist [35] entlehnt. Offensichtlich treten in der Lagrangedichte vier fun-

d =0

ne no J  Topologie g’ Af]nj’no) L(Y, D)

cee phére K (k1 A k2 A
(ccy |3 0 2 Sph (k1 A ko)? U dd¥ A dd¥

4 Scheibe, RPy | vk (k1 Ako)* | Udddd¥ A dddd¥

(cco) 2 1 3 Scheibe 0 —
(coo) | 1 2 2 Scheibe k% ks (ky A ko)? U dd® A ddP
(o00) | 0 3 1 Scheibe 1% g (k1 A ka) ® [dP, A\ dD)
(=% | >4 0 2n—4 Sphire 0 —
(0"2%) | 0 >4 n—2 Scheibe 0 —

Tabelle 3.1: Tree-Level-Amplituden des N=2 Strings

damentale kubische Vertizes auf. Der Koeffizient v ist eine endliche Konstante mit
Dimension [y] = m*. Offene Strings tragen zusitzlich Chan-Paton-Faktoren a, b, . . .,
die in der Killing-Form k% und den Strukturkonstanten f®¢ der Eichgruppe auf-
tauchen. Es wird weitgehend angenommen, dass alle gemischten Amplituden fiir
n > 4 verschwinden, gezeigt werden konnte dies allerdings bislang nur fiir {(ccco)
und (cooo) [25, 37]. Um auf Ebene der effektiven Wirkung ebenfalls verschwindende
Amplituden fiir n > 4 zu erhalten, bedarf es normalerweise weiterer Vertizes, die die
iterierten Beitrdge der fundamentalen Vertizes gerade auftheben. In diesem speziellen
Fall zeigt sich jedoch, dass alle Tree-Level-Amplituden jenseits von n=3 nur auf den
vier kubischen Vertizes basierend bereits verschwinden und es keiner weiteren Terme
bedarf.
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Da die Felder in der effektiven Wirkung nicht-kanonische Léngendimensionen
[®] = m" bzw. [¥] = m! besitzen, benstigen wir eine dimensionsbehaftete Konstante
(T bzw. T?) vor der Wirkung.

Mit den entsprechenden Kopplungskonstanten vor den fundamentalen Vertizes
sieht die Lagrangedichte der effektiven Wirkung damit wie folgt aus [35]:

£y =T {-} 000 + § O [d0, A dD) + § ¥ dd® A dd® |
+ 72 { L WO + 5 W ddW A dd + 5 ¥ dddd¥ A dddd v} (3.41)

Der Koeffizient 7 ist von der Ordnung T~2. Aus dieser Lagrangedichte erhalten wir
die folgenden zwei Bewegungsgleichungen

—0® + £ [d®,NdP] + kdd¥ N ddP = 0 (3.42)
0OV + 5dd¥ Add¥ = —%5dd® A dd® — 5 dddd¥ A dddd¥ . (3.43)

Im Limes T'—o0 gehen diese Gleichungen (in ausfiihrlicher Schreibweise) iiber in
a abc 5 agb c & B a __
—0@* + 40,970, P + KO 0,90,;0 @ =0 (3.44)
kgdnB _
0w + 50, 6+\I/8+&8+B\I/ = 0. (3.45)

Die Gleichungen (3.44) und (3.45) sind in der in der Mathematik der integrablen Mo-
delle als gekrimmte Leznov Gleichung [30] bzw. als zweite Plebanski Gleichung [38]
bekannt. Sie beschreiben die Kopplung selbstdualer Yang-Mills-Theorie an selbst-
duale Gravitation in 242 Dimensionen. Dies erkennt man daran, dass beim Auswer-
ten der Selbstdualitdtsbedingung F,3=0 implizit das Vierbein verwendet wird, d.h.
ein gekriimmter Hintergrund beeinflusst die Form der Yang-Mills-Selbstdualitit. Al-
le Ableitungen gehen in ihre kovariante Form iiber, insbesondere —[1 — D49
was gerade zum Kopplungsterm

+a

k0,500 0,50, ,® (3.46)

in Leznovs Gleichung fithrt. Wir sehen zudem, dass der Energie-Impuls-Tensor der
selbstdualen Yang-Mills-Theorie keine Riickwirkung auf die Metrik hat.
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KAPITEL 4

D-BRANES

Neben der Hypothese Wittens, dass alle N=1 Superstringtheorien einen gemeinsa-
men Ursprung in der elfdimensionalen M-Theorie haben, ist vor allem die Identifi-
zierung der D-Branes als Triger der Ramond-Ramond-Ladung durch Polchinski [39]
das Signal zu einer stiirmischen Wiederentdeckung der Stringtheorie als ernsthaftem
Kandidaten fiir eine vereinheitlichte Theorie gewesen. D-Branes erméglichen Aussa-
gen iiber die nicht perturbative Struktur der Stringtheorien und 6ffnen, so scheint
es derzeit, das Tor zu einem vollstédndigen Versténdnis der Stringtheorie jenseits
der Storungstheorie. In den Untersuchungen nichtkommutativer Feldtheorien, wie
sie auch im Zentrum dieser Arbeit stehen, spielen D-Branes zudem eine grundge-
legende Rolle, da das konstante B-Feld, das letztlich zur Nichtkommutativitéit der
Koordinaten fiithrt, auf D-Branes verschiedener Dimensionalitéit eingeschaltet wird.

In den letzten Jahren ist eine Vielzahl von Veroffentlichungen zu diver-
sen Aspekten von D-Branes erschienen. Da wir uns im Rahmen dieser Arbeit
zwangsldufig knapp fassen, verweisen wir den interessierten Leser auf die sehr gut
lesbaren Zusammenfassungen [40, 41, 42].

Wir fiihren D-Branes auf dem klassischen Weg via T-Dualitét ein und kon-
zentrieren uns zunichst der Einfachheit halber auf bosonische Strings, bevor wir
D-Branes des N=1 Superstrings beschreiben. Wir zeigen, welche Rolle sie fiir das
Verstindnis nichtperturbativer Aspekte dieser Stringtheorien spielen. Dann wenden
wir uns im néchsten Kapitel den D-Branes in der N=2 Stringtheorie zu. Wie in Ka-
pitel 2 gezeigt, verfiigt der N=2 String iiber keine Ramond-Ramond Felder, an die
D-Branes in dieser Theorie auf natiirliche Art koppeln kénnten. Eine formale Defini-
tion von D-Branes in der N=2 Stringtheorie ist dennoch mdoglich. Wir untersuchen
durch Berechnung von Streuamplituden, inwiefern N=2 Strings die Anwesenheit
dieser ausgedehnten Objekte spiiren.

4.1 T-Dualitat geschlossener Strings

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die eichfixierte Wirkung des bosonischen
Strings

S—l

4o

/ d?00, X" 9" X, . (4.1)

Die Stringkoordinaten X* leben in flacher D = 26-dimensionaler Raumzeit, p =
0,1,...,25. Die Weltfliche wird durch die zeitartige Grofle 7 = ¢° und die raum-
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artige GroBe o = o' € [0, 7] parametrisiert. Die Wirkung ist symmetrisch unter
SO(1,25) in der Raumzeit, unter SO(1,1) auf der Weltfliche und besitzt eine resi-
duelle zweidimensionale konforme Symmetrie [21, 43].

In konformer Eichung ist die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen des
geschlossenen Strings, die sich aus der Wirkung (4.1) ergibt, als Summe von Rechts-
und Linkslidufern durch X# (o, 7) = X%(07)+ X}/ (0T) darstellbar, wobei o0& = o£7.
Wir kompaktifizieren jetzt die 25te Koordinate X2° auf einem Kreis von Radius R,
d.h. wir identifizieren X?® mit X?° 4 27 Rw. Die GroBe w € Z wird Windungszahl
genannt und gibt an, wie oft sich der geschlossene String um die kompaktifizierte
Dimension aufgewickelt hat. Fiir diese Quantenzahl gibt es bei Punktteilchen kein
Analogon.

Unter der obigen Kompaktifizierungsbedingung ist die allgemeine Losung fiir
X?25 gegeben durch

/
X12%5(U)—=T0R+ PR T—0) ti 5 Zlamexp<—ll(7’—0)>,
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XPO) =+ G ) +iy G S jatien (it ), @2)
1£0
wobei R
25 n w

==+—]. 4.3

PrLr = (R o/) ( )

n ist ganzzahlig und beschreibt den diskreten Kaluza-Klein-Impuls in der kompak-
tifizierten Richtung p? K x = - Aufgrund der Massenschalenbedingung lésst sich die
Masse der perturbativen Zustéinde schreiben als M? = Mg + sz«z: wobei

1 1 2
Mg,R = —519”1?# = 5(?%?}%)2 + J(NL,R —1). (4.4)
Insgesamt ergibt sich
2 22
L w*R 2
M2 = 2+ o+ —(Np+ Ng—2). (4.5)

Fiir alle Zustdnde mit Windungszahl w # 0 erhalten wir im Limes R — oo eine
unendliche Masse, wihrend Zustdnde mit w = 0 in diesem Limes ein Kontinuum
bilden. Im Limes R — 0 werden die Zusténde mit n # 0 unendlich massiv. Zustéinde
mit n = 0 formen wiederum ein Kontiuum. In diesem Limes verschwindet die kom-
paktifizierte Dimension.

Wie sich leicht nachrechnen lésst, ist das Massenspektrum der Theorie inva-
riant unter der Ersetzung des Kompaktifizierungsradius R < % bei gleichzeitiger
Identifizierung von n < w. Diese Symmetrie ist als T-Dualitdt bekannt.

Gleichung (4.3) zeigt, dass die Ersetzung n < w dquivalent ist zur Identifizie-
rung

Py = pL, PE — —PE - (4.6)
Um in der dualen Theorie die gleichen Operatorproduktentwicklungen fiir das bo-
sonische Feld zu erhalten, betrachet man anstelle des Feldes X2 das Feld

XB(o,7) = XP(0,7) — X¥(0,7), (4.7)
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bei dem gegeniiber X2° die Linksldufer der Theorie invariant gelassen werden, das
Vorzeichen der Rechtslaufer aber vertauscht wird

XP - X5, X®B - X%, (4.8)

4.2 T-Dualitéat bei offenen Strings: D-Branes

Wir betrachten jetzt offene Strings mit Neumann-Randbedingungen. Wiederum
kompaktifizieren wir die 25te Koordinate auf einem Kreis mit Radius R. Der Schwer-
punktimpuls in der kompaktifizierten Richtung nimmt erneut nur diskrete Werte
PR = % an. Es gibt beim offenen String allerdings kein Analogon zur Windungs-
zahl des geschlossenen Strings. Dies hat zur Folge, dass im Limes verschwindenden
Radius R — 0 die Masse aller Zustdnde mit nichtverschwindendem Impuls nach
Unendlich strebt, sich fiir n = 0 allerdings kein Kontinuum an Zustédnden bildet.

Die allgemeine Losung ist

25
25 _ %p "2 (T ,/ 1 25 ;
X5 —7—2"‘04]? Z 7] exp<—221(7—0)>7 (4.9)

1£0
1
X = xg + = 5 @ op? (14 0) +i\) = Z —a?® exp < —a2l(T + J)) , (4.10)
z;ﬁo

wobei a eine Konstante ist. Folglich kénnen wir schreiben X?°(o,7) = X% (07) +
XB(ot) = a3+ 2%”T+Oszzllatoren Im Limes R — 0 verbleiben nur die Zustédnde
mit n = 0 im Spektrum.

Betrachten wir die duale Koordinate

XP(0,7) = XP(0,7) = X} (0,7), (4.11)

so zeigt sich, dass gilt
0o X% = —i0, X% (4.12)

T-Dualitat bewirkt folglich, dass fiir die Koordinate in Richtung der kompaktifi-
zierten Dimension die Neumann-Randbedingungen in Dirichlet-Randbedingungen
iiberfithrt werden. Mit dem T-dualen Radius R = % erhalten wir X B(o,1) =

- R
a+ 2Ron + Oszillatoren. Es folgt

X#(0,7) |o=0 = a, (4.13)
X®(0,7) |g=r = a + 27 Rn. (4.14)

Strings mit n = 0 leben folglich auf einer 24-dimensionalen Hyperfliche, die als
D24-Brane bezeichnet wird. Strings mit n # 0 haben einen Endpunkt auf einer
Hyperfliche und den anderen auf einer zweiten, die 2rRn in Richtung X2° ent-
fernt von der ersten ist. Kompaktifiziert man p Koordinaten auf einem Torus Tp ,
so erhdlt man Untermannigfaltigkeiten niedriger Dimensionalitét, die als D(25 — p)-
Branes bezeichnet werden. Senkrechte Richtungen zur D-Brane erfiillen Dirichlet-
Randbedingungen, Koordinaten auf dem (25 — (p+ 1))-dimensionalen Weltvolumen
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der D-Brane Neumann-Randbedingungen. Durch explizites Fordern von Dirichlet-
Randbedingungen in bestimmte Koordinatenrichtungen lassen sich folglich D-Branes
formal definieren. D-Branes brechen explizit die Poincaré-Invarianz der Raumzeit-
theorie.

4.3 Chan-Paton-Faktoren und Wilson-Linien

Wir beriicksichtigen jetzt zuséitzlich die Chan-Paton-Faktoren des offenen Strings.
Wir haben in Kapitel 2 gesehen, dass diese zu einer U(N)-Eichsymmetrie der
Stringtheorie fithren. Kompaktifizieren wir in Richtung X?°, kénnen wir eine so-
genannte Wilson-Linie Aoy = diag (01, Oa,. .., GN) /27 R einfiigen, die lokal komplett
weggeeicht werden kann

Ags = —iA"1dasA, A= diag(eix2591/2”R, X ?0:/2mR ,eiX2591/27rR) . (4.15)

Wie wir im Folgenden zeigen, bricht die Wilson-Linie im allgemeinen die U(N)-
Symmetrie.

Zunéchst sehen wir, dass sich Ao zwar wegeichen lasst, da aber die Eichtrans-
formation nicht periodisch ist, erhilt das Feld X2° unter X2 — X?° 4+ 27 R eine
Phase [43]

diag {e—“’l e e_wN} . (4.16)

Aufgrund dieser Phase nehmen die Impulse des offenen Strings gebrochenzahlige
Werte an. Dies legt die Interpretation nahe, dass die Endpunkte des Strings nicht
lénger auf der gleichen Hyperfliche liegen. Bezeichnen wir den Stringzustand mit
Chan-Paton-Faktoren i und j mit |ij), so sehen wir, dass dieser mit einer Phase
¢ =0:) multipliziert wird, so dass wir fiir den Impuls erhalten

p® —p® = (2mn+0;, — 0;)/27R. (4.17)
Die duale Koordinate geht iiber in
X% (n) — X*(0) = (2mn +0; — 0;)R (4.18)

mit dem dualen Radius R. Dies bedeutet folglich, dass der Endpunkt des Strings in
Zustand i sich an Position

X25 = HlR == 27‘1’0/14257”‘ (419)

befindet (sieche Abbildung 4.1). Wir zeigen jetzt, dass D-Branes dynamische Objekte
sind. Hierzu betrachten wir im dualen Bild das masselose Spektrum fiir den Fall,
dass eine einzige Koordinate kompaktifiziert ist. Die Masse in (D — 1) Dimensionen
ist

1

M2 — §(p25)2+

-\ 2
_ (%[27m+(«9i—9j)]R> +3(N_1). (4.20)

2ma! o

Z(N-1)

Oé/
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0 el”R 62 R 2nR

Abbildung 4.1: D-Branes an verschiedenen Positionen

Masselose Zustinde erhalten wir nur fiir Zustdnde mit n = 0, d.h. offene Strings,
deren Endpunkte auf der gleichen D-Brane enden, da die Stringspannung einen
Beitrag zur Energie gespannter Strings liefert.

Fiir eine allgemeine Dp-Brane finden wir daher die folgenden masselosen
Zustdnde mit ihren Vertexoperatoren V' im Spektrum [41]:

o |k;di), V =0, X",
™ ki), V=09, X™=0,X™. (4.21)

Der erste Zustand ist das Eichfeld auf der D-Brane, d.h. mit p Komponenten tan-
gential zur Brane, A*(£%), u,a = 0,...,p, wobei die {# = z# Koordinaten auf dem
D-Brane-Weltvolumen sind. Der zweite Zustand ist das Eichfeld in der (den) Rich-
tung(en) senkrecht zur Brane. In der dualen Theorie interpretiert man dieses Feld
als transversale Position der D-Brane. Aus Sicht der Weltvolumentheorie ist das Feld
eine Familie skalarer Felder ®"(¢%), (m=p+1,...,D —1) [39].

Im dualen Bild manifestiert sich explizit die Brechung der U(N)-Symmetrie.
Wenn alle D-Branes voneinander getrennt sind, haben wir jeweils lediglich einen mas-
selosen Vektor fiir die Branes, d.h. wir beschreiben die Eichgruppe U(1)V. Falls k
Branes iibereinanderliegen, finden wir neue masselose Zusténde, da die zwischen den
Branes gespannten Strings verschwindende Linge haben kénnen. Diese k? Vektoren
bilden die adjungierte Darstellung einer U (k)-Eichgruppe [39, 41]. Ubereinanderlie-
gende Branes werden durch 6; = 0 = --- = 0, beschrieben, d.h. die Theorie der
Wilson-Linien lésst eine U (k)-Untergruppe ungebrochen. Falls alle N Branes zusam-
menfallen, finden wir die urspriingliche U (N )-Eichsymmetrie des offenen Strings.

4.4 D-Branes des N=1 Superstrings

Wie im Fall der bosonischen Stringtheorie werden die D-Branes des N=1 Super-
strings durch Dirichlet-Randbedingungen auf der Weltfliche des Strings in Rich-
tungen senkrecht zum Weltvolumen der Brane definiert. Zusétzlich zu den tiblichen
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bosonischen Randbedingungen miissen jetzt auch die fermionischen Randbedingun-
gen mit der Supersymmetrie kompatibel sein. In komplexen Koordinaten auf der
komplexen euklidischen Ebene z = exp(7 + i0) lassen sich die Randbedingungen in
kompakter Form schreiben [4, 39]

OX* = 0XH"|1m 2—0

OX™ = —0X™|1m 2=0 (4.22)
fiir die bosonischen Koordinaten und
Pt =" =0 s Y™ = =" |1m 2=0 , (Ramond) (4.23)
Y= =M a0, V" =Y | 2=0 , (Neveu-Schwarz) (4.24)
fiir die fermionischen Koordinaten, wobei u =0,1,...,pund m=p+1,...,9.

Als ausgedehnte Objekte brechen D-Branes typischerweise die Symmetrien der
Stringtheorie. In Analogie zum bosonischen Fall, bei dem die Poincaré-Symmetrie
gebrochen wurde, brechen D-Branes im supersymmetrischen Fall die Raumzeitsym-
metrie SO(1,9) — SO(1,p) x SO(9 — p).

D-Branes sind sogenannte BPS-Zustinde, das heifit, sie brechen die Hélfte der
Supersymmetrie. Je nach Chiralitdt der Stringtheorie sind unterschiedliche D-Branes
stabil:

Theorie Dp-Branes
Typ ITA p=20,2,4,6,8
Typ 1B p=-1,1,3,5,7,(9) (4.25)
Typ I p=1,59
Die (p = —1)-Brane kann als Instanton interpretiert werden. Der Fall p = 9, bei

dem der String frei in der Raumzeit propagieren kann, nimmt eine Sonderstellung
ein und ist nur mit der Typ I-Theorie konsistent [4].

Andere D-Brane-Konfigurationen sind denkbar, die die Supersymmetrie zu
1/2, 1/4, usw. brechen. Es existieren auch sogenannte non-BPS-Branes, die die Su-
persymmetrie vollsténdig brechen (vgl. [4, 39, 41, 44]).

4.5 Die effektive Wirkung von D-Branes

Es war lange Zeit ein ungelostes Problem, welche Objekte die Tréger der Ramond-
Ramond-Ladungen sind. In der Superstringtheorie werden Ladungen {iblicher-
weise von BRST-invarianten Vertexoperatoren der entsprechenden physikalischen
Zusténde getragen.

Ein (p + 1)-Form-Potential koppelt im NS-Sektor auf natiirliche Art an ei-
ne p-Brane, d.h. eine Anregung, die sich in p rdumlichen Dimensionen erstreckt.
Parametrisiere Y#((*) das Weltvolumen der Brane (a =0, ...,p) und sei

cr+) = ¢ (V) pYH .0,y Hrit (4.26)

= Y ppy

der pull-back der (p+1)-Form auf das Weltvolumen. Die natiirliche (auch ,elektrisch*
genannte) Kopplung ist gegeben durch das Integral [4]

Iwz = pwp) /deC ), (4.27)
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wobei p(,) die Ladungsdichte der Brane bezeichnet. Bekannte Beispiel sind die Kopp-
lung eines Punktteilchens (,,0-Brane®) an ein Vektorpotential und die Kopplung eines
Strings (,,1-Brane“) an den antisymmetrischen Tensor zweiter Ordnung. Es existiert
auch eine ,magnetische“ Art der Kopplung an eine (6 —p)-Brane, da das Duale eines
(p+1)-Form-Potentials in zehn Dimensionen durch ein (7 — p)-Form-Potential gege-
ben ist'. Die Quellen fiir die Feldgleichungen und die Bianchi-Identitit im NS-Sektor
einer (p + 1)-Form sind daher p-Branes und (6 — p)-Branes.

Innerhalb der Typ II-Storungstheorie existieren keine derartigen elementa-
ren RR-Ladungen, die jedoch von den meisten nichtperturbativen Dualititen? ver-
langt werden. Dies liegt daran, dass im Vergleich zum NS-NS-Sektor die Situati-
on im Ramond-Ramond-Sektor anders aussieht. Der entscheidende Punkt ist hier,
dass die BRST-Invarianz von Vertexoperatoren im RR-Sektor nur dann gegeben ist,
wenn der Operator an die RR-Feldstdrke statt an das RR-Eichpotential koppelt. Die
BRST-Invarianz-Bedingung ist dabei das Aquivalent zu den Maxwell-Gleichungen
fiir die RR-Feldstéirke. Insofern kénnen aufgrund ihrer ,falschen“ Kopplung RR-
Vertexoperatoren nicht als Trager der RR-Ladung angesehen werden.

Ein weiteres einfaches Argument skizzieren wir in Anlehnung an Bachas [4].
Falls ein geschlossener Stringzustand existierte, der eine Quelle fiir eine RR (p + 1)-
Form darstellte, so wiirde die trilineare Kopplung

P+1) |geschlossen >

< geschlossen| O
nicht verschwinden. Dies ist jedoch unmoglich, da diese Kopplung eine ungerade Zahl
links- und rechtslaufender fermionischer Vertizes besitzt, so dass der entsprechende
Korrelator automatisch auf jeder geschlossenen Riemann-Flédche verschwindet. Die-
ses Argument zeigt insbesondere, dass der fundamentale geschlossene String nicht
»elektrisch“ an die Ramond-Ramond-Zwei-Form koppelt. Entscheidend ist, dass die-
ses simple Argument versagt, sobald die Weltfliche des Strings Rénder besitzt.

Die Losung des Problems der fehlenden RR-Ladungstriager gelang schliellich
Polchinski in seiner bahnbrechenden Arbeit [39], in der er zeigen konnte, dass die
RR-Ladungen durch solitonische nichtperturbative Objekte, den D-Branes, gegeben
sind. Der Grund ist, dass die RR-Eichpotentiale in den WZ-Termen der Dirac-Born-
Infeld-Wirkung der Dp-Branes auftauchen und auf natiirliche Art an das Weltvolu-
men der (p + 1)-Formen koppeln. Betrachten wir dazu die effektive Wirkung einer
D-Brane néher. Die verallgemeinerte effektive Wirkung einer D-Brane, die die Dy-
namik des Weltvolumen-Eichfelds und die Kopplung an beliebige Supergravitations-
hintergriinde beinhaltet, lautet:

Ip, = /dp+1C (Lopr + Lwz + ) , (4.28)

wobei die Dirac-Born-Infeld- und Wess-Zumino-(bzw. Chern-Simons-) Lagrangedich-

'Es gilt, dass die duale Feldstirke einer (p + 2)-Feldstéirke-Form in zehn Dimensionen eine (10 —
(p + 2)-Feldstérke-Form ist.

Fiir eine detallierte Ubersicht iiber Dualitéiten in Stringtheorien und der Rolle, die D-Branes
dabei spielen, siehe [45, 46, 47].
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ten gegeben sind durch

Lppr = T(p) e ® \/—det (@ag + §a5 + 271'0/Fa5) (4.29)

und
Lwz = T,y CAe2™FE p ’ . 4.30
Wz ) ¢ g (p+1)—Form ( )

Hierbei ist Eag und @ag ist der pull-back der Neveu-Schwarz-Zwei-Form bzw. Tar-

getraummetrik auf das Weltvolumen der D-Brane?.

~ 1 A ey ey
c=>" — Cayay A6 A NG (4.31)

n

ist der pull-back der Summe {iiber alle elektrischen und magnetischen RR-Form-
Potentiale. Die Feldstéirke-Zwei-Form F' = dA ist derart normiert, dass die Kopplung
am Rand der Stringweltfliche durch § A,dX® gegeben ist.

Die Dirac-Born-Infeld-Lagrangedichte ist eine Verallgemeinerung des geome-
trischen Volumens der Brane-Trajektorie in Anwesenheit des Neveu-Schwarz anti-
symmetrischen Tensors und von Eichfeldern auf dem Weltvolumen [48]. Die La-
grangedichte wurde erstmals im Kontext der Typ I-Stringtheorie in zehn Dimensio-
nen von Fradkin und Tseytlin [49] hergeleitet. Der Wess-Zumino-Term verallgemei-
nert die Kopplung von Dp-Branes an Ramond-Ramond-(p + 1)-Formen. Die genaue
Abhingigkeit dieses Terms von den Eichfeldern wurde von Li [50] und Douglas [51]
hergeleitet. Im Gegensatz zu Lz, der aufgrund seiner Beziehung zu Anomalien als
exakt angesehen wird, erfihrt der , kinetische” Teil der Wirkung Korrekturen durch
Ausdriicke, die hohere Potenzen des Riemannschen Kriimmungstensors und Ablei-
tungen des Feldstérkehintergrunds beinhalten [52, 53]. Die vollstindige Wirkung
besitzt auflerdem einen fermionischen Anteil, der kompatibel mit Targetraumsuper-
symmetrie und mit der sk-Symmetrie auf dem Weltvolumen der Brane sein muss
[54, 55, 56].

Die RR-Ladung der Dp-Brane ldsst sich explizit durch Integration iiber die
duale Feldstédrke berechnen:

ept1 = / *Fg_p. (4.32)
S8-p

Der Integrationsweg ist hierbei auf einer Sphéire im Raum senkrecht zur D-Brane.
Analog hierzu erhélt man die magnetische Ladung der Brane durch

g1 = / Fyia. (4.33)
Sp+2

Die Dimension der Mannigfaltigkeit, iiber die integriert wird, muss dem Rang der
Form im Integranden entsprechen.

3Die Grofe G enthilt Kriimmungsterme; zur Defintion siche [4]
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KAPITEL 5

D-BRANES IN N=2 STRINGTHEORIE

Wie in Kapitel 2 gezeigt, verfiigt der N=2 String iiber keine Ramond-Ramond Fel-
der, an die D-Branes in dieser Theorie auf natiirliche Art koppeln konnten. Eine
formale Definition von D-Branes in der N=2 Stringtheorie ist dennoch mdoglich,
indem Dirichlet-Randbedingungen in bestimmte Raumzeitrichtungen gefordert wer-
den konnen. Die naheliegende Frage ist, ob der N=2 String die Anwesenheit dieser
Objekte spiirt. Eine erste Antwort auf diese Frage gibt eine Analyse von Streuampli-
tuden des N=2 Strings an den D-Branes. In der Folge untersuchen wir in Anlehnung
an [57, 58] verschiedene Streuamplituden geschlossener Strings an D-Branes [59].
Die wichtigste Eigenschaft von D-Branes im Zusammenhang mit Streuampli-
tuden ist, dass ihre Quantenfluktuationen durch offene Strings, die sich auf der Brane
bewegen, beschrieben werden (vgl. Kapitel 4). Dies ermoglicht es, Amplituden fiir
die Streuung von geschlossenen Strings an D-Branes oder der Emission geschlosse-
ner Strings mittels herkémmlicher ,,vorrevolutiondrer® Verfahren (siche Kapitel 2)
zu berechnen. Fiir den N=1 String wurden diese Rechnungen in [57, 60, 61, 62, 63]
durchgefiihrt, wir folgen in unserer Notation so weit angebracht diesen Arbeiten.

5.1 Konventionen

Neben den iiblichen Bedingungen und Konventionen an die Metrik und Raumzeit-
Vektorfelder X und v fithren wir die Matrix J ein

ktp” =kp4ik-Jp (5.1)

die als selbstduale komplexe Struktur wirkt. Es ist Jgo = Ji3 = 1, J1g = Joo = —1,
alle anderen Elemente sind Null. Des Weiteren vereinfacht die Matrix

DM = diag(D", D' D?2 D33). (5.2)

die Notation erheblich. Diese Matrix D erhélt man aus der flachen Raumzeitmetrik
n durch einen Vorzeichenwechsel in Richtungen senkrecht zur jeweilig betrachteten
D-Brane. Sei zum Beispiel 22 die einzige Richtung senkrecht zur D-Brane. Dann
finden wir ausgehend von 7, = diag(—,+, —, +) fiir D = diag(—, +,+,+).

Bei der Berechnung der Streuamplituden geht man wie im Fall einfacher Streu-
amplituden unter Neumann-Randbedingungen vor (vgl. [37]). Durch die Anwesen-
heit der D-Branes erhélt man einen Rand. Die offenen Strings, deren Endpunkte
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die Position der D-Brane bestimmen, werden durch Vertexoperatoren auf der reel-
len Achse dargestellt. Zur Ermittlung von Streuamplituden geschlossener Strings an
den D-Branes benétigt man folglich die Berechnung von Korrelationsfunktionen auf
der oberen komplexen Halbebene. Die geschlossenen Vertexoperatoren faktorisieren
dabei wie iiblich in einen holomorphen und einen antiholomorphen Anteil

VCl(Z,Z,p) =:V(z,p/2) = V(z,p/2) : . (5.3)

Dabei ist z € HT.

Die Summe der Bildladungen betrigt bei nicht verschwindenen Skalarproduk-
ten wie iiblich bei Streuamplituden auf offenen Topologien —2. Im Folgenden ver-
wenden wir Vertexoperatoren im (—1,—1), (—1,0) und (0, —1) Bild (siche Anhang

C)

Vici—n(k,2) = e ¥ eik-X(Z)
Vg (k,2) = krgme? e X(z)
Vio,—1y(k,2) = k—.¢+e—<p+6ik-x(z). (5.4)

5.2 D-Brane-Streuung von N=2 Strings

Fiir die separaten Propagatoren der holomorphen und antiholomorphen Felder findet
man die bekannten Resultate. Die Anwesenheit des Weltflichenrands fiihrt jedoch
auch zu nicht verschwindenden Korrelationsfunktionen zwischen holomorphen und
antiholomorphen Feldern

(XH(2)XY(@)) = —DMIn(z—w)
Drv

W) = -

(P ()p* (@) = —ln(z—w). (5.5)

Am Beispiel der fermionischen Felder sei aufgezeigt wie diese Korrelationsfunktionen
in der {+}-Basis aussehen

bt Gt @)~ - k(G
B @t (@) ~ e K (Gan)
FrT(2pm ot (@)~ - _1 —k(Gop)”
kbt (2)ptap (w) ~ 72—11Dk_.(G7‘p)+. (5.6)

mit der Definition G+ = D + J - D - J. Die D-Brane bricht die komplexe Struktur
des Targetraums genau dann nicht, wenn G, =0, d.h. wenn gilt D =—-J - D - J.
Schon bei gemischten Amplituden zwischen geschlossenen und offenen Strings
(unter Neumann-Randbedingungen) ergeben sich bekanntlicherweise nicht ver-
schwindende Propagatoren zwischen holomorphem und antiholomorphem Anteil
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[37]. Neu ist bei den D-Brane-Berechnungen allerdings, dass unter Dirichlet-
Randbedingungen auch Operator-Produkt-Entwicklungen zwischen holomorphen
und antiholomorphen Feldern, die beide einen ,+“- oder ,,—“-Index tragen, nicht
verschwinden.

5.2.1 Die Amplitude A,

Wie in [57] gezeigt, erhélt man die Streuamplitude zweier geschlossener N=1 Strings
an einer D-Brane aus der N=1 Vierpunkt-Funktion durch einfachen Austausch be-
stimmter Impulse. Dies bedeutet, dass die Amplitude die Form einer Euler-Beta-
Funktion in Mandelstam-Variablen annimmt, die als unendliche Reihe von geschlos-
senen Stringpolen im ¢-Kanal oder von offenen Stringpolen im s-Kanal entwickelt
werden kann. Dies fithrt zum ,,weichen“ Ultraviolettverhalten der Amplitude [60].
Dieses Resultat ist intuitiv klar, da die Wechselwirkung von geschlossenen Strings
mit D-Branes entweder durch den Austausch von geschlossenen Strings zwischen
String und Brane beschrieben wird oder — via Weltflichendualitét — durch offene
Strings, die sich auf der D-Brane bewegen. Dieses Argument sollte auch im Fall der
N=2 Stringtheorie zutreffen. Allerdings ist unklar, wie eine duale Amplitude in einer
Theorie mit nur einem Freiheitsgrad aussehen sollte. Der Schluss liegt daher nahe,
dass die Streuamplituden in einer konsistenten Theorie verschwinden miissen’.

Die Streuamplitude von zwei geschlossenen Strings an einer D-Brane ist ge-
geben durch die Integration der Korrelationsfunktion zweier geschlossener Vertex-
operatoren mit den korrekten Quantenzahlen iiber die obere komplexe Halbebene
HT:

Acc(plaPZ) ~ /d22d2w
H+
x(Vi—1,0)(2,01/2)V(—1,0)(2,p1/2)Vio,— 1) (w, p1/2) V{0, —1) (W0, p1/2)) - (5.7)
Impulserhaltung gilt nur in Richtungen parallel zur Brane:

pr Dpr p2 Dps
2 2 2 2

wobei mit p; und py die Impulse des eingehenden bzw. ausgehenden Strings bezeich-
net werden. (Vorsicht! Es gilt D - p = Dijp” = DFP,,p".)

Analog zur Vierpunkt-Amplitude kann die Amplitude durch die Mandelstam-
Variablen

=0, pi=p3=0, (5.8)

s= (2 D2p1)2, t= 5+, u:(%—I—D;Q)z (5.9)
parametrisiert werden. s ist offensichtlich der Impulsiibertrag entlang der Brane, ¢
entspricht dem Impulsbetrag, der von der Brane absorbiert wird. Die Wechselwir-
kung im ¢-Kanal findet durch den Austausch eines virtuellen geschlossenen Strings

statt. Wie iiblich ergibt sich s + ¢+ u = 0.

!Das D-Instanton bildet eine Ausnahme, da in diesem Fall, die Betrachtung aus Sicht des s-
Kanals keinen Sinn macht und die Streuamplitude nicht dual sein muss. Tatséichlich wird in der
Folge gezeigt, dass die Amplitude mit einer Potenz von ¢ abfillt, wie es typisch fiir punktférmige
Objekte ist.
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Abbildung 5.1: Streuung geschlossener Abbildung 5.2: Der gleiche Streupro-
Strings an einer D-Brane im ¢-Kanal . zess aus Sicht des s-Kanals.

Die SL(2, R)-Invarianz der Korrelationsfunktionen auf der oberen Halbebene erlaubt
die Fixierung von drei der vier Variablen der Vertexoperatoren auf der oberen Halb-
ebene. Fiir die Amplitude A.. erweist es sich als vorteilhaft z = iy (y € RT) und
w = 1 zu fixieren. Das korrekte Integrationsmaf ist fol dy(1 — y?). Der resultierende
Ausdruck kann durch die ,, Wunder“-Substitution

1— x1/2

Tra1t (510)

y:

in die bekannte Integral-Darstellung der Euler-Beta-Funktion tiberfithrt werden.
Letztendlich erh&lt man

L(s—1I(t+1) I(s)T(t) L(s)C(t+1)
Ace ~ 4 (s+t) +BF(s+t)_CI‘(S+t+1) (5.11)
mit
A= pl(Gyp1) py (Gpa)™, B =4(p{py)?,

C = (pf-(G-p2) ).

5.2.2 Die Amplitude A,,.

Diese Amplitude beschreibt zwei offene Strings (auf der D-Brane), die in einen aus-
gehenden geschlossenen Stringzustand iibergehen, der von der Brane emittiert wird.
Nach den {iiblichen Regeln bedarf es der Berechnung des folgenden Integrals

Aooc klak% / dl’dy/dz

Rxz<y
X <V(—1,0)(90,kl)V(—l,O)(y,kQ)V(o,—l)(Z,p/Q)V(o,—U(Z,P/Q»- (5.12)

x und y werden so entlang der reellen Achse integriert, dass x immer kleiner als
y ist. Die Impulse k; der offenen Strings liegen parallel zur Brane, d.h. es gilt die
Gleichung k; = D-k;. Die Impulserhaltung nimmt folglich die Form an

1
k1+k2+]2—)+§D-p=0 (5.13)

Es gibt nur eine kinematische Variable s = k1-ko = ip-D-p = —%p'kl = —%p-kl.
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Um die Amplitude A,oc zu berechnen, setzen wir z =i und z = —y (z,y € R)
und verwenden 2s = —u = —t. Die vorkommenden Integrale konnen alle mit der
Formeln

b+ (a+1)I(2b—a—1)

00 ya - r
O/dy(l +y?)b vr r2n)'(la+ 100 - la)

und I'(a + $)['(a) = /721 72%T'(2a) berechnet werden. Als Endergebnis erhalten wir

(5.14)

r'(1-—2t)

Agoc ~ (ki -p7) k3 (G--p)™ - ROk

(5.15)

Dieser Ausdruck steht in volliger Analogie zum bekannten FErgebnis fiir den
N=1 String.

5.3 Streuamplituden fiir jeden D-Brane-Typ

In diesem Abschnitt werden die gerade berechneten Amplituden fiir jeden Typ von
D-Brane ausgewertet. Aufgrund der speziellen Signatur (2,2) der Raumzeit klassifi-
zieren wir abweichend von der N=1-Notation die D-Branes mit (p + ¢q), wobei p die
Zahl der rdumlichen und ¢ die Zahl der zeitlichen Richtungen angibt, in der sich das
Weltvolumen der D-Brane erstreckt.

5.3.1 Die (2+2)-Brane
ACC

Diese Brane fiillt mit ihrem Weltvolumen die gesamte Raumzeit, so dass wir die iibli-
che Wechselwirkung zwischen offenen und geschlossenen Strings vorliegen haben. A,
wird als Korrektur der niedrigsten Ordnung zur Propagation geschlossener Strings
interpretiert. Impulserhaltung gilt bei dieser Streuamplitude in allen Raumzeitrich-
tungen. Aus Gleichung (5.11) erhalten wir als Resultat fiir diesen Korrekturterm

Aee=0. (5.16)

AOOC
Impulserhaltung impliziert fiir diese Amplitude, dass p-ky = p-ka = k1-ke = 0. Da
s = +p? = 0 reduziert sich die Amplitude (5.15) auf

Apoc ~ (ki’—kQ_)Q ) (517)

in Ubereinstimmung mit dem bekannten Resultat.

5.3.2 Die (142)-Brane
ACC

Die (142) Brane teilt die Raumzeit in zwei Hélften und ist das Analogon zur 8-Brane
in der N=1 Stringtheorie. Es gibt nur eine zur D-Brane senkrechte Richtung, fiir die
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wir hier 2% wihlen. Die Impulserhaltung zusammen mit der Massenschalenbedin-
gung legt die Impulse fast vollstéindig fest. Es sind lediglich zwei Moglichkeiten zu
unterscheiden. Wir vernachléssigen hier den physikalisch uninteressanten Fall, dass
iiberhaupt keine Streuung stattfindet, d.h., dass gilt p; = —po. Der zweite Fall, der
in der Folge betrachtet werden soll, ist

Pl =—p3, pi= D3, pi=—p3, Pl =Dps. (5.18)
Die Mandelstam-Variable sind s = —t = %(pi’)Q und v = 0. Aus Gleichung (5.11)

finden wir, dass die ersten beiden Terme dort verschwinden, da der Nenner bei u = 0
divergiert. Der dritte Term reduziert sich auf

Ace ~ =(p{ (Gp2) T )*T()L(1 = 5) = =4[(p))* + (P})IT(s)T (1~ ). (5.19)
Unter Verwendung von
I'(s)I(1—s) = $

sieht man, dass der Ausdruck unendlich viele einfache massive Pole beinhaltet
2

[(P9)* + (17)?]
sin(7s) '

Acc ~

AOOC

Wiederum verlangt man Dirichlet-Randbedingungen in die 3-Richtung. Es ist
dann G_ = diag(0,—2,0,—2). Die Stringkinematik vereinfacht sich aufgrund von
k3 = k3 = 0. Es muss zwischen zwei Fillen unterschieden werden.

a) p® =0
Hierbei ist ¢ = 0, so dass das Resultat die endliche Amplitude

Aooc ~ kii_p_k;_ : (G— : p>_
ist.

b) p*> #0

Man erhélt

r(1-2t) T(1/2-1)
21—t T(1-¢

Aooe ~ ~cos(m-(1/2 =t))['(1/2 —)T'(¢) .

Diese Amplitude hat einen tachyonischen Pol.

5.3.3 Die (1+1)-Brane

ACC
Fiir diese Art von Brane erfiillt die Matrix D die Beziehung D = J-D-J, wodurch
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folgt, dass G- = C' =0 und G4 = 2D gilt. Fiir die Streuamplitude der geschlossenen
Strings erhélt man

A {101r “(D-p1)"py - (D-p2)*
cc 8—1

I'(s)'(2)
L(s+1t)

i <pfp2>2} (5.20)

Der kinematische Vorfaktor lésst sich weiter analysieren, wenn man zu Hilfe nimmt,
dass in 2+ 2 Dimensionen vier Impulsvektoren, fiir die gilt 2111 ki = sz = 0, folgende
Gleichung erfiillen [23]:

(ki kg )k -k Yhy-ky + (ki k) (K k3 ey ks = 0. (5.21)

Es ist diese Gleichung, die verantwortlich dafiir ist, dass die Vierpunkt-Funktion in
der offenen und geschlossenen N=2 Stringtheorie verschwindet.
Setzt man

k1 = p1, ko =D - p, k3 = D-py, k4 = po

und verwendet zudem, dass (Dp1)~-(Dp2)™ = pi-p, fiir diese spezielle Art von
D-Brane erfiillt ist, so erhilt man

(pf (D -p1)"py - (D-p2) ")t + (0 py )%s = 0. (5.22)
Es verbleibt I DT ()
~ (pFopm)2o N T 22 )

ACC (pl p2) F(S—l—t)

Der kinematische Vorfaktor verschwindet im allgemeinen nicht und die resultierende
Amplitude hat wiederum massive Pole.

(5.23)

AOOC
Da G_ = 0 gilt, folgt trivialerweise
Apoe =0.
5.3.4 Die (240)-Brane
ACC
In diesem Fall haben wir zwei Zeitrichtungen mit Dirichlet-Randbedingungen,
was D = —J-D-J impliziert. Hieraus folgt G = A = 0 und G_ = 2D =

2diag(+, +, +, +). Die Streuamplitude reduziert sich daher auf

L(s)I'(2)

Aee ~ [(pF -p5)? - (Dp2) )2t 5.24
e [(pr Py ) u+ (pr- (Dp2) )5 oy (5.24)
Bemerkensweiterweise lésst sich der Vorfaktor dieser Amplitude durch die Ersetzun-
gen

k‘l — D1, k‘g — D-pl, k‘3 — P2, k‘4 — D'pg (5.25)

und unter Verwendung von (Dp1)*-(Dp2)~ = p{ -p; . mit dem Ausdruck auf der lin-
ken Seite von Gleichung (5.21) identifizieren, er verschwindet folglich. Fiir den Fall,



52 KAPITEL 5. D-BRANES IN N=2 STRINGTHEORIE

dass die Brane die komplexe Struktur des Targetraums nicht bricht, verschwindet

also die Streuamplitude:
A = 0. (5.26)

Aooc

Offene Strings auf der (240)-Brane sind nicht-dynamische Objekte, da die Metrik
auf der Brane euklidisch ist, was in Verbindung mit der Masselosigkeit der String-
zustdnde nur das identische Verschwinden der Impulse erlaubt. Da die Dynamik der
D-Brane durch die Fluktuationen der offenen Strings beschrieben wird, kann die
(240)-Brane daher als vollstindig starres Objekt gedacht werden. Wie sich leicht
vom kinematischen Vorfaktor in Gleichung (5.15) ablesen ldsst, verschwindet die
Amplitude fiir die Emission eines geschlossenen Strings:

Aooc =0.
5.3.5 Die (14+0)-Brane
ACC
Alle drei Terme in Gleichung (5.11) tragen zur Streuamplitude A.. bei, die zu
1 I'(s)[(t)
Ace ~ —— (At Bu(s—1)+Ct(s — 1)) =——= 0.27
u(s 1) Atut Buls = 1)+ Ctls = 1) 5575 (5:27)

umgeschrieben werden kann. Der kinematische Vorfaktor verschwindet bei den Wer-
ten von s and ¢, bei der die Beta-Funktion ihre Pole hat, nicht. Damit besitzt auch
diese Amplitude eine massive Polstruktur.

AOOC

Diese Amplitude verschwindet wiederum trivialerweise.

5.3.6 Die (0+0)-Brane / Das D-Instanton
ACC

Fordert man fiir alle Raumzeitrichtungen Dirichlet-Randbedingungen, so bedeutet
dies, dass zwischen den Impulsen des eingehenden und des ausgehenden Strings keine
Beziehung mehr besteht. Aufgrund von D = —n erhalten wir fiir die Mandelstam-
Variablen und die kinematischen Vorfaktoren

1 1
§ =P Dp2 0, U= P1rp2,
A =0, B =C=4(pfpy)?.

Die Streuamplitude in diesem Fall ist

e GE0 (R4 )~ Ty o)) (529

Dies fiihrt zu einem einfachen Pol % beit = 0. Diesen Pol enthélt man entweder durch
den Limes s — 0 in Gleichung (5.28) oder indem man bei der Amplitudenberechnung
von vorneherein s = 0 setzt.
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Dieser einfache Pol bei t = 0 ldsst sich als Austausch eines geschlossenen
Strings zwischen dem geschlossenen String und dem D-Instanton interpretieren.
Der kinematische Vorfaktor (pi -p; )? entspricht genau der Dreipunkt-Funktion der
selbstdualen Gravitation, wie sie durch die Plebanski-Gleichung beschrieben wird.

Aus feldtheoretischer Sicht sollte der Prozess daher als Streuung von Gravito-
nen an einer punktférmigen — in Raum und Zeit(en) — Quelle interpretiert werden,
die mit dem D-Instanton identifiziert werden kann.

AOOC
Trivialerweise verschwindet die Amplitude fiir die Emission eines geschlossenen
Strings vom D-Instanton.

5.3.7 Die Amplitude A,

Diese Amplitude beschreibt die Interaktion dreier Strings auf der Brane und anschlie-
Bende Emission eines geschlossenen Strings. Fiir alle Branes aufier der (142)-Brane
findet man, dass Aypoc = 0. Im letzteren Fall erhilt man ein Integral vom Typ

x ;162 2\« _ )2 NG
/d /dyy(m—l—iy)( +y) (A —2)" +y7) (5.29)

(a, B € R), dessen explizite Losung nicht gelungen ist.

5.4 Resultate

Es zeigt sich, dass es, sobald die D-Brane die komplexe Struktur des Targetraums
bricht, zusétzliche Korrelationsfunktionen gibt, die bei den iiblichen Neumann-
Randbedingungen nicht vorhanden sind. Trotzdem ergibt auch fiir die Amplitude
A die typische Form einer Euler-Beta-Funktion multipliziert mit einem kinema-
tischen Vorfaktor. Eine genauere Betrachtung dieses Vorfaktors zeigt, dass er fiir
die (2+42)- und die (2+0)-Brane verschwindet. Im Fall des D-Instantons besitzt die
Amplitude einen einfachen Pol bei ¢ = 0, der auf den Austausch eines geschlossenen
Strings zuriickgeht. Sémtliche Streuamplituden fiir Branes, die die komplexe Struk-
tur des Targetraums brechen, d.h. die (142)-, die (1+1)- und die (14-0)-Brane zeigen
massive Pole, die keinem Zustand im Spektrum des N=2 Strings zuordenbar sind.

Wie lassen sich diese Ergebnisse interpretieren? In den vorhergehenden
Ausfithrungen wurde der N=2 String in seiner eichfixierten NSR, Formulierung be-
trachtet. Massive Pole im Streuspektrum scheinen nicht konsistent mit dieser Art von
String zu sein. Diese Inkonsistenz lésst sich damit erklaren, dass die Anwesenheit der
Branes im Widerspruch zur N=2 Weltflichensupersymmetrie steht. Dies hat seine
Ursache darin, dass ein Fermion 1, welches Dirichlet-Randbedingungen erfiillt, nicht
im gleichen Multiplett sein kann, wie ein Fermion, das Neumann-Randbedingungen
erfiillt. Das Brechen der N=2 Weltflichensupersymmetrie scheint keinen Platz fiir
diese Art von Branes in der eichfixierten NSR Formulierung des N=2 Strings zu
lassen.

Dieses Resultat ist auch mit T-Dualitétsiiberlegungen konsistent. Unter
T-Dualitdt werden Neumann- und Dirichlet-Randbedingungen durch eine Dua-
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litdtstransformation in einer toroidal kompaktifizierten Raumazeit vertauscht.
Wie bereits gezeigt, sind fiir N=2 Strings jedoch nur Ricci-flache Ké&hler-
Mannigfaltigkeiten mit der Signatur (2,2) erlaubt. Dieses lédsst nur die Moglichkeit,
eine oder beide komplexe Richtungen zu kompaktifizieren. Kompaktifizierung von
einer oder drei reellen Koordinaten bricht die komplexe Struktur und fithrt zu ei-
nem verbotenen Hintergrund. Gliicklicherweise bilden alle drei relevanten Branes,
d.h. die (242)- und (2+0)-Brane sowie das D-Instanton eine abgeschlossene Menge
unter der Wirkung von T-Dualitét.

Abgesehen von der (2+2)-Brane sind die anderen relevanten Branes alle nicht-
dynamisch, da die offenen Strings, die die Dynamik der Brane beschreiben, ver-
schwindende Impulse haben?. Dies bedeutet, dass dynamische D-Branes in der NSR
Formulierung des N=2 Strings in Ubereinstimmung mit dem Nichtvorhandensein
der korrespondierenden Differentialformen nicht existieren. Allerdings ist diese For-
mulierung nicht die einzig mogliche. Wie Berkovitz und Vafa [64] sowie Siegel [65]
gezeigt haben, existiert auch eine allgemeinere Formulierung des N=2 Strings in
Form des sogenannten topologischen N = 4 Strings. Diese Formulierung verfiigt
iiber zusétzliche Freiheitsgrade und folglich kénnte hier ein Weg vorhanden sein,
die verbotenen Branes auf konsistente Art und Weise in die N=2 Stringtheorie zu
integrieren. Ein Versuch in diese Richtung ist allerdings bislang nicht unternommen
worden.

2Man beachte, dass die dimensionale Reduktion abelscher selbstdualer Yang-Mills-Theorie zu
zwel zeitartigen oder zu null Dimensionen zu einer verschwindenden Kriimmungs-Zwei-Form fiihrt.
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KAPITEL 6

NICHTKOMMUTATIVE FELDTHEORIE

In den letzten Jahren ist in einer Vielzahl von Verdtffentlichungen untersucht worden,
auf welche Art ein konstanter NS-NS Zwei-Form-Hintergrund bei Anwesenheit von
D-Branes die zugrunde liegende Stringtheorie modifiziert [66, 67, 68, 69, 70].

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir kurz umreiflen, dass of-
fene Strings, die auf n iibereinanderliegenden D-Branes enden, eine deformierte
Raumzeit-Metrik G;; sehen und mittels eines Nichtkommutativitdtsparameters 6
beschrieben werden kénnen, der widerspiegelt, dass das die U(n) Yang-Mills-Felder
tragende D-Brane-Weltvolumen nichtkommutativ wird. Im Seiberg-Witten-Limes
o/ —0, bei dem die oben genannten offenen String-Parameter konstant gehalten
werden, wird die Niederenergiedynamik des Strings durch eine nichtkommutative
U (n)-Eichtheorie auf der Brane beschrieben [11]. Eine Beschrankung auf SO(n)-oder
Sp(n)-Untergruppen ist mdglich und lisst sich durch eine Orientifold-Projektion be-
schreiben [71].

Im Folgenden wenden wir diese Analyse auf den N=2 String an [72]. Es ist
in diesem Fall wiederum zu erwarten, dass das Einschalten eines konstanten B-
Feld-Hintergrunds die selbstduale effektive Feldtheorie des Strings nichtkommuta-
tiv werden lédsst. Dieses Einschalten des B-Feldes steht jedoch im Widerspruch zur
globalen Weltflichensupersymmetrie des fermionischen Strings in der superkonfor-
men Eichung [73]. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir daher, dass ein
Randterm zur Wirkung des N=2 Strings hinzu addiert werden muss, um die Super-
symmetrie auch im Fall B,,,7#0 zu erhalten. Zusétzlich zeigen wir, dass B, dx*Adx"”
eine Kéhler-Zwei-Form sein muss.

Im dritten Abschnitt wird die Ubereinstimmung von offenen N=2 Strings in
einem konstanten B-Feld-Hintergrund und nichtkommutativer selbstdualer Yang-
Mills-Theorie diskutiert. Diesem Zweck dient die Diskussion der Faktorisierung
von offenen String-Tree-Amplituden. Als konkretes Beispiel dient die Vierpunkt-
Amplitude der nichtkommutativen selbstdualen Eichtheorie, die in Ubereinstim-
mung mit der Stringtheorie verschwindet. Die Einschrinkung von U(n) auf SU(n)
ist nicht konsistent moglich, wie am Beispiel von U(2) gezeigt wird [71, 74, 75, 76].

6.1 B-Felder auf D-Branes

In diesem Abschnitt zeigen wir in aller Kiirze, wie es zu Nichtkommutativitdt in
Theorien mit B-Feldern auf D-Branes kommt. Wir konzentrieren uns der Einfach-
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heit halber auf den bosonischen String und verwenden die in der N=1 Stringtheo-
rieliteratur iibliche Notation. Die Unterschiede zum N=2 String liegen vor allem in
der Notation und der unterschiedlichen Dimensionalitdt des Targetraums, der die
moglichen B-Felder beim N=2 String stérker eingrenzt.

Ausgangspunkt ist die Wirkung des offenen bosonischen Strings in einem B-
Feld Hintergrund, d.h. wir betrachten D-Branes und es gilt B;; # 0 fiiré,j = 1,...,r
auf der Brane:

1 inavi ab i j
5= _47Ta’ /(gijaaX 0" X7 — 2770/Bij6 9a X 8bX])
¥
1 inavi | L i J
= _—47-(-0/ 92jaaX 0°X7 + 5 B’L]X aI‘MXV . (61)
b)) 12>

>’ bezeichnet die Stringweltfliche mit Weltflichenkoordinaten ¢ und 7. 0; is die Tan-
gentialableitung entlang des Weltflichenrandes 93. Die Anwesenheit der D-Branes
ist entscheidend, da bei konstantem B die Wechselwirkung lediglich ein Oberfléchen-
term ist und das B-Feld ohne Rédnder weggeeicht werden konnte. Auf Weltflichen
mit Rand trifft das nicht mehr zu: beim Versuch, B;; mittels der Eichtransformation

B — B +dA

wegzueichen, erzeugt man ein Eichfeld A; auf der D-Brane, dessen Feldstédrke Fj;
exakt gleich B;; ist.
Die Variation der Wirkung (6.1) fithrt auf die Randbedingungen

(gijﬁan + QW(X/Bijath) 0. (6.2)

|az -

Hierbei bezeichnet 9,, die Normalenableitung zu 9%. Wir merken an, dass sich die
Randbedingungen fiir B = 0 auf die iiblichen Neumann-Bedingungen reduzieren.
Der zusétzliche B-abhéngige Term induziert eine Mischung zwischen ,,Impuls®“ und
Koordinaten und fithrt zur Nichtkommutativitdt. Fiir B mit Rang r = p dominiert
im Limes B — oo bzw. dquivalent hierzu g;; — 0 der zweite Term in (6.2). Da
B invertierbar ist, reduziert sich (6.2) auf §;X’ = 0 und wir erhalten Dirichlet-
Randbedingungen. Indem fiir einige Komponenten des B-Feldes der Limes B;; —
oo durchgefiihrt wird, ist es folglich moglich, niedriger-dimensionale D-Branes zu
erzeugen.
Die kanonisch konjugierten Impulse sind gegeben durch

1 . .
Py = 5— (90X + 27’ Bij0, X)) (6:3)

Fordern wir die Randbedingung (6.2), so erhalten wir die folgende Modenentwick-
lung des bosonischen Feldes auf dem D-Brane-Weltvolumen:

X' = 2'+2d(g"pjt — 2ma’ Bp;0o)
+ V2 E ¢ (ig"” ajy, cos no — 2ma’ BY ajy, sinno) . (6.4)
n

n#0
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Interessanterweise vertauschen zwar, wie wir gleich zeigen, die Koordinaten nicht
mehr, die Impulse mit Modenzerlegung

21/ P, = [g* + (27ra/B)2L.k 2a/p" + V2! Z e~k cosno | | (6.5)
n

kommutieren jedoch weiterhin.

Im einfachsten Fall entspricht die Weltflache 3 der Scheibe. Diese kann durch
eine konforme Abbildung auf die obere komplexe Halbebene abgebildet werden. In
dieser Beschreibung erhalten wir fiir die Randbedingungen (6.2)

(gij(a — 5)XJ + 27T0z/Bij(a + g)X]) ‘ _=0. (6.6)

Z=Z

Hierbei ist 0 = 0/0z, 0 = 0/0%, Im z > 0. Die Korrelationsfunktionen lassen sich
wie folgt schreiben [49, 77]

(X1(2)XI()) = —a'[g710g|z — | — g7 log |z — 7

z—2z

- 1 .. -
+ GYlog|z — 7> + ——0Y log +DY|, (6.7

2mad z—2
wobei D eine Konstante ist, die von B aber nicht von z oder Zz abhiingen kann.
Vertexoperatoren des offenen Strings werden am Rand der Weltfldche ¥ ein-
gesetzt. Beschriinken wir uns auf reelle z und 2z’ und bezeichnen diese mit 7 und 7/,
so finden wir folgende Korrelationsfunktion

(XYT)XI (1)) = —/GY log(T — 7')% + %0”6(7’ -7, (6.8)

wobei €(t) = —1,0,+1 fiir t <0,t =0,t > 0. Es ist

.. 1 v 1 1 ij
GZ] = _— = g
(g+27ro/B>S <g+27ro/B g—27ro/B) ’

GZ] = Gij — (27Ta,)2(Bg_1B)ija

) o 1 1 ij
— ] =—(2 B . (6.9
g+27ro/B>A (2ma) (g—|—27ro/B g—27ro/B> (6.9)

()s und ()4 bezeichnen den symmetrischen bzw. antisymmetrischen Anteil.

Die Grofie Gy; lésst sich auf einfache Art interpretieren. Der fithrende Term
des Propagators zwischen Feldern des geschlossenen Strings im Inneren der Welt-
fliche ¥ ist gegeben durch (X?(2)X7(2')) = —a’¢g”log |z — 2'|. Der Koeffizient des
Logarithmus bestimmt die anomale Dimension des Vertexoperators des geschlosse-
nen Strings. Dieser taucht in der Massenschalenbedingung auf und daher wird g;;
als Metrik des geschlossenen Strings bezeichnet. Anomale Dimensionen der Verte-
xoperatoren des offenen Strings werden durch den Koeffizienten von log(r — 7/)?
festgelegt. G;; spielt hier die selbe Rolle, die g;; fiir 6 = 0 spielen wiirde und wird
dementsprechend als effektive Metrik des offenen Strings bezeichnet.

Auch der Koeffizient 8% im Propagator besitzt eine einfache Interpretation. In
konformen Feldtheorien berechnet man Kommutatoren von Operatoren, indem das

0" = 27a/ <
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zeitgeordnete Operatorprodukt bei kurzen Abstéinden betrachtet wird. Interpretie-
ren wir 7 als Zeitkoordinate, so sehen wir, dass

(XY(7), X (1) =T (.Ti(T)JIj(Ti) — xi(T):L’j(TJr)) — 09, (6.10)

Dies bedeutet, dass die X? als Koordinaten auf einem nichtkommutativen Raum mit
Nichtkommutativitdtsparameter # deutbar sind.

Die Stringkopplungskonstante gs geht bei nicht verschwindendem B-Feld iiber
in die effektive Kopplung offener Strings G, die gegeben ist durch

G, = g, det(2ra/Bg1)1/2 (6.11)

Der Korrelator (6.8) fithrt zu folgender Wechselwirkung zwischen offenen Vertex-
operatoren [78]

Vp(1)Vy(7') = (7 — 7/)2/CVPiti o= 509Pidi (). (6.12)

Der fiihrende singulére Term héingt von 7 — 7/ ab und daher ergibt sich fiir dir Ope-
ratoren keine assoziative Algebra. Um dennoch eine assoziative Algebra zu erhalten,
betracheten Seiberg und Witten [11] den Limes o/ — 0 der Regge-Steigung, wobei
gleichzeitig die Parameter des offenen Strings G und 6 konstant gehalten werden. In
diesem Skalierungslimes (Seiberg-Witten-Limes)

/ 1/2

a ~ €/7 =0,

9i5 ~ €— 0 (6.13)
geht der Korrelator (6.12) iiber in das Moyal-Weyl- bzw. Stern-Produkt
VpVy = e 3Py, (6.14)

Dieses Produkt ist in der Tat assoziativ aber weiterhin nichtkommutativ. Die mas-
siven und geschlossenen Stringzusténde entkoppeln und wir erhalten eine effektive
Theorie, die nur die masselosen Anregungen beschreibt. Im Fall des N=1 Strings
ist diese effektive Theorie eine nichtkommutative supersymmetrische Yang-Mills-
Theorie (NCSYM).

6.2 Offene N=2 Strings

Wir gehen von der Brink-Schwarz-Wirkung [13] in komplexen Lichtkegelkoordinaten
(siehe Anhang B) aus!

1
2ma!

S = / ? € e {100, X295 X " + L~ p Dot
+ Aah T p T+ (0a X+ XG0T X

+ (0aX® + 4~ x)X5 0" "} Naa - (6.15)

, ™ 0"} =
o . Die Raum-Zeit-Metrik ist (n.a) = ¢(52%), wobei ¢ >
die Definition von Dq, 1, ¥, e siehe [14].

2w, () = (5 ), =T, 6 =
0 ein reeller Skalierungsfaktor ist. Fiir
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Die Materiefelder X® und % sind komplex (X%=(X%)*, ¢~ 3=(y*t%)*), so dass
die Raum-Zeit Indizes a,a = 1,2 nur zwei Werte annehmen. Das N=2 Supergra-
vitationsmultiplett besteht aus dem Zweibein e,” (es gilt hog = Nmnea"es"), den
komplexen Gravitini x und der U(1)-Konnektion A,. In der superkonformen Ei-
chung geht die Wirkung {iber in

S = -1 / A En°P (0 X 0 X" + L0 " padpth™ + L0 pa0pth ™) Nug . (6.16)
Es erweist sich als vorteilhaft, in eine reelle Notation mittels (aa) — (u), mit
w,v, ... =1,2 3,4 iiberzugehen. Konkret verwenden wir

1 Loyt %l 2 Loyt gl
X = Q(X +X), X = 2—(X - X)),
i
1 —5 1 .
X3 = §(X2+X2), X4 = §(X2—X2), (6.17)
i

(analog fiir die fermionischen Felder). Das Wirkungsfunktional nimmt dann die Form

1 _
S = /d2§77aﬂ (8QXM85XV + i@ﬁupa@gﬂ)y) Juv 5 (6.18)

4o/

an, wobei (gu,) = ¢ diag(+1,+1,—1, —1). Diese Wirkung ist noch invariant unter
N=2 superkonformen Transformationen.
Die starren N=2 Supersymmetrie-Transformationen haben die Form [79, 80]

SXH = 4+ JhEyY
St = —ip®0aX ey +iJHp s X ey . (6.19)

(J}') ist eine konstante komplexe Struktur, die mit der gewihlten Metrik kompatibel
ist, das heiBt g, JY + J; /g, = 0.

6.3 N=2 supersymmetrische Randbedingungen

Wir betrachten jetzt offene N=2 Strings in einem B-Feld-Hintergrund. Da B-Feld-
Komponenten, die nicht parallel zum D-Brane-Weltvolumen sind, weggeeicht werden
konnen, konzentriert sich die Untersuchung im Folgenden auf n iibereinanderliegen-
de (2+2)-Branes, um so die allgemeinsten B-Feld-Konfigurationen untersuchen zu
konnen.

Wie kann ein B-Feld konsistent an supersymmetrische zweidimensionale Ma-
teriefelder gekoppelt werden, so dass die Wirkung immer noch global supersymme-
trisch ist? Das eichfixierte Wirkungsfunktional, das man aus der Standard-Superfeld-
Wirkung erhélt, ist

1
4o’

S =

/d2 £ (no‘ﬁg,w + Eaﬁ27ro/BW) (0a XM 0 X" + i@ﬂpaﬁgw”) . (6.20)
Die Randbedingungen fiir X#, die aus dieser Wirkung folgen, haben die Form

(Bypdsp XV = Epy0—X")]ox = 0, (6.21)
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wobei

E. = guw+27d' B, (6.22)
und 9% = {¢'=0,7}. Wir verwenden weiterhin die Abkiirzungen 0, = 9p+09; und
O— = 0p—0. Die Randbedingungen fiir )* miissen unter den Supersymmetrietrans-

formationen auf (6.21) abgebildet werden. Die entsprechenden fermionischen Rand-
bedingungen sind (siehe [11, 73])

(Evutb —vEw? )|os = 0. (6.23)

Hierbei wird verwendet?, dass gilt g = ej fir o=0 und ¢; = ysj fiir o=7 (y=+1
fiir den Ramond Sektor, y=—1 fiir den Neveu-Schwarz Sektor).

Eine kurze Rechnung zeigt, dass die aus (6.20) abgeleiteten fermionischen
Randbedingungen inkonsistent mit (6.23) sind. Haggi-Mani et al. haben gezeigt [73],
dass fiir den N=1 fermionischen String die Supersymmetrie genau dann erhalten ist,
wenn zwei B-abhéngige Randterme zu obiger Wirkung hinzuaddiert werden. Dieses
fithrt auf den folgenden Ausdruck fiir die N=1 String-Wirkung:

1

S =1 / d* €[NP g + P27/ Byy) 00 X" 05 X" + By, p*0a0”] . (6.24)

Fiir den N=2 String findet man das gleiche Resultat. Die zweite Supersymmetrie-
transformation fithrt zu weiteren Gleichungen

(BypJ50u X — B J{0-XY)|os = 0. (6.25)

Diese Bedingungen sind dquivalent zu (6.21) und fithren genau dann zu keiner wei-
teren Zwangsbedingung, wenn wir verlangen, dass

gudx +Jgw = 0 und By JY —J By, = 0. (6.26)

Dies bedeutet, dass (g,.) eine Hermitesche Metrik und B,,, dz#*Adz” eine Kéhler-
Zwei-Form auf R?? ist, also eine geschlossene Zwei-Form kompatibel mit der kom-
plexen Struktur J=(J}'). Wir betonen ausdriicklich, dass das Wirkungsfunktional
(6.24) nicht alleine durch Superfelder ausgedriickt werden kann.

In einer weiteren Arbeit haben Haggi-Mani et al. gezeigt [73], dass eine Ad-
dition anderer Terme zur Wirkung méglich ist, die zu dquivalenten Resultaten wie
oben fiihrt, jedoch weiterhin eine Superfeldformulierung der Wirkung erlaubt.

6.4 Der Seiberg-Witten-Limes

Im Folgenden wird der Einfluss eines Hintergrund-B-Felds auf offene N=2 Strings
und deren effektive Feldtheorie untersucht. Der Ausgangspunkt sind die Korrelati-
onsfunktionen fiir offene Strings [11, 69]

<X“(T)X”(7'/)) = —ad'GM 11’1(7'—7'/)2 + %9’“’5(7’—7/), (6.27)
WA ) = s (6.28)

2Ein Majorana-Spinor ¢ (in 141 Dimensionen) besitzt zwei Komponenten p® = L1 £p'p")e.
Des Weiteren gilt, 3 = (¢4, p-) = ¢’ p°.
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fir 7,7/ € 0%. Durch [E7'" = [(g + 2/ B) 7" = G" + 50" erhalten wir
die effektive Metrik G/,,,, wie sie von den offenen Strings gesehen wird und es ergibt
sich zudem der Nichtkommutativititsparameter 0#¥, der in [X*(7), XV (1)] = 60"
auftaucht [69]. Bei angemessener Wahl der SO(2,2)-Generatoren [29], kann man
die Matrizen J und B durch die Generatoren einer U(1) x U(1)-Untergruppe der
S0O(2,2) beschreiben. In diesem Fall kénnen die komplexe Struktur J und das all-

gemeinste ,,magnetische“ B-Feld durch

0O 1 0 O

J=(JH) = _01 8 8 (1) und (6.29)
0 0 -1 0
0 By 0 0

B=Bu.)=|"2 0 0 0 (6.30)

0 0 0 By
0 0 —-By 0

ausgedriickt werden. In dieser Basis erh&lt man

¢
TEERaTB? 0 0

, 0 e 0
@) = 0 ¢ “20 BRSO . . (6.31)
(24 (2ma’ B2)? ’
0 0 0 T O B
(2wa’)? B
(2 (/))23 _C2+(2m,Bi)2 ’ ’
L/l 0 0 0
(o) = | CHEm B 2 (6.32)
0 0 0 __(27d/)° By
2+ (2na’ B2)2
0 0 (2wa’)2 By 0

<2+(27TO[/BQ)2

Man beachte, dass fiir Bo=—B; der Hintergrund selbstdual und die Wirkung (6.24)
N=4 supersymmetrisch ist [80].

Zusétzlich fithren wir das Vierbein e = (e
Metrik G hat:

v

7) ein, das folgende Beziehung zur

G = el egn‘}j‘, (6.33)

wobei (n#”) = diag(+1, +1, —1, —1) die Metrik im orthonormalen Bezugssystem und
i, =1,...,4 Lorentz-Indizes sind.

Unser néichstes Augenmerk gilt der Berechnung der effektiven offenen String-
Kopplung G, welche mit der String-Kopplung geschlossener Strings gs tiber G =
gs[detG /det(g 4 2ma/ B)]Y/? zusammenhiingt. Wir erhalten

o o 1/2
G, = gs [(1 + (277?31)2) (1+ (QWZBQF)} . (6.34)
Im Seiberg-Witten-Limes fithren wir o/ —0 durch, wihrend ¢ ~ (a/)> — 0 (und
daher g, — 0), so dass G, G, und 6 endlich bleiben. Man erhilt so folgende
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effektive Kopplung offener Strings
¢
G, — % = 472 |B1B2| = const., (6.35)
m

da gs ~ ¢ ~ (/)2 Die inverse offene Stringmetrik (G*) und die Matrix (#*) gehen
iiber in

(zﬂ}gl)Q (1) 0 0

(GH) — 8 @ % 8 und (6.36)
0 0 0 ﬁ
i

(0") — f(’)l R (6.37)
0 0 5 O

Wir wollen am Rande erwéhnen, dass ein B-Feld mit nichtverschwindenden Kompo-
nenten sowohl in Raum- als auch Zeitrichtung, wie im Fall der bereits diskutierten
(14-1)-Brane dem ,elektrischen® Typ der Zwei-Form entspricht. In [81] wurde dieser
Feldtyp eingehend untersucht und gezeigt, dass er keinen ,,zero-slope“-Limes besitzt,
der eine konsistente Feldtheorie auf nichtkommutativer Raumzeit zulésst.

6.5 Faktorisierung von Tree-Amplituden offener Strings

Ohne einen B-Feld-Hintergrund (#=0) limitieren die Faktorisierungseigenschaften
der offenen String-Amplituden (von denen im N=1 Fall Unitaritét verlangt wird)
die méglichen Chan-Paton-Eichgruppen auf U(n), SO(n) und Sp(n) [21]. Daneben
lasst sich zeigen [43], dass der U(1)-Anteil der U(n) von allen Amplituden abkoppelt;
folglich ist auch SU(n) erlaubt.

Eine naheliegende Frage ist, ob das Einschalten eines nicht verschwindenen
konstanten B-Feld-Hintergrunds die moglichen Chan-Paton-Gruppen weiter ein-
schriankt. Eine Antwort hierauf findet sich im Anhang von [74] (korrekt fiir U(n))
und in [71] (fir SO(n) und Sp(n)): diese klassischen Lie-Gruppen sind weiterhin
moglich. Die Einschriankung von U(n) — SU(n) ist jedoch, wie die Analyse in [74]
sofort zeigt und eingehender in [71] erldutert wird, nicht linger erlaubt, da der U(1)
Freiheitsgrad nicht langer entkoppelt. Dieses Argument sei hier kurz fiir U(n) skiz-
ziert.

Die komplette offene M-String-Streuamplitude auf Tree-Niveau ist gegeben
durch

T(1,2,....,M) = A(1,2,....,M)tr(MAa... A\y) E(1,2,..., M)
+ nicht-zyklische Permutationen , (6.38)

wobei A(1,2,..., M) die Amplitude fiir §=0 ohne Beriicksichtigung der Chan-Paton-
Faktoren bezeichnet, die man aus dem Scheibendiagramm mit externer Ordnung
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der Beine (1,2, ..., M) erhélt. Die anti-hermiteschen Matrizen \; € u(n) bezeichnen
die Gruppenquantenzahlen des i-ten dufleren Teilchens, i=1,2,..., M. Der einzige
Effekt des B-Feld-Hintergrunds besteht in der Multiplikation jeder primitiven Am-
plitude mit einer Phase [11]

E(1,2,...,M) == [ e stk (6.39)
1<j<t<M

Diese Phase ist ebenso wie die zwei Faktoren, die sie multiplizieren, aufgrund von
Impulserhaltung zyklisch invariant.

Die Faktorisierung sei ndher untersucht. Immer wenn eine Teilsumme der &ufle-
ren Impulse on-shell ist, entwickelt die Amplitude T einen Pol, dessen Residuum in
die T-Amplituden fiir die beiden Hélften des zerschnittenen Diagramms faktorisiert.
Fiir einen gegebenen Pol trigt eine Teilmenge der Permutationen in (6.38) bei. All-
gemein ist

1

A(1,2,..., M) ~ > A2, P, X)AX,P+1,....M),  (6.40)
— S
X

m2

wobei s = —(k1+ko+ ... +kp)? und X iiber alle Zustéinde im Spektrum mit Masse m
lauft. Auf die gleiche Art erhilt man fiir u(n) (jedoch nicht fiir su(n)!)

tr(Ade . Aa) = =23 tr(Aade. . ApAg) tr(Aedpar . Aur) (6.41)

wobei mit « die auf tr(A;\y) = —30,, normierte Basis von anti-hermiteschen u(n)-
Generatoren indiziert wird. Man beachte, dass das Produkt A\ Xe...A\p € u(n) ist,
aber in der universellen einhiillenden Algebra liegt.

Impulserhaltung fithrt schlieSlich zur Faktorisierung

E(1,2,...,M) = E(1,2,...,P)E(P+1,...,M). (6.42)

Zusammen betrachtet sicht man, dass jeder Term in (6.38) im Fall einer U(n)-Chan-
Paton-Gruppe korrekt faktorisiert. Die T-Amplituden-Faktorisierung funktioniert
allerdings auch unter etwas schwécheren Bedingungen. Da die primitive Amplitu-
den A bei verschiedenen Anordnungen der Beine mittels

A(L,...,2,1) = (-1D)FA(1,2,...,L) (6.43)

in Beziehung stehen (L sind masselose duflere Zustéinde), kann man die Permutatio-
nen in (6.38) in Quartette gruppieren. Verwendet man

E(L,...,2,1) = E(1,2,...,L)", (6.44)
so liefert die natiirliche Kombination

(1,...,P,P+1,...,M)+(P,....,1,P+1,..., M)
+1,..,PM,..,P+1)+(P,...,1,M,...,P+1)
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einen Faktor tr[A(1,..., P)A(P+1,..., M)], wobei

AL,2,...,L) == X\Xo... AL E(1,2,...,L)
—lL...)\Q)\lE(l,Q,...,L)* S u(n) (6.45)

die rechte Seite von (6.40) multipliziert. Folglich ist eine Untergruppe G C U(n) mit
der Faktorisierung kompatibel, falls \; € Lie (G) impliziert, dass A(1,2,...,L) €
Lie (G), also die Spur durch Einfiigen einer vollstdndigen Basis aufgespalten werden
kann.

Gilt 6=0, so ist £=1, und obige Bedingung ist fiir die klassischen Gruppen
U(n), SO(n) und Sp(n) erfiillt. In einem B-Feld-Hintergrund wird diese Bedingung
bereits fiir L=2 nicht trivial

/\1,)\2 € Lie (g) :?> A(l, 2) = Mo E(1,2) — A\ E(1,2)* € Lie (Q) . (646)

Dieses scheint SO(n)-und Sp(n)-Gruppen auszuschliefen [74]. Eine genauere Ana-
lyse unter Zuhilfenahme der Orientifold-Konstruktion fiir nicht-orientierbare offene
Strings fithrt allerdings zu einer modifizierten Faktorisierungsbedingung, welche von
SO(n) und Sp(n) [71] tatsdchlich erfiillt wird. Im Gegensatz dazu ist eine Reduktion
von U(n) zu SU(n) im orientierbaren Fall nicht moglich, da bereits tr[A(1,2)] # 0.
Dieses deutet die Fusion zweier Zusténde mit SU(n)-Ladung zu einem Zustand mit
U(1)-Ladung an.

Wie oben erwéhnt, reduziert sich im Seiberg-Witten-Limes (o' — 0 bei gleich-
zeitigem Festhalten der offenen Stringparameter) die Stringtheorie auf eine nicht-
kommutative Feldtheorie. Es iiberrascht daher nicht, dass die Liste der erlaubten
offenen String-Eichgruppen fiir 640 in perfekter Ubereinstimmung mit der Liste
moglicher nichtkommutativer Yang-Mills-Theorien steht. Besonders sei darauf ver-
wiesen, dass die Nichtabgeschlossenheit des Moyal-Kommutators fxg— g f in su(n)
signalisiert, dass ein zusétzliches U(1)-Eichboson angekoppelt werden muss, um so
SU(n) zu U(n) [75, 76] zu vergrofern.

6.6 Nichtkommutative selbstduale Yang-Mills-Theorie

Wie bereits in Kapitel 2 erwahnt, verschwinden jenseits der Dreipunkt-Amplitude
alle Tree-Niveau-Amplituden des N=2 fermionischen Strings. Die vollstdndigen
N=2 String-Amplituden beinhalten schon auf Tree-Niveau eine Summation iiber
Weltflichensektoren, die durch die erste Chern-Zahl des U(1)-Biindels der R-
Symmetrie charakterisiert werden. Dadurch wird jede primitive Amplitude in ei-
ne Funktion A(Gjs,?¥) nicht nur der offenen String-Kopplung G, sondern ei-
nes Instanton-(Theta)-Winkels 9 [36] iiberfiihrt. Uberraschenderweise verhilt sich
VG (cos g, sin g) unter SO(2,2)-,, Lorentz“-Transformationen wie ein (%, 0) Spinor,
so dass in einem geeigneten Lorentz-System G;=1 und ¥=0 gesetzt werden kann [36].
Die resultierende Drei-String-Amplitude® (in flachem R?2 mit B=0)

T3(1,2,3) = A3(1,2,3) tr()\1>\2)\3) —|—A3(2,1,3) tr()\Q)\l)\g)
= K AKS tr(ApAgAs) (6.47)

Sk?'/\/f;' = kiakj1 — kiakjs + kiokj1 — kiokjz — (i < j)
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stellt die total-symmetrische kubische Wechselwirkung des Leznov-Prépotenti-
als ¢ [30] fiir selbstduale Yang-Mills-Theorie dar [36] (vgl. Kapitel 3). Fiir mehr als
drei duflere Beine verschwindet jede Tree-Niveau-Streuamplitude des N=2 Strings
aufgrund der kinematischen Identitét

1 1 1
kakggk;/\kI - k;/\k;gkakj + k;/\kjgk;m;f =0 (6.48)

bereits auf dem Niveau der einfachen Amplituden, d.h. A(1,2,...,L>3) = 0. Die
kinematische Beziehung ist nur in 242 Dimensionen [10, 23] giiltig und fiithrt dazu,
dass die Identitét

_ 1
Ay(1,2,3,4) = Kk Aky S—k;Ak;f (6.49)
12

total-antisymmetrisch in allen Indizes ist.

Das Verschwinden von Amplituden kann mit der Existenz von Symmetrien in
Verbindung gebracht werden (und vice versa). Fiir den N=2 String verschwindet eine
unendliche Anzahl von Tree-Niveau-Streuamplituden und daher ist eine unendliche
Anzahl von Symmetrien zu erwarten. Fiir offene N=2 Strings sind diese Symmetrien
in [82, 83] beschrieben worden.

Durch Beschrinkung auf den Null-Instanton-Sektor (oder &quivalent hier-
zu durch Mittelung iiber o) ldsst sich auch die gewdhnlich verwendete Yang-
Eichung [33] erhalten. Die totalen N=2 String-Amplituden produzieren jedoch eine
selbstduale Yang-Mills-Theorie in der Leznov-Fichung. Letztere bietet sich aufgrund
der einfacheren Feldgleichungen an, die in diesem Fall lediglich quadratisch sind und
folglich nicht zu weiteren Feldtheorie-Vertizes als den kubischen in (6.47) fithren (vgl.
hierzu Kapitel 3). Durch Verwenden der ,,magischen® Identitét (6.48) ist tatséchlich
einfach zu beweisen, dass die Summe der s-, t-, und u-Kanal-Diagramme bereits fiir
die Feldtheorie-Vierpunkt-Funktion verschwindet, was keinen Platz fiir einen quar-
tischen Vertex lasst [31]. Dieses Resultat kann auf alle Tree-Amplituden verallge-
meinert werden (siehe hierzu [32]).

Die Verallgemeinerung auf einen Hintergrund mit nicht verschwindendem kon-
stanten B-Feld ist einfach. Es werden im Folgenden nur , magnetische* Komponen-
ten des B Felds eingeschaltet, um so die Mdglichkeit eines sinnvollen Seiberg-Witten-
Ubergangs zur nichtkommutativen Eichtheorie zu haben.

Die Drei-String-(Leznov-) Amplitude wird modifiziert zu

Tg(l, 2, 3) = Ag(l, 2, 3) [tr()\l)\g)\g)E(l, 2, 3) — tr()\g)\l)\g)E(Q, 1, 3)] 5 (650)

wihrend das ,,dressing® der hoheren einfachen Amplituden A mit Phasenfaktoren F
nichts an ihrem Verschwinden &ndert. Dies fithrt zur kubischen Lagrangefunktion

L = %G“” trd,p x 9,6 + %eéﬁ tr¢*<§0&¢*éob¢ (6.51)
mit nichtkommutativem x Produkt. Es ist 300 = 8}4—34 und 501 = 0}—33, wobei
éﬂ := e;0, mit der Hilfe des Vierbeins (6.33) definiert wird.

In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Diskussion [11] erwartet man, dass
der N=2 String in einem konstanten B-Feld-Hintergrund identisch zu nichtkommu-
tativer selbstdualer Yang-Mills-Theorie [84, 85] in der Leznov-Eichung (beschrieben
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durch den Lagrangedichte (6.51)) ist. Letztere besitzt nur einen kubischen Wech-
selwirkungsvertex (fiir das Leznov-Pripotential ¢), daher sollten alle Feldtheorie-
Amplituden auf Tree-Niveau (mit mehr als drei dufieren Beinen), die man mittels
der auf (6.50) basierenden Feynman Regeln erhilt, Null sein. Als nicht triviale Uber-
priifung dieser Annahme wird jetzt das Verschwinden der Vierpunkt-Funktion fiir
nichtkommutative selbstduale U (n)-Yang-Mills-Theorie gezeigt.

Die Feldtheorie-Vierpunkt-Funktion T}CZHOV fiir das Leznov Prépotential ¢ €
u(n) ist eine Summe iiber 24 Permutationen von

T3(1,2,-) %Ts('7374) =
= T A3(1,2,) As(3,4) 3 AL 2)A A3, 4)
= 144(1,2,3,4) tr[A(1, 2)Az3, 4)], (6.52)

wobei die letzte Gleichung unter Verwendung von (6.41) erhalten wird. Aufgrund der
totalen Antisymmetrie der Permutationssumme kann A, aus dieser herausgezogen
werden, die damit die Form

Z (=)™ tr[A(my, mo)A(m3, m4)] =

TESy
=4 (2" A, Ary Amg Amy | E (1, 72, 73, 74) (6.53)

TESy

hat. Jeder Term unter der Summe ist zyklisch invariant, so dass sich die vier Beitrige
zu jedem Zyklus paarweise aufheben. Es ergibt sich also

TEe7v(1,2,3,4) = 0. (6.54)

Die Yang-Eichung fiihrt selbstversténdlich auf das gleiche Resultat. Da der Gradient
von ¢ auf das Yang-Mills-Eichpotential fiihrt, erhilt man aus 71V die Vier-Gluon-
Amplitude durch Multiplikation der Beinfaktoren. Diese verschwindet folglich auch
im nichtkommutativen Fall.

6.7 Die Vierpunkt-Amplitude: Das Beispiel U(2)

In diesem Fall besteht das Leznov-Pripotential aus einem su(2)-Triplett ¢ und
einem su(2)-Singulett ¢°, das vom U(1)-Eichboson stammt. Als Generatoren seien
Ao = %aa, a=1,2,3 und My = %1 gewihlt.

Folgende Vertizes beinhalten Triplett-Zusténde:

TITT(1,2.3) = LKAk enaz

T379(1,2,3) = =3k Akf 512012, (6.55)

wobei

cij = cos(3ki0k;) und sij = sin(3ki0k;). (6.56)
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Jetzt setzen wir die Vier-Triplett-Amplitude 7}V zusammen. Triplett-Austausch
im s-, t-, und u-Kanal fithrt zu

7" = —1 4,(1,2,3,4)

Z [C12€34 €120€234 + C23C14 €237€214 + C31C24 €312€424]
z=1,2,3
= _i Ay(1,2,3,4) [612034(cozc1a—c31024) + I23014(c31C04 — C12C34)
+ 631024 (c12¢30—C23¢14)] (6.57)

wéhrend der Singulett- Austausch

Tis) = —2 A4(1,2,3,4) [s12534 612034 + 523514 023014 + S31524 631024] (6.58)

produziert. Obwohl die einzelnen Summen nicht verschwinden (fiir §#0), verschwin-
det ihre Summe T}V = T4(T) + T4(S), wie man mittels

C23C14 — C31C24 + $12834 = 0 (6.59)

unter Verwendung von Impulserhaltung leicht zeigen kann. Fiir G=U (n), €ue — fabe,
tauchen aufgrund des Nichtverschwindens des symmetrischen SU(n)-Rang-Drei-
Tensors dgp. zusitzliche kubische Kopplungen auf.

Als Resultat dieses Kapitels konnen wir zusammenfassen, dass nichtkommu-
tative selbstduale Yang-Mills-Theorie (auf Tree-Niveau) identisch zum N=2 String
in einem konstanten B-Feld ist, solange man keine reine SU(n) oder eine ,,exzeptio-
nelle“ Eichgruppe verwendet.
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KAPITEL 7

SOLITONEN

Solitonische Losungen von Bewegungsgleichungen spielen eine wesentliche Rolle in
unserem Verstdndnis von Feld- und Stringtheorien jenseits der Stérungstheorie. Die-
ses gilt auch fiir die nichtkommutative Erweiterung von skalaren und Eichfeldtheo-
rien, die sich in letzter Zeit besonderen Interesses erfreuen, da sie auf natiirliche Art
und Weise in Stringtheorien auftauchen [66, 67, 68, 69, 70].

Im vorherigen Kapitel betrachteten wir B-Felder auf (242)-Branes und zeig-
ten, dass die effektive Wirkung der nichtkommutativen N=2 Stringtheorie durch
nichtkommutative selbstduale Yang-Mills-Theorie gegeben ist.

Ausgehend von den (242)-Branes, deren Weltvolumina den flachen Targe-
traum R?? ausfiillen, ist es interessant, niedriger-dimensionale D-Branes zu betrach-
ten und die effektiven Feldtheorien zu beschreiben, die im Seiberg-Witten-Limes auf
deren jeweiligen Weltvolumina entstehen. Wir zeigen im Folgenden zunéchst, dass of-
fene N=2 Strings in einem B-Feld-Hintergrund auf n iibereinanderliegenden (2+1)-
Branes eine nichtkommutative Verallgemeinerung eines modifizierten U (n)-Sigma-
Modells (mit einem Term vom Wess-Zumino-Typ) [26] induzieren. Dieses Modell ist
dquivalent zu nichtrelativistischer Chern-Simons-Theorie, die an Higgs-Felder gekop-
pelt ist [86]. Fiir n tibereinanderliegende (1+41)-Branes bzw. (24-0)-Branes erhalten
wir das Standard-U(n)-Sigma-Modell in 141 Dimensionen bzw. seine euklidische
Variante.

In der Vergangenheit sind eine Vielzahl von solitonischen Losungen fiir nicht-
kommutative Yang-Mills- und Yang-Mills-Higgs-Theorien konstruiert worden (sie-
he [87] und dort zitierte Literatur). Viele dieser Losungen wurden mittels einer
,Losungsgenerierungstechnik®, wie sie in [88] vorgeschlagen wurde, gefunden. Wir
zeigen im Folgenden fiir ,,integrable“ nichtkommutative Feldtheorien eine alternative
und bessere Moglichkeit. Immer dann, wenn Bewegungsgleichungen als hinreichende
Bedingung fiir die Losbarkeit einer linearen Gleichung geschrieben werden kénnen,
existiert eine allgemeinere Technik, mittels derer aus alten Losungen neue konstru-
iert werden konnen. Dieses Verfahren ist in der Literatur als ,,dressing“-Methode
bekannt [89, 90, 91].

Wir iibertragen diese Methode auf den nichtkommutativen Fall und wenden
ihn auf das oben erwéhnte nichtkommutative modifizierte Sigma-Modell in 2+1 Di-
mensionen an. Wir skizzieren, wie Multi-Soliton-Konfigurationen mit zufélligen rela-
tiven Bewegungen der individuellen ,,Energieklumpen® konstruiert werden kénnen.
Explizit illustrieren wir das Schema am Beispiel der Ein-Soliton-Lésungen fiir die
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Eichgruppen U(1) und U(2) und berechnen deren Energie.

Da das Modell weder relativistische noch Rotationsinvarianz besitzt, hingt
die Energie des nichtkommutativen Solitons von seiner Bewegungsrichtung ab. In
einigen Richtungen fillt die Energie sogar unter die Ruheenergie. Setzt man alle
Geschwindigkeiten auf Null, erhélt man statische Konfigurationen, die die Instan-
tonen des nichtkommutativen zweidimensionalen Sigma-Modells darstellen. Im all-
gemeinen Fall entsprechen die Solitonen auf String-Niveau (0+1)-Branes, die sich
innerhalb von (2+1)-Branes bewegen.

7.1 Der Ansatz

Unsere Metrik hat die Form

() = diag(&1,&1, —&2, —&2), (7.1)

wobei £1,& € Ry Skalenparameter sind. Wir betrachten n iibereinanderliegende
Dp-Branes fiir p = 2,3 (d.h. die (242)—, (24+1) — und (1+1)—Brane) und eichen alle
B-Feld Komponenten senkrecht zum D-Brane Weltvolumen zu Null.
Das allgemeinste nicht triviale ,magnetische Feld B = (B,,) besitzt die
Komponenten
Bio = —Boy =: By, Bsy=—By3=:B>. (72)

Jedoch kann abhéngig von der Dimension und der Orientierung der D-Branes einer
der beiden Parameter Null sein. Fiir die effektive offene Kopplungskonstante G,
(sieche Kapitel 6) erhalten wir

1/2

G, = gs[(1+(27rg—1/31)2)(1+(2%?—;B2)2)] — 202 ()T 2y, (7.3)

gyM ist hierbei die Yang-Mills Kopplung auf der Dp-Brane [11].

(242)-Branes.

Wir betrachten n iibereinanderliegende (2+42)-Branes mit Weltvolumensignatur (++
— —). Im Seiberg-Witten-Limes o/—0 finden wir & = & = (a/)? — 0 (und daher
guw — 0), wobei G, G~ ! und 6 endlich bleiben. Wir reskalieren jetzt die Koordinaten

z' — 27Bizt, ? — 2rB2?, 23 — 27 Bga®, 2t — 2Bzt (7.4)

und bezeichnen sie in der Folge mit demselben Buchstaben z#. Die Komponenten
von G und 0 miissen entsprechend transformiert werden, da sie Tensoren vom Rang
zwei sind

(G*) — () = diag(+1,+1,—-1,-1)
012 = %' — —4n?By, 03 = —0* — —4x’B,. (7.5)

In diesen Koordinaten entspricht der kommutative Limes 8 — 0 dem Grenziibergang
B — 0.



7.2. EFFEKTIVE FELDTHEORIEN AUF D-BRANE-WELTVOLUMINA 71

(2+1)-Branes.
Als néichstes gilt unser Augenmerk n iibereinanderliegenden (2+1)-Branes mit Welt-
volumen in (z!, 22, 2%)-Richtung. In diesem Fall setzen wir & = (a/)?, aber & = 1.

Der Seiberg-Witten-Limes ist wiederum o/ — 0. Die Reskalierung

z! — 27Biz!, z? — 27nBiz?, 3 — 23, zt - 2t (7.6)

lasst in diesem Fall die inverse offene String-Metrik und den Nichtkommutati-
vitdtsparameter iibergehen in

(G") — (") = diag (+1,+1,-1,-1), 6% = —¢* — —4x’B; = 6 (7.7)

(es ist 63%=0). Offensichtlich kann die (2+1)-Brane aus den (2+2)-Brane-
Gleichungen durch die Forderung By = 0 erhalten werden. Man beachte, dass wir
fiir die euklidische (24-0)-Brane wieder die Gleichungen (7.7) erhalten.

7.2 Effektive Feldtheorien auf D-Brane-Weltvolumina

Wie in Kapitel 6 gezeigt, fiihrt das Einschalten eines nicht verschwindenen konstan-
ten B-Feld-Hintergrunds zu nichtkommutativer selbstdualer Yang-Mills-Theorie als
effektiver Feldtheorie im Targetraum. Wir fithren diese Analyse nun fiir den Fall
fort, dass das B-Feld auf dem Weltvolumen niedriger-dimensionaler D-Branes liegt.

Das Einschalten des B-Felds bewirkt zum einen, dass in den Propagatoren
g — G ersetzt wird. Der einzige weitere Effekt ist, dass jede einfache offene String-
Amplitude, die man bei #=0 aus einem Scheibendiagramm mit fixierter Ordnung

der dufleren Beine (1,2,..., M) erhélt, mit einem Faktor
[T e {5kt k) (7.8)
1<j<t<M

multipliziert wird. Mit k; bezeichnen wir hier den Impuls des jten dufleren Beins.
Wie in [11] ausfiihrlich dargelegt, kann der Effekt dieser Phase (7.8) in der effektiven
Weltvolumentheorie dadurch beschrieben werden, dass man das normale Produkt
durch das Moyal-Weyl-Produkt ersetzt.

(2+2)-Branes.
Der kubische Lagrangedichte fiir das u(n)-wertige Leznov-Prépotential ¢ ist

L = intr 0,¢x0, ¢+ 3tr ¢x[(02+01)px (01— 03)p— (01— 03) p*(0a+04) 9] , (7.9)

wobei ,tr* die Spur iiber die u(n)-Algebra ist und die Multiplikation der Felder
mittels des nichtkommutativen Sternprodukts,

(Fx9)(@) = f(2) exp{50,6" 0.} glx) (7.10)

vorzunehmen ist.

(2+1)-Branes.
Fiir den Fall von n iibereinanderliegenden (24-1)-Branes fithren unsere Uberlegungen
zur Lagrangedichte

L = 31®tr 0up* 0o + 5tr ¢ % [(D2 + 01)p + D1 — 1% (D + 0a)] ,  (7.11)



72 KAPITEL 7. SOLITONEN

wobei a,b,... = 1,2,4. In Ubereinstimmung mit obiger Diskussion kann die La-
grangedichte (7.11) aus (7.9) erhalten werden kann, indem die Theorie von einem
(242)-Brane-Weltvolumen zu einem (2+1)-Brane-Weltvolumen durch die Bedin-
gung 03¢ = 0 dimensional reduziert wird. Unsere Wahl des B-Feldes impliziert
dann (siehe (7.7)), dass die Zeitkoordinate z* kommutativ wird.

Fiir die folgenden Schritte benennen wir die Koordinaten wie folgt um:

r =zt y = 2% | t = —at. (7.12)
Die Lagrangedichte (7.11) produziert eine Bewegungsgleichung vom Leznov-Typ

02 — 00yt + 0ud % 0ud — 0pd % Dyp = 0, (7.13)
wobei wir definiert haben

u = %(t‘i‘y), v = %(t_y)a 8’u = at+ay7 8’0 = 615_83;' (714)

(141)-Branes.

Wir betrachten jetzt offene N=2 Strings, die auf n iibereinanderliegenden (1+1)-
Branes enden, welche sich in die z-Richtung erstrecken. Im Seiberg-Witten-Limes
erhalten wir eine effektive Feldtheorie auf dem (1+41)-Brane-Weltvolumen RY1, cha-
rakterisiert durch die folgenden Bewegungsgleichung

029 — 02 + Oy 0pp — Oupx Oy = 0. (7.15)

Alternativ sehen wir, dass fiir (240)-Branes die effektive skalare Feldtheorie auf R??
die Gleichung
20+ 0pp + Ouh* Oyp — Oy % Opp = 0 (7.16)

erfiillt. Offensichtlich erhélt man die Gleichungen (7.15) und (7.16) aus Gleichung
(7.13) durch die Forderung 0y¢ = 0 beziehungsweise ;¢ = 0.

Operator-Formalismus.

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf eine nichtkommutative Feldtheorie in 241
Dimensionen (7.11), die im Seiberg-Witten Limes offener N=2 Strings mit n iiberein-
anderliegenden (2+1)-Branes und einem konstanten B-Feld-Hintergrund entsteht.
Es ist bekannt, dass das Sternprodukt in ein normales Produkt iiberfithrt werden
kann, wenn man den Ubergang zu nichtkommutativen Koordinaten durchfiihrt, wo-
bei die Relation z#* — z*, mit der Relation [##,2"] = 0" gilt. Im Kontext der
(241)-Branes bedeutet dies, dass (t,z,y) — (¢,2, ), wobei gilt

t,#] = [t,9] = 0, [Z,9] = i@ mit 0= —47°B; > 0. (7.17)

Die Metrik (n4) = diag(+1, +1, —1) und der Parameter 6 lassen sich aus Gleichung
(7.7) ablesen.

Mittels komplexer nichtkommutativer Koordinaten 2 = & + i und z = & — iy
lassen sich Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren durch

1
a = —% und o =

1 .
—72, sodass |a, afl = 1. 7.18
55 o [a,a] (7.18)
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Diese wirken wie iiblich auf den Fock-Raum H mit der orthonormalen Basis {|n), n =
0,1,2,...}

al0) = 0, aln) = n|n-1), a'ln) = Vn+1|n+1). (7.19)

Jede Funktion f(¢,z,%) kann so zu einer operatorwertigen Funktion f (t), die auf H
wirkt, mittels der Moyal-Weyl-Abbildung (vgl. [92, 93])

[tz — f0) = / 2?57?)35 Ft,p.p) o=Vl (7:20)

in Bezug gesetzt werden. Hierbei ist f(t,p,p) die Fourier-Transformierte beziiglich
(2,%Z) von f(t,z,Z). Unter dieser Abbildung erhalten wir fxg — f ¢ und

/d:r:dyf — 21T f = 276 Z(n[ﬂn}, (7.21)

n>0

wobei ,, Tr* die Spur iiber den Fock-Raum H bezeichnet. Die Operator-Formulierung
macht aus rdumlichen Ableitungen Kommutatoren
T oa A a i 4 A n

amf B 5 [ya f] = axf und 8yf - _5 [JZ’, f] = 8yf . (722)
Um die Notation iibersichtlich zu halten, verzichten wir in der Folge auf den Hut
iiber den Operatoren.

In der Operatorsprache kann die Gleichung vom Leznov-Typ (7.13) in folgen-

der Form geschrieben werden

076 — 0u0ud + [0v¢, ug] = 0. (7.23)

Die Elemente der u(n) Matrizen ¢ sind t-abhéngige Operatoren im Fock-Raum H,
die Ableitungen 0, 0, = 0; + 9, und 9, = 0; — 9, sind wie in (7.22) zu verstehen.

7.3 Nichtkommutative Solitonen in 2+1 Dimensionen

Aufbauend auf dem vorherigen Abschnitt konstruieren wir jetzt klassische solito-
nische Konfigurationen fiir die effektive Feldtheorie der offenen N=2 Strings auf
iibereinanderliegenden nichtkommutativen (2+1)-Branes. Wir bedienen uns, wie be-
reits erwihnt, der ,dressing“-Methode, deren Anwendung auf integrable Modelle
zuriick geht auf [89, 90, 91]. Nach einer detaillierten Beschreibung des Lésungsprin-
zips iibertragen wir die Methode auf den nichtkommutativen Fall. Explizit leiten
wir Ein-Soliton-Konfigurationen fiir U(1)- und U(2)-Eichgruppen her und berech-
nen deren Energie.

Lineares System.
Ausgangspunkt sind die beiden linearen Gleichungen

(O — 0 = Ay und (D, —Ou) = B, (7.24)
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die man durch FEichfixierung und die Forderung 931 = 0 aus dem Lax-Paar fiir
selbstduale Yang-Mills-Gleichungen in R?? erhiilt [82].

¥ héngt von (¢, z,y, () bzw. dquivalent hierzu von (z,u,v,() ab und ist eine
nxn-Matrix, deren Elemente als Operatoren im Fock-Raum H wirken. Die Matrizen
A und B sind vom gleichen Typ wie 9, hdngen jedoch nicht von ¢ ab. Der Spektral-
Parameter ( liegt in der erweiterten komplexen Ebene. Fiir die Matrix v fordern wir
die folgende Realitétsbedingung [26]:

w(tvxvyvC) W(tv%y»ém =1, (725)

wobei ,,1¢ die hermitesche Konjugation bezeichnet. Wir fordern fiir ¢ die {ibliche
Asymptotik [82]

Uty —o0) = 1 + (Tlotz,y) + O(?), (7.26)
Ytz y, ¢ —0) = &1tz y) + O@). (7.27)

Kompatibilitdtsbedingungen.
Die Kompatibilitdtsbedingungen fiir das lineare System von Differentialgleichungen
(7.24) sind

8,8 — 0,A = 0, (7.28)
0, A—0,B—[A,B] = 0. (7.29)

Eine Losung zu (7.28) ist gegeben durch
A = 0y¢ und B = 0y¢. (7.30)

¢ ist die gleiche Matrix wie in (7.26). Setzt man (7.30) in (7.29) ein, reproduziert man
die Gleichung zweiter Ordnung (7.23), wodurch ¢ als das Leznov-Feld identifiziert
wird.

Alternativ kann man zuerst (7.29) durch

A=919, ud B = 319,0 (7.31)

16sen, wobei ®~! der Matrix in (7.27) entspricht. Durch Einsetzen von (7.31) in
die verbleibende Bedingung (7.28) erhilt man eine dquivalente Form unserer Feld-
Gleichung vom Yang-Typ (7.23). Konkret finden wir

(97 10,®) — 0,(®719,®) = 0. (7.32)
Bei Riicktransformation in die Originalkoordinaten
0p(2710,®) + 0, (D10, ®) — 0 (P10, ®) + 0 (® 19, ®) — 0,(® 19, ®) = 0, (7.33)

stellt man fest, dass diese Gleichung nicht SO(2, 1)-Lorentz-invariant ist. Die Glei-
chung ist die integrable Bewegungsgleichung eines modifizierten Sigma-Modells in
2+1 Dimensionen [26]. Wir wollen abschlieBend anmerken, dass (7.30) und (7.31)
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auch direkt aus (7.24) und den asymptotischen Bedingungen (7.26) und (7.27) fol-
gen.

Losungen.
Um Losungen der Gleichungen (7.23) und (7.32) zu finden, verwenden wir die ,,dres-
sing“-Methode, d.h. wir suchen nach Loésungen zum System (7.24) der Form

Plta,9,0) = 1 + Z%Pk(t,x,y) (7.34)
k=1

mit der Bedingung (7.25). Die py, sind komplexe Konstanten (wir wéhlen Im g, < 0
fiir alle k) und die Matrizen Py unabhingig von (. Im kommutativen Fall be-
schreibt ¢ m sich bewegende Solitonen, die trivial streuen und deren Geschwin-
digkeiten durch die Konstanten uj determiniert sind. Unterwerfen wir den Ansatz
(7.34) der Realitétsbedingung (7.25), so finden wir, dass die P bestimmte alge-
braische Gleichungen erfiillen miissen. Eine Losung dieser Gleichungen findet man,
indem die Py als paarweise orthogonale hermitesche Projektoren gewahlt werden:

Pl =P, P!=P, PybB, =0 fir k#ks. (7.35)
Ausgehend von (7.24) und (7.25) erkennen wir, dass gilt

A(t, z,y) = (COut — ut)) (t, 2,9, C) [W(t, 2,9, Q)] (7.36)
B(t,2,y) = (COs¥) — 0u0)(t, 2,9, C) [Y(t,2,y,Q)]". (7.37)

Die Matrizen A und B sind von ¢ unabhéngig; daher miissen die Pole bei { = ug
auf der rechten Seite von (7.36) und (7.37) hebbar sein. Dies fiihrt auf die folgenden
Differentialgleichungen fiir die Projektoren P

el
,ukﬁka - &LPk 1-— — Pg =0 7.38
( )( 26213 ) (7.38)
beziehungsweise
o~ He—fie
ukE)UPk - (%Pk 1-— 77]3[ =0. 7.39
( )( ; L) (7.39)

Sei r der Rang der Matrix P, und n>2, dann lisst sich P, immer in der Form
B, = T, (T)Ty) ' T)  fir k=1,...,m (7.40)

schreiben, wobei die T}, beliebige n xr; Matrizen sind, welche die Bedingung T,I Ty =0
fir k # ( erfiillen. Wie zuvor sind die Elemente von T}, T ,I und P Fock-Raum-
Operatoren. Durch Einsetzen von (7.40) in (7.38) bzw. (7.39) finden wir, dass die
Gleichungen (7.38), (7.39) dann erfiillt sind, wenn fiir die T,I folgende Gleichungen
gelten:

pde Ty — 0, T8 = 0 und Ty — 8,7 = 0. (7.41)



76 KAPITEL 7. SOLITONEN

Die allgemeine Losung zu diesen Gleichungen ist 7, =7 ’;r (wy,), wobei wir definieren
w = A e+ i v = @+ (e — i)y + S+ g )t (7.42)

Folglich gilt: falls die Matrixelemente von 7T} beliebige holomorphe Funktionen der
komplexen Linearkombination wy der Koordinaten t,z,y sind, dann erfiillen die
Projektoren (7.40) die Differentialgleichungen (7.38).

Der Ansatz (7.35) schriankt die Moglichkeiten der Beschreibung von Multi-
Soliton-Konfigurationen zu sehr ein. Besser ist die Wahl (vgl. [26, 91])

T, fir k=1,...,m. (7.43)

= Me—hk

Die Ty(t,z,y) sind jetzt nicht weiter festgelegte m x r Matrizen, wéhrend die
T (t,x,y) r x r Matrizen mit r > 1 sind, so dass

Wt =1+ 3 — T (7.44)

k=1

gilt. Durch Einsetzen von (7.44) in (7.25) erkennt man, dass die T* die r xr Matrizen

T} T, (7.45)

invertieren miissen, d.h.
m
> 1%y, = 6, (7.46)

Verlangt man wiederum das Verschwinden der Residuen der Pole bei { = uy auf der
rechten Seite von (7.36) und (7.37), so erhélt man die gleichen Differentialgleichungen
wie zuvor, d.h. (7.41), jetzt jedoch mit den T,I aus Ansatz (7.44). Folglich stellt auch
hier wieder jede Kollektion von holomorphen Matrixfunktionen T} (wy) eine Losung
dar.

Wir wollen anmerken, dass das Einsetzen des Ansatzes (7.34) in die Formeln
(7.26) und (7.27) die Losungen

m m —
=" (e — i) wmd @' =l =1 - S BB p (747
k=1

der Gleichungen (7.23) und (7.32) als Projektoren liefert. Fiir den Fall (7.43) nehmen
die Losungen die Form

m m

1
onr*rf wd et =of =1 - Y —nr*Tl (748)
k=1 ki1 Hk

an. Man beachte, dass die Nichtkommutativitdt fiir unsere Betrachtungen nie Rele-
vanz hatte.
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Solitonen.
Die Formeln (7.47) und (7.48) reprisentieren zwei sehr allgemeine Klassen von ex-
pliziten Losungen zu unseren Feldgleichungen vom Leznov- (7.23) und Yang-Typ
(7.32). Als Losungen zu den dimensional-reduzierten nichtkommutativen selbstdua-
len Yang-Mills-Gleichungen sind sie vom BPS-Typ. Durch die Forderung, dass die
Energie einer solchen Feldkonfiguration endlich ist, spezialisieren wir uns auf Solito-
nen (d.h. sich bewegende ,, Energieklumpen®). Die folgenden Uberlegungen werden
erleichtert, wenn wir von der Leznov- in die Yang-Beschreibung wechseln, die vom
U (n)-wertigen Feld ®(¢, z,y) Gebrauch macht. Die Berechnung der Energie erfordert
bereits im kommutativen Limes sehr viel Aufwand, wenn die Soliton-Konfiguration ®
zeitabhéngig ist [26, 94, 95, 96]. Auf Multi-Soliton-Konfigurationen trifft dies in noch
grofferem Ausmafl zu. Um die Rechnungen handhabbarer zu machen, konzentrieren
wir uns daher auf Ein-Soliton Losungen fiir die Eichgruppen U(1) und U(2).

Wir setzen daher m=1, vernachléssigen die Indizes und erhalten folglich I" =

‘%%7’:‘. Die Losungen (7.47) und (7.48) vereinfachen sich zu

¢ = (u—@)P ud @ =1+""Fp, (7.49)

I

Wir setzen voraus, dass p nicht reell ist. Dariiberhinaus ergibt sich 9, = 9,, + 9
und

O = 3(A+ 0 )0+ 3(u+p )0,
0y = 5(n— i ow+ 5(u—p "o, (7.50)
so dass sich (7.38) auf
(0wP)(1—P) = 0 = (1-P)ogP =0 (7.51)

reduziert.

Wie erwédhnt, hingen die Losungen ¢ nur durch w und w von ¢, z,y ab. Es ist
daher bequemer, statt z,z (wie sie in Abschnitt 7.2 verwendet wurden) die ,,mitbe-
wegten“ Koordinaten w,w zu benutzen. Fiir letztere gilt im Operator-Formalismus

w,w = L0u—p—pt+pt) = 28>0 fir Imp<0. (7.52)

DO| =

Man beachte, dass fiir p =i gilt w = z und § = 0 (statischer Fall).
Wir fithren Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢’ und ¢ zusammen mit
dem Fock-Raum H; ein, die zu den , mitbewegten“ Koordinaten w,w via

1 1 fyn
c = Tﬁw, CT = \/—Q_BW, ’n>t = (\c/% ‘O>t,
c|0)yy, = 0, cln)y = Vn|n—1), cT|n)t = vn+1l|n+1), (7.53)

in Beziehung stehen. Koordinatenableitungen werden dann in der iiblichen Art und
Weise durch [92, 93]

V280, — —[c.], V2805 — [o.]. (7.54)
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dargestellt. Fiir den Fall kommutativer Raumzeit-Koordinaten existieren keine glat-
ten Soliton-Losungen von Feldern, die ihre Werte in der abelschen U (1)-Gruppe oder
deren Lie Algebra annehmen, da in diesem Fall die Gleichungen (7.23) und (7.32)
linear sind. Im nichtkommutativen Fall ist dies nicht linger gegeben. Um (7.51) fiir
den U(1)-Fall zu 16sen, kann man als einfachstes P

Py = 10)+(0 (7.55)

verwenden, d.h. den Projektor auf einen eindimensionalen Unterraum des Fockraums
H;. Es ist unschwer zu erkennen, dass Py die Bedingung (7.51) erfiillt. Folglich
erfiillen Konfigurationen (7.49) mit P=F, die Gleichungen (7.23) bzw. (7.32).

Wenden wir uns jetzt der Ein-Soliton-Losung fiir die Gruppe U(2) zu. In dieser
Situation gilt n = 2 und der (r=1)-Projektor P kann ausgehend von einer 2x1
Matrix T" konstruiert werden. Eine einfache Mo6glichkeit ist

T = (2) mit A eC\ {0}, (7.56)
wodurch der Projektor
) A A _
p =T TT _ N4 N+ '
TiT PR R B (7.57)

N4 N4+

festgelegt wird. Dieser erfiillt (7.51), wobei N := cfc. Die Gleichungen (7.49) liefern
nun Losungen zu den Feldgleichungen (7.23) und (7.32).

Energien.
Wie im kommutativen Fall [26] besitzt auch das Modell (7.11) eine erhaltene Energie-
Impuls-Dichte

Po = (6065 — 3na0n™) tr 9@" x 0@, (7.58)

die zum Energiefunktional

F = /dxdyPo

1
=3 /dx dy tr (9,01 0@ + 0,01 % 0,0 + 9,01+ 9,0)
1
=3 /d:c dy tr [(ﬂ + i) 0u®T % 0@ + (") Op®T x Og®
+ 24 pi+p 7Y (0D« 05® + Fp® x aqu)] (7.59)
fithrt, wobei der letzte Ausdruck nur fiir den Ein-Soliton-Fall giiltig ist. Die Integra-

tion wird iiber die raumartige Fliche ¢t = const. durchgefithrt und héngt nicht von
t ab.
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Verwendet man (7.53) sowie (7.54) und ersetzt [dzdytr — 270 Tr = 276 Try,
kann man die Energie (7.59) des abelschen Solitons ® = 1 + 'M—EMP() berechnen:

1 (p=) (=) (14pp)? 4
Bl = 3 (1)’ i 1)

X 273 Tr (0w Po OwPo + 0w Py 0w Po)

2 — 1 il
_ 2m(p— p)( +uu),Tr[c,P0} [Py, cl] = 8rysin?g. (7.60)

un

=1

Um den letzten Ausdruck zu erhalten, fithrt man eine Polarkoordinatenzerlegung

po= ae ¥ (7.61)
durch und definiert )
14+«
= . 7.62
K 2 sin @ ( )

Die Geschwindigkeit des Solitons in der zy Ebene ist (vgl. [26])

20cosp  a? —1
(02,0) = —( e a2+1)’ (7.63)
so dass gilt
= 12— v2. (7.64)

Wir wiederholen diese Rechnung fiir das U(2) Soliton, das wir mittels (7.57) konstru-
ieren. Dazu differenzieren wir ® = 14 £2£ P unter Zuhilfenahme von (7.54) und ver-

wenden wiederholt die Identititen f(N)c=cf(N—1) und ¢l f(N) = f(N—1)cl.
Setzen wir dies in (7.59) ein, so erhalten wir

2m(p — ) (1 + ppt)

E(W)|ve = iu -Tr[e, P[P, ¢]
c AN A 2
.9 (N=1420)(N4+AX) (NI (N+142X)
= 8mysin® ¢ Tr 3 X
CENTTIINEN  C NN (VTN
AN)?2 AN
= 8mysin?p Tr{ _( ) — — — }
(NI (N+1420)2  (N=14+AN)(N+IN)?2

AN

= 8mvysin? — — = 8mysin? o, 7.65
TS T;)(n+/\)\)(n+l+/\)\) TR (7.65)

Wir merken an, dass fiir |\| = 1 etwas Vorsicht bei der Berechnung geboten ist. Wir
erkennen, dass die Energien der Ein-Soliton-Lésungen fiir die Gruppen U(1) und
U(2) endlich sind und von der Geschwindigkeit (7.63) der Solitonen abhéngen. Man
beachte, dass die Energien nicht von € abhéingen und dem kommutativen Resultat
fiir SU(2) [26] entsprechen.



80 KAPITEL 7. SOLITONEN

Um eine Losung zu erhalten, die m Solitonen beschreibt, die sich alle mit der
gleichen Geschwindigkeit bewegen, sollte man in (7.56) zwei Polynome in ¢ vom
Grade m verwenden. Allgemeinere Multi-Soliton-Lésungen mit nicht verschwinden-
der relativer Geschwindigkeit der individuellen ,,Energieklumpen* kénnen konstru-
iert werden, indem m verschiedene Matrizen T}, und die Gleichungen (7.44)-(7.48)
mit (7.42) verwendet werden. Fiir diese sich bewegenden Solitonen kénnen wir eine
Brane-Interpretation angeben. Da m-Soliton-Losungen einer effektiven U(n)-Yang-
Mills-Higgs-Theorie in 241 Dimensionen zu m DO0-Branes innerhalb von n iiber-
einanderliegenden D2-Branes korrespondieren, erkennen wir, dass unsere Solitonen
(041)-Branes beschreiben, die sich innerhalb von (2+1)-Branes bewegen.

7.4 Solitonen in 141 und Instantonen in 2+0 Dimensio-
nen

Wir betrachten die effektive Feldtheorie auf dem (1+41)-Brane-Weltvolumen, das wir
kurz in Abschnitt 7.2 diskutiert haben. Nach einem Wechsel der Feldvariablen via
Opp = 7 10;® und 0;¢p = ®~19,P nehmen die Bewegungsgleichungen die Form

0x(®710,®) — 9,(®719,®) = 0 (7.66)

an. Dieses ist die Feldgleichung des generischen Sigma-Modells in 1+1 Dimensionen,
wobei das Feld ® Werte in der Gruppe U(n) annimmt.

Offensichtlich fithrt unsere Wahl (7.2) des B-Felds zu einem kommutativen
RYL wobei fxg = fg, d.h. es taucht weder in (7.66) noch in (7.15) das Stern-
produkt auf. Prinzipiell kann man auch einen allgemeineren B-Feld-Hintergrund
mit nicht verschwindenden ,,elektrischen” Komponenten B4 = — By betrachten.
In [81] wurde dieser Feldtyp detailliert untersucht. Es zeigt sich, dass unter diesen
Bedingungen kein ,,zero-slope“-Limes existiert, der eine Feldtheorie auf nichtkom-
mutativer Raumzeit produzieren kann. Folglich liefern offene N=2 Strings nur das
Sigma-Modell auf dem kommautativen R, Um solitonische Losungen der Gleichun-
gen (7.15) und (7.66) zu erhalten, braucht man einfach nur die y-Abhéngigkeit aus
allen Gleichungen in Abschnitt 7.3 zu streichen (d.h. man fordert d, = 0 fiir alle
Felder).

Zum Abschluss dieses Kapitels werfen wir noch einen Blick auf die effektive
Feldtheorie auf dem euklidischen (240)-Brane-Weltvolumen. Es ist offensichtlich,
dass nach den Feldredefinitionen 9,¢ = ®719,® und 09y¢ = —0719,® die
Bewegungsgleichungen folgende Form annehmen:

[43

(D71 % 0,®) + 9y(® ' %09,®) = 0. (7.67)

Diese Gleichung beschreibt das U(n)-Sigma-Modell auf dem nichtkommutativen eu-
klidischen Raum R?Y. Interessanterweise kann diese Gleichung durch Reduktion
der nichtkommutativen selbstdualen Yang-Mills-Gleichungen auf R?2, aber nicht
von seiner euklidischen Variante auf R*? abgeleitet werden (siche [29]). Losun-
gen von (7.67) lassen sich aus den Losungen in 2+1 Dimensionen, wie sie in
Abschnitt 7.3 formuliert wurden, herleiten. Dafiir setzt man in den entsprechen-
den Gleichungen einfach ur = —i fiir alle k. Dann gilt wy = z+iy = z und
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wy = x—iy = 2z, d.h. Instanton-Losungen von nichtkommutativen zweidimensio-
nalen Sigma-Modellen sind statische Losungen des modifizierten Sigma-Modells in
2+1 Dimensionen. Falls wir in (7.49) Projektoren vom Rang Eins betrachten, erhal-
ten wir das chirale CP™-Modell auf einer nichtkommutativen Ebene. Die zugehorigen
Losungen der Feldgleichungen sind in [97] untersucht worden.
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KAPITEL &

ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In dieser Arbeit wurde ein erster Schritt in Richtung der Beschreibung des
N=2 Strings auf nicht trivialen Hintergriinden unternommen. Besonderes Augen-
merk galt dabei zun&chst der Untersuchung der physikalischen Relevanz von D-
Branes in der N=2 Stringtheorie. Wahrend in der N=1 Stringtheorie D-Branes
als Trager der RR-Ladung eine herausragende Rolle beim Versténdnis insbesondere
nichtperturbativer Effekte einnehmen, ist ihre Rolle aufgrund des Fehlens sdmtlicher
Felder, an die D-Branes auf natiirliche Weise koppeln, beim N=2 String unklar.

Wir betrachteten daher D-Branes als kiinstlich hinzugefiigte Hintergrundob-
jekte und untersuchten mittels einer Analyse von Streuamplituden, inwieweit diese
Hintergrundobjekte konsistent mit der N=2 Stringtheorie sind. Es zeigte sich, dass
neben der raumzeitfiillenden (2+2)-Brane nur das D-Instanton (in unserer Notation
die (040)-Brane) und die D-Instanton-Fliche ((24-0)-Brane) physikalisch sinnvoll
erscheinende Streuamplituden liefern, welche keine bzw. nur masselose Pole zeigen.

Im Folgenden untersuchten wir den Einfluss eines Hintergrund-B-Feldes auf
der (242)-Brane auf den N=2 String und insbesondere seine effektive Feldtheorie.
Durch das Einschalten eines konstanten B-Feldes werden die Koordinaten auf der D-
Brane, die in diesem Fall den iiblichen Raumzeitkoordinaten entsprechen, nichtkom-
mutativ. Fiir die effektive Wirkung konnten wir zeigen, dass bei Anwesenheit eines
konstanten B-Feldes die N=2 Stringtheorie im Seiberg-Witten-Limes o/ — 0 durch
eine nichtkommutative selbstduale Yang-Mills-Theorie beschreibbar ist. Zusétzlich
untersuchten wir die Bedingungen, die sich aus der Supersymmetrieinvarianzforde-
rung an die Wirkung des N=2 Strings ergeben, wenn ein B-Feld an die Materiefelder
gekoppelt wird. Es zeigte sich, dass die Wirkung ihre Invarianz unter Supersymme-
trietransformationen am Rand genau dann behélt, wenn das B-Feld eine Ké&hler
Zwei-Form und die Metrik selbstdual ist.

Fiir die effektive Wirkung konnten wir zeigen, dass bei Anwesenheit eines
konstanten B-Feldes die N=2 Stringtheorie im Seiberg-Witten-Limes o/ — 0 durch
nichtkommutative selbstduale Yang-Mills-Theorie beschreibbar ist.

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit untersuchten wir B-Felder auf niedriger-
dimensionalen Branes, genauer der (2+1)-, der (1+1)- und der (240)-Brane. Es
gelang uns die effektiven Feldtheorien des N=2 Strings in diesem nicht trivialen
Hintergrund zu beschreiben. Fiir die nichtkommutative effektive Theorie auf der
(241)-Brane suchten wir in der Folge nach solitonischen Losungen. Fiir die beiden
einfachsten Félle, die U(1) und die U(2), gelang es uns, mittels der aus dem kommu-
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tativen Fall bekannten ,,dressing“-Methode Ein-Solitonen-Losungen zu konstruieren
und deren Energie explizit anzugeben.

Diese Dissertation ist gedacht als erster Schritt in Richtung der Beschreibung
von N=2 Strings in Anwesenheit von nicht trivialen Hintergrundfeldern. Viele Fra-
gen miissen im Rahmen einer solchen Arbeit zwangsliufig unbeantwortet bleiben
und liefern somit Material fiir weitergehende und vertiefende Analysen. Wir wollen
kurz umreiflen, welche Aspekte noch ungeklart sind und an welchen Stellen wir Her-
ausforderungen sehen, die eine tiefergehende Beschiftigung mit dem Thema sinnvoll
erscheinen lassen:

e Wir definierten D-Branes als Objekte, auf denen die Randpunkte offener
Strings liegen. Die natiirliche Art der Beschreibung ist, in Richtungen senk-
recht zur D-Brane Dirichlet-Randbedingungen zu fordern und die modifizier-
ten Operatorproduktentwicklungen der Materiefelder zu berechnen. Ein alter-
nativer Ansatz ist die Beschreibung der D-Branes als sogenannte , bounda-
ry states“. Dieser Ansatz erlaubt insbesondere die Berechnung der D-Brane
Spannung durch den Vergleich der Zustandssumme des offenen Strings mit
dem Austausch eines geschlossenen Strings zwischen zwei D-Branes (fiir eine
detaillierte Beschreibung siehe [43]).

e In der N=1 Stringtheorie ergibt sich fiir D-Branes eine Beschreibung bei niedri-
gen Energien mittels einer effektiven Wirkung, der Dirac-Born-Infeld-Wirkung
(siehe Kapitel 4). Angesichts der fehlenden Anregungen im String-Spektrum
ist unklar, ob sich ein nicht triviales Pendant fiir den N=2 String finden lésst.

e In zwei kiirzlich erschienenen Arbeiten untersuchen Albertsson et al. das der
N=1 Stringtheorie zugrunde liegende (1, 1)-supersymmetrische Sigma-Modell
bei Anwesenheit eines Randes [98, 99] bzw. dariiberhinaus eines konstanten
B-Feldes. Neben der Wirkung untersuchen die Autoren die Bedingungen an
die zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit, die sich aus der Algebra der Sym-
metriestrome ergibt. Eine analoge Untersuchung fiir das (2, 2)-Sigma-Modell,
das dem N=2 String zugrunde liegt, konnte aufschlussreiche Ergebnisse iiber
eine eventuell existierende nichtkommutativ verzerrte Version der Ké&hler-
Mannigfaltigkeit geben.

e Wie mehrfach erwéihnt, existieren in der N=2 Stringtheorie nicht die benttig-
ten p-Formen, an die D-Branes auf natiirliche Art und Weise koppeln. Es bedarf
daher einer weiteren Untersuchung, welche Rolle D-Branes beim N=2 String
spielen und wie insbesondere die massiven Pole in den Streuamplituden
an einigen D-Branes zu interpretieren sind. Ein wesentliches Merkmal des
N=2 Strings sind seine beiden Zeitrichtungen. Die massiven Pole treten ge-
nau bei den Branes auf, bei denen in eine der Zeitrichtungen Dirichlet-
Randbedingungen gefordert werden. Diese Branes spielen daher die Rolle der
sogenannten SD-Branes in der N=1 Stringtheorie [100], deren Weltvolumen
allerdings euklidisch ist. Auch bei diesem Typ treten Singularitdten auf, deren
Rolle trotz vielversprechender neuerer Ansitze nach wie vor unklar ist (siehe
Diskussion in [101]).
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e Nichtkommutative D-Branes scheinen abweichend von der oben skizzier-
ten Problematik konsistent formulierbar zu sein. Die Abwesenheit von RR-
Eichfeldern koénnte in diesem Zusammenhang eher von Nutzen sein, wie ei-
ne neue Arbeit iiber den N=1 String nahe legt [102]. Es zeigt sich, dass D-
Branes im konstanten B-Feld-Hintergrund nicht unter Erhaltung der Lorentz-
Invarianz der Wirkung an die RR-Eichfelder gekoppelt werden kénnen, es viel-
mehr eines ,screening” durch weitere D-Branes bedarf. Ein Vergleich der Re-
sultate des N=2 Strings im Hintergrund der entsprechenden D-Branes kénnte
Hinweise auf die Ursache dieses iiberraschenden Ergebnisses geben.
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ANHANG A

SYMMETRIEN DES N=2 STRINGS

Wir stellen an dieser Stelle die lokalen Symmetrietransformationen dar, unter denen
die Brink-Schwarz-Wirkung invariant ist [15].

Weltflichendiffeomorphismen:

Die Brink-Schwarz-Wirkung ist per constructio invariant unter Reparametri-
sierungen der Weltflichenkoordinaten 0% — o® 4 £%(0). Explizit transformie-
ren sich die Weltflichenfelder wie folgt:

SXTH = €29, XHH (A1)
SYth = £X9upTH (A.2)
sel = &°0gel + e40aE" (A.3)
g = EP0xd + xf0aE” (A4)
0Aq = EPOsAL + Agdac®. (A.5)

N=2 Super-Weyl-Transformationen:

Die Invarianz unter dieser Symmetrie ist Ausdruck der Skaleninvarianz der
Brink-Schwarz-Wirkung und lédsst sich mittels des koordinatenabhingigen
komplexen Spinor auf der Weltfliche 77 (o) schreiben als:

SXt = 0 (A.6)
St = 0 (A.7)
5t — 0 (A8)
OXa = pan’ (A.9)
0Aa = X paf’n"+0 0 paxy - (A.10)

N=2 Supersymmetrie:

Mit dem koordinatenabhiingigen komplexen Spinor auf der Weltfliche £ (o)
als Transformationsparameter lassen sich die Supersymmetrietransformatio-
nen schreiben als

Xt = gyt

SYptH = —ip55+ ((55X+“ + 2)‘(51#*‘“)
deg = 2i(Xap*et —& pxg)
XL = Dac"

040 = (e ppaDpxt + DX pape™).
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e bosonische Weyl-Transformationen:
Diese sind quasi ein Uberbleibsel des bosonischen Strings, wobei A(co) der bei
Weyl-Transformationen iibliche Skalierungsfaktor der Metrik ist

SXt =0

M,Jru — _lAdﬁru
2

dey = Ael

0Xa = %Axi

0Ae = 0.

e zweidimensionale Lorentztranformationen:
Bedingt durch die Einfithrung des Zweibeins e in der Brink-Schwarz-Wirkung
gibt es zusétzliche Freiheitsgrade, die durch die Invarianz unter folgenden lo-
kalen Lorentztransformationen gerade kompensiert werden

SX T = 0
Suth = gyt
ded = 1eBe
OXa = —%lﬁxi
0A, = 0.

(o) ist eine skalare Funktion der Weltflichenkoordinaten.

e axiale U(1)-Transformationen:
Bezeichnen wir mit A(o) den Eichparameter der axialen Transformation des
U(1)-Feldes A,, so sind die entsprechenden Transformationen zu schreiben als

SXTH = 0
ST = iApyTH
deg = 0
oX& = —iAXg

0As = ecapd’.

e vektorielle U(1)-Transformationen:
Mit dem Eichparameter X' (o) der vektoriellen Transformation des U(1)-Feldes
A, lassen sich diese schreiben als

SXTH = 0
Syt = Nyt
deg, = 0
oxs = iNxd

§An = 0N .
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ANHANG B

NOTATION

In dieser Arbeit haben wir verschiedene Moglichkeiten der Beschreibung des
N=2 Strings im Targetraum verwendet. Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir
an dieser Stelle die verschiedenen Notationen nebeneinander dar.

B.1 Reelle Notation

Ausgangspunkt aller Notationen ist die reelle Notation, bei der die Targetraumfelder
des N=2 Strings mit griechischen Indizes y = 0,1, 2, 3 versehen werden, auf die die
Metrik 7,,, mit Signatur (2,2) wirkt.

B.2 Komplexe £-Notation

In dieser Notation werden die reellen Vektoren (2,2)-Vektoren zu komplexen
(1,1)-Vektoren zusammengefasst. Sei die Metrik in der reellen Notation 7,, =
diag(—, 4, —,+). Dann definieren wir

Xt = (X0 X = (X0 +ix2 X +ix3). (B.1)
Das (2,2)-Skalarprodukt lautet in Komponenten

X1 Xo=-(X) X5 + X7 - X))

L
2
Das (1,1)-Skalarprodukt ist gegeben durch

XXy = (XX T+ XTTX ),

N —

wobei X+t = X*0 4 X*! ynd X+~ = —X*0 4 X*! Die Metrik in der (1,1)-
Schreibweise ist folglich 7, = diag(—,+).
B.3 Komplexe Lichtkegelkoordinaten

Auch hier werden die reellen (2,2)-Vektoren zu komplexen Vektoren zusammenge-
fasst. Sei wiederum die reelle Metrik gegeben durch 7,, = diag(—,+,—,+), dann
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definieren wir

Z0:X0+iX2, \IJ+O:¢O+Z'1]Z)2,
Z1:X1+iX3, W+1:¢1+iw3.

Die komplex konjugierten GroBen werden mit Z% und W% bezeichnet. Die Metrik
ist gegeben durch .
n** = diag(—,+) . (B.2)

Das Skalarprodukt zweier reeller Vierervektoren nimmt in diesen Koordinaten die
Form -
NuwYHZ" =Y Z Naa (B.3)

an

B.4 Van der Waerden-Index-Notation

Die Signatur (2,2) der Targetraummetrik des N=2 Strings ermoglicht im fla-
chen Raum M = R??2 ecine Beschreibung der Targetraumfelder in der wvan der
Waerden-Index-Notation, die auch Bispinor-Notation genannt wird. Hierbei werden
die SO(2,2) Vektor-Indizes u in zwei SL(2, R)-Spinor-Indizes o und ¢& aufgespalten':

: : X0+ x3 Xl4x? . ..
XOéa = UgaXu - < Xl—X2 XO—X3 3 o€ {+, _} o€ {+, _} . (B4)
Hierbei bezeichnen die UZ“S‘, (u=0,...,3) chirale Gamma-Matrizen, die der Raum-

zeitmetrik 7, = diag(—, +, —, +) entsprechend gewéhlt worden sind.
Spinor-Indizes werden mittels Epsilon-Tensor nach oben bzw. unten gezogen.

Mit et~ = e™~ = 41 liisst sich das Skalarprodukt zweier reeller Vierervektoren in
der Bispinor-Notation schreiben als

1 . . .
M XY = =S €ag eébxaayﬂﬁ =X .Y, (B.5)

Vektoren besitzen folglich das unter SL(2,R) x SL(2,R)-Transformationen invari-
ante Langenquadrat

XQZ??;WX“XV = —%eaﬁedé X4 PP = _ det X, (B.6)

Masselose Bispinoren k2% mit — det k% = 0 lassen sich durch k¢ = k%% in das
Produkt zweier SL(2,R)-Spinoren zerlegen.

' Metriken mit Signatur (r,r) werden ,, Kleinsche“Metriken genannt. Fiir r=2 folgt aus der Selbst-
Dualitdt des metrischen Hintergrundes Ricci-Flachheit und SL(2, R)-Holonomie. Derartige Rdume
werden hypersymplektisch genannt und besitzen eine komplexe und zwei reelle Strukturen, die
jeweils kovariant konstant sind.
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ANHANG C

VERTEXOPERATOREN
DES N=2 STRINGS

In diesem Anhang listen wir die Vertexoperatoren des masselosen Zustands des offe-
nen N=2 Strings in der holomorphen Basis auf [103]. Wir betrachten hierbei Verte-
xoperatoren fiir 0 < v < 21 in allen Bildern —2 < 7 < 0 im Neveu-Schwarz-Sektor.
Die Normalisierung der Operatoren ebenso wie der universelle exponentielle Faktor
e’ X der alle Vertexoperatoren multipliziert, werden unterdriickt.

v=2: cdce ¥ ¥
(C.1)
(ram) = (0,-1) :
v=20 / k~ap™ e ¥
v=1: ck " e ¥
v=2: cOck T et 2ien™
(C.2)
'Die GréBe v = u — 74 — 7 mit u der Geistzahl des Vertexoperators ist bildwechselinvariant

und damit geeignet zur Indizierung der verschiedenen Bilddquivalenzklassen. Die Summe der v-
Ladungen in Tree-Level Korrelationsfunktionen muss 4 ergeben.
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(my,m—) = (=1, 0):
v=0: / kT~ e %
v=1: cktwy e ¥
v=2: cOckTp" e ¥ —2cn”
(C.3)

(m4,m-) = (0, 0):
v=0: / {(kz+-8X_ — k70X — z(k+¢_)(k_¢+)}
v=1: c{(k+-ax— —k0XT) - z’(k+~¢_)(k_-1/;+)} (YT kT — T k)
v=2: (cOc+~yT~y7) {(k+-ax— —k0XT) — i(k+-w‘)(k‘-w+)}
(C.4)
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