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Zusammenfassung
Über die Struktur von verschränkten Zuständen

In der vorliegenden Arbeit werden mehrfach zusammengesetzte quantenme-
chanische Systeme auf ihre Separabilit¨at hin untersucht.

Nach einer kurzen Einleitung wird auf die “beste separable Approximation”
(im weiterem Verlauf BSA [1]) eingegangen. Bei der BSA handelt es sich um
eine optimale Zerlegung von quantenmechanischen Zust¨anden in sogenannte se-
parable und verschr¨ankte Anteile. Die Existenz solch einer BSA-Zerlegung wird
dabei durch das BSA-Theorem [1] bewiesen. Auch die Eindeutigkeit solch ei-
ner BSA-Zerlegung wird gezeigt. Ebenfalls wird die analytische Beschreibung der
Menge aller separablen Dichtematrizen pr¨asentiert, welche die Eigenschaft besit-
zen, daß ihre Differenz zu einem gegebenen quantenmechanischen Zustand posi-
tiv definit ist. Aufbauend auf diese Untersuchungen wird die BSA-Zerlegung von
C 2
C 2-Zuständen betrachtet. Dabei wird eine Ungleichung geliefert, die die Aus-
sage dar¨uber macht, wann die BSA-Zerlegung unter gegebenen Voraussetzungen
keinen maximal verschr¨ankten Zustand als Rest enth¨alt. Als natürliche Fortsetzun-
gen der bisherigen BSA-Untersuchungen ergab sich eine Verallgemeinerung dieser
Theorie auf PPT-Zust¨ande, d.h. Zust¨ande, welche nach einer sogenannten partiel-
len Transposition auch weiterhin Zust¨ande bleiben. Diese verallgemeinerte Theorie
wurde PPT-BSA-Theorie genannt und lieferte die M¨oglichkeit der Konstruktion
von Witness-Operatoren bzw. Bellschen Ungleichungen f¨ur jeden verschr¨ankten
Zustand. Ebenfalls ergab sich aus den Untersuchungen ein neues Verschr¨anktheits-
maß.

Die mathematischen Methoden, die bis zur PPT-BSA-Theorie entwickelt
wurden, erwiesen sich besonders bei der Untersuchung der Separabilit¨at von
quantenmechanischenC 2
 C N- und C 2 
 C 2
 C N-Zuständen als erforderlich.
Das Resultat dieser Untersuchungen sind zahlreiche Separabilit¨atskriteria sowie
konstruktive Methoden, um Zust¨ande mathematisch nach deren Separabilit¨at hin
zu prüfen.

Schlagworte: Verschränktheit, Quanteninformationstheorie,
Verschränkheitsmaß, Separabilit¨at
PACS: 03:67:�a, 03:65:Bz, 03:65:Ca, 03:67:Hk





Abstract
About the Structure of Entangled States

In this dissertation states of multi-composite quantum systems are investigeted
with regard to their separability property.

After a short introduction, the best separable approximation (BSA [1]) will be
considered. The BSA is an optimal decomposition of a quantum state in so called
separable and entangled states. The existent of such BSA decomposition is pro-
ven by the BSA theorem ([1]). The analytical description of the set of all separable
states, with the property that their difference from a given entangled state is positive
defined, will be presented. After that, it will be shown that the BSA decomposition
is unique and can be used to define an entanglement measure. Ased on this result,
the BSA decomposition ofC 2
C 2 quantum states will be studied. The result of
this investigation will be a inequality for so called generic entangled states. This
inequality gives us information, under which circumstances, the entangled state in
the BSA decomposition will not be maximally entangled. As a natural continua-
tion of the previous studies of BSA, the BSA theory will be generalized to PPT
states (i.e. the states which after a so called partial transposition¨are still physical
states). This theory is called PPT-BSA theory. Using this we have the possibility
to construct so called Witness operators or Bell’s inequalities for a given quantum
entangled state.

The mathematical methods which has been developed in the PPT-BSA theory,
turn out to be very useful for the investigation of quantum states inC 2
C N and
C 2
C 2
C N Hilbertspace. This research allows to formulate several separability
criteria and constructive method’s for checking the separability of quantum states
in such Hilbert spaces.

Keywords: Entanglement, Quantuminformation, Entanglement Measure,
Separability
PACS: 03:67:�a, 03:65:Bz, 03:65:Ca, 03:67:Hk
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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten zehn Jahren kam es zu einer rasanten Entwicklung auf dem Gebiet
der Quanteninformationsverarbeitung und der Quanteninformationstheorie.

Ein Grund für diese Entwicklung war der Vorstoß der Halbleitertechnologie zu
immer kleineren Gr¨oßenordnungen, die aber bei der Miniaturisierung auf atomarer
Ebene auf ihre Grenzen stoßen wird. In diesen Bereichen sind es die Gesetze der
Quantenmechanik, die relevant werden, und es ergibt sich dabei die Frage, wie sich
Informationsverarbeitung innerhalb der Quantenmechanik verh¨alt.

Die ersten Untersuchungen zu diesem Thema wurden Mitte der 80-er Jahre
von R. Feynman vorgenommen [2]. Mitte der 90-er kam es dann zu einer aus-
schlaggebenden Wende auf dem Gebiet der Quanteninformationsverarbeitung. P.
W. Shor [3] fand einen polynomialen Quantenalgorithmus f¨ur die Primfaktorisie-
rung. Kurz nach Shors Entdeckung fand Grover [4] einen Quantensuchalgorithmus.
Diese Arbeiten f¨uhrten zu einer explosionsartigen Forschungswelle auf dem Ge-
biet der Quantenalgorithmen und der Quantencomputer ([5], [6], [7], [8], [9] und
[10]). In der praktischen Verwirklichung von Quantenalgorithmen durch Quanten-
computer sah man sich allerdings mit dem Problem der Dekoh¨arenz ([11], [12],
[13], [14], [15] und [16]) konfrontiert. Dies f¨uhrte wiederum zur Entwicklung von
Quanten-Fehlerkorrektur-Codes ([17], [18] und [19]).

Ein weiterer Grund f¨ur die rasante Entwicklung waren Anwendungen der
Quantenmechanik in der Kryptographie (F¨ur Leser, welche an der klassischen
Kryptographie interessiert sind, empfehle ich das ausgezeichnete Buch von Bruce
Schneier [20] sowie [21] und [22]). Durch die Quantenkryptographie ([23], [24],
[25] und [26]) war es mit den Gesetzen der Quantenmechanik m¨oglich, sichere
Nachrichten¨ubertragung zu gew¨ahrleisten. Dies f¨uhrte zu einem wachsenden In-
teresse zahlreicher Unternehmen an der Quantenkryptographie.
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Um Quantenkryptographie betreiben zu k¨onnen, m¨ussen Quantenzust¨ande
natürlich auch transportiert werden. Wie in der Nachrichtentheorie ergab sich daher
die Notwendigkeit nach einer mathematischen Beschreibung von quantenmecha-
nischen Kan¨alen ([27], [28] und [29]). Desweiteren fand man f¨ur die Quantenkom-
munikation noch zahlreiche weitere Anwendungen wie die Teleportation [30], Pu-
rifikation [31], Pseudo/Destillation ([32],[33] und [34]) und Quantenkatalyse ([35]
und [36]).

Außer der Quantenkommunikation ergab sich durch die Untersuchungen von
quantenmechanischen Systemen die M¨oglichkeit, Messungen an einem System
durchzuführen, ohne es zu beeinflussen. Diese faszinierende Vorstellung wurde
unter den Namen “Wechselwirkungsfreie Messung” (Interactions-Free Measur-
ments) bekannt ([37] und [38]). Zahreiche Experimente ([39], [40], [41], [42]
und [43]) zu diesem Thema f¨uhrten ebenfalls zu einer Forschungswelle auf dem
Gebiet der quantenmechanischen Messungen. Oftmals wird die quantenmechani-
sche wechselwirkunsfreie Messung mit der quantenmechanischen zerst¨orungsfrei-
en Messung (“Quantum non-demolition Measurment” [44], [45], [46], [47], [48]
und [49]) verwechselt. Bei der quantenmechanischen zerst¨orungsfreien Messung
handelt es sich um solch eine Messung an einem quantenmechanischen System,
welche das quantenmechanische System nach der Messung “unversehrt” l¨aßt. Es
ist noch weiterhin offen in wie weit die letzteren beiden Begriffe zusammenh¨angen.

Alle aufgezählten Anwendungen der Quanteninformationsverarbeitung besit-
zen ein enormes Potential und k¨onnen unsere Informationsgesellschaft im neuen
Jahrhundert grundlegend ver¨andern.

Der Begriff eines “verschr¨ankten Zustandes” [50] taucht in allen diesen An-
wendungen der Quanteninformationsverarbeitung auf. Aus diesem Grund sind die
Untersuchungen zur mathematischen Beschaffenheit von verschr¨ankten Zust¨anden
nicht nur von rein akademischer sondern auch von anwendungsbezogener Natur.
Dies war auch der Grund, weshalb ich gerade dieses Thema f¨ur meine Dissertation
gewählt habe.

Bevor aber auf die Resultate in dieser Arbeit eingegangen wird, folgt noch eine
kurze Beschreibung der Inhalte der Kapitel. Diese spiegelt auch den chronologi-
schen Verlauf meiner Untersuchungen in den letzten drei Jahren wieder.

Die beiden folgenden Kapitel besch¨aftigen sich mit den verwendeten mathe-
matischen Konventionen und einer Einf¨uhrung in die Grundlagen der Quantenin-
formationstheorie.

Gefolgt von einer kurzen Einleitung in die BSA-Theorie [1] wird in Kapitel 4
eine Beschreibung der sogenannten BSA-Mannigfaltigkeit geliefert. Danach wird
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die Eindeutigkeit der BSA-Zerlegung bewiesen. Die Untersuchungen in diesem
Kapitel sind von allgemeiner Natur.

Kapitel 5 besch¨aftigt sich mit der BSA-Zerlegung von zweiq�Bit-
Dichtematrizen. Dort werden notwendige Bedingungen daf¨ur geliefert, daß die
BSA-Zerlegung f¨ur sogenannte generische Zust¨ande keinen maximal verschr¨ank-
ten Zustand als BSA-Rest enth¨alt.

Inspiriert durch die BSA-Theorie wird in Kapitel 6 eine BSA-Theorie f¨ur PPT-
Zustände (PPT-BSA) entworfen. Zu dieser PPT-BSA-Theorie wird auch der dazu-
gehörige Zerlegungsalgorithmus pr¨asentiert. Dieser Algorithmus wird durch An-
hang B erg¨anzt und verdeutlicht. Desweiteren wird der Zusammenhang zu den
Witness-Operatoren erl¨autert.

In Kapitel 7 wird aus der BSA-Zerlegung ein Verschr¨anktheitsmaß vorgeschla-
gen und untersucht.

Aufbauend auf den gewonnenen mathematischen Untersuchungen der letzte-
ren Kapitel wird in Kapitel 8, entstanden durch die Zusammenarbeit von Prof. Dr.
J. I. Cirac und Frau B. Kraus aus der Arbeitsgruppe in Innsbruck und meinem
Mentor Prof. Dr. M. Lewenstein, die Separabilit¨at von niedrigrängigenC 2
C N-
Zuständen untersucht ([51] und [52]). Desweiteren wurden Separabilit¨atstests f¨ur
solche Zust¨ande vorgeschlagen und anhand zahlreicher Beispiele verdeutlicht.

Eines der Herzst¨ucke der hier vorliegenden Arbeit ist Kapitel 9. Dort werden
alle vorherigen Resultate f¨ur die Untersuchung der Separabilit¨at von niedrigrängi-
genC 2
C 2
C N-Zuständen benutzt. Desweiteren werden wie in Kapitel 8 Se-
parabilitätstests f¨ur PPT-Zust¨ande inC 2
C 2
C N vorgeschlagen und speziell f¨ur
C 2
C 2
C 2-Zustände erläutert.

Anschließend wird als Ausblick in Kapitel 10 auf m¨ogliche zukünftige Unter-
suchungen von verschr¨ankten PPT-Zust¨anden eingegangen.
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Kapitel 2

Mathematische Konventionen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Schreibweisen und Konventionen
beschrieben, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Quantenmechanische Zust¨ande sind normierte(tr(ρ) = 1) positiv definite Ope-
ratorenρ � 0, welche auf einen abz¨ahlbaren, mehrfach zusammengesetzten Hil-
bertraumH = C N1

1 
 C N2
1 
 : : :
 C NM

1 der Dimension dimH = ∏M
i=1 Ni wirken.

Der Einfachheit halber hat es sich in der Informationstheorie eingeb¨urgert, Hilber-
träumen Namen statt Numerierungen zu geben. Das bedeutet z.B. f¨ur ein zweifach
zusammengesetztes SystemH = C N

1 
C M
2 , daß manH = C N

A 
C M
B schreibt und

von Alices und Bobs zusammengesetztem System redet. Dies macht es einfacher,
komplexere Vorg¨ange nachzuvollziehen. Gilt die Beziehung, daßρ2 = ρ ist, so
spricht man von einem reinen Zustand. Ist diese Bedingung nicht erf¨ullt, so spricht
man von einem gemischten Zustand. Dies bedeutet, daß wenn man nur ¨uber “den
Zustand” redet, damit keinen Unterschied zwischen einem reinen oder einem ge-
mischten Zustand macht.

Mit R(ρ), K(ρ), r(ρ) undk(ρ) bezeichnet man das Bild, den Kern, die Dimen-
sion des Bildes und die Dimension des Kerns vonρ. Das Bild eines OperatorsO
ist definiert als die Menge R(O) = fjψij jψi = Ojφi 8jφi 2 H g und der Kern
ist definiert als die Menge K(O) = fjφij 0= Ojφi; jφi 2 H g. Desweiteren be-
zeichnet tr(O) die Spurbildung eines OperatorsO. Die Abkürzung “O.B.d.A” steht
für “Ohne Beschr¨ankung der Allgemeinheit” und taucht mehrfach in dieser Arbeit
auf. j êi bezeichnet einen Hilbertvektor, der zum Hilbervektorjei 2 C 2 orthogonal
ist.

Messungen bzw. Operationen auf den jeweiligen quantenmechanischen Syste-
men werden durch sogenannte vollst¨andige positive Abbildungen POVM (positive
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operator valued measurement) beschrieben ([53], [54] und [55]). Die POVMs sind
die allgemeinsten Messungen, die an einem quantenmechanischen System durch-
geführt werden k¨onnen. Dies sind Messungen, die nicht nur auf dem gew¨unschten
System durchgef¨uhrt werden, sondern zus¨atzlich auch auf einem weiteren System,
welches man Ancilla nennt. Die Ancilla kann ein System sein, welches man kennt
und über das man Kontrolle besitzt oder aber auch die ¨außere Umgebung des Sy-
stems, die man nie vollst¨andig vom System abkoppeln kann.

Gegeben sei ein zusammengesetztes quantenmechanisches SystemjΨi =
jψi
 jAi 2 H = HA
HAncilla. Nun wird eine vollst¨andige Messung mittels der
ProjektorenfPig durchgeführt. Vollständig bedeutet, daß∑dimH

i Pi = 1 gilt. Dies
führt zu

jΨihΨ j 7! ∑
i

Pijψihψ j
 jAihAjPi

= ∑
i

PijAijψihψ jhAjPi :

Nun bildet man die Spur ¨uber die Ancilla und entledigt sich dadurch der Informa-
tion über dieses Teilsystem:

trAncilla ∑
i

PijAijψihψ jhAjPi = ∑
i

∑
α
haα jPijAijψihψ jhAjPi jaαi;

wobei ∑α jaαihaα j = 1Ancilla ein vollständiges System bzgl.HAncilla ist. Nun de-
finiert manVI � haα jPijAi, wobei I für eine weitere Nummerierung steht, welche
durch die BeziehungI � (i;α) definiert wird. Somit erh¨alt man

jΨihΨ j 7!∑
I

VI jψihψ jV†
I � ρ: (2.1)

Offensichtlich erfüllen diefVIg’s folgende wichtige Beziehung:

∑
I

VIV
†
I = 1; (2.2)

welche man Vollst¨andigkeit nennt. DiefVIg’s sind die schon erw¨ahnten POVMs.
Offensichtlich bildet die Menge aller POVMs eine viel m¨achtigere Menge von
Messungen als die ¨ublichen Projektionsmessungen, da sie diese als Untermenge
schon enthalten. Wird nun auf einem Systemρ eine POVM-Messung durchgef¨uhrt,
und ist der Ausgang der MessungI , so gehtρ über in

ρ 7! VI ρV†
I

tr(VI ρV†
I )

; (2.3)
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wobei tr(VI ρV†
I ) die Wahrscheinlichkeit f¨ur den Ausgang der MessungI ist.

Nun lassen sich auch POVMs durch klassische Kommunikation korrelieren (lo-
cal quantum operation and classical communication (LOCC)). Dies wird bewerk-
stelligt, indem z.B. Alice und Bob nur bei ganz bestimmten Ausg¨angen von Mes-
sungen ihren quantenmechanischen Zustand behalten. Es ist klar, daß in diesem
Fall die Ausgänge der Messungen jeweils ¨ubertragen werden m¨ussen:

ρ 7! AI 
BJρA†
I 
B†

J

tr(AI 
BJρA†
I 
B†

J)
� ρIJ: (2.4)

Die Wahrscheinlichkeit daf¨ur ist durch tr(AI 
BJρA†
I 
B†

J) gegeben.

Desweiteren redet man von einem Quantenkanal (z.B. der Pauli-Kanal [29])
wenn man nicht die M¨oglichkeit besitzt, den AusgangI der “Messung” zu detek-
tieren.

Wie schon erw¨ahnt, ist eine weitere M¨oglichkeit, die Messung nur auf der An-
cilla durchzuführen. Man besitzt wiederum einen Zustandjψi
 jAi und läßt die-
sen wechselwirken:

jψihψ j
 jAihAj !UψAjψihψ j
 jAihAjU†
ψA: (2.5)

Nun wird eine vollständige Messung auf der Ancilla durchgef¨uhrt:

UψAjψihψ j
 jAihAjU†
ψA � ∑

a
hajUψAjψihψ j
 jAihAjU†

ψAjai;

= ∑
a
hajUψAjAijψihψ jhAjU†

ψAjai;

= ∑
a

Va[A]jψihψ jVa[A]
†:

Auf diese Art und Weise lassen sich insbesondere zerst¨orungsfreie Messungen
(“Quantum non-demolition measurements” s. [44], [45], [46], [47], [48] und [49])
auf jψi durchführen. Der Grund daf¨ur ist, daß auf dem Zustandjψi nicht direkt
gemessen wird.

Für einen tieferen mathematischen Einblick in die Quanteninformationstheorie
empfehle ich das Buch von Asher Peres [56], sowie weitere Literatur zu diesem
Thema (z.B. [57], [58] und [59]).
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Kapitel 3

Grundlagen der
Quanteninformationstheorie

3.1 Inhalt dieses Kapitels

Es wird eine kurze Einleitung in die Grundlagen der heutigen Quanteninforma-
tionstheorie gemacht. Nach einem kurzen Unterkapitel ¨uber die Bellsche Unglei-
chung wird auf die Definition von separablen und verschr¨ankten Zust¨anden, so-
wie deren Separabilit¨atskriterien eingegangen. Es folgen Erl¨auterungen zum The-
ma Teleportation, Pseudo-Destillation, Quantenkatalyse und Verschr¨anktheitsma-
ße. Das Ziel dieses Kapitels ist, unerfahreren Lesern einen schnellen und sachli-
chen Einstieg in die Quanteninformationstheorie zu erm¨oglichen.

3.2 Bellsche Ungleichung

Seit der Formulierung der Quantenmechanik gibt es, trotz ihrer ¨uberwältigenen
Erfolge in der Vorhersage und Erkl¨arung von Experimenten, noch immer Skeptiker,
die behaupten, daß die Quantenmechanikkeine vollständigeTheorie sei [60] und
daß dies der Grund f¨ur ihre probabalistische Eigenschaft w¨are.

Was bedeutet “keine vollst¨andige Theorie”? Nun, es bedeutet, daß die Anzahl
der Parameter, die gebraucht wird, um eine gegebene physikalische Situation zu be-
schreiben, gr¨oßer ist als die Anzahl der Parameter, die die Theorie besitzt. Dies hat
zur Folge, daß die Theorie zwangsweise verschiedenen physikalischen Anfangsbe-
dingungen die gleichen Anfangsbedingungen bez¨uglich der Theorie zuordnet.
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Daraus ergibt sich dann, daß die Theorie wahrscheinlichkeitsartige Eigenschaf-
ten haben muß, da sie nicht mehr in der Lage ist, deren weiteren Ablauf zu be-
schreiben. Deswegen sollte dies der Grund sein, weshalb man in der Quantenme-
chanik nur Aussagen ¨uber Mittelwerte von Observablen machen kann. Im Grunde
genommen sollte die Welt also einen deterministischen Charakter besitzen.

Das Argument, was diese Meinung best¨atigen sollte, letzten Endes doch zum
Fall der Theorie der verschteckten Variablen f¨uhrte, war der Begriff einesver-
schränkten Zustandes, welcher in der Quantenmechanik auftaucht. Ein ver-
schränkter Zustand ist ein Zustand, welcher sich nicht als Produkt von zwei
Zuständen schreiben l¨aßt(jψi 6= jAi
 jBi).

Der wohl am bekannteste verschr¨ankte Zustand ist ein Spin1
2�Singuelletjsi=

1p
2
(j "#i�j #"i)[60]. Man spricht auch von einem Photonensingulet, obwohl die-

ses ein Spin-1-Teilchen ist. Der Grund daf¨ur ist, daß man die nullte Komponente
des Spins wegen der Eichinvarianz immer wegeichen kann. Dadurch besitzt das
Photon nur zwei Spinausrichtungen. Die Argumentation gegen die Quantenme-
chanik verlief wie folgt: Angenommen zwei r¨aumlich getrennte Beobachter (im
weiteren Verlauf Alice und Bob) teilen sich den verschr¨ankten Zustandjsi. Nun
macht Alice eine Spinmessung an ihrem Teilchen. Die Wellenfunktion kolabiert
je nach Ausgang ihrer Messung in den Zustandj "#i oder j #"i. Laut Quanten-
mechanik liegt der Ausgang einer Messung nicht vor der Messung fest, sondern
erst während der Messung. Dies bedeutet aber dann auch, daß der Zustand auf
Bobs Seite momentan durch Alices Messung beinflusst wurde, obwohl die bei-
den räumlich getrennt sind. Die Quantenmechanik h¨atte somit einennicht-lokalen
Charakter.

Da dies nicht m¨oglich sein konnte, mußte schon vor der Messung feststehen,
wie der Ausgang der Messung verlaufen sollte. Die Parameter, die dies beschreiben
sollten, nannte manversteckte Variablen. Es sollte also m¨oglich sein, eine Theorie
mit versteckten Variablen zu formulieren, welche in der Lage w¨are alle Mittelwerte
von Observablen in der Quantenmechanik vorherzusagen.

Was aber, wenn solch eine Theorie nicht existiert? Dann w¨urde man als theo-
retischer Physiker einer “Geistertheorie” hinterherjagen. Zum Gl¨uck lieferte Bell
[61] ein notwendiges Kriterium, welches jede Theorie mit versteckten Variablen
erfüllen sollte und welches sich empirisch nachpr¨ufen läßt.

Wir definieren nunA(~α;λ) = �1 als eine Funktion, die uns den Ausgang von
Alice Spinmessung in~α Richtung vorhersagt, falls die versteckte Variableλ vor-
liegt. λ steht für eine ganze Klasse von versteckten Variablen. Ebenso wird f¨ur Bob
ein B(~β;λ) definiert.

Da wir nun nichts von den versteckten Variablen wissen, sollten die Mittelwerte
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der Observablen beschrieben werden durch:

hA(~α)i=
Z

dλp(λ)A(~α;λ); (3.1)

wobei p(λ) die statistische Verteilung der versteckten Variablen beschreibt. Wir
sind nun an Korrelationsmessungen am Zustandjsi zwischen Alice und Bob inter-
essiert. Dieser wird beschrieben durch:

hA(~α)B(~β)i=
Z

dλp(λ)A(~α;λ))B(~β;λ): (3.2)

Aus der Definition vonA(~α;λ) folgt, daßA(~α;λ)2 = 1 und aus der Struktur von
jsi folgt, daßA(~α;λ) =�B(~α;λ).

Nun schreiben wir

hA(~α)B(~β)i�hA(~α)B(~γ)i = �
Z

dλp(λ)[A(~α;λ)A(~β;λ)�A(~α;λ)A(~γ;λ)]

=

Z
dλp(λ)A(~α)A(~β)[1�A(~β;λ)A(~γ;λ)]:

Da nunA(~α;λ);B(~β;λ) 2 f�1;+1g, ergibt sich folgende Ungleichung:

j hA(~α)B(~β)i�hA(~α)B(~γ)i j � 1�hA(~β)B(~γ)i: (3.3)

Diese Ungleichung nennt manBellsche Ungleichung. Die Bellsche Ungleichung
setzt ein notwendiges Kriterium f¨ur die Mittelwerte fest, die eine Theorie mit ve-
steckten Variablen erf¨ullen muß.

Was bedeutet nun die Verletzung von (3.3)? Es bedeutet, daß sich die Mittel-
werte von Observablennicht durch eine lokale Theorie von versteckten Variablen
in der Form (3.2) beschreiben lassen. In Worten bedeutet (3.2), daß der Ausgang
von Alice Messung nicht vor der Messung vorlag. Dies f¨uhrt dann zur Schlußfol-
gerung, daß Alice Messung den Zustand von Bob beeinflußt hat.

Man sieht also, daß es quantenmechanische Zust¨ande gibt, die nicht durch ein
Modell von versteckten Variablen beschrieben werden k¨onnen. Solche Zust¨ande
besitzen eine neue Art von Korrelation, die mit der klassischen nicht verglichen
werden darf. Dieser physikalische Sachverhalt f¨uhrte zu einer generischen Cha-
rakterisierung von korrelierten quantenmechanischen Zus¨anden in verschr¨ankte
(nicht klassisch korrelierte) und separable (klassisch korrelierte) quantenmecha-
nische Zust¨ande.
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3.3 Separable und verschr̈ankte Zustände

Es werden nun die Begriffe von separablen und verschr¨ankten Zust¨anden mathe-
matisch definiert.

Definition 1 Ein Quantenzustandρs heißtseparabel[69], wenn er sich schreiben
läßt als:

ρs = ∑
α

pαjψ1
αihψ1

α j
 jψ2
αihψ2

α j
 : : :
jψN
α ihψN

α j; (3.4)

wobeijψ1
αi; jψ2

αi : : : jψN
α i 2H1
H2
 : : :
HN.

Ein separabler Zustand ist also ein Zustand, welcher vonN räumlich getrenn-
ten Parteien allein nur durch lokale Operationen und klassische Kommunikation
zusammengesetzt werden kann. Dies geschieht so, daß sich dieN Parteien als er-
stes auf einen Zufallsgenerator einigen (klassische Kommunikation) und dann, je
nach Ergebnis des Zufallsgenerators, die jeweiligen Zust¨andejψ1

αi; jψ2
αi : : : jψN

α i
bei sich lokal preparieren. Der Zufallsgenerator spielt offensichtlich die Rolle einer
versteckten Variable, so daß jeder separable Zustand den Bellschen Ungleichungen
genügen muß.

Nun kommen wir zur Definition von verschr¨ankten Zust¨anden:

Definition 2 Einen Quantenzustand, welchernicht separabelist, nennt manver-
schränkt.

Dies bedeutet, daß verschr¨ankte Quantenzust¨andenicht durch lokale Operatio-
nen und klassische Kommunikation pr¨apariert werden k¨onnen.

Der nächste nat¨urliche Schritt ist nun eine generische Charakterisierung von
Quantenzust¨anden nach Verschr¨anktheit und Separabilit¨at. Dies führt zur funda-
mentalsten Frage in der heutigen Quanteninformationstheorie:

Gegeben sei ein Quantenzustandρ. Ist dieser Quantenzustand se-
parabel oder verschr̈ankt ?

Was auf anhieb sehr trivial klingt, erweist sich als das krasse Gegenteil von
Trivialit ät.

Im nächstem Kapitel gehen wir auf einige wichtige Separabilit¨atskriterien ein,
die im Verlauf dieser Arbeit f¨ur Untersuchungen zwingend erforderlich werden.
Auserdem liefern die Separabilit¨atskriterien weitere nat¨urliche Unterteilungen von
verschränkten Zust¨anden.
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3.4 Separabiliẗatskriteria

Das wohl am bekannteste und wichtigste Separabilit¨atskriterium ist das Peres-
Horodeckis Kriterium [70] f¨ur Separabilit¨at. Es wird im nächsten Abschnitt be-
handelt.

3.4.1 Peres-Horodeckis Kriterium für Separabilit ät

Das erste notwendige Separabilit¨atskriterium wurde von Asher Peres [70] und der
Horodecki Familie [71] formuliert. Um dieses Kriterium zu formulieren, muß der
Begriff der partiellen Transposition erl¨autert werden. Der Einfachheit halber ge-
schieht dies f¨ur zweifach zusammengesetzte Systeme.

Sei ρ ein positiv definiter Operator, welcher aufC M
A 
C N

B wirkt. Gegeben sei
eine vollständige reelle orthonormalbasisfj iig 2 C M

A . Dann ist die partielle Trans-
position in bezug auf Alices Raum definiert durch:

ρtA =
M�1

∑
i; j=0

hi jρj jij jihi j (3.5)

Sei fjeii = ∑M�1
j=0 ei j j jig eine weitere vollst¨andige orthonormale Basis in Alices

Raum. Daraus ergibt sich mit Hilfe von (3.5) folgende n¨utzliche Eigenschaft:

hei jρjeji= he�j jρtAje�i i; (3.6)

wobei je�i i = ∑M�1
j=0 e�i j j ji ist. Die partielle Transposition kann nun dementspre-

chend aufM-fach zusammengesetzte Systeme verallgemeinert werden.

Die Peres-Horodecki Bedingung besagt, daß jeder separable Zustand nach ei-
ner partiellen Transposition (in Bezug auf alle m¨oglichen Subsysteme ) wieder
ein separabler Zustand sein muß und damit positiv definit. F¨ur ein zweifach zusam-
mengesetztes System bedeutet dies:

ρ = ρs) ρtB � 0; (3.7)

wobei die partielle Transposition mit Hilfe von (3.5) und (3.6) wie folgt definiert
ist:

ρtB := ∑
α

λαjeα f �αiheα f �α j: (3.8)

Allerdings erwies sich dieses Kriterium nur in 2�2 und 2�3 zusammengesetzten
Systemen als hinreichend [71]. Dies bedeutet daß es auch verschr¨ankte Zust¨ande
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gibt welche nach partiellen Transpositionen wiederum positiv definit sind, aber
denoch verschr¨ankt. Dieser Sachverhalt f¨uhrte zu einer weiteren generischen Cha-
rakterisierung von verschr¨ankten Zust¨anden.

Verschränkte Zust¨ande, welche nach einer partiellen Transposition keine posi-
tiven Operatoren mehr sind, nennt man NPPT-verschr¨ankte Zust¨ande (non positi-
ve partial transposition) und dementsprechend heißen verschr¨ankte Zust¨ande, wel-
che die Positivit¨at nach einer partiellen Transposition bewahren, PPT-verschr¨ankte
Zustände. Sowohl PPT- als auch NPPT-verschr¨ankte Zust¨ande besitzen bestimm-
te physikalische Eigenschaften. Diese werden im Abschnitt ¨uber Destillation und
Pseudodestillation noch genauer er¨ortert und sie liefern eine tiefere physikalische
Sichtweise in die mathematische Struktur von verschr¨ankten Zust¨anden. Man er-
kennt sofort, daß die vollst¨andige Charakterisierung von verschr¨ankten Zust¨anden
gelöst würde, wenn man w¨ußte, wie die kanonische Struktur von PPT-verschr¨ank-
ten Zuständen auszusehen h¨atte. Zahlreiche Arbeiten ([73], [74], [75], [76] und
[77]) wurden zu diesem Thema geschrieben. In meiner Arbeit werde ich im Kapi-
tel über die PPT-BSA auf diese Problematik noch genauer eingehen.

Eine etwas komplexere aber daf¨ur auch hinreichende Bedingung, bildet die
Bildbedingung, welche von Pawel Horodecki [72] formuliert wurde und mehrfach
in dieser Arbeit benutzt werden wird.

3.4.2 Die Bildbedingung

SeiV �fje; f i : je; f i 2R(ρ); je�; f i 2R(ρtA)g, so daß die Anzahl der Elemente
der MengeV endlich ist undPi � jei fiihei fi j. Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 1 Der Zustandρ ist genau dann separabel wenn es als konvexe Kombina-
tion derfPig geschrieben werden kann.

Beweis: Die erste Richtung des Beweises ist trivial und folgt aus der Defi-
nition eines separblen Zustandes. Gegeben sei also ein separabler Zustandρ =

∑N
i λijei fiihei fi j. Dann gilt jei fii 2 R(ρ). Für jeden Hilbertvektorjψi 2 K(ρ) gilt

nun daß 0= hψ jρjψi sein muß und damithψjei fii= 0. Also sind diejei fii ortho-
gonal zu jedemjψi 2 K(ρ) und damit inR(ρ):q:e:d:

Seien nun allefPig linear unabh¨angig. Diese Projektoren geh¨oren zur Men-
ge L [R(ρ)] aller linearen Operatoren, welche aufR(ρ) wirken. L [R(ρ)] besitzt
demnach die Dimensionr(ρ)2. Auf der anderen Seite wiederum sind die Pro-
jektoren fPtA

i g ebenfalls linear unabh¨angig. Dies folgt aus der Invertierbarkeit
der partiellen Transposition. Demnach geh¨oren diefPtA

i g zu L [R(ρtA)]. L [R(ρtA)]
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besitzt die Dimensionr(ρtA)2. Daraus ergibt sich, daßL � min(r(ρ)2; r(ρtA)2)
gelten muß. Nun ist es m¨oglich die MengefPig so durch weitere Operatoren
fPi ; i = L+1; : : : ; r(ρ)2g zu erweitern, daß sie eine Basis inL [R(ρ)] bilden. Da nun
auf L [R(ρ)] ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt(A;B)� tr(A†B) definiert ist,
kann man auch eine biorthogonale BasisQi 2 L [R(ρ)] finden, so daß(Qi ;Pj) = δi j

gilt. Daraus ergibt sich eine notwendige und hinreichende Bedingung f¨ur die Sepa-
rabilität.

Lemma 2 Sind diefPig linear unabḧangig, dann istρ genau dann separabel,
wenn(Qi;ρ)� 0 für alle i� L und(Qi ;ρ) = 0 für alle i > L ist.

Beweis:Da diefPig eine Basis bilden, kannρ geschrieben werden als

ρ =
r(ρ)2

∑
i=1

ciPi; (3.9)

wobei ci = (Qi;ρ). Da nunci � 0, folgt, daßρ separabel ist. Andererseits gilt
daß wennρ separabel ist dann kann es auch wie (3.9) geschrieben werden, wo-
bei ci � 0 für alle i � L und ci = 0 für alle i > L ist. Damit wäre der Beweis
abgeschlossen:q:e:d:

Was aber, wenn man mehr Produktvektoren alsL0 = min(r(ρ)2; r(ρtA)) erhält?
In diesem Fall m¨ussen alle m¨oglichen Mengen von linear unabh¨angigen Projekto-
renjei fiihei fi jmit mindestensL0 =min(r(ρ)2; r(ρtA)) Elementen gebildet werden,
welche die Bedingungjei fii 2 R(ρ) und je�i fii 2 R(ρtA) erfüllen. Für jede Menge
wird dannρ als Linearkombination dieser Projektoren ausgedr¨uckt und dann nach-
geprüft, ob in einer Kombination die Koeffizienten alle positiv sind. Dies kann
unter Umständen bei einer große Anzahl von Produktvektoren unpraktisch wer-
den. Für diesen Fall kann man die lineare Programmiertheorie anwenden [78]. In
dieser Arbeit wird aber im Gegensatz zu der linearen Programiertheorie die PPT-
BSA Zerlegungsmethode vorgestellt. Diese Zerlegungsmethode benutzt die von P.
Horodecki entwickelte Bildbedingung [72], welche mit Hilfe von Lemma 1 und 2
wie folgt zusammengafasst werden kann:

Allgemeine Bildbedingung: Sei ρ = ∑N
i jei fiihei fi j ein separabler Zustand.

Dann existiert es eine MengeV von Produktvektorenjei fii 2 R(ρ), so daßV das
Bild R(ρ) undṼ = fje� f imitje fi 2VgR(ρtA) aufspannt.

Im nächsten Unterkapitel wird auf eine weitere Untersuchungsmethode einge-
gangen, welche ebenfalls von der Horodecki Familie maßgebend gepr¨agt wurde.
Dies sind die positiv linearen Abbildungen.
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3.4.3 Positive lineare Abbildungen

Die Horodecki Familie[71] fand heraus, daß zwischen der Klassifizierung von ver-
schränkten Zust¨anden und der Theorie von sogenannten positiven linearen Abbil-
dungen ein Zusammenhang besteht. Eine positive lineare Abbildung ist wie folgt
definiert:

Definition 3 Eine positive lineare Abbildung S ist eine lineare abbildung S:
L [Hn]! L [Hm], die alle positiv semidefiniten Matrizenρ 2 L+[Hn]� L [Hn] wie-
derum auf positiv definiten Matrizenσ 2 L+[Hm]� L [Hm] abbildet.

Sei idk nun die Identitätsabbildung auf einen HilbertraumHk. Die Abbildung idk

S: L [Hk
Hn]! L [Hk
Hm] für k= 1;2; : : : ist definiert durch

(idk
S)

 
∑

i

τiπi

!
=∑

i

τi 
S(πi); (3.10)

wobeiτi 2 L [Hk] undπi 2 L [Hn] ist. Die AbbildungSheißt nunk�positiv, wenn
die Abbildung idk
S positiv ist, und heißt dementsprechend vollst¨andig positiv,
wennSpositiv für allek= 1;2; : : : ist. Ebenso heißt eine Abbildungk-positiv, falls
idk
 (ST) positiv ist, wobeiT die Transposition ist. Nun bezeichnet man eine
linear positive AbbildungSals zerlegbar, wenn sie sich schreiben l¨aßt als

S= S1+S2T; (3.11)

wobeiS1 undS2 vollständige positive Abbildungen sind.

Woronowicz [80] konnte beweisen, daß alle positiv linearen Abbildungen
S : L [H2]! L [H2] und S : L [H2]! L [H3] zerlegbar sind. Aufbauend auf dieser
Arbeit formulierten die Horodeckis[71] das folgende Theorem:

Theorem 1 Ein Zustandρ auf HA
HB ist verschr̈ankt, falls eine lineare positive
Abbildung S: L [HB]! L [calHB] existiert, so daß

(idA
S)(ρ) (3.12)

nicht mehr positiv semidefinit ist.

Faßt man die Resultate von Woronowicz und den Horodeckis zusammen, so folgt
für H2
H2� und H2
H2�Zuständeρ, daß diese verschr¨ankt sind, falls(idA

[S1+S2T])(ρ) nicht mehr positiv definit sind. Da nun Lindblad[81] zeigen konnte,
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daß es sich bei denS1 und S2 um vollständige POVMs handelt, konnte man sich
auf id
T beschränken. Dies ist die “partielle Transposition”.

Doch bevor auf die mathematischen Eigenschaften von verschr¨ankten
Zuständen eingegangen wird, m¨ussen noch einige wichtige physikalischen Ei-
genschaften und Anwendungen von ihnewn beschrieben werden, um ein tieferes
Verständnis für den Begriff der Verschr¨anktheit zu erlangen. Eine davon ist die
Teleportation.

Zuerst müssen aber noch einige wichtige physikalische Eigenschaften und
Anwendungen von verschr¨ankten Zust¨anden beschrieben werden, um ein tiefe-
res Verständnis für den Begriff der Verschr¨anktheit zu erlangen. Daher wird im
nächsten Abschnitt n¨acher auf die Teleportation eingegangen.

3.5 Teleportation

Eines der wohl sowie in der Quanteninformationstheorie als auch in der breiten
Öffentlichkeit interessantesten Ph¨anomene ist der Begriff derTeleportation [30],
welche auch experimentell ([82], [83], [84] und [85]) verwirklicht wurde. Die Tele-
portation hat in der Quanteninformationsverarbeitung, wegen ihrer breiten Anwen-
dungsm¨oglichkeiten, eine wichtige zentrale Bedeutung. Dies wird besonders Ein-
leuchtend wenn man bedenkt wie stark ein quantenmechanischer Zustand w¨ahrend
seines transportes zwischen Alice und Bob verrauscht werden kann. Diese Pro-
blematik wird auf eine sehr elegante Art und Weise von der Teleportation gel¨oßt,
wenn die Parteien einen maximal verschr¨ankten Zustand teilen.

Gegeben sei ein versch¨ankter Zustandjψi = 1p
2
(j00i+ j11i) zwischen Alice

und Bob. Alice besitzt nun einen unbekannten Quantenzustandjφi = aj0i+bj1i,
den sie zu Bob teleportieren m¨ochte. Es liegt also folgende physikalische Situation
vor:

jφi
 jψi = (aj0iA+bj1iA)
 (
1p
2
(j00iAB+ j11iAB)

=
1p
2
(aj00iAj0iB+aj01iAj1iB+bj10iAj0iB+bj11iAj1iB):

Nun macht Alice eine sogenannte Bellsche Messung an dem zu teleportierenden
Zustandjψi und an ihrer H¨alfte des verschr¨ankten Zustandesjφi. Die Bellsche
Messung sind Projektionen auf die Bellschen Zust¨ande welche wie folgt definiert
sind:

jb1iA =
1p
2
(j00iA+ j11iA); (3.13)
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jb2iA =
1p
2
(j00iA�j11iA); (3.14)

jb3iA =
1p
2
(j01iA+ j10iA); (3.15)

jb4iA =
1p
2
(j01iA�j10iA): (3.16)

Entwickeln wir nun den Zustandjφi
 jψi nach diesen Bellschen Basen, so erhal-
ten wir folgende Konfiguration:

jφi
 jψi = jb1iA(aj0iB+bj1iB)+ jb2iA(aj0iB�bj1iB)
+ jb3iA(aj1iB+bj0iB)jb4iA(aj1iB�bj0iB):

Alice teilt Bob nun ihren Ausgang der Messung mit, wobei Bob durch das folgende
Protokoll den unbekannten Quantenzustand wiederherstellen kann:

1. Für den Fall, daß Alicejb1i gemessen hat, braucht Bob nichts an seinem
Zustandjφi zu unternehmen.

2. Für den Fall, daß Alicejb2i gemessen hat, muß Bob die unit¨are Operation
σz ausführen, um den Zustandjφi wiederherzustellen.

3. Für den Fall, daß Alicejb3i gemessen hat, muß Bob die unit¨are Operation
iσy ausführen, um den Zustandjφi wiederherzustellen.

4. Für den Fall, daß Alicejb4i gemessen hat, muß Bob die unit¨are Operation
σx ausführen, um den Zustandjφi wiederherzustellen.

Es fällt auf, daß ohne die Mitteilung des Ausganges der Bellschen Messung
von Alice an Bob keine Teleportation m¨oglich ist. Wäre dem so, so k¨onnte man
Informationen mitÜberlichtgeschwindigkeit ¨ubertragen.

Interessant an Teleportation sind nun vier Aspekte:

1. Die Teleportation erm¨oglicht es, Quantenzust¨ande zu transportieren, ohne
daß sie w¨ahrend des Transportes verrauscht werden. Das setzt nat¨urlich
vorraus, daß Alice und Bob schon einen “sauberen” verschr¨ankten Zustand
besitzen.

Dieses läßt sich durch einDestillierungsprotokoll [32] verwirklichen. Auf
den Begriff der Destillierung gehe ich sp¨ater noch ausf¨uhrlicher ein.
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Abbildung 3.1: Teleportation

2. Um einen Zustand zu teleportieren, werden 2�Bit an Informationen ausge-
tauscht. Ein Zustand ist aber isomorph zu einerS2�Sphäre. Man weiß aber,
daß 2�Bit nicht vollständig eineS2�Sphäre parametrisieren k¨onnen. Wie ist
dann diese “Information” ¨ubertragen worden?

3. Nach der Teleportation ist der verschr¨ankte Zustandjψi zwischen Alice
und Bob “vernichtet” oder besser gesagt “verbraucht” worden. Dies bedeu-
tet, daß Verschr¨anktheit eine verbrauchbare Ressource ist. Man kann also
nicht mehr verschr¨ankbare Zust¨ande durch lokale Operationen und klassi-
sche Kommunikation als schon vorhanden erzeugen. G¨abe es ein Teleporta-
tionsprotokoll (und solch eines existiert nicht), welches dies bewerkstelligt,
dann könnte man Verschr¨anktheit wie folgt erzeugen:

Alice erzeugt bei sich lokal ein zweites verschr¨anktes Paar. Sie teleportiert
nur eine Hälfte zu Bob. Nun besitzen beide zus¨atzlich zu dem schon beste-
hende einen neuen verschr¨ankten Zustand. Beide haben also Verschr¨anktheit
erzeugt.

4. Der unbekannte Zustandjψi, welcher zu Bob teleportiert wurde, wurde ver-
nichtet und durch einen der Bellschen Zust¨ande ersetzt. Dieser Sachverhalt
ist verträglich mit demNo-Cloning-Theorem([86], [87] und [88]). Das No-
Cloning-Theorem besagt, daß man einen unbekannten Quantenzustand nicht
klonen kann. W¨urde also auf Alices Seite der Zustandjψi erhalten bleiben,
so würde dies dem No-Cloning-Theorem widersprechen (s. Abbildung 3:2).

Alle diese physikalischen Eigenschaften der Quanteninformationtheorie, wel-
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Abbildung 3.2: No-Cloning-Theorem

che sich in der Teleportation verbergen, f¨uhrten zu einer mathematischen Beschrei-
bung von Verschr¨anktheit als Ressource.

Am Anfang dieses Abschnittes wurde darauf hingewiesen, daß die Teleporta-
tion auf elegante Art und Weise eine Alternative zum klassischen Transport von
Quantenzust¨anden bietet. Dies setzt aber vorraus, daß die zwei Parteien schon im
Besitz eines verschr¨ankten Zustandes sind. Dieser verschr¨ankte Zustand muß auf
klassische Art und Weise ausgetauscht werden. Er kann nat¨urlich ebenfalls ver-
rauscht werden. Damit h¨atte man das Problem also nur verlagert. Dieses Problem
läßt sich aber durch die Destillation beseitigen. Daher ist daß Verfahren der Destil-
lation von enormer Wichtigkeit.

3.6 Destillation und Pseudodestillation von verschr̈ank-
ten Zuständen

Bevor das Ph¨anomen der Pseudodestillierung erkl¨art werden kann, wird zuerst auf
den Begriff der Destillation von verschr¨ankten Zust¨anden eingegangen.

3.6.1 Destillation

Um Teleportation [30] oder Quantenkryptographie [23] zu betreiben, ist es manch-
mal zwingend notwendig, daß Alice und Bob im Besitz von maximal verschr¨ank-
ten Zuständen sind. Dies ist praktisch gesehen eine Idealvorstellung, welche in der
Realität nicht zutreffend ist, weil sich das Quantensystem immer in Wechselwir-
kung mit seiner Umgebung befinden wird.

jψmaxihψmaxj 7!∑
α;β

Aα
BβjψmaxihψmaxjA†
α
B†

β =: ρ (3.17)
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Abbildung 3.3: Destillation

Dieser Sachverhalt ist nicht nur f¨ur dieses Problem bekannt. Es ist ein Problem,
mit dem sich auch die heutige moderne klassische Nachrichtentheorie konfron-
tiert sieht. In der Nachrichtentheorie wird das Problem durch Fehlerkorrekturcodes
([17], [18] und [19]) und Repeater [89] gel¨ost.

Dieses Konzept l¨aßt sich auch in der Quanteniformationsverarbeitung verwen-
den, muß aber dementsprechend quantenmechanisch umgewandelt werden.

In unserem Fall wissen wir, welcher Zustand am Ende vorliegen soll. Bei den
Fehlerkorrekturcodes aber kennt man den Zustand bei der Nachrichten¨ubertragung
nicht. Würde man die Nachricht kennen, so br¨auchte man sie ja auch nicht zu
übertragen. Man ist also nur an der hohen Quantenkorrelation interessiert, den der
maximal verschr¨ankte Zustand mit sich bringt.

C. Benett und Mitarbeiter [32] entdeckten, daß man die Verschr¨ankung erh¨ohen
kann, wenn man mehrere Kopien des verschr¨ankten Zustandes benutzt, um einen
Zustand zu erhalten, welcher mehr Verschr¨anktheit besitzt. Das Verfahren, welches
dies bewerkstelligte, nennt manDestillation.

Darüber hinaus erhielt man mit der Destillation das Gef¨uhl, daß Verschr¨ankt-
heit offensichtlich eine Ressource mit bestimmten Eigenschaften sein muß. Diese
Eigenschaften werden sp¨ater im Kapitelüber Verschr¨anktheitsmaße ausf¨uhrlicher
erläutert.

Wir fassen nun die Destillation mathematisch zusammen.

Definition 4 Sei jψi ein maximal verschr̈ankter Zustand. Existiert nun zu jedem

ε > 0 eine naẗurliche Zahl N(ε) und eine LQCC-Operation D= A
B : H 
N(ε)
A 


H 
N(ε)
B 7!HA
HB, so daß

F � 1� ε =
hψ jD(ρ
N(ε))jψi

tr(D(ρ
N(ε)))
(3.18)
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gilt, dann heißtρ destillierbar und das Verfahren, das dies bewerkstelligtDestil-
lation. Desweiteren heißt DDestillierungsoperator.

Nun stellt sich die Frage, welche Zust¨ande destilliert werden k¨onnen, bzw. was
sind die notwendigen und hinreichenden Kriterien f¨ur eine Destillation? Die Ho-
rodecki Familie [31] konnte zeigen, daß in 2� 2 und 2� 3 Systemen jeder ver-
schränkte Zustand zur Destillation ausgenutzt werden kann. Dieser Sachverhalt
ermöglichte es, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zu formulieren.

Theorem 2 Jeder verschr̈ankte Zustandρ, welcher einen Vektorjψi besitzt, so
daß hψ jρtA
Njψi < 0 erfüllt, wobei jψi := 1p

2
(jψ1ijψ2i+ jφ1ijφ2i) für jψi 2

HA
HB, ist destillierbar.

Beweis: Als erstes zeigen wir, daß der Zustandρ destillierbar sein muß, wenn die
obige Bedingung gilt. Gegeben sei der Zustandρ
N. Nun soll eine lokale Abbil-
dung auf einenC 2
C 2-UnterraumA
B : (HA
HB)


N 7! C 2
C 2 existieren, so
daß der Zustand̃ρ � A
Bρ
NA†
B† nach einer partiellen Transposition nicht
mehr positiv definit ist. D.h. es existiert o.B.d.A. einhφ j � 1p

2
(h00j+ h11j) 2

C 2
 C 2, so daßhφ jρ̃tAjφi < 0. Die Nicht-Positivdefinitheit inC 2
 C 2 ist aber
für die Destillation eines maximal verschr¨ankten Zustandes mit zwei Schmidt-
Koeffizienten (Subsingulett) ausreichend. Seips die Wahrscheinlichkeit f¨ur solch
eine Destillation, dann ist die Wahrscheinlichkeit,D Subsinguletts zu erhalten,
durch pD gegeben. Aus diesenD Subsinguletts l¨aßt sich wie folgt ein maximal
verschränkter Zustand mit 2D Schmidt-Koeffizienten konstruieren:jψi
D läßt sich
auch schreiben als

jψi
D =
1p
2D

(j00: : :00iAj00: : :00iB+ j00: : :01iAj00: : :01iB
+ j00: : :10iAj00: : :10iB+ j00: : :11iAj00: : :11iB
+ : : :+ j11: : :11iAj11: : :11iB):

Nun können Alice und Bob folgende unit¨are Operation durchf¨uhren

U :=
2D

∑
i

j iihbi j; (3.19)

wobeibi die binäre Darstellung voni ist. Für den Fall, daßN prim ist, wählt man
D so, daßN = 2D�1 gilt und projeziert dann lokal auf die erstenN Basisvektoren.
Auf diese Weise erh¨alt man den gew¨unschten maximal verschr¨ankten Zustand mit
N Schmidtkoeffizienten.
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Im FalleN nicht-prim ist die GleichungN = 2D immer erfüllbar, so daß eine
Projektion nicht notwendig ist. Bleibt noch die andere Richtung des Beweises zu
zeigen!

Angenommen, wir destillieren einen maximal verschr¨ankten Zustand mitN
Schmidt-Koeffizienten, dann muß es aber auch zwangsl¨aufig solch eine Projektion
auf einen zweidimensionalen Unterraum geben, so daß der Zustand NPPT ist:q:e:d:

Nun stellt sich aber die Frage, ob auch jeder h¨oherdimensionale verschr¨ankte
Zustand destilliert werden kann? Diese Frage wurde wieder einmal von der Horo-
decki Familie negativ beantwortet. Die Horodeckis konnten n¨amlich zeigen, daß
ein PPT verschr¨ankter Zustandnicht durch eine zweidimensionale Projektion auf
einen NPPT-Zustand projeziert werden kann, und er damit auch nicht destillierbar
sein kann [90]. Verschr¨ankte Zust¨ande, welche nicht destillierbar sind, nennt man
gebunden verschr̈ankt!

Aber wie sieht es mit NPPT-Zust¨anden aus? Beh¨alt jeder NPPT-Zustand nach
einer zweidimensionalen Projektion seine Eigenschaft NPPT zu sein? Man weiß,
daß es NPPT-Zust¨ande gibt, welche diese Eigenschaft mit nur einer Kopienicht
besitzen [91]. In der Arbeit von W. D¨ur, J.I. Cirac, M. Lewenstein und D. Bruss
[91] wird diese Frage f¨ur eine endliche Anzahl von Kopien positiv beantwortet.

Wir sehen, daß man aufgrund des obigen Sachverhaltes Quantenzust¨ande wei-
ter unterteilen kann. Anfangs haben wir Zust¨ande nach separablen und verschr¨ank-
ten Zuständen unterteilt. Diese Unterteilung war sinnvoll, weil sie eine gegebene
physikalische Situation beschrieb. Separable Zust¨ande konnte man n¨amlich allein
durch lokale Operationen und klassische Kommunikation herstellen, was bei ver-
schränkten Zust¨anden nicht machbar war. Jetzt haben wir eine weitere physikali-
sche Situation.

Quantenzust¨ande können unterteilt werden indestillierbare und nicht de-
stillierbare Zustände. Die destillierbaren Zust¨ande nennt manfrei verschränkt,
und die nicht destillierbaren Zust¨ande sind entweder separabel oder gebunden ver-
schränkt.

Aus dem Destillierungstheorem geht hervor wie man verschr¨ankte Zust¨ande
am besten transportieren sollte, so daß man sie auch zur Destillation ausnutzen
kann.

Angenommen, wir m¨ochten einen verschr¨ankten Zustand mitN Schmidtkoef-
fizienten zwischen Alice und Bob kreieren. Die erste M¨oglichkeit wäre, daß wir lo-
kal einen verschr¨ankten Zustand ausN�niveau atomaren Systemen erzeugen und
diese dann durch den verrauschten Kanal (z.B. Atomwellenleiter) an Alice und
Bob verschicken. Dann w¨urde aber die Gefahr bestehen, daß durch das Rauschen
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der Zustand begrenzt verschr¨ankt wird. Dies h¨atte zur Folge, daß man den maximal
verschränkten Zustand nicht mehr destillieren k¨onnte.

Die zweite und durchaus bessere Methode ist es, statt ein atomares System
durch den Kanal zu schicken, maximal verschr¨ankte Photonenpaare zu erzeu-
gen und diese dann durch den Kanal an Alice und Bob zu schicken. Photonen
sind zweidimensionale Quantensysteme und sind deshalb aufgrund des Horodecki
Theorems auch destillierbar, wenn sie verschr¨ankt bei Alice und Bob ankommen.
Man induziert dann die Verschr¨anktheit schlicht und einfach nur auf die lokalen
atomaren Systeme, wie schon im Beweis des Destiellierbarkeitstheorems geschil-
dert wurde.

Mit anderen Worten: Es ist ¨okonomischer die Verschr¨anktheit in viele kleine
“Singulets” zu zerst¨uckeln und sp¨ater erst durch die Destillation zusammenzuset-
zen.

Zu guter letzt bleibt noch die Frage offen, wozu man die gebundene Ver-
schränktheitüberhaupt ausnutzen kann. Ist diese Verschr¨anktheit irreversibel ver-
loren? Diese Frage wird im n¨achsten Abschnitt ausf¨uhrlicher behandelt.

3.6.2 Pseudodestillation

Im vorherigen Abschnitt wurde die Frage gestellt, wozu man begrenzt verschr¨ank-
te Zustände ausnutzen kann? Die Horodeckis [34] waren in der Lage, zu zeigen,
daß es m¨oglich ist, ein Reservoir von gebunden verschr¨ankten Zust¨anden so auszu-
nutzen, daß man die Verschr¨anktheit aus dem Reservoir in einen frei verschr¨ankten
Zustand ¨uberträgt. Auf diese Art und Weise gelang es ihnen, den frei verschr¨ankten
Zustand in einen maximal verschr¨ankten Zustand umzuwandeln. Da man f¨ur diese
Operation keine Verschr¨anktheit von frei verschr¨ankten Zust¨anden sondern gebun-
den verschr¨ankte Verschr¨anktheit benutzt, nannten sie dieses VerfahrenPseudode-
stillation . Die Pseudodestillierung l¨aßt sich nun wie folgt definieren:

Definition 5 Gegeben sei ein Reservoir aus gebunden verschränkten Zusẗanden
ρ
N

b , und ein frei verschr̈ankter Zustandρ f . Existiert nun eine LQCC-Operation D
und eine Naẗurliche Zahl N0, so daß der Ausdruck

F(N) =
hψmaxjD(ρ f 
ρ
N

b )jψmaxi
tr(D(ρ f 
ρ
N

b ))
; (3.20)

für alle N� N0 1 beliebig nahe gegen 1 konvergiert, nennt man DPseudodestil-
lierung.
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Abbildung 3.4: Pseudodestillation. Die gebundene Verschr¨anktheit wird in den frei
Verschränkten Zustand transformiert.

Die Frage, die sich stellt, ist nun, unter welchen Umst¨andenob kann man pseu-
dodestillieren. Hinreichende Kriterien sind f¨ur die Fragestellung bis heute noch
unbekannt.

Ein weiteres interessantes Ph¨anomen f¨ur die praktische Anwendung ist die
Nutzung von verschr¨ankten Zust¨anden als eine Art Katalysator. Dieses Ph¨anomen
tritt bei der Konvertierung von einem quantenmechanischen Zustand in einen an-
deren auf und ist aus der Sicht der Verschr¨anktheitsmanipulation in der Quanten-
informationsverarbeitung von enormer Bedeutung.

3.7 Der verschr̈ankte Zustand als Katalysator

Seienρ undσ Zustände in einem HilbertraumH = HA
HB. Man möchte nun al-
lein durch lokale Operationen und klassische Kommunikation den Zustandσ nach
ρ konvertieren. F¨ur reine Zust¨ande gibt es das Majorisierungskriterium [93], wel-
ches notwendig und hinreichend f¨ur die Konvertierung ist, und durch die folgende
Ungleichung gegeben ist:

k

∑
i=1

αi �
k

∑
i=1

βi 8k= 1; : : : ;N�1; (3.21)

wobeiN = dim[HA] = dim[HB] undfαig;fβig die Eigenwerte von trA[σ] und trA[ρ]
sind.

Es konnte gezeigt werden, daß es f¨ur reine Zust¨ande [35], welche das Majo-
risierungskriterium nicht erf¨ullen, einen weiteren verschr¨ankten Zustandω geben
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kann, welcher sozusagen als Katalysator fungieren kann und somit die Konvertie-
rung trotzdem erm¨oglicht:

σ
ω! ρ
ω: (3.22)

Bei solchen Katalyseprozessen bleibt der katalytische Zustand erhalten. Er
ermöglicht also nur die Konvertierung und wird deshalb auch Katalysator genannt.
Desweitern gibt es zur Zeit Untersuchungen, die sich mit der Katalyse von ge-
mischten Zust¨anden und deren Zusammenhang mit der Purifikation/Destillation
[36] auseinandersetzen. Dies ist wichtig, weil man deren physikalischen Zusam-
menhang verstehen m¨ochte.

Im Verlauf dieser Arbeit haben wir bei Begriffen wie Teleportation, Destilla-
tion, Pseudo-Destillation, Katalyse und maximaler Verschr¨anktheit den Eindruck
gewonnen, daß es sich beim Begriff Verschr¨anktheit um eine neue Art von physika-
lischer Ressource [94] handelt (wie bei Energie oder Entropie). Dies muß nat¨urlich
in einenem sauberen physikalisch/mathematischen Rahmen beschrieben werden
[95]. Der nächste Abschnitt besch¨aftigt sich mit dem Begriff der Quantifizierung
von Verschränktheit in Form des Verschr¨anktheitsmaßes.

3.8 Verschr̈anktheitsmaße

In den nächsten zwei Unterabschnitten dieses Kapitels wird auf die mathemati-
sche Formulierung der Verschr¨anktheit und auf Beispiele von verschiedenen Ver-
schränktheitsmaßen eingegangen. Diese Formulierungen st¨utzen sich auf die ver-
schiedenen physikalischen Eigenschaften, die in den letzten Abschnitten erl¨autert
wurden.

3.8.1 Quantifizierung von Verschr̈anktheitsmaßen

Es werden nun die physikalischen Eigenschaften eines Verschr¨anktheitsmaßes auf-
gezählt und kommentiert[95]:

(I) E(ρ) = 0, falls ρ ein separabler Zustand ist

Die erste Bedingung besagt, daß jeder separable Zustand das Verschr¨anktheits-
maß Null haben sollte, weil er nicht verschr¨ankt ist. Bei einer Klassifizierung von
Zuständen nach separabel und verschr¨ankt ist dies auch plausibel.

(II ) E(ρ) = E(UA
UBρU†
A
U†

B

Die zweite Bedingung fordert, daß das Verschr¨anktheitsmaß nicht abh¨angig
davon sein sollte, was f¨ur Basen man lokal verwendet.
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(III ) Sei∑α AαA†
α
BαB†

α = 1. Dann folgt für das Verschr¨anktheitsmaß

∑
α

tr(Aα
BαρA†
α
B†

α)E(
Aα
BαρA†

α
B†
α

tr(Aα
BαρA†
α
B†

α)
)� E(ρ) (3.23)

Diese Bedingung garantiert daß im Mittelwert die verschr¨anktheit nicht erh¨oht
werden kann. Dadurch ist sichergestellt daß mann nicht mehr Verschr¨anktheit er-
zeugen kann als schon vorher vorhanden ist. Diese Bedingung macht die Ver-
schränktheit erst zu einer Ressoource.

(IV) E(ρ1
ρ2) = E(ρ1)+E(ρ2)

Die vierte Bedingung besagt, daß Verschr¨anktheit eine additive Gr¨oße sein soll-
te. Diese Bedingung ist ziemlich umstritten, weil es Verschr¨anktheitsmaße, wie z.b.
Robustheit ([96]und[97]) aber auch daß relative Entropiemaß gibt, die diese Be-
dingung nicht erf¨ullen (R. I. Werner und K. G. H. Vollbrecht[98]). Trotzdem aber
besitzen sie eine physikalische Interpretation.

Mehr oder weniger sieht man die ersten drei Bedingungen als vern¨unftige Ei-
genschaften von Verschr¨anktheitsmaßen an.

3.8.2 Verschiedene Verschr̈anktheitsmaße

In diesem Abschnitt z¨ahlen wir die bekanntesten und wichtigsten Verschr¨anktheits-
maße auf.

1. Das Formationsmaß:E(ρ)�min(∑α pαS(ρα
A)). S(ρA) =�trρAlnρA ist die

Von-Neumannsche-Entropie, und das Minimum ist ¨uber alle m¨oglichen Realisie-
rungen des Zustandes,ρ = ∑α pαjψαihψα jmit ρα

A = tr(jψαihψα j) zu nehmen. Die
physikalische Bedeutung dieses Maßes ist die Anzahl der maximal verschr¨ankten
Zustände, die gebraucht werden, um den Zustandρ mit lokalen Operationen zu
kreieren. Deshalb auch der Name Formationsmaß [94].

2. Relatives Entropiemaß:E(ρ) = minσ2SD(ρjjσ). Hierbei wird das Mini-
mum über alle separablen Zust¨andeσ genommen, wobeiD(ρjjσ) := tr(ρlnρ�
ρlnσ) die relative Enropie ist [95].

3. Destillationsmaß für einen reinen Zustandjψi: Dieses Maß definiert wie
viele maximal verschr¨ankte Zust¨ande man ausjψi
N für N! ∞ destilieren kann.
Dies ist durchD(ψ) = trB(jψihψ j) gegeben. Das Destilationsmaß ist also nichts
weiter als die Wahrscheinlichkeit f¨ur eine erfolgreiche Destillation am Zustand
jψi. Eine Verallgemeinerung f¨ur gemischte Zust¨ande wurde in der Letzten Zeit
von der Horodecki Familie[99] untersucht.
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4. Das BSA Verschr̈anktheitsmaß: (1�ΛBSA(ρ)): Dieses wird in einem se-
paraten Kapitel ausf¨uhrlicher behandelt.
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Kapitel 4

Die beste separable
Approximation (BSA)

4.1 Inhalt dieses Kapitels

Um eine vollständige Charakterisierung von verschr¨ankten Zust¨anden zu erm¨ogli-
chen, muß man so viel wie m¨oglich über die geometrische und topologische Struk-
tur der konvexen Menge aller separablen Zust¨ande in Erfahrung bringen. In die-
sem Kapitel wird ein Theorem vorgestellt, welches uns einen tieferen Einblick in
die Struktur von verschr¨ankten Zust¨anden liefert, sowie einen konstruktiven Algo-
rithmus, der unter dem Namen,,Die Beste separable Approximation“oder auch
,,BSA“ bekannt ist. Dieser erm¨oglicht es, einen gegebenen quantenmechanischen
Zustand auf Separabilit¨at zu prüfen. Das BSA-Theorem wurde urspr¨unglich von M.
Lewenstein und A. Sanpera entwickelt [1] und ist f¨ur die vorliegende Arbeit von
grundlegender Bedeutung. Aus diesem Grund wird das BSA-Theorem besonders
ausführlich beschrieben. Kapitel 4:3 und 4:4 hingegen beinhalten neuere Untersu-
chungen zu dieser Thematik. Weitere wichtige Beitr¨age zum Thema BSA lieferten
in letzterer Zeit B. G. Englert und N. Metwally ([100] und [101]).

4.2 Die Lewenstein-Sanpera beste separable Approxima-
tion (BSA)

Die zentrale Idee dieses Theorems basiert auf der Tatsache, daß die Menge der
separablen Matrizen eine konvexe und kompakte Menge bildet. Aus diesem Grund
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existiert zu jeder Dichtematrixρ eine maximale separable Dichtematrixρ�s, welche
die Eigenschaft besitzt, daßρ�ρ�s � 0 und trρ�s maximal ist. Diese Idee l¨aßt sich
wie folgt als ein Theorem formulieren:

Theorem 3 :Für jede Dichtematrixρ und f̈ur jede Menge V von Produktvektoren,
welche im Bild vonρ liegen, alsojeα; fαi 2 R(ρ), existiert eine separable (hier
nicht normierte) Matrix

ρ�s[V] = ∑
α

Λαjeα; fαiheα; fα j (4.1)

mit Λα � 0, so daßδρ[V] = ρ�ρ�s[V]� 0 undρ�s die beste separable Approxima-
tion (BSA) in dem Sinne darstellt, daßtr(ρ�s[V]) maximal ist.

Beweis: Wir betrachten nun alle separablen Dichtematrizenρs der Form
(4.1), welche nach einer Subtraktion vonρ eine nicht negative Differenzδρ[V]
hinterlassen. Daraus folgt, daßρs[V] eine Spur besitzen muß, welche kleiner ist
als Eins, da 0� tr(δρ[V]) = 1� tr(ρs[V]) ist. Die Menge solcher Dichtematri-
zen wird durch die Menge allerΛα � 0 beschrieben, f¨ur welcheδρ[V] � 0 und
0� tr(ρs[V]) = ∑α Λα � 1 gilt. Die Menge solcherΛ’s bildet eine kompakte Men-
ge, und der Wertebereich der Spur ist beschr¨ankt. Deshalb existiert auch ein Maxi-
mum. Dieses Maximum h¨angt nat¨urlich von der Wahl der MengeV ab. Durch die
Vergrößerung dieser Menge gelangt man auch zu einer gr¨oßeren Spur. Dies kann
man so lange fortsetzen, bis das universelle Maximum endg¨ultig erreicht ist:q:e:d:

Aus dem obigen Theorem folgt automatisch die folgende Bedingung f¨ur Sepa-
rabilität:

Bedingung: Eine Dichtematrixρ ist separabel, falls eine MengeV von Pro-
duktvektoren existieren, f¨ur welche die BSAρ�s[V] die Spur Eins besitzt.

Um den konstruktiven Algorithmus f¨ur die BSA vorzustellen, m¨ussen noch
einige neue Konzepte eingef¨uhrt werden.

Definition 6 : Ein nicht negativer ParameterΛ heißtmaximal in Bezug auf eine
(im Allgemeinen nicht normierte) Dichtematrixρ und einen Projektor P= jψihψ j,
falls ρ�ΛP� 0 und die Matrixρ� (Λ+ ε)P für alle ε� 0 nicht positiv definit ist
.

Dies bedeutet, daßΛ die maximale Kontribution vonP darstellt, die man von
ρ abzuziehen imstande ist. Das folgende Lemma charakterisiert diesesΛ.
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Lemma 3 : Λ ist in Bezug aufρ und einen Projektor P= jψihψ j genau dann
maximal, wenn gilt:

1. Falls jψi 62R(ρ), dann istΛ = 0.

2. Falls jψi 2R(ρ), dann ist

0� Λ =
1

hψ jρ�1jψi : (4.2)

Beweis: Der Beweis von(1) ist trivial. Da nun jψi 2 R(ρ) liegt, bedeutet
dies, daß einjφi existiert, so daßjψi = ρjφi gilt. Nun haben wir für jedesjφi
die Schwarzsche Ungleichung

hφ jPjφi = jhφ jpρ
1pρ
jψij2

� hφ jρjφihψ j1
ρ
jψi:

Dies beweist, daß f¨ur alle jφi,hφ jρ� (hψ j 1ρ jψi)�1Pjφi � 0 ist. Für jφi = 1
ρ jψi

erhält man, daß(ρ�ΛP)jφi = 0 ist, wobeiΛ durch (4.2) gegeben ist, und damit
für alle ε � 0,hφ j(ρ� (Λ + ε)P)jφi = �εΛ�2 < 0. Dies beweist die durch (4.2)
gegebene Maximalit¨at vonΛ:q:e:d:

Es folgt nun der Begriff der paarweisen Maximalit¨at:

Definition 7 : Ein Paar von nicht negativen Parametern(Λ1;Λ2) nennt man in
Bezug aufρ und ein Paar von Projektionsoperatoren P1= jψ1ihψ1 j, P2= jψ2ihψ2 j
maximal,

1. falls ρ�Λ1P1�Λ2P2 � 0,Λ1 in Bezug aufρ�Λ2P2 und zum Projektor P1
maximal ist,

2. fallsΛ2 in Bezug aufρ�Λ1P1 und zum Projektor P2 maximal ist,

3. sowie die SummeΛ1+Λ2 auch maximal ist.

Gezeigt wird, daß es ausreicht, die Projektoren paarweise zu maximieren, um die
BSA zu erhalten. Daf¨ur wird folgendes Lemma ben¨otigt.

Lemma 4 : Ein Paar (Λ1;Λ2) ist genau dann in Bezug aufρ und ein Paar von
Projektoren(P1;P2) maximal, wenn:
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1. Falls jψ1i,jψ2i 62 R(ρ), dann istΛ1 = Λ2 = 0;

2. Falls jψ1i 62 R(ρ) und jψ2i 2 R(ρ), dann istΛ1 = 0 und Λ2 = 1
hψ2 jρ�1jψ2i ,

und fallsjψ2i 62R(ρ) undjψ1i 2R(ρ), dann istΛ2 = 0 undΛ1 =
1

hψ1 jρ�1jψ1i ;

3. Falls jψ1i; jψ2i 2 R(ρ) undhψ1 j 1ρ jψ2i= 0, dann istΛi = hψi jρ�1jψii, i =
1;2;

4. Falls jψ1i, jψ2i 2R(ρ) undhψ1 jρ�1jψ1i;hψ2 jρ�1jψ2i � jhψ1 jρ�1jψ2ij 6=
0, dann ist

Λ1 = (hψ2 jρ�1jψ2i� jhψ1 jρ�1jψ2ij)=D (4.3)

Λ2 = (hψ1 jρ�1jψ1i� jhψ2 jρ�1jψ1ij)=D; (4.4)

wobei D= hψ1 jρ�1jψ1ihψ2 jρ�1jψ2i� jhψ1 jρ�1jψ2ij2;

5. Falls jψ1i,jψ2i 2 R(ρ) und hψ1 jρ�1jψ1i � jhψ1 jρ�1jψ2ijhψ2 jρ�1jψ2i,
dann istΛ1 = hψ1 jρ�1jψ1i�1 undΛ2 = 0.

Man beachte, daß die Schwarzsche Ungleichung D� 0 impliziert.

Beweis: Der Beweis von(1) und (2) ist identisch zu dem von Lemma 3.
Für den Fall(3) gilt, daß(ρ�Λ1P1)

�1jψ2i = ρ�1jψ2i und (ρ�Λ2P2)
�1jψ1i =

ρ�1jψ1i, so daß aus der Maximalit¨at vonΛi automatischΛi = hψi jρjψii,i = 1;2
folgt. Der letzte Fall ist der interessanteste von allen. Die Maximalit¨at vonΛ1 und
Λ2 führt zur folgenden eindimensionalen Mannigfaltigkeit (Kapitel 2:2):

1�Λ1hψ1 jρ�1jψ1i�Λ2hψ2 jρ�1jψ2i+Λ1Λ2D = 0; (4.5)

wobeiD = hψ1 jρ�1jψ1ihψ2 jρ�1jψ2i� jhψ1 jρ�1jψ2ij2 ist. Nun mußΛ1+Λ2 auf
dieser Mannigfaltigkeit maximiert werden. Dies liefern die im Lemma genannten
Bedingungen:q:e:d:

Es folgt nun das zentrale BSA-Theorem:

Theorem 4 :Gegeben sei eine Menge V von Produktvektorenjeα; fαi 2V �R(ρ).
Die Matrix ρ�s[V] = ∑α Λαjeα; fαiheα; fα j ist genau dann eine BSA,

1. Falls alleΛα in Bezug auf
ρα[V] = ρ�∑α0 6=α Λα0 jeα0 ; fα0iheα0 ; fα0 j maximal sind;

2. Falls alle Paare (Λα;Λβ) in Bezug auf ραβ[V] = ρ �
∑α0 6=α;β Λα0 jeα0 ; fα0iheα0 ; fα0 j maximal sind.
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Beweis: Sei ρ�s eine BSA. Dann muß diese auch in allenΛα sowie auch in
allen Paaren(Λα;Λβ) maximal sein, weil man ansonsten den BSA-Parameter durch
Λα +Λβ erhöhen könnte.

Der Beweis in der umgekehrten Richtung ist schon etwas komplizierter. Als er-
stes nehme man an, daß die Anzahl derα’s K sei.ρ�s sei die Matrix, die man durch
Maximierung derΛα’s und der paarweisen Maximierung der(Λα;Λβ) erhalten hat.
Nun betrachtet man eine Matrixρ = ∑α λαPα in der Nähe vonρ�s, für welche al-
le λα’s maximal sind. Dies bedeutet, daß sichρs am RandF(λ1; : : :λK) = 0 einer
MengeZ befindet, wobeiZ die Menge aller separablen Dichtematrizen ist, welche
ρ�ρs � 0 erfüllen. Dieλα’s liegen also auf der(K�1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit, welche durch die algebraische Gleichung (siehe (4.2))F(λ1; : : :λK) = 0
gegeben ist. Die Maximalit¨at von(Λα;Λβ) impliziert, daß(λα +λβ) ein Maximum
beiλαβ = Λαβ zur ZwangsbedingungF = 0 und für λγ = Λγ,γ 6= αβ besitzt. Daraus
folgt, daß ∂F

∂λα
jλ=Λ = ∂F

∂λβ
jλ=Λ ist, was bedeutet, daß∂F

∂λα
jλ=Λ = const für alleα ist.

Dies istäquivalent zur Aussage, daß der Gradient von tr(ρs) unter der Zwangsbe-
dingungF = 0 verschwindet. Es muß sich um eine Extremalstelle handeln. Dabei
kann es sich nicht um ein lokales Minimum oder einen Sattelpunkt handeln, da
die Spur in Bezug auf alleλα’s maximal undZ dabei noch konvex ist. Aus dem
Grund der Konvexit¨at muß dieses lokale Maximum auch ein Globales sein. W¨are
dem nicht so, dann g¨abe es ein anderes Maximum. Dies w¨are die BSAρ�s.

Nimmt man nun die Spur der konvexen Kombination vonρs und ρ�s, erhielte
manεtr(ρs)+(1� ε)tr(ρ�s). Dann müßte aber f¨ur alleε diese Spur gr¨oßer sein als
tr(ρs), was wiederum bedeutet, daß dies kein lokales Maximum sein kann:q:e:d:

Die gesamte Information ¨uber die Verschr¨anktheit des Zustandesρ ist nun im
BSA-Restδρ enthalten. Der BildbereichR(δρ) enthält wegen der BSA keine Pro-
duktvektoren, die man abziehen k¨onnte. Ansonsten k¨onnte man durch das Abzie-
hen die BSA erh¨ohen. Dies ist aber laut Vorraussetzung nicht m¨oglich, da die BSA
schon vorliegt. Der Bildbereich der Matrixδρ muß deswegen kleiner oder gleich
(M�1)(N�1) sein. Das folgt aus der Tatsache, daß die Menge der Produktvek-
toren in einemC M 
C N-Raum eine(M +N�1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
aufspannen. Dieser besitzt immer einen Schnitt mit einem linearen UnterraumH,
wenn dieser eine Dimension besitzt, welche gr¨oßer oder gleich(N�1)� (M�1)
ist. In Kapitel 7 wird dies ausf¨uhrlicher bewiesen.

Interessant ist nun der 2-q-Bit Fall (M = N = 2). In diesem Fall ist n¨amlich
der BSA-Restδρ ein einziger Projektor auf einem verschr¨ankten Zustand. Außer-
dem muß dieser Projektor eindeutig sein. G¨abe es eine weitere BSA-Zerlegung
mit einem anderen Projektor als BSA-Rest, so k¨onnte man die folgende konvexe
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Kombination dieser beiden BSA-Zerlegungen nehmen:

ρ = λ
(ρs+ ρ̃s)

2
+(1�λ)

(Pe+ P̃e)

2
= λρ̄s+(1�λ)δρ

Nun istδρ aber ein BSA-Rest mit Rang zwei. Dies w¨urde aber wiederum bedeu-
ten, daß man einen Produktvektor findet [102], welchen man abziehen k¨onnte, um
damit die BSA zu erh¨ohen. Dies ist aber nicht m¨oglich, da man schon eine BSA
hat. Folglich gibt es nur einen Projektor als BSA-Rest. Diese einfache Struktur
erlaubt es, die BSA-Zerlegungen etwas genauer f¨ur 2�qbit-Systeme zu untersu-
chen [100]. Dies geschieht im Kapitel 5, in dem BSA-Zerlegungen von 2�qbit-
Systemen untersucht werden, welche maximalen Rang (r(ρ) = 4) und einen ma-
ximal verschränkten Projektor als einen BSA-Rest besitzen. Solche Zust¨ande sind
deshalb besonders interessant, weil sie den Werner-Zust¨anden [69]ähneln.

In Kapitel 4:3 wird noch ausf¨uhrlicher auf das Thema der Eindeutigkeit des
BSA-Restes eingegangen. Doch bevor dies geschieht, wird auf die differential-
geometrische Struktur der separablen Matrizenρs eingegangen, welche die Eigen-
schaftρ�ρs� 0 besitzen.

4.3 Die BSA-Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wird die Struktur des Randes der konvexen MengeZ behan-
delt, d.h. der Menge aller separablen Zust¨andeρs = ∑α ΛαPα, welche bez¨uglich ρ
die Eigenschaft besitzt, daßρ�ρs� 0 ist.

Theorem 5 : Die Oberfl̈ache von Z wird durch die folgende Mannigfaltigkeit be-
schrieben:

1 �
n

∑
i

ΛiDi +
n

∑
i< j

ΛiΛ jDi j �
n

∑
i< j<k

ΛiΛ jΛkDi jk + : : :

+ (�1)m ∑
i1<i2<:::<im

Λi1Λi2 : : :ΛimDi1i2:::im + : : :

: : : + (�1)nΛ1Λ2 : : :ΛnD12:::n = 0;

wobei die MengefDi1i2:::img durch die Subdeterminanten der Matrix

D =

0
BBB@
hψ1 jρ�1jψ1i hψ1 jρ�1jψ2i : : : hψ1 jρ�1jψni
hψ2 jρ�1jψ1i hψ2 jρ�1jψ2i : : : hψ2 jρ�1jψni

...
...

. . .
...

hψn jρ�1jψ1i hψn jρ�1jψ2i : : : hψn jρ�1jψni

1
CCCA
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beschrieben wird. Die Mengefjψiig ist die Menge der Produktvektoren, aus denen
die Pi’s zusammengesetzt sind.

Beweis:Der Beweis wird ¨uber die vollständige Induktion gef¨uhrt. Es wird als
erstes gezeigt, daß die Mannigfaltigkeit f¨ur n= 2 beschrieben wird durch:

1�Λ1D1�Λ2D2+Λ1Λ2D12 = 0: (4.6)

Es sei(ρ�Λ1P1)
�1jψ2i= jφ2i, bzw.jψ2i= (ρ�Λ1P1)jφ2i. Nun macht man den

Ansatz jφ2i = ρ�1(Ajψ1i+Bjψ2i) und erhält jψ2i = (ρ�Λ1P1)(Aρ�1jψ1i+
Bρ�1jψ2i). Dies determiniert die reellen KoeffizientenA und B zu A =

Λ1hψ1 jρ�1jψ2i
1�Λ1hψ1 jρ�1jψ1i undB= 1.

Nun gilt

hψ2 j(ρ�Λ1P1)
�1jψ2i =

Λ1j hψ1 jρ�1jψ2i j2
1�hψ1 jρ�1jψ1i + hψ2 jρ�1jψ2i

Λ2 =
Λ1[j hψ1 jρ�1jψ2i j2�hψ1 jρ�1jψ1ihψ2 jρ�1jψ2i]

1�hψ1 jρ�1jψ1i :

Daraus ergibt sich dann 1�Λ1D1�Λ2D2+Λ1Λ2D12 = 0.

Nun nehme man an, daß die Induktionsannahme auch f¨ur n gilt. Ersetzt man
nunρ�1 ! (ρ�Λn+1jψn+1ihψn+1 j)�1 und definiert wieder den folgenden Ansatz

(ρ�Λn+1jψn+1ihψn+1 j)�1jψii = ρ�1jψii

+
Λn+1hψn+1 jρ�1jψii

1�Λn+1hψn+1 jρ�1jψn+1iρ�1jψn+1i;

den man in den Ausdruck f¨ur die Mannigfaltigkeit mitn Koeffizienten einsetzt, so
erhält man nach einigen algebraischen Umformungen den folgenden Ausdruck:

1 �
n

∑
i

ΛiDi +
n

∑
i< j

ΛiΛ jDi j �
n

∑
i< j<k

ΛiΛ jΛkDi jk + : : :+

+ (�1)m ∑
i1<i2<:::<im

Λi1Λi2 : : :ΛimDi1i2:::im + : : :

+ (�1)n ∑
i1<i2<:::<in

Λi1Λi2 : : :ΛinDi1i2:::in +

+ (�1)n+1Λ1Λ2 : : :Λn+1D12:::n+1 = 0:

Dies beweist den Fall f¨ur n + 1 und somit wäre der Induktionsbeweis
abgeschlossen:q:e:d:
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Abbildung 4.1: Die BSA-Mannigfaltigkeit f¨ur zwei Parameter

Man beachte, daß die BSA-Mannigfaltigkeit aus Polynomen zusammengesetzt
ist, welche linear in Bezug auf jede einzelne VariableΛi ist. Dies bedeutet, daß
man ohne weiteres nach jeder Variable explizit aufl¨osen kann.

Desweiteren definiert die BSA-Mannigfaltigkeit ein konvexes Gebiet aller
Λ’s, welche nicht alle unbedingt positiv sein m¨ussen und die die Eigenschaft
besitzen, daßρ� Λ∑n

α=1ΛαPα ein positiver Operator ist. Dies ist in Abb. 4:1
für zwei Parameter veranschaulicht. Befindet sich nun ein Teil einer Hyperebe-
ne auf der BSA-Mannigfaltigkeit, so muß auch die gesamte Hyperebene auf der
BSA-Mannigfaltigkeit enthalten sein. Dies folgt aus der Tatsache, daß die BSA-
Mannigfaltigkeit aus endlichen Polynomen zusammengesetzt ist. Dieser Sachver-
halt ist im darauffolgenden Beweis der Eindeutigkeit einer BSA-Zerlegung von
tragender Bedeutung.

4.4 Die Eindeutigkeit der BSA

Theorem 6 (Die Eindeutigkeit der BSA):Jede Dichtematrixρ hat eine eindeu-
tige Zerlegungρ = Λρs+ (1�Λ)δρ, wobei ρs separabel,δρ eine verschr̈ankte
Dichtematrix, welche keine Produktvektoren mehr in ihrem Bild enthält, und Λ
maximal ist.

Beweis: Als erstes wird angenommen, es g¨abe keine eindeutige Zerlegung.
Unter dieser Annahme existieren also zwei BSA-Zerlegungen:ρ = Λρs1 + (1�
Λ)δρ1 undρ = Λρs2 +(1�Λ)δρ2. Nun ist jede konvexe Kombination dieser zwei
BSA-Zerlegungen wieder eine BSA-Zerlegung:

ρ = εΛρs1 +(1� ε)Λρs2 + ε(1�Λ)δρ1+(1� ε)(1�Λ)δρ2
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= ∑
i

(εΛΛ1i � (1� ε)ΛΛ2i)Pi +(1�Λ)(εδρ1+(1� ε)δρ2)

= ρs(ε)+δρ(ε);

wobeiε2 [0;1]. Wie im letzten Abschnitt schon besprochen, bedeutet dies, daß die
HyperebeneεΛ1i +(1�ε)(1�Λ2i) für alleε2 [0;1] auf der BSA-Mannigfaltigkeit
liegen muß. Aus der polynomialen Struktur der BSA-Mannigfaltigkeit geht aber
wiederum hervor, daß die Hyperebene dann auch vollst¨andig für alle ε auf der
BSA-Mannigfaltigkeit liegen muß. Da f¨ur einε 62 [0;1] undδρ1 6= δρ2, δρ(ε) nicht
mehr positiv definit wird, kann das aber nicht sein. Da f¨ur ε!∞, δρ(ε)� δρ1�δρ2

gilt, ist dies leicht einzusehen. Diese Matrix hat die Spur Null und ist offensicht-
lich ungleich Null, so daß diese nicht mehr positiv definit ist. Dadurch gewinnt man
einen Widerspruch zur Annahme, daß die BSA nicht eindeutig sei. Somit w¨are das
Theorem bewiesen:q:e:d:
Im nächsten Kapitel wird auf die spezielle Struktur der BSA-Zerlegungen vonC 2

C 2-Zuständen eingegangen. Wie bereits erw¨ahnt, beinhalten die BSA-Zerlegungen
nur einen verschr¨ankten BSA-Projektor. Dies macht es m¨oglich, eine genauere ana-
lytische Untersuchung vorzunehmen.
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Kapitel 5

Die BSA von generischen
C 2

C 2-Zuständen

5.1 Inhalt dieses Kapitels

In Kapitel 4 wurde erw¨ahnt, daß der BSA-Rest eines 2�qbit-Systems durch einen
reinen verschr¨ankten ProjektorPe = jψeihψej eindeutig bestimmt wird. Dieser
Sachverhalt f¨uhrt zur Frage, unter welchen Umst¨anden ein gegebener separabler
Zustandρs und ein verschr¨ankter ProjektorPe eine BSA bilden. Zu diesem Thema
wurden zahlreiche Arbeiten geschrieben ([100] und [101]).

In diesem Kapitel wird darauf eingegangen, unter welchen Umst¨anden man
einen maximal verschr¨ankten Zustand als BSA-Rest erh¨alt, für den Fall, daß ein
verschränkter Zustandρ mit r(ρ) = r(ρtA) = 4 vorliegt. Dies ist deshalb interessant,
weil solche Zust¨ande den Werner-Zust¨anden sehr ¨ahneln [69], d.h. der Zustand ist
durch eine konvexe Kombination von einem chaotisch separablen Zustand und ei-
nem maximal verschr¨ankten Zustand (ρ = λρs+(1� λ)jψmaxihψmaxj) gegeben.
Zusätzlich ergaben zahlreiche numerische Untersuchungen, daß der BSA-Rest sehr
häufig einen maximal verschr¨ankten Zustand enth¨alt [1]. Dies war der ausschlagge-
bende Punkt f¨ur die Annahme, daß dies f¨ur Zustände mitr(ρ) = r(ρtA) = 4 immer
der Fall sei. B. G. Englert, M. O. Scully und N. Metwally ([100] und [101]) konn-
ten aber Gegenbeispiele finden, dies nicht der Fall war. Sie nannten diese Zust¨ande
Werner-Zust¨ande erster und zweiter Art. Dieser Sachverhalt f¨uhrte zur Frage, unter
welchen Bedingungen der BSA-Rest einen maximal verschr¨ankten Zustand bein-
haltet und warum dieser so h¨aufig maximal verschr¨ankt ist. Auf diese Frage wird
in diesem Kapitel ausf¨uhrlich eingegangen.
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Desweiteren erwiesen sich die mathematischen Techniken, welche bei der Un-
tersuchung dieser Bedingungen entwickelt wurden, f¨ur die weiteren Untersuchun-
gen vonC 2
C N-, C M
C N- undC 2
C 2
C N-Systemen maßgebend.

Das Kapitel ist in zwei Unterkapitel aufgeteilt. Im ersten Unterkapitel wird
auf die kanonische Struktur von separablen Dichtematrizen eingegangen, welche
r(ρs) = r(ρtA

s ) erfüllt. Dies ist deshalb notwendig, weil diese im zweiten Unterka-
pitel bei der Untersuchung der BSA-Zerlegung auftritt.

5.2 Die kanonische Struktur

Es folgt nun das n¨achste wichtige Lemma, was von Woronowicz [80] schon einmal
auf eine vollkommen andere Art und Weise bewiesen wurde. Der hier vorgestellte
Beweis ist aber f¨ur die weiteren Untersuchungen des BSA-Restes und speziell f¨ur
dasC 2
C 2
C N-System im letzten Kapitel viel praktischer.

Lemma 5 : Sei ρ eine 2-qbit-Dichtematrix, und sei r(ρ) = 3, sowie r(ρtA) = 3,
dann existiert ein Produktvektorje; f i 2 R(ρ), so daß auchje�; f i 2R(ρtA).

Beweis:Gegeben sei die Dichtematrixρ =

�
A B
B† C

�
. Nun mußA oderC

invertierbar sein, da sonst Produktvektoren im Kern liegen w¨urden. SeiC o.B.d.A
invertierbar. Man w¨ahlt nun die Basisf 1p

1+jαj2
�1

α
�
, 1p

1+jαj2
��α�

1

�g in HA. In dieser

Basis erh¨alt manB(α�) = 1
1+jαj2 (1 α�)

�
A B
B† C

���α�

1

�
, was eine Funktion von

α� ist. Dies bedeutet, daß detB(α�)) = detB†(α) = 0 immer für ein α (α�) erfüllt
werden kann. W¨ahlt man solch einα, so erhält manr(B) = r(B†) = 1.

Im nächsten Schritt wirkt man mit einer lokalen nichtunit¨aren Transforma-
tion (später wird der Zusammenhang zu unit¨aren Operationen erl¨autert) ρ !
(IA
 1p

C
)ρ(IA
 1p

C
) und redefiniertA! 1p

C
A 1p

C
,B! 1p

C
B 1p

C
. Die neue Matrix

hat dann die Formρ =

�
A B
B† I

�
.

Nun nutzt man die Annahme, daßr(ρ) = 3 sein soll. Daraus ergibt sich, daß
A= BB†+λP sein muß, wobeiP ein Projektor auf einen Zustandjψi ist. Ebenso
muß aber auchr(ρtA) = 3 gelten, so daßA= B†B+ λ̃P̃ gilt, wobei P̃ ein Projektor
auf einen Hilbertvektorj ψ̃i ist.
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Dies führt zur Bedingung, daßBB†+λP= B†B+ λ̃P̃ erfüllt werden muß. Da
nun tr(BB†�B†B) = 0 ist, folgt darausλ = λ̃. Die Bedingung, daß ein Produkt-
vektor

� j f i
zj f i
� 2 R(ρ) und

� j f i
z�j f i

� 2 R(ρtA) existiert, bedeutet nichts anderes, als daß
die Gleichungen �

BB†+λP B
B† I

��jhi
jgi
�

=

� j f i
zj f i

�
; (5.1)�

B†B+λP̃ B†

B I

��j h̃i
j g̃i
�

=

� j f i
z�j f i

�
(5.2)

eine Lösung für jhi, jgi, j h̃i und j g̃i haben.

Aus diesen Gleichungen erh¨alt man

1
1�zB

jψi= η
1

1�z�B† j ψ̃i: (5.3)

Um nun das Lemma zu beweisen, muß man zeigen, daß die Gleichung (5.3) eine
Lösung für z und η besitzt. Im weiteren Verlauf des Beweises wird gezeigt, daß
man die rechte Seite von (5.3) als komplex Konjugiertes der linken Seite darstellen
kann. Dadurch wird dann sichergestellt, daß (5.3) eine L¨osung besitzt.

Es wird nun gezeigt, daß sich die Gleichung (5.3) schreiben l¨aßt als

1
1�zB

jψi= σxη
1

1�z�B� jψ�i: (5.4)

Als erstes w¨ahlt man eine Basisjψ1i; jψ2i, so daßB†B�BB† =

�
Λ 0
0 �Λ

�
gilt.

Aus diesem Grund istλ(P� P̃) =

�
Λ 0
0 �Λ

�
. Da nun die globalen Phasen von

jψi und j ψ̃i keine Rolle spielen, kann man solch eine Basis w¨ahlen, wojψi =� p
pp

1�peiφ

�
und j ψ̃i = �p1�p̃p

p̃eiφ̃

�
gilt. Aus dieser Parametrisierung folgt ˜p = p; φ̃ = φ

undΛ = λ(1�2p). Nun existiert immer ein unit¨arer OperatorK, so daßKBK† =
BT gilt. Daraus ergibt sich trivialerweise, daß(K†)TBTKT = B und deshalb auch
(K†)TKBK†KT = B ist. Definiert man nunU = K†KT , so gilt dannBU =UB. Es

wird gezeigt, daßK = eiϕ0

�
0 1
1 0

�
ist. SeiM = BB†�B†B = λ(P̃�P). Nun

gilt KMK† = BTB��B�B† = B�(B†)�� (B†)�B� = �M� = �M. Deshalb ist nun
M = λ(Kjψihψ jK†�Kj ψ̃ihψ̃ jK†). Daraus ergibt sich

Kjψi=
�

eiϕ1
p

1� p
eiϕ1

p
peiφ

�
:

41



Dies bedeutet, daßK =

�
0 eiθ1

eiθ2 0

�
, ϕ1 = θ1+φ, ϕ1+φ = θ2, ϕ2 = θ1+ϕ und

ϕ2+φ = θ2 ist. Angenommenθ1 6= θ2. Dann wäreU =

�
ei(θ1�θ2) 0

0 e�i(θ1�θ2)

�
.

U wird mit B kommutieren, falls B diagonal in dieser Basis ist. Dann w¨are aber
BB†�B†B = 0, was bedeuten w¨urde, daßjψi � j ψ̃i ist, und dann w¨are

�ψ
0

�
im

Bild von ρ. Daraus ergibt sich, daßθ1 = θ2 undK = eiϕ0σx ist. Da nun die globale
Phase nicht von Bedeutung ist, setzt manK = σx.

Nun definiert man 1
1�zBjψi =

�v1
v2

�
. Damit die letztere Gleichung (5.4) erf¨ullt

ist, mußv1 =ηeiφv�2 undv2 =ηeiφv�1 gelten. Diese Gleichungen haben eine L¨osung,
falls v1 = veiθ und v2 = veiθ+δ ist, wobeijv1j = jv2j = v gilt. Nun wählt man ein
beliebigesδ und fordert, daß

� 1
eiδ

�� 1
1�zBjψi sei, was bedeutet, daß

�
eiδ; �1

� 1
1�zB

jψi= 0 (5.5)

ist. Diese Gleichung hat nicht nur eine sondern unendlich viele L¨osungen.

Um das Lemma abzuschließen, muß nur noch gezeigt werden, daß die nicht-
unitäre Transformation, die am Anfang des Beweises durchgef¨uhrt wurde, nichts
am Resultat ver¨andert. Deshalb wird der Zustandρ jetzt wieder zur¨ucktransfor-
miert.ρ besitzt also die Form

ρ =

� p
CBB†

p
C+λ

p
CP
p

C
p

CB
p

Cp
CB†

p
C C

�
:

Fordert man, daß
� j f>

zj f>
� 2R(ρ) und

� j f>
z�j f>

� 2 R(ρtA) gilt, so erhält man

1

1�pCB 1p
C

z

p
Cjψ > = η

1

1�pCB† 1p
C

z�
p

Cjψ̃ > :

Dies istäquivalent zu
p

C(1� f (z)B)jψ > =
p

Cη(1� f �(z)B†)jψ̃ >;

was wiederum

(1� f (z)B)jψ > = η(1� f �(z)B†)σxjψ >

nach sich zieht. Damit w¨are der Beweis abgeschlossen:q:e:d:

Nun wird untersucht, unter welchen Bedingungen die BSA-Zerlegung eines
Zustandesρ mit r(ρ) = r(ρtA) = 4 einen maximal verschr¨ankten BSA-Rest auf-
weisen kann.
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5.3 Die BSA-Zerlegung mit maximal verschr̈anktem
BSA-Rest

Nehmen wir an, daßρ die BSA-Zerlegungρ = Λρs+(1�Λ)Pψe besitzt und ge-
nerisch ist, d.h.r(ρ) = r(ρtA) = 4. Ist Λ ungleich 1, so istρtA nicht positiv defi-
nit. r(ρtA

s ) = 4 darf nicht sein. W¨are dies der Fall, so k¨onnte man 1�Λ so durch
1�Λ� ε ersetzen, daßΛρtA

s + εPtA
ψe positiv definit ist, d.h.ρ0s = ρs+ εPψe wäre

separabel. Da nun der Rang vonρtA
s nicht voll sein kann, bedeutet dies, daß ein

Hilbertvektorjvi existieren muß, so daßρtA
s jvi= 0 gilt. PtA

ψe hat jetzt 3 positive und
einen negativen Eigenwert. Den Eigenvektor zum negativen Eigenwert kann man
in einer geeigneten Basis schreiben als

jψ�i=

0
BB@

0
1
�1
0

1
CCA :

Es muß gelten, daßhvjψ�i 6= 0. Wäre dies nicht der Fall, so k¨onnte man 1�Λ
wieder durch(1� λ� ε) ersetzen, so daßΛρtA

s + εPtA
ψ�

positiv bleibt. Dies alles
bedeutet, daß f¨ur die BSA-Zerlegung entwederr(ρs) = 4 und r(ρtA

s ) = 3 oder
r(ρs) = r(ρtA

s ) = 3 gilt. Der Fall, in demr(ρs) < 3 ist kann nicht auftreten, da
ansonstenr(ρs) = 3 oderr(ρs) = 4 nicht erfüllt werden kann [102]. Nehmen wir
also an, daßr(ρs) = 4 zutrifft.

Nun kann man immerjψei für alle Basenje1i,je2i schreiben als

jψei= N1je1; f1i+N2je2; f2i; (5.6)

wobeihe1je1i= he2je2i= 1, aberhe1je2i nicht Null sein muß. Sei nunj ê1i,j ê2i die
biorthogonale Basis zuje1i und je2i.

Man erhält

hê1jψei = N2hê1je2ij f2i (5.7)

hê2jψei = N1hê2je1ij f1i: (5.8)

Fordert man nun, daßh f1j f1i = h f2j f2i= 1 gilt, so kann man aus den letzten bei-
den Gleichungen eindeutigN1;N2; j f1i und j f2i bestimmen. O.B.d.A. wird nun
angenommen, daßN1 �N2 gilt.

Man definiert

jψe(α)i= 1
N(α)

(αN1je1; f1i+ N2

α
je2; f2i); (5.9)
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wobeiN(α) definiert ist als

N(α)2 = α2N2
1 +

1
α2 N2

2 +2N1N2Re(he1je2ih f1j f2i): (5.10)

Der BSA-Projektor kann geschrieben werden als

Pψe = N(α)2Pψe(α)+(1�α2)Pe1 f1 +(1� 1
α2 )Pe2 f2: (5.11)

Der ProjektorPψe wird durch den Ausdruck (5.11) ersetzt, um dadurch die BSA zu
verbessern. Daf¨ur muß vorausgesetzt werden, daßN(α)2 < 1 ist, woraus sich die
Bedingung

α2N2
1 +

1
α2N2

2 < N2
1 +N2

2 (5.12)

ergibt.

Definiert manx= N2
2

N2
1
, so sieht man, daßN(α)2 < 1 genau dann erf¨ullt ist, wenn

x < α2 < 1 gilt. Dies ist nur m¨oglich, wennN1 6= N2 erfüllt ist. Nun wählt man
α2 < 1 sehr nah an 1. Wenn man�1�α2

α2 Pe�2 f2 von ΛρtA
s abziehen kann, verbessert

man dadurch die BSA. Dies funtioniert nur, fallsje�2 f2i im Bild von ρtA
s liegt. Das

bedeutet, daß fallsjvi= j ê�1;h1i+ je�2;h2i ist, man dann die Gleichunghh1j f2i= 0
erfüllen muß, bzw.

hvje�2ihê1jψei= 0: (5.13)

Es ist der obigen Gleichung leicht anzusehen, daß sie sehr viele L¨osungen besitzt.
Nimmt man z.B.je2i= j ê1i und wählt j ê1i proportional zuj0i+αj1i, dann folgt
aus der Gleichung, daß[hvj0i+ α�hvj1i][h0jψei+ α�h1jψei] = 0 erfüllt werden
muß. Dies ist eine quadratische Gleichung inα�, welche immer eine L¨osung be-
sitzt. Daraus ergibt sich, daß entwederr(ρs) = 3 ist oderN1 = N2. Tritt der letztere
Fall ein, so istjψei maximal verschr¨ankt. Dies ist leicht zu sehen, wenn man die

allgemeine Formje1i=
� p

pp
1�peiφ

�
undj ê2i=

�p1�p0p
p0eiφ0
�

in dieser Basis w¨ahlt. In der

so gewählten Basis istjψei= aj00i+
p

1�a2j11i, so daß dann

hê1jψei = a
p

pj0i+
p

1�a2
p

1� pj1ie�iφ

und

hê2jψei = a
p

p0j0i+
p

1�a2
p

1� p0j1ie�iφ0 (5.14)

ist.

Daraus ergibt sich dann

N2
2j hê1je2i j2 = a2p+(1�a2)(1� p);

N2
1j hê2je1i j2 = a2p0+(1�a2)(1� p0):
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Man beachte, daßj hê1je2i j2 = j hê2je1i j2 gilt, so daß sicha2 = 1
2 für N2

1 = N2
2,

ergibt. Dies bedeutet also, daßjψei maximal verschr¨ankt ist.

Deshalb wird nun der Fallr(ρs) = r(ρtA
s ) = 3 betrachtet. Interessant f¨ur diesen

Fall ist, daß wenn man in der Lage istPe�2; f2 von ΛρtA
s abzuziehen, man gleichzeitig

Pe�1; f1 zum Bild vonρtA
s undPe1; f1 zum Bild vonρs addiert. Dies f¨uhrt wegenr(ρ) =

4 zu einer Vergr¨oßerung des Ranges vonρs auf r(ρs) = 4. Es können also nur die
folgenden zwei F¨alle auftreten:

� Ist man in der LagePe�2; f2 von ρtA
s abzuziehen, wobeir(ρs) = r(ρtA

s ) = 3 gilt,
so besitzt die BSA-Zerlegung einen maximal verschr¨ankten BSA-Rest und
es gilt wiederr(ρs) = 4.

� Ist man nicht mehr in der LagePe�2; f2 von ρtA
s abzuziehen, wobeir(ρs) =

r(ρtA
s ) = 3 gilt, so besitzt die BSA-Zerlegung entweder in diesem Grenzfall

einen maximal verschr¨ankten BSA-Rest oder keinen.

Es wird also nun untersucht unter welchen Umst¨anden manPe�2; f2 von ρtA
s abziehen

kann. Aus den Resultaten des letzteren Abschnits wissen wir das eine eindimen-
sionale Familie von Produktvektorenje2(δ); f2(δ)i existiert, wobeiδ reell ist, so
daßje2(δ); f2(δ)i 2R(ρ) und je2(δ)�; f2(δ)i 2R(ρTA) gilt.
Nun sind wir in der Lage explizit nachzupr¨uffen wannjψei unter den gegebe-
nen Voraussetzungen maximal verschr¨ankt ist. Istjψei gegeben und seije2; f2i=
je2(δ); f2(δ)i, für ein gegebenesρs, dann läßt sichj f1i und je1i wie folgt bestim-
men:

j f1i =
hê2(δ)jψei
jhê2(δ)jψeij ;

je1i =
h f̂2(δ)jψei
jh f̂2(δ)jψeij

:

Aus der Normierungh f1j f1i = 1, erhält manN1 = jhê2jψeij
jhê2je1ij . Da wir nun je1i und

j f1i kennen, k¨onnen wir auchN2 =
jhê1jψeij
jhê1je2ij berechnen.

Dies bedeutet daß manN1 und N2 explizit berechnen kann ausρs und jψei.
Daraus ergibt sich folgendes Theorem:

Theorem 7 : Seiρ ein C 2
C 2-Zustand mit r(ρ) = r(ρTA) = 4 und der explizit
gegebenen BSA-Zerlegungρ = Λρs+ (1�Λ)Pψe. Dann ist entwederjψei ma-
ximal verschr̈ankt, oder r(ρs) = r(ρTA

s ) = 3 und f̈ur jede expansion vonjψei =
N1je1; f1i+N2je2; f2i, so daßje2; f2i 2R(ρs) undje�2; f2i 2R(ρTA

s ) erfüllt ist, gilt
daß N1 < N2.
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Beweis:Würde einje2(δ); f2(δ)i existieren so daßN1 >N2 gilt, so könnte man die
Optiemirungsprozedur anwenden und dadurch ein Wiederspruch zur Optimalit¨at
der BSA erhalten:q:e:d:

Das Theorem liefert damit eine Erkl¨arung, warum in den numerischen Unter-
suchungen [1] so h¨aufig ein maximal verschr¨ankter BSA-Projektor auftritt. Des-
weiteren liefert dieses Theorem ein Konstruktiosschema f¨ur BSA-Zerlegungen mit
maximal verschr¨ankten BSA-Resten.
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Kapitel 6

Die PPT-BSA

6.1 Inhalt dieses Kapitels

In diesem Kapitel werden BSA-Zerlegungen von PPT-Zust¨anden untersucht. Wie
schon in Kapitel 4 erw¨ahnt, wird als Vorbild für die erweiterte Formulierung der
BSA die Arbeit von M. Lewenstein und A. Sanpera [1] sowie die Arbeit von A.
Sanpera, R. Tarrach und G. Vidal [102] genutzt. Der konstruktive Algorithmus, der
hier vorgestellt wird, erm¨oglicht es, PPT Dichtematritzen nach deren Separabilit¨at
zu untersuchen. Desweiteren basieren die Arbeiten ¨uberC 2
C N ([51] und [52])
und C M 
 C N [103] und die im letzten Kapitel beschriebene Arbeit ¨uber C 2

C 2
 C N auf dem nun folgenden PPT-BSA-Theorem. Am Ende dieses Kapitels
wird auf die Konstruktion von Witness-Operatoren ([104], [105], [107] und [108])
eingegangen. Die Witness-Operatoren erm¨oglichen es, PPT-verschr¨ankte Zust¨ande
zu detektieren ([107] und [108]) und sie k¨onnen Bell-Ungleichungen beschreiben.

6.2 Die PPT-BSA vonC M

C N zusammengesetzten Syste-

men

Für eine Dichtematrix ρ bezeichnet V[ρ] = fje; f i j je; f i 2
R(ρ) und je�; f i 2 R(ρtA)g, d.h. die Menge aller Produktvektorenje; f i,
welche sich nicht nur im Bildbereich vonρ befinden, sondern es gilt auch
zusätzlich, daßje�; f i sich im Bildbereich vonρtA befinden soll. Gegeben sein nun
eine Dichtematrixρ in C M 
 C N, welche ein PPT-Zustand ist. Es gilt folgendes
Theorem:
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Theorem 8 :Für jede PPT-Dichtematrixρ existiert eine separable Matrix

ρ�s =∑
α

Λαjeα; fαiheα; fα j (6.1)

mit Λα � 0 und einer abz̈ahlbaren Menge von Produktvektorenfjeα; fαi 2V[ρ]g,
so daßδρ = ρ�ρ�s � 0 undδρtA = (ρ�ρ�s)tA � 0 ist, und

ΛPPT � tr(ρ�s) (6.2)

maximal ist.

Beweis:Der Beweis funktioniert wie im Theorem (3) analog zum Beweis der
Existenz einer BSA. Aufgrund des kompakten Gebietes aller separablen Dichte-
matritzen existiert ein Maximum bez¨uglich der Menge V. Durch Vergr¨oßerung der
Menge V maximiert man die PPT-BSA bis das Maximum erreicht ist:q:e:d:

Zu beachten ist, daß die gesamte Information ¨uber die Verschr¨anktheit des PPT-
Zustandes vonρ durch den PPT-BSA-ParameterΛPPT und durchδρ gegeben ist.

Analog zur Definition der BSA-Maximalit¨at, wird nun der Begriff der PPT-
Maximalität definiert.

Definition 8 : Sei je; f i 2V[ρ]. Ein nicht negativer ParameterΛ heißt in Bezug
auf eine Dichtematrixρ und einen Projektor P= je; f ihe; f j, PPT-maximal, falls
ρ�ΛP� 0 ist, und f̈ur alle ε� 0 die Matrix ρ� (Λ+ ε)P kein PPT-Zustand mehr
ist.

Man sieht, daß in Bezug auf die BSA aus dem letzten Kapitel hier nun noch
die zusätzliche Einschr¨ankung von PPT auf allen Systemen gew¨ahrleistet werden
muß. Das folgende Lemma liefert die Bedingung f¨ur eine PPT-Maximalit¨at.

Lemma 6 : In Bezug auf einen PPT-Zustandρ und einen Projektor P= je; f ihe; f j
ist Λ genau dann PPT-maximal, wenn gilt:

� Falls je; f i 62V[ρ], dann istΛ = 0.

� Ist Λ(0) = 1
he; f jρ�1je; f i undΛ(1) = 1

he�; f j(ρtA)�1je� ; f i , dann istΛ gegeben durch

Λ = min(Λ(0);Λ(1)): (6.3)
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Beweis:Der erste Teil ist trivial. Aus dem BSA-Lemma(1) folgt, daß jedes
Λ(0) bzw. Λ(1) in Bezug aufje; f i, bzw. je�; f i maximal ist. Nimmt man nun das
Minimum aus dieser Menge, so erh¨alt man den maximalen Anteil, den man abzie-
hen kann, ohne die PPT zu verlieren:q:e:d:

Nun wird die paarweise Maximalit¨at so definiert, wie es auch bei der BSA der
Fall war.

Definition 9 : Ein Paar von nicht negativen(Λ1;Λ2) ist in Bezug auf einen
PPT-Zustandρ und ein Paar von Projektoren P1 = je1; f1ihe1; f1 j und P2 =
je2; f2ihe2; f2 j paarweise PPT-maximal, wobeije1; f1i; je2; f2i 2V[ρ] ist, falls:

1. ρ�Λ1P1�Λ2P2 ein PPT-Zustand ist,

2. Λ1 in Bezug aufρ�Λ2P2 und den Projektor P1 PPt-maximal ist,

3. Λ2 in Bezug aufρ�Λ1P1 und den Projektor P2 PPT-maximal ist,

4. undΛ1+Λ2 maximal ist.

Analog zur BSA (Kapitel 4.3) wird bez¨uglich einer abz¨ahlbaren MengeV von
Produktvektoren die PPT-BSA-Mannigfaltigkeit wie folgt definiert:

Definition 10 : Sei F(λ1; : : : ;λK) = 0 die BSA-Mannigfaltigkeit bezüglich des Zu-
standesρ und F̃(λ1; : : : ;λK) = 0 die des ZustandesρtA. Dann l̈aßt sich die PPT-
BSA-Mannigfaltigkeit schreiben als:

λ1 = f̄(λ2; : : : ;λK)�
�

λ1 = f (λ2; : : : ;λK) falls f < f̃
λ1 = f̃ (λ2; : : : ;λK) sonst,

(6.4)

wobei f undf̃ die expliziten Aufl̈osungen der BSA-Mannigfaltigkeiten F= 0 und
F̃ = 0 nachλ1 sind. Dementsprechend wird die PPT-BSA-Mannigfaltigkeit in ihrer
impliziten Form alsF̄(λ1; : : :λK) = 0 bezeichnet.

Zu beachten ist, daß die PPT-BSA-MannigfaltigkeitF̄(λ1; : : :λK) = 0 eine ste-
tige aber nicht ¨uberall differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Dies wird im weiteren
Verlauf bei der Untersuchung des Algorithmus zur paarweisen Maximalit¨at in An-
hang B näher erläutert.

Zu zeigen ist nun, daß die paarweise Maximierung auch zur PPT-BSA f¨uhrt.

Theorem 9 : Gegeben sei ein PPT-Zustandρ. Die Matrix ρ�s = ∑α ΛαPα ist die
PPT-BSA genau dann, wenn gilt:
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1. Alle Λα sind in Bezug aufρ�∑α0 6=α Λα0Pα0 und den Projektor Pα0 PPT-
maximal.

2. Alle Paare(Λα;Λβ) sind in Bezug aufρ�∑α0 6=α;β ΛαPα und die Projektoren
(Pα;Pβ) paarweise PPT-maximal.

Beweis:Für den Fall, daßρ�s eine PPT-BSA ist, muß diese f¨ur alleΛα und Paare
(Λα;Λβ) auch PPT-maximal sein. Ansonsten k¨onnte man den PPT-BSA-Parameter
erhöhen, was ein Widerspruch zur Annahme der PPT-BSA vonρ�s wäre.

ρs sei definiert alsρs = ∑α λαPα, wo alle λα individuell PPT-maximal sind.
Dies bedeutet, daßρs auf dem Rand der konvexen MengeZ aller separablen Matri-
zen liegt, welcheρ�ρs� 0 und(ρ�ρs)

tA � 0 erfüllen. Dieser Rand wird durch die
PPT-MannigfaltigkeitF̄(λ1; : : : ;λK) = 0 beschrieben. Diese BSA-Mannigfaltigkeit
ist eine stetige aber nicht ¨uberall differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Sei ρm = ∑K
α ΛαPα die separable Matrix, welche paarweise PPT-maximal

ist. Die paarweise Maximalit¨at in (Λα;Λβ) bedeutet, daß(λα + λβ) für λα;β =
Λα;β und für alle γ 6= α;β λγ = Λγ maximal sein muß. Die PunkteΛ lassen
sich mindestens einer Mannigfaltigkeit eindeutig zuordnen, so daß manλβ =
fβ(λ1; : : : ;λβ�1;λβ+1; : : : ;λK) schreiben kann. Dies bedeutet, daßλα +λβ = λα +
fβ für alleα undβ geschrieben werden kann. Es gilt nun

∂
∂λi

(λi + f j) jλ=Λ =
∂

∂λi

 
∑
i0 6= j

λi0 + f j

!
jλ=Λ � 0; (6.5)

wobeiΛ = (Λ1; : : : ;ΛK) ist. Es können nun folgende F¨alle auftreten:

1. O.B.d.A. seien die Ableitungen f¨ur (λ1; : : : ;λn) kleiner als Null und f¨ur die
restlichenλ’s im Punkteλ =Λ gleich Null, wobein<K ist. Dies ist der Fall,
wenn die paarweise PPT-Maximalit¨at auf der Schnittfl¨ache der verschiede-
nen Mannigfaltigkeiten liegt. Dann folgt, daß der Punktλ = Λ in Bezug auf
die Koordinaten(λn+1; : : : ;λK) entweder ein lokales Maximum oder ein Sat-
telpunkt sein muß. Da nunZ eine konvexe Menge ist, muß f¨ur jedesρs;ρ0s2Z
auchερs+(1�ε)ρ0s2 Z gelten. Hätte man nun einen Sattelpunkt, so w¨urden
zwei separable Matrizen existieren, welche nicht mehr inZ liegen. Dies ist
natürlich nicht möglich, also muß es ein lokales Maximum sein. Dieses lo-
kale Maximum muß aber mit dem Wert der PPT-BSA ¨ubereinstimmen, da
ansonstenεtr(ρ�s)+(1� ε)tr(ρs)> tr(ρs) gilt. Also muß tr(ρ�s) = tr(ρs) gel-
ten.
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2. Alle Ableitungen sind gleich Null. Dies bedeutet, daß die paarweise PPT-
Maximalität sich auf keiner Schnittfl¨ache befindet. In diesem Fall wird die
Beweisführung entsprechend dem BSA-Fall gef¨uhrt.

Somit wäre der Beweis abgeschlossen:q:e:d:

Am Ende dieses Unterkapitels ist noch zu bemerken, daß s¨amtlicheÜberlegun-
gen und Beweise auf mehrfach zusammengesetzte Systeme ¨ubertragbar sind.

6.3 Konstruktion von Verschränktheitszeugen (Witnes-
ses)

Witness-Operatoren ([104], [105] und [106]) sind Operatoren, mit denen man
quantenmechanische Zust¨ande auf Verschr¨anktheit untersuchen kann. Sie sind des-
halb in der Untersuchung von quantenmechanischen Zust¨anden von entscheidener
Bedeutung. Aus diesem Grund wird in diesem Unterkapitel auf die Konstruktion
von Witness-Operatoren mit Hilfe des PPT-Restesδρ eingegangen [107]. Der Be-
griff des Witness-Operators wird im Verlauf der Konstruktion durch den PPT-Rest
wie in der Arbeit von M. Lewenstein, B. Kraus, J.I. Cirac und P. Horodecki [107]
erklärt.

Definition 11 : Ein Operator W, welcher auf einen N-fach zusammengesetz-
ten HilbertraumH = C M1 
 : : :
 C MN wirkt, wird Verschr̈anktheitszeuge oder
Witness-Operator genannt, wenn für alle separablen Zuständeρs, tr(Wρs)� 0 gilt,
und ein verschr̈ankter Zustandρ existiert, so daßtr(Wρ)< 0 erfüllt ist.

Die Existenz solch eines Witnesses zu einem gegebenen verschr¨ankten Zustandρ
ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, daß die Menge aller separablen Zust¨ande
eine konvexe und kompakte Menge bilden. Der verschr¨ankte Zustandρ kann dem-
nach als ein Punkt außerhalb dieser Menge angesehen werden. Laut dem Hahn-
Banach-Theorem existiert aber immer eine Hyperebene, welche eine konvexe
MengeZ und einen Punkt außerhalb dieser Menge(ρ =2 Z) trennt, d.h. tr(Wρ)< 0.

Wie konstruiert man nun einen Witness ¨uber die PPT-BSA-Zerlegung? Die ent-
scheidende Charakteristik der PPT-BSA-Zerlegungρ = ΛPPTρ�s + (1�ΛPPT)δρ
ist, daß der PPT-BSA-Restδρ keine Produktvektoren mehr enth¨alt, die man abzie-
hen könnte, ohne die PPT vonδρ zu verletzen.

Definiert wird nunK � fjkiig 2 K(δρ) und KA � fjkAi ig 2 K(δρtA) als die
Menge aller orthonormalen Basen, die den Kern vonδρ undδρtA aufspannen.

51



Nun wird der Operator

V �
k(δρ)

∑
i=1

jkiihki j+
k(δρtA)

∑
i=1

(jkAi ihkAi j)tA (6.6)

definiert, wobeik(δρ) undk(δρtA) die Dimension der jeweiligen Kerne vonδρ und
δρtA sind. Jetzt bildet man den Erwartungswert vonV bezüglich der Produktvekto-
ren je fi und erhält:

he; f jVje; f i =
k(δρ)

∑
i=1

he; f jkiihki je; f i+
k(δρtA)

∑
i=1

he; f j(jkAi ihkAi j)tAje; f i

=
k(δρ)

∑
i=1

he; f jkiihki je; f i+
k(δρtA)

∑
i=1

he�; f jkAi ihkAi je�; f i

Dies bedeutet, daßhe; f jVje; f i � ε ist, wobei ε > 0 gilt. Wäre nämlich
he; f jVje; f i = 0, dann g¨abe es einen Produktvektor, der gleichzeitig im Bild von
δρ undδρtA liegen würde. Dies w¨are aber wiederum ein Widerspruch zur Annah-
me, daßδρ ein PPT-BSA-Rest ist.

Kennt man nun die Schwelleε, dann kann man folgenden Operator definieren:

W�V� εI : (6.7)

Der Operator W erfüllt die Bedingung, daß f¨ur alle Produktvektoren
he; f jWje; f i � 0 gilt. Dies bedeutet, daß wenn ein Zustandρ die Eigenschaft
tr(Wρ)� 0 besitzt, dieser dann auch nicht separabel sein kann. Bildet man z.B. die
Spur tr(δρW), so erhält man per Konstruktion tr(δρW)< 0. Dies beweist die Exi-
stenz eines verschr¨ankten Zustandes, welchen man mit der PPT-BSA-Konstruktion
eines Witness-Operators bezeugen kann.

Man beachte, daß der Witness-Operator eine Art Bell-Ungleichung tr(Wρ)� 0
liefern kann, wenn sich der Witness-OperatorW als Summe von Produktprojekto-
renW = ∑α

i cαjeα; fαiheα; fα j schreiben l¨aßt, wobei diecα’s nicht unbedingt posi-
tiv sein müssen. Dadurch l¨aßt sich tr(Wρ)� 0 auch schreiben als

tr(Wρ) = ∑
α

cαheα; fα jρjeα; fαi � 0: (6.8)

Wie man sieht, ist dies eine Bell-Ungleichung. Genauer gesagt, impliziert diese
Ungleichung, daß es keine Theorie geben kann, welche den Zustandρ durch lokal
verborgene Parameter mit beschr¨ankten Werten beschreibt [109].

Man sieht, daß sich die PPT-BSA-Zerlegungsmethode exzellent zur Untersu-
chung von PPT-verschr¨ankten Zust¨anden eignet.
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Kapitel 7

Das BSA-Verschr̈anktheitsmaß

7.1 Inhalt dieses Kapitels

Die Formulierung der BSA erm¨oglicht auf nat¨urliche Art und Weise, ein Ver-
schränktheitsmaß zu definieren. Da es in der Regel sehr schwer ist, Verschr¨ankt-
heitsmaße mit den notwendigen Eigenschaften zu formulieren, ist dieses Thema
für die BSA-Theorie von besonderem Interesse.

7.2 Das BSA-Verschr̈anktheitsmaß

Es wird nun gezeigt, daß der BSA-ParameterE(ρ) := (1�ΛBSA(ρ)) die folgenden
Eigenschaften eines Verschr¨anktheitsmaßes erf¨ullt:

� Für alle separablen Zust¨andeρs gilt E(ρs) = 0;

� Lokale unitäre Transformationen ¨andern das Verschr¨ankheitsmaß nicht;

� Sei∑α AαA†
α
BαB†

α = 1. Dann folgt für das Verschr¨anktheitsmaß

∑
α

tr(Aα
BαρA†
α
B†

α)

 
E(

Aα
BαρA†
α
B†

α

tr(Aα
BαρA†
α
B†

α)

!
� E(ρ): (7.1)

Um dies zu zeigen, muß als erstes untersucht werden, wie ein POVM die BSA
beeinflußt. Zu diesem Zweck definiert manVi := Ai 
Bi, so daß∑i ViV

†
i = 1 gilt.
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DieV ’s sind demnach lokale POVM’s. Die BSA-Zerlegung ist durchρ=ΛBSAρ�s+
(1�ΛBSA)δρ gegeben. Nach der Wirkung des obigen POVM’s

ρi :=
ViρVi

tr(ViρVi)

=
ΛBSAtr(Viρ�sV

†
i )

tr(ViρV†
i )

∑
α
(
Λαtr(ViPαV†

i )

tr(Viρ�sV
†
i )

)(
ViPαV†

i

tr(ViPαV†
i )

)

+ (1�ΛBSA)
tr(ViδρV†

i )

tr(ViρV†
i )

(
ViδρV†

i

tr(ViδρV†
i )

=
ΛBSAtr(Viρ�sV

†
i )

tr(ViρV†
i )

∑
α
(
Λαtr(ViPαV†

i )

tr(Viρ�sV
†
i )

)(
ViPαV†

i

tr(ViPαV†
i )

)

+ (1�ΛBSA
tr(Viρ�sV

†
i )

tr(ViρV†
i )

)(
ViδρV†

i

tr(ViδρV†
i )

)

definiert man:

Λiα � Λαtr(ViPαV†
i )

tr(Viρ�sV
†
i )

; (7.2)

Λi � ΛBSAtr(Viρ�sV
†
i )

tr(ViρV†
i )

; (7.3)

Piα � ViPαV†
i

tr(ViPαV†
i )

; (7.4)

δρi � ViδρV†
i

tr(ViδρV†
i )

: (7.5)

Nun gilt folgender Zusammenhang:

ΛBSAtr(Viρ�sV
†
i ) = tr(ViρV†

i )Λi ;

bzw. man erh¨alt nach der Ausf¨uhrung der Summe ¨uberi:

ΛBSA= ∑
i

Λi tr(ViρV†
i ): (7.6)

Dies wird später eine sehr n¨utzliche Relation sein.

Lemma 7 : Gegeben sei eine BSA-Zerlegungρ = ΛBSAρ�s +(1�ΛBSA)δρ. Dann
erfüllt E(ρ) = (1�ΛBSA(ρ)) die letzteren drei Eigenschaften eines Verschränkt-
heitsmaßes.
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Beweis:

1. Für den Fall, daßρ separabel ist, giltΛBSA= 1 und damitE(ρ) = 0:

2. Lokale unitäre Transformationen ¨andern die BSA trivialerweise nicht.

3. Dies ist der schwierigste Teil. Es gilt, daßΛBSA= ∑i Λitr(ViρV†
i )(7.6) ist.

Nun ist nach der POVM der Zustand durchρi = Λiρsi +(1�Λi)δρi gegeben.
Allgemein mußΛi kein BSA-Parameter sein. Angenommen wird also, daß
dies nicht der Fall ist. Daraus ergibt sichΛBSA�∑i ΛBSAi tr(ViρV†

i ) und damit
aber auch(1�ΛBSA)�∑i(1�ΛBSAi)tr(ViρV†

i ) :q:e:d:

Somit wäre das Lemma bewiesen:q:e:d:
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Kapitel 8

Separabilität in
C 2
�C N-Quantensystemen

8.1 Inhalt dieses Kapitels

Das folgende Kapitel besch¨aftigt sich mitC 2
C N-Räumen ([51] und [52]). Die
vorliegenden Resultate werden im letzten Kapitel f¨ur die Untersuchung vonC 2

C 2
C N-Zuständen ben¨otigt.

8.2 Der Begriff der Unterstützung

Betrachtet man als Beispiel einen positiv definiten Operatorρ, welcher auf einen
C 2
C 2-Raum wirkt, so kann man den Operatorρ trivialerweise immer in einen
C 2 
 C 4-Raum einbetten. Dieser Operator wird dann nach der Einbettung in
C 2�C 4 einen Kern besitzen, in dem sich Produktvektoren befinden. Anhand die-
ses Beispiels wird sofort klar, daß es f¨ur die Untersuchungen vonC 2�C N-Räumen
von Nutzen ist, diese Produktvektoren loszuwerden und somit die Dimensionalit¨at
des zweiten Raumes zu verringern. Aus diesem Grund wird folgende Definition
eingeführt:

Definition 12 : Man sagt, daß der Dichteoperatorρ, welcher aufC 2
C N wirkt,
aufC 2
C M unterstützt wird, falls ein minimaler Unterraum H� C N existiert, so
daß R(ρ)� C 2
H ist, und H die Dimension M besitzt.
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Falls nun ein positiv definiter Operatorρ auf die obige Art und Weise un-
terstützt wird, folgt die Existenz von genauN�M linear unabh¨angigen Vektoren
fj fii; i = 1;2; : : : ;N�Mg 2 C N, so daßje f;i i 2 K(ρ) für alle jei 2 C 2 ist.

Für die Untersuchung der Separabilit¨at wird nun die im letzten Kapitel vorge-
stellte Methode verwendet, welche Produktvektoren aus dem Bild vonρ abzieht,
so daß sowohlρ als auchρtA positiv definit bleiben. Es werden sowohl anρ als
auch anρtA Bedingungen gegeben, bei welchen nach einer endlichen Anzahl von
Subtraktionen kein Rest mehr verbleibt. Damit w¨are dann die Separabilit¨at bewie-
sen. Um diese Bedingungen zu liefern, m¨ussen sowohl der Bildbereich als auch
der Kern vonρ genauer untersucht werden.

8.3 Subtraktion von Produktvektoren

Aus dem Kapitel ¨uber die PPT-BSA wissen wir, daß die maximale Kontribu-
tion λ, die man anwenden muß, um einen Projektorje; f ihe; f j von ρ abzie-
hen zu können, durchλ = min(λ0; λ̃0) gegeben ist, wobeiλ0 = 1

he; f jρ�1je; f i und

λ̃0 =
1

he�; f j(ρtA)�1je� ; f i ist. Die Differenz ist dann gegeben durch

ρ̃ = ρ�λje; f ihe; f j: (8.1)

Wenn es um die Untersuchung vonC 2
C N-Systemen geht, ist nun folgendes Lem-
ma für den weiteren Verlauf von zentraler Bedeutung.

Lemma 8 : Seije fi 2 R(ρ) und je�; f i 2 R(ρtA). Dann gilt:

1. Fallsλ = λ0 < λ̃0, dann ist r(ρ̃) = r(ρ)�1 und r(ρ̃tA) = r(ρtA).

2. Fallsλ = λ̃0 < λ0, dann ist r(ρ̃) = r(ρ) und r(ρ̃tA) = r(ρtA)�1.

3. Fallsλ = λ0 = λ̃0, dann ist r(ρ̃) = r(ρ)�1 und r(ρ̃tA) = r(ρtA)�1.

Beweis: Es reicht, den ersten Teil des Lemmas zu beweisen. F¨ur die ande-
ren kann man die gleiche Argumentation anwenden. Als erstes bemerkt man, daß
afgrund der Differenz um einen Projektorr(ρ̃) � r(ρ)�1 sein muß. Andererseits
mußK(ρ)�K(ρ̃) gelten, da f¨ur einjΨi 2K(ρ) gilt, daßρ̃jΨi=�λ0he; f jΨi= 0,
weil je; f i 2R(ρ). Desweiteren ist aberρ�1je; f i nicht inK(ρ) aber daf¨ur in K(ρ̃)
enthalten, wie man durch Substitution leicht nachpr¨ufen kann:q:e:d:

Der Vorteil dieses Lemmas ist, daß man durch maximales PPT-Abziehen die
Dimension der Bilder verringern kann. Im n¨achsten Abschnitt wird bewiesen, daß
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man durch diesen Sachverhalt das Problem der Separierbarkeit sukzessiv verein-
fachen kann. Das ganze Problem reduziert sich der Differenz immer um eine Di-
mension, ohne die Eigenschaft der Separabilit¨at zu ändern. Man verlagert somit
das Problem auf kleinere Dimensionen, bis die Separabilit¨at gezeigt werden kann.

8.4 Der Kern von ρ

Dieser Abschnitt behandelt, unter welchen Umst¨anden man durch geschicktes Ab-
ziehen von Produktvektoren das Problem vonC 2
C N auf C 2
C N�1 verlagern
kann. Dabei sind folgende zwei Lemmas hilfreich:

Lemma 9 : Seiρ ein PPT-Zustand. Dann giltje�; f i 2K(ρtA), falls je; f i 2K(ρ).

Beweis:Es seiρje; f i= 0. Dann folgt, daßhe; f jρje; f i= he�; f jρtAje�; f i= 0
ist. Da nunρtA � 0, folgt, daßρtAje�; f i = 0 ist. Für die andere Richtung gilt dies
dementsprechend genauso:q:e:d:

Lemma 10 :Gegeben sei ein PPT-Zustandρ. Falls je; f i 2 K(ρ), dann ist entwe-
der:

1. j ê; f i 2 K(ρ) oder

2. es existiert ein Vektorjgi 2 C N, so daßρj ê; f i = j ê;gi und ρtAj ê�; f i =
je�;gi gilt.

Beweis:Laut des letzten Lemmas folgt, daßje�; f i 2 K(ρtA) ist. Daher gilt

0= hê�;hjρtAje�; f i= he;hjρj ê; f i (8.2)

für allejhi 2 C N. Nun muß entwederρj ê; f i= 0 sein oderρj ê; f i= j ê;g1i für ein
jg1i 2 C N. Analog gilt dies auch f¨ur je; f i 2 K(ρ), wobei entwederρtAj ê; f i = 0
oder ρtAj ê�; f i = j ê�;g2i für ein jg2i 2 C N gilt. Bleibt nur noch zu zeigen, daß
jg1i= jg2i gilt.

Nutzt man die Orthonormalit¨at vonjei und j êi, so erhält man

jg1i= hêjρj ê; f i= hê� jρtAj ê�; f i= jg2i:q:e:d: (8.3)

Für den Fall, daß der erste Teil des letzteren Lemmas eintritt, weiß man, daßρ
auf einen kleineren RaumC 2
C M mit M < N unterstützt wird, weil je; f i 2K(ρ)
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für alle jei 2 C 2 gilt. Dies ist ein trivialer Fall, welchen wir nicht zu besprechen
brauchen, und deshalb setzen wir von nun an voraus, daßρ auf dem gesamten
RaumC 2
C N unterstützt wird. In diesem Fall folgt aus den letzteren beiden Lem-
mas die Existenz eines Produktvektors, welchen man vonρ abziehen kann, ohne
die Positivität der Differenz vonρ undρtA zu ändern.

Lemma 11 : Falls ρ auf C 2
C N untersẗutzt wird und ein Produktvektor in K(ρ)
existiert, dann istρ = ρ̃+ρs, wobeiρs ein Projektor auf einen Produktvektor ist,
und es gilt:

1. r(ρ̃) = r(ρ)�1 und r(ρ̃tA) = r(ρtA)�1.

2. ρ̃ wird auf C 2
C N�1i untersẗutzt.

3. ρ̃ ist separabel, fallsρ separabel ist.

Beweis:Aus der Existenz vonje; f i 2 K(ρ) folgt aus Lemma (10), daß

ρj ê; f i = j ê;gi
ρtAj ê�; f i = j ê�;gi:

Daraus folgert man, daß man den Produktvektorj ê;gi so vonρ abziehen kann, daß
ρ̃ = ρ�ρs� 0 gilt, wobeiρs = λj ê;gihê;gj und

λ = λ0 =
1

hê;gjρ�1j ê;gi =
1

jjj êijj2hgj f i
=

1

hê�;gj(ρtA)�1j ê�;gi = λ̃0:

Aus Lemma (10) folgt dann, daß der Rang vonρ und ρtA gleichzeitig um eine
Dimension verringert wurde, was dann Punkt(1) beweist. Da nunj ê; f i; je; f i 2
K(ρ̃) gilt, folgt wiederum, daß̃ρ auf einem kleineren RaumC 2
C M unterstützt
wird, wobeiM < N gilt.

Nun wird gezeigt, daßM = N� 1 gilt. Man nehme an, daßM noch kleiner
wäre. Dann w¨urde einjhi existieren, welches orthogonal aufj f i wäre, so daß
je;hi; j ê;hi 2 K(ρ̃) gälte. In diesem Fall w¨urde das bedeuten, daßρje;hi = 0
und ρj ê;hi = cj ê;gi, wobei c eine Konstante w¨are. Definiert man nunj f 0i =
cj f i� jhi 6= 0, würde man erhalten, daßje; f 0i; j ê; f 0i 2 K(ρ) liegen würde, was
ein Widerspruch zur Annahme w¨are, daßρ aufC 2
C N unterstützt wäre, was wie-
derum Punkt(2) beweist.
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Bleibt noch Punkt(3). Falls ρ̃ separabel ist, ist auchρ separabel. Umgekehrt
folgt, falls ρ separabel ist, kann manρ schreiben als:

ρ = ∑
i
jei ; fiihei ; fi j+ j êihêj
η;

wobei h f j fii = 0 für alle i undη ein positiver Operator ist, welcher aufC N wirkt.
Verlangt man nun, daßj ê;gi = ρj ê; f i gilt, so erhält manjgi = jjj êijj2ηj f i und
deshalbjgi 2 R(η). Man schreibt

ρ̃ = ∑
i

jei ; fiihei ; fi j+ j êihêj
 (η�λ0jgihgj): (8.4)

Nun ist aber

η� 1
hgj f i jgihgj = η� 1

hgjη�1jgi jgihgj: (8.5)

Da also dieser Operator positiv ist, folgt, daßρ separabel sein muß:q:e:d:

Das letztere Lemma ist von besonderer Wichtigkeit. Es besagt, daß wenn ein
Produktvektor im Kern vonρ liegt, man das Problem der Separabilit¨at aufρ̃ redu-
zieren kann, ohne dabei die separable Eigenschaft zu ¨andern. Wir können von nun
an annehmen, daß sich kein Produktvektor mehr im Kern vonρ befindet.

8.5 Das Bild vonρ

In diesem Abschnitt wird das Bild vonρ und ρtA nach Produktvektoren unter-
sucht. Dabei kann angenommen werden, daß sich keine Produktvektoren mehr im
Kern befinden. F¨ur den weiteren Verlauf der Untersuchungen definiert man nun
fjψ1

i i; i = 1; : : : ;k(ρ)g und fjψ2
i i; i = 1; : : : ;k(ρtA)g als die Basis vonK(ρ) und

K(ρtA). Es folgt:

Lemma 12 : Falls kein Produktvektor vonρ im Kern existiert, sindfhejψ1
i ig und

fhe�jψ2
i ig für alle jei 2 C 2 linear unabḧangige Vektoren in C N.

Beweis:Zuerst wird gezeigt, daßhejρjei invertierbar sein muß. Angenommen,
hejρjei sei nicht invertierbar. Dann existiert einjhi, so daß 0= hhjhejρjeijhi gilt.
Dies bedeutet aber, daß wegenρ� 0 ein Produktvektor im Kern liegen w¨urde, was
ein Widerspruch zur Annahme w¨are. Also isthejρjei invertierbar. Nun definiert
man eine Basisfjei; j êig in C 2 und schreibt die Kernvektoren vonρ als:

jψ1
i i= je;ψe

i i+ j ê;ψê
i i: (8.6)
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Nutzt man aus, daß dies Vektoren im Kern vonρ sind, so erh¨alt man

jψê
i i=� 1

hêjρj êihêjρjeijψ
e
i i: (8.7)

Setzt man dies in die Definition vonjψ1
i i ein, so erh¨alt man

jψ1
i i=

�
I + j êi 1

hêjρj êihêjρ
�
je;ψe

i i: (8.8)

Daraus folgt dann deren lineare Unabh¨angigkeit. Die gleiche Argumentation gilt
auch für die Kernvektoren vonρtA:q:e:d:

Im weiteren Verlauf sindfj0i; j1ig undfj0i; : : : ; jNig orthonormale Basen in
C 2 undC N.

Lemma 13 :Jeder Unterraum H� C 2
C N mit dim(H) = M >N entḧalt unend-
lich viele Produktvektoren und für M = N mindestens einen Produktvektor.

Beweis:fjΨii; i = 1; : : : ;2N�Mg sei eine Basis des orthogonalen Komple-
mentes vonH. Nun läßt sichjΨii schreiben als:

jΨii=
N

∑
k=1

[Ai;kj0ki+Bi;kj1ki]; (8.9)

wobei Ai;k und Bi;k (2N�M)�N Matrizen sind. Der Produktvektorje; f i wird
geschrieben als:

je; f i = (αj0iA+ j1iA)
∑
k

fkjkiB: (8.10)

Fordert man nun f¨ur alle i, daß je; f i orthogonal aufjΨii ist, so erh¨alt man
(αA� +B�)~f = 0 als Gleichung f¨ur ~f . Ist nunM > N, so gibt es unendlich vie-
le nichttriviale Lösungen. F¨ur M = N existiert eine nichttriviale L¨osung, falls
det(αA� +B�) = 0 gilt. Dies ist eine polynomiale Gleichung f¨ur α, welche im-
mer eine Lösung besitzt:q:e:d:

Korollar 1 : Jeder Unterraum H� C 2
C N mit dim(H) = M > N besitzt unend-
lich viele Produktvektoren von der Formjer ; f i, wobeijeri= je�r i gilt.

Nun ist es wichtig, zu wissen, wann es einen Produktvektorje; f i 2 R(ρ) gibt,
so daß auchje�; f i 2 R(ρtA) liegt. Zu diesem Zweck werden im n¨achsten Lemma
Bedingungen daf¨ur formuliert.
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Lemma 14 :Gegeben seien die Unterräume H1;H2 2 C 2
C N mit der Dimension
dim(H1;2) = M1;2, wobeifjΨ1;2

i1;2
i; i1;2 = 1; : : : ;2N�M1;2g gleichzeitig eine Basis

der orthogonalen Komplemente von H1;2 ist. Dann gilt:

1. Falls M1+M2 > 3N ist, existieren unendlich viele Produktvektorenje; f i 2
H1, so daßje�; f i 2 H2;

2. Falls M1 + M2 � 3N ist, existiert ein Produktvektorje; f i 2 H1, so daß
je�; f i 2 H2 vorausgesetzt, daß man einα finden kann, so daß maximal
N�1 linear unabḧangige VektorenfαhΨ1

i j0i+hΨ1
i j1i;α�hΨ2

i1j0i+hΨ2
i2 j1ig

existieren.

Beweis:Gegeben sei die Basis

jΨ1;2
i i=∑

k

[A1;2
i;k j0ki+B1;2

ik j1ki]; (8.11)

wobeiA1;2
i;k undB1;2

ik (2N�M1;2) Matrizen sind. Verlangt man nun f¨ur alle Indizes

die Orthogonalit¨at he; f jΨ1
i i= 0 undhe�; f jΨ2

i i= 0, so gelangt man zu folgendem
Gleichungssystem:

[α(A1)�+(B1)�]~f = 0 (8.12)

[α�(A2)�+(B2)�]~f = 0; (8.13)

welches für ~f als 4N�M1�M2 Gleichungen angesehen werden kann. F¨ur M1+
M2 > 3N hat man weniger Gleichungen als Unbekannte, und deshalb existieren
für alleα Lösungen. Ist nunM1+M2 � 3N, dann existieren nur dann nichttriviale
Lösungen, wenn der Rang der MatrixM(α;α�), welche aus denα(A1)� +(B1)�

undα�(A2)�+(B2)� zusammengesetzt ist, kleiner ist alsN. Dies istäquivalent zur
Aussage im Lemma:q:e:d:

8.6 Resultate

Lemma 15 :Falls ρ auf C 2
C N untersẗutzt wird, ist r(ρ)� N.

Beweis:Man nehme an, daßr(ρ)<N ist. Dann folgt, daßK(ρ) eine Dimension
besitzt, welche gr¨oßer ist alsN, und es enth¨alt deshalb einen Produktvektor. Aus
diesem Grund erh¨alt man einen Operator̃ρ1, welcher aufC 2
C N�1 unterstützt
wird. Nun hat aberK(ρ̃1) eine Dimension, welche gr¨oßer ist alsN�1. Deshalb
existiert wiederum ein Operatorρ̃2, welcher aufC 2
C N�2 unterstützt wird. Man
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führt diese Prozedur sukzessiv weiter fort, bis man an einem Zustandρ̃N�1 an-
gelangt ist, welcher auf C 2
C 1 unterstützt wird undr(ρ̃N�1) < 1 besitzt, was
natürlich unmöglich ist:q:e:d:

8.6.1 Der PPT-Zustand mitr(ρ) = N

Dieses Unterkapitel ist besonders wichtig, da wir ¨uber C 2
 C 2
 C N-Zustände
diskutieren werden.

Theorem 10 :Wird ρ auf C 2
C N untersẗutzt, und ist r(ρ) = N, dann istρ sepa-
rabel.

Beweis:Den Beweis erh¨alt manüber vollständige Induktion. F¨ur N = 1 ist die
Aussage wahr. Angenommen wird nun, daß die Aussage f¨ur N�1 wahr sei. Nun
seiρ auf C 2
C N unterstützt. Dann hatK(ρ) die DimensionN und deshalb einen
Produktvektorje; f i. Es folgt, daßρ separabel ist, falls̃ρ separabel ist.̃ρ ist aber
auf C 2
C N�1 unterstützt und hat den RangN�1. Laut Induktionsannahme ist
dieser aber separabel und somit auchρ:q:e:d:

Korollar 2 : Ist ρ auf C 2
C N untersẗutzt, und r(ρ) = N, dann ist r(ρtA) = N.

Korollar 3 : Wird ρ auf C 2
C N untersẗutzt und ist es nicht separabel, dann ist
r(ρ)> N.

8.6.2 Der PPT-Zustand mitr(ρ)+ r(ρtA)� 3N

Es wird angenommen, daßr(ρ); r(ρtA) > N sind. Nun seiH1 = R(ρ) und H2 =
R(ρtA). Jetzt kann man herausfinden, wie viele Produktvektoren gleichzeitig im
Rang vonρ und ρtA liegen. Das Problem reduziert sich auf Nullstellensuche von
Polynomen inα und α�. Im Anhang wird beschrieben, wie man feststellen kann,
wie viele maximale L¨osungen es f¨ur den Fall, daß das Polynom generisch ist, geben
kann. Ist die Anzahl der Produktvektoren kleiner als das Minimum vonr(ρ)2 und
r(ρtA)2, dann hat man ein hinreichendes Kriterium f¨ur die Separabilit¨at.

Es wird nun gezeigt, daß man f¨ur den Fall, daßN� 10 gilt, für ein generisches
ρ immer Produktvektoren finden kann, so daß deren Anzahl kleiner ist als das
Minimum von r(ρ) und r(ρtA). O.B.d.A. kann man annehmen, daßk(ρ) = X �
k(ρtA) =Y. Ebenso wird nat¨urlich auch angenommen, daß kein Produktvektor im
Kern vonρ liegt, weil ansonsten das Problem aufC 2
C N reduziert werden kann.

63



Es ist alsoN>X�Y>0 undX+Y�N. Nun werden zwei F¨alle separat betrachtet
(s. Anhang A):

1. X+Y = N: Dann muß 0<X � [N=2] sein, wobei[N] den ganzzahligen An-
teil von N bedeutet. Aus dem Anhang folgt, daß es nicht mehr polynomiale
Lösungen geben kann als 2X�1[N2+(N�X)2�X(N�X)]. Dies sollte nicht
größer sein als(N+X)2. Für N� 10 ist dies immer erf¨ullt.

2. X +Y � N: In diesem Fall hat man[(N+1)=2] �Y � N]. Man erhält also
zwei polynomiale Gleichungen vom GradeN�Y in α und Y in α�. Die
Anzahl der Lösungen kann also nicht gr¨oßer werden als(2N�Y)2. Die zwei
Polynome k¨onnen zu einem Polynom vom Grade 2N�YY gebracht werden.
Die Anzahl der Lösungen sollte also nicht gr¨oßer werden als(2N�Y)2, was
immer der Fall für N� 10 ist.

8.6.3 Der PPT-Zustandr(ρ)+ r(ρtA)� 3N

In diesem Fall existiert immer ein Produktvektor, welchen man vonρ abziehen
kann. Durch sukzessives Abziehen wird man dann zum Fallr(ρ) + r(ρtA) � N
geführt. Dort einmal angekommen, kann man die gleiche Prozedur durchf¨uhren,
um die Separabilit¨at festzustellen.

Wir sahen, daß sich s¨amtliche Bedingungen ausschließlich auf die Dimensio-
nalität der Bildbereiche vonρ undρtA stützen. Nat¨urlich gibt es einen Zusammen-
hang zwischen diesen beiden Gr¨oßen, welcher durch die partielle Transposition
gegeben ist. Dieser ist aber explizit von der Struktur der Dichtematrizen abh¨angig
und deshalb außerordentlich komplex. Aus diesem Grund sind mathematische Un-
tersuchungen solcher Zusammenh¨ange von enormem Interesse, weil sie weitere
Bedingungen an die Multipolynomialgleichungen stellen und dadurch weitere In-
formationen ¨uber die Separabilit¨at liefern. Nichtsdestotrotz gibt es einen Zusam-
menhang, der sich sehr leicht formulieren l¨aßt. Dies ist der Fall, wenn der Zu-
stand unter einer partiellen Transposition bez¨uglich Alices Basis invariant ist. Im
nächsten Abschnitt wird darauf eingegangen.

8.7 Invarianz unter partieller Transposition

Das folgende Theorem beweist, daß wenn einC 2
C N-Zustand unter einer par-
tiellen Transposition bez¨uglich Alices Basis invariant ist, er dann auch separabel
ist. Dadurch wird besonders deutlich, wie wichtig es ist, die Zusammenh¨ange zwi-
schen den jeweiligen Bildbereichen vonρ undρtA zu kennen.

64



Theorem 11 :Falls ρ = ρtA ist, istρ separabel.

Beweis:Den Beweis erh¨alt manüber vollständige Induktion. Istρ aufC 2
C 1

unterstützt, so ist dies offensichtlich wahr. Nun wird angenommen, daß dies auch
für ein auf C 2
C N�1 unterstützbaresρ wahr ist. Falls nunr(ρ) = N ist, so istρ
bereits separabel. Nun sollr(ρ) > N. Dann existiert ein Produktvektorjer ;gi mit
jer ;gi = je�r ;gi. Nun kann man diesen abziehen, und man erh¨alt einen Operator,
welcher auf C 2
C N�1 wirkt und zusätzlich unter partieller Transposition in-
variant ist. Dieser ist aber nach Induktiosannahme schon separabel, also gilt das
Theorem:q:e:d:

Man beachte an dieser Stelle, daß man auch eine andere Basis f¨ur die partielle
Transposition h¨atte wählen können. Da die Separabilit¨at nicht von lokalen inver-
tierbaren Transformationen aufC 2 abhängig ist, erh¨alt man:

Korollar 4 : Ist [(A
 I)ρ(A
 I)†]tA = (A
 I)ρ(A
 I)† für einen nicht singul̈aren
Operator A, dann istρ separabel.

Aus dem letzten Theorem gewinnt man nun den Eindruck, daß wennρ nicht
zu sehr vonρtA unterschiedlich ist, es dann separabel sein sollte. Dies wird sich in
Kürze als wahr erweisen und somit eine sehr starke Bedingung f¨ur die Separabilit¨at
liefern. Bevor dies aber gezeigt wird, m¨ussen noch einige Gr¨oßen definiert werden.

Ein C 2
C N-Zustandρ kann immer geschrieben werden als:

ρ =
ρ+ρtA

2
+

ρ�ρtA

2
� ρs+σA

y 
B: (8.14)

Dabei istρs =
ρ+ρtA

2 , σA
y = i(j0ih1j � j1ih0j)A und 4B = 4B† = trA[σA

y (ρ� ρtA)].
Der OperatorB besitzt die spektrale Zerlegung

B=
K

∑
i

λi jviihvi j: (8.15)

Nun kann man mit Hilfe der Spektralzerlegungfλi ; jviigK
i=1 und einer Menge von

reellen ZahlenfaigK
i=1 den folgenden Operator definieren:

C(a;λ;v) =
K

∑
i=1

jλi j(a2
i j0ih0j+a�2

i j1ih1j)
jviihvi j; (8.16)

welcher positiv definit ist. Nun folgt
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Theorem 12 :Gegeben sei eine Spektraldarstellungfλi ; jviigK
i=1 von B und eine

Menge von reellen ZahlenfaigK
i=1. Ist nun jjC1=2(a;λ;v)ρ�1=2

s jj2 � 1, dann istρ
separabel.

Beweis:Definiert wird der separable Zustandρ̃s = ρs�C(a;λ;v) = ρ̃tA
s � 0.

Sei nunjwii= ai j0i� ia�1
i sign(λi)j1i. Jetzt ist es leicht, nachzupr¨ufen, daß

ρ = ρ̃s+
K

∑
i=1

jλi jwi ;viihwi ;vi j: (8.17)

Dies beweist die Separabilit¨at vonρ:q:e:d:
Es ergibt sich nun folgendes Korrollar.

Korollar 5 : Ist ρ+ρtA von vollem Rang,jj(ρ+ρtA)�1jj � 1 und jj(ρ�ρtA)�1jj �
1, dann istρ separabel.

Daraus ergibt sich, daß wennρ von vollem Rang und nahe anρtA ist, es dann
auch separabel ist. Dies ist eine wichtige Erkenntnis ¨uber die geometrische Struktur
von separablen Zust¨anden.

8.8 Beispiel: C 2

C 4

In diesem Unterkapitel werden die aus den letzten Abschnitten entwickelten Me-
thoden für den C 2
C 4-Fall vorgestellt. Desweiteren werden die Resultate aus
diesem Abschnitt sp¨ater für die Untersuchungen von C 2
C 2
C 2 verwendet.

Angenommen wird nat¨urlich, daß C 2
C 4 keine Produktvektoren im Kern
enthält. Hätte man Produktvektoren, so k¨onnte man das ganze Problem auf
C 2
 C 3 reduzieren, und dort w¨are der Zustand ja schon separabel. Ebenso ist
r(ρ); r(ρtA) > 4, da man andernfalls auch auf die Separabilit¨at schließen k¨onnte.
Betrachtet werden in diesem Unterkapitel:

� r(ρ) = r(ρtA) = 5

� r(ρ)+ r(ρtA)� 12

� r(ρ) = r(ρtA) = 6

66



Wie üblich sindfjΨ1
i i; i =1: : : ;k(ρ)g undfjΨ2

i i; i =1: : : ;k(ρtA)g Basen vonK(ρ)
und K(ρtA). Es existiert nach Lemma ein Produktvektorje; f i in R(ρ), so daß
je�; f i in K(ρtA) liegt. Falls einα existiert, erh¨alt man maximal zwei linear un-
abhängige Vektoren von der FormfαhΨ1

i1j0i+hΨ1
i1j1ig undfα�hΨ2

i2j0i+hΨ2
i2j1ig

(generischer Zustand).

8.8.1 Der Fallr(ρ) = r(ρtA) = 5

Jeder der beiden Kerne besitzt Dimension 3. Zu l¨osen ist also die Gleichung
M(α;α�)~f = 0, wobei

M(α;α�) =

0
BBBBBB@

αhΨ1
1j0i+ hΨ1

1j1i
αhΨ1

2j0i+ hΨ1
2j1i

αhΨ1
3j0i+ hΨ1

3j1i
α�hΨ2

1j0i+ hΨ2
1j1i

α�hΨ2
2j0i+ hΨ2

2j1i
α�hΨ2

3j0i+ hΨ2
3j1i

1
CCCCCCA

eine 6�4-Matrix ist. Nun mußM mindestens drei linear unabh¨angige Vektoren
enthalten, damit ein Produktvektor im Rang existiert, so daß man ihn abziehen
kann. Dies ist ¨aquivalent zur Forderung, daß die folgenden drei Minoren ausM
verschwinden:

det1(α;α�) = det[M1(α;α�)] = 0

det2(α;α�) = det[M2(α;α�)] = 0

det3(α;α�) = det[M3(α;α�)] = 0

M1;2;3 sind 4� 4�Matrizen, welche aus den letzten drei Zeilen vonM und der
ersten, zweiten und dritten Zeile geformt sind. Wie man leicht sieht, sind die De-
terminanten Polynome, welche linear inα und kubisch inα� sind. Deshalb schreibt
man nun

det1 = αP1
3(α

�)+P0
3(α

�)
det2 = αP̃1

3(α
�)+ P̃0

3(α
�)

det3 = αP̂1
3(α

�)+ P̂0
3(α

�);

wobei der untere Index den Grad des Polynoms inα� kennzeichnet. Nun betrachtet
manα undα� als unabh¨angige Variablen. Multipliziert man die erste Gleichung mit
P̃1

3(α�) und die zweite Gleichung mitP1
3(α�) und subtrahiert diese voneinander, so

erhält man eine polynomiale Gleichung inα� vom Grade 6. Wiederholt man diese
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Prozedur jetzt noch einmal mit der ersten und dritten Gleichung, so erh¨alt man ein
zweites Polynom vom Grade 6 inα�. Durch geeignete Subtraktion dieser beiden
Gleichungen erh¨alt man ein Polynom vom Grade 5 inα�. Dies bedeutet, daß es
maximal 5 Produktvektoren geben kann.

8.8.2 Der Fallr(ρ)+ r(ρtA)� 12, wobei r(ρ) 6= r(ρtA)

In diesem Abschnitt werden die folgenden F¨alle betrachtet:

� r(ρ) = 6 undr(ρtA) = 5 oderr(ρ) = 5 undr(ρtA) = 6

� r(ρ) = 7 undr(ρtA) = 5 oderr(ρ) = 5 undr(ρtA) = 7

Für den Fall, daßr(ρ) = 6 undr(ρtA) = 5, gilt k(ρ) = 3 undk(ρtA) = 2. Dieser Fall
hat nur zwei Minoren. Durch die gleiche Prozedur wie im letzten Abschnitt erh¨alt
man ein Polynom vom Grade 6. Man hat also maximal 6 Produktvektoren.

Für den zweiten Fall giltk(ρ) = 1 undk(ρtA) = 3. Daraus folgt nur ein Minor
von der Form

0= αP1
3(α

�)+P0
3(α

�):

Laut Anhang A folgt daraus ein Polynom vom Grade 10.

8.8.3 Der Fallr(ρ) = r(ρtA) = 6

In diesem Fall hat man zwei Vektoren im Kern vonρ undρtA. Es muß also folgende
Gleichung gelten:

0 = det(M(α;α�)) = α2P2
2(α

�)+αP1
2(α

�)+P0
2(α

�) (8.18)

= (α�)2Q2
2(α)+α�Q1

2(α)+Q0
2(α): (8.19)

Komplex konjugiert man nun die erste Gleichung, erh¨alt man:

(α�)2Q2
2(α)+α�Q1

2(α)+Q0
2(α) = 0

(α�)2Q̃2
2(α)+α�Q̃1

2(α)+ Q̃0
2(α) = 0

Die erste Gleichung wird nun mit̃Q2
2 und die zweite mitQ2

2 multipliziert und da-
nach subtrahiert. Dann wird die erste Gleichung mitQ̃0

2 und die zweite mitQ0
2

multipliziert und danach subtrahiert. Danach dividiert man durchα� und erhält:

α�[Q1
2Q̃2

2�Q2
2Q̃

1
2]+Q0

2Q̃2
2� Q̃0

2Q
2
2 = 0 (8.20)

α�[Q2
2Q̃0

2� Q̃2
2Q

0
2]+Q1

2Q̃0
2�Q2

0Q̃
1
2 = 0: (8.21)
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Multipiziert man die erste Gleichung mitQ2
2Q̃0

2�Q̃2
2Q0

2 und die zweite mitQ1
2Q̃2

2�
Q2

2Q̃1
2 und subtrahiert diese voneinander, so erh¨alt man am Ende ein Polynom vom

Grade 8. Dies kann bedeuten, daß sich die Zust¨ande notwendigerweise nicht nur
durch 6 Produktvektoren schreiben lassen.

8.8.4 Zusammenfassung

Die letzteren Beispiele weisen eine M¨oglichkeit auf, wie sich die Separabilit¨at von
PPT-Zuständen mit niedrigem Rang explizit nachpr¨ufen läßt. Diese Methode wur-
de auch f¨ur C M
C N-Zustände [103] verallgemeinert und wird im letzten Kapitel
über C 2
 C 2
C N noch einmal f¨ur weitere Untersuchungen benutzt. Dort wer-
denähnliche Bedingungen an die R¨ange der Dichtematrizen gestellt und f¨ur den
C 2
C 2
C 2-Fall genauer untersucht.
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Kapitel 9

Dreifach zusammengesetzte
Systeme

9.1 Inhalt dieses Kapitels

Für die Quanteninformationstheorie sindC 2
C 2
C N-Systeme von besonderer
Bedeutung, weil sie eine Kopplung zwischen zwei q-Bits und einem N-Niveau-
System beschreiben (z.B. zwei q-Bits in einer Ionenfalle ([9], [10])). Mit solchen
Systemen lassen sich komplexere Quantengatter (z.B. XOR [110]) beschreiben,
die für Quantenrechner benutzt werden k¨onnten.

Aus diesem Grund ist es wichtig, ausgiebig ¨uber die physikalische Struktur
und die Eigenschaften vonC 2
 C 2
 C N informiert zu sein. In diesem Kapitel
untersuchen wir solche Systeme nach deren Separabilit¨at.

9.2 C 2

C 2


C N-Quantensysteme

In diesem Abschnitt wird eine kanonische Struktur f¨ur separable Zust¨ande in
C 2
C 2
C N mit r(ρ) = N abgeleitet. Dadurch wird es m¨oglich sein, die explizite
Zerlegung nach Produktprojektoren zu erhalten. In weiterem Verlauf werden wie
vereinbart die drei Teilr¨aume nach Alice, Bob und Charlie benannt.

Lemma 16 :JedeC 2
C 2
C N-PPT-Dichtematrixρ mit r(ρ) =N und solch einer
Basis, wo o.B.d.A. r(h1A;1B jρj1A;1Bi= N gilt , kann durch eine reversible lokale
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Operation auf die folgende kanonische Form gebracht werden:

ρ =
p

D

0
BB@

B†C†CB B†C†C B†C†B B†C†

C†CB C†C C†B C†

B†CB B†C B†B B†

CB C B 1

1
CCApD (9.1)

=
p

D

0
BB@

B†C†

C†

B†

1

1
CCA� CB C B 1

�p
D; (9.2)

wobei[B;B†] = [C;C†] = [C;B] = [C;B†] = 0 und D= D† gilt. Die B,C und D sind
Operatoren in Charlies System.

Beweis:Die Dichtematrixρ wird geschrieben als:

ρ =

0
BB@

E1 E5 E6 E7

E†
5 E2 E8 E9

E†
6 E†

8 E3 E10

E†
7 E†

9 E†
10 E4

1
CCA ;

wobei dieE’s N�N-Matrizen sind. Nach einer Projektioñρ = h1A jρj1Ai erhält
man den Zustand

ρ̃ =

�
E3 E10

E†
10 E4

�
:

Durch die reversible Filteroperation1p
E4

auf Charlies Seite kann die Matrix̃ρ ge-
schrieben werden als:

ρ̃ =

�
A B†

B 1

�
:

Diese läßt sich dann schreiben alsρ̃ = Σ+diag[∆;0], wobei∆ = A�B†B und

Σ =

�
B†B B†

B 1

�
:

ρ̃ muß nun RangN besitzen. Dies ist f¨ur Σ durch dieN Kernvektorenjφ f i =
j1ij f i� j2iBj f i gewährleistet. Gezeigt wird, daß∆ = 0 ist.

Die Dimension des Bildes vonΣ ist r(Σ) =N. Wegen der Positivit¨at vonρ̃ folgt,
daß∆ � 0 sein muß. Da aberr(ρ̃) = r(Σ), gilt für die Bildbereiche, daßR(ρ̃) =
R(Σ)�R(diag[∆;0]), alsoK(diag[∆;0])�K(Σ). Nun wirdK(Σ) von den Kernvek-
torenjφ f i= j1ij f i�j2iBj f i aufgespannt, f¨ur welche dannhφ f jdiag[∆;0]jφ f i= 0
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gelten muß. Dies aber bedeutet, daß∆j f i= 0 für allej f i sein muß und deshalb ist
∆ = 0.

Die Normalität vonB erhält man durch die Forderung, daßρ̃tA ein positiv defi-
niter Operator ist. Diese Bedingung liefert, daßBB†�B†B� 0 gilt. Dieser positiv
definite Operator besitzt aber die Spur Null und muß deshalb auch verschwinden,
d.h. [B;B†] = 0.

Ebenso muss sich durch die Projektionh1B jρj1Bi aus gleichen Gr¨unden die
Matrix

ρ̄ =

�
C†C† C†

C 1

�
mit [C;C†] = 0 ergeben. Man erh¨alt nach der lokalen Filteroperation1p

E4
folgende

Form:

ρ̄ =

0
BB@

E1 E5 E6 E7

E†
5 C†C E8 C†

E†
6 E†

8 B†B B
E†

7 C† B 1

1
CCA :

Es wird wiederρ � ρ̄ gesetzt.

Nun soll ρ die Kernvektorenj10ij f i� j11iBj f i und j01ijgi� j11iCjgi für
alle j f i; jgi enthalten. Daraus egibt sich, daßE8 =C†B, E6 = E7B undE5 = E7C
sein muß.ρ hat nun die Form:

ρ =

0
BB@

E1 E7C E7B E7

C†E†
7 C†C C†C C†

B†E†
7 B†C B†B B†

E†
7 C B 1

1
CCA :

Jetzt betrachten wir die partiell Transponierte bez¨uglich Alice, welche gegeben
ist durch:

ρtA =

0
BB@

E1 E7C B†E†
7 B†C

C†E†
7 C†C E†

7 C†

E7B E7 B†B B†

C†B C† B 1

1
CCA :

Da sich bez¨uglich h1A jρj1Ai nichts geändert hat, m¨ussen die Kernvektoren
j10ij f i � j11iBj f i aufgrund der Positivit¨at von ρtA wieder enthalten sein. Dies
liefert dann die Beziehung, daßE7 = B†C† ist. Nun hatρ folgende Form:

ρ =

0
BB@

E1 B†C†C B†C†B B†C†

C†CB C†C C†B C†

B†CB B†C B†B B†

CB C B 1

1
CCA :
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Diese kann aber auch geschrieben werden als:

ρ =

0
BB@

B†C†CB B†C†C B†C†B B†C†

C†CB C†C C†B C†

B†CB B†C B†B B†

CB C B 1

1
CCA+diag[∆̃;0;0;0];

wobei∆ = E1�B†C†CB ist. Dies läßt sich schreiben als:

ρ =

0
BB@

B†C†

C†

B†

1

1
CCA� CB C B 1

�
+diag[∆̃;0;0;0]:

Der erste Teil vonρ ist PPT und besitzt die folgenden 3N-Kernvektoren f¨ur alle
j f i; jgi und jhi:

jψi = j00ij f i+ j11iCBj f i
jφi = j01ijgi+ j11iCjgi
jχi = j10ijhi+ j11iBjhi:

Nun folgt aus der vorherigen̈Uberlegung zu∆, daß∆̃ verschwinden muß, so daß
letzten Endesρ die Gestalt:

ρ =

0
BB@

B†C†CB B†C†C B†C†B B†C†

C†CB C†C C†B C†

B†CB B†C B†B B†

CB C B 1

1
CCA (9.3)

=

0
BB@

B†C†

C†

B†

1

1
CCA� CB C B 1

�
(9.4)

annimmt. Es bleibt noch, die Kommutatorrelationen[B;C] = [B;C†] = 0 zu zeigen.
Dies geschieht bei der Ausnutzung der PPT auf allen Teilsystemen vonρ.

ρtA läßt sich schreiben als:

ρtA =

0
BB@

B†C
C
B†

1

1
CCA� C†B C† B 1

�
; (9.5)
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was offensichtlich positiv definit ist.

Nun läßt sichρtB schreiben als:

ρtB =

0
BB@

B†C†CB C†CB B†C†B C†B
B†C†C C†C B†C† C†

B†CB CB B†B B
B†C C B† 1

1
CCA : (9.6)

ρtA muß wegen der PPT-Bedingung auch den Kernvektorj01ijgi� j11iCjgi ent-
halten, so daß sich daraus die Kommutatorrelation[C;B] = 0 ergibt.ρtB läßt sich
somit schreiben als:

ρtB =

0
BB@

C†B
C†

B
1

1
CCA� B†C C B† 1

�
; (9.7)

wodurch die Positivit¨at gewährleistet wird. Bleibt nochρtAB.

Dieses läßt sich schreiben als:

ρtAB =

0
BB@

B†C†CB C†CB B†CB CB
B†C†C C†C B†C C
B†C†B C†B B†B B
B†C† C† B† 1

1
CCA : (9.8)

Nun muß wiederum aus der Positivit¨at vonρtAB folgen, daßj10i� j11iB†j f i ein
Kernvektor ist, so daß sich die Kommutatorrellation[B†;C] = 0 ergibt. Damit läßt
sichρtAB schreiben als:

ρtAB =

0
BB@

CB
C
B
1

1
CCA� B†C† C† B† 1

�
: (9.9)

Dieser Zustand ist wiederum positiv definit, so daß damit das Lemma bewiesen
wäre:q:e:d:

Nun läßt sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 17 : Jeder PPT-Zustandρ in C 2
 C 2
 C N, welcher r(ρ) = N und
o.B.d.A. eine ProduktbasisjeA; fBi besitzt, so daß r(heA; fB jρjeA; fBi) =N betr̈agt,
ist separabel.
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Beweis:Der Zustandρ kann mit Zuhilfenahme des Lemmas (16) geschrieben wer-
den als

ρ =

0
BB@

B†C†

C†

B†

1

1
CCA� CB C B 1

�
: (9.10)

Da nun alle Operatoren kommutieren, folgt daraus, daß es gemeinsame Eigenvek-
torenj fni gibt.

Daraus ergibt sich dann:

h fn jρj fni=

0
BB@

b�nc�n
c�n
b�n
1

1
CCA� cnbn cn bn 1

�
: (9.11)

Dies ist aber ein Produktzustand in Alices und Bobs Hilbertraum, so daßρ als
ρ = ∑N

n=1 jψnihψn j
 jφnihφn j
 j fnih fn j geschrieben werden kann. Da nun die lo-
kale Transformation, die man am Anfang angewendet hat, reversibel war, muß der
Anfangszustand separabel gewesen sein. Somit w¨are das Lemma bewiesen:q:e:d:

Um nun zu beweisen, daß alle PPT-Zust¨andeρ mit r(ρ) = N, welche aufC 2

C 2
C N unterstützt werden, separabel sind, muß bewiesen werden, daß man eine
Produktbasis finden kann, so daß o.B.d.A.r(heA; fB jρjeA; fBi) = N gilt. Dies wird
im weiteren Verlauf aber nicht geschehen. Stattdessen wird die Separabilit¨at direkt
bewiesen, woraus dann die angestrebte kanonische Form automatisch bewiesen ist.
Zu diesem Zweck benutzt man die Resultate aus den vorherigen Kapiteln und das
folgende Theorem [103].

Theorem 13 : Alle Rang-N-PPT-Zustände ρ welche auf M�N (M � N) un-
tersẗutzt werden, besitzen eine Produktbasis, so daß o.B.d.A. r(h1A jρj1Ai) = N
gilt und ρ separabel von der Form

ρ =
N

∑
i=1

jei ;biihei ;bi j (9.12)

ist, wobei allejbii linear unabḧangig sind. Diese Zerlegung ist zusätzlich noch
eindeutig.

Das letztere Theorem kann nun f¨ur das folgende Lemma benutzt werden:
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Lemma 18 : Jede PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C N untersẗutzt wird
und r(ρ) = N � 4 erfüllt, ist separabel.

Beweis:Ein C 2
C 2
C N-System kann als einC 4
C N-System aufgefaßt werden.
Benutzt man nun Theorem 13, so erh¨alt man o.B.d.A. folgende Struktur:

ρ = jψAB1ihψAB1 j
 jC1ihC1 j+
N

∑
i=2

jψABi ;CiihψABi ;Ci j: (9.13)

Nun läßt sich ein VektorjCi in Charlies Raum finden, so daßhCjρjCi �
jψAB1ihψAB1 j ist. Da aber der Zustandρ bezüglich aller Systeme PPT ist, muß
dieser ein Produktzustand sein. Da sich dies auf alle Projektoren in der konvexen
Summeübertragen l¨aßt, muß der Zustandρ separabel sein:q:e:d:

Nun müssen die F¨alle N = 2;3 gesondert untersucht werden. Das darauf fol-
gende Korollar und Lemma besch¨aftigen sich mit demN = 2 Fall:

Korollar 6 : Gegeben sei eine PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C 2 un-
tersẗutzt wird und r(ρ) = 2 erfüllt. Dann besitzt dieser Zustand einen Kernprodukt-
vektorje; f ;gi.

Beweis: Ist je; f ;gi ein Kernvektor, so muß dieser auf den zwei Hilbertvektoren
fjψ1i; jψ2ig senkrecht sein, welche das Bild vonρ aufspannen. W¨ahlt manjei
beliebig und setztj f i= j0i+αj1i, so erhält man folgende zwei Gleichungen:

(hψi je;0i+αhψi je;1i)jgi = 0 (9.14)

Dieses Gleichungssystem ist erf¨ullt, wenn die Determinante Null ergibt. Dies lie-
fert eine quadratische Gleichung inα, welche immer eine L¨osung besitzt:q:e:d:

Lemma 19 : Jede PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C 2 untersẗutzt wird
und r(ρ) = 2 erfüllt, ist separabel.

Beweis:Für den Kernvektorje; f ;gi folgt nun, daßρtAje�; f ;gi = 0 gelten muß.
Daraus ergibt sich, daßhê� jρtAje�; f ;gi = 0 gilt. Diese Gleichung ist aber ¨aqui-
valent zu hejρj ê; f ;gi = 0. Dies bedeutet wiederum, daßρj ê; f ;gi = j êψBCi
gelten muß, wobeijψBCi ein beliebiger Hilbertvektor in Bobs und Charlies
System ist. Nun l¨aßt sich laut Lemma 11 aus Kapitel 8, das vonC 2 
 C N-
Systemen handelt, der Projektorj ê;ψBCihê;ψBC j von ρ abziehen, so daß̃ρ =
ρ� 1

hê;ψBC jρ�1j ê;ψBCi j ê;ψBCihê;ψBC j ein Projektor ist und zugleich PPT bez¨uglich
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Alices System. Allgemein kann man ansetzen, daßρ = Λ̃j ẽihẽj 
 j ψ̃BCihψ̃BC j+
Λj ê;ψBCihê;ψBC j ist. Nun erhält man o.B.d.A.hejρjei � j ψ̃BCihψ̃BC j. Da ρ aber
bezüglich aller Systeme PPT sein soll, muß dieser Projektor ein Produktzustand
sein. Das gleiche l¨aßt sich nun auch f¨ur jψBCihψBC j zeigen. Die Projektion auf
j ˜̂eih ˜̂ej liefert nämlichh ˜̂ejρj ˜̂ei � jψBCihψBC j. Also mußjψBCihψBC j auch ein Pro-
duktzustand sein. Damit w¨are das Lemma bewiesen:q:e:d:

Zu guter Letzt bleibt noch der FallN = 3. Um diesen Fall zu beweisen, wird
daß folgende Korollar und Lemma ben¨otigt:

Korollar 7 : Jede PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C 2 untersẗutzt wird
und r(ρ) = 3 erfüllt, besitzt einen Kernvektorje; f ;gi.

Beweis:Sei ρ ein PPT-Zustand inC 2
C 2
C 2. Dieser kann als einC 2
A
 C 4

BC-
Zustand aufgefaßt werden. Dieser Zustand wird laut Theorem 10 aufC 2

A 
 C 3
BC

unterstützt. Daraus ergibt sich folgende Form:

ρ =
3

∑
i=1

jeAi iheAi j
 jψBCi ihψBCi j: (9.15)

Nun wählt man o.B.d.A.jei orthogonal aufjeA3i. Dies bedeutet, daßj f ;gi ortho-
gonal aufjψBC1i und jψBC2i sein muß. Setzt man den Ansatzj fBi= j0iB+αj1iB
voraus, so erh¨alt man folgendes Gleichungssystem f¨ur jgi:

(hψBCi j0Bi+αhψBCi j1Bi)jgi = 0 (9.16)

für i = 1;2. Diese Gleichung besitzt eine L¨osung für den Fall, daß die Determinante
Null ergibt. Dies liefert aber eine quadratische Gleichung f¨ur α, welche immer eine
Lösung besitzt, und damit w¨are das Korollar bewiesen:q:e:d:

Die Existenz solch eines Produktvektors wird nun im folgenden Lemma
benötigt.

Lemma 20 : Jede PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C 2 untersẗutzt wird
und r(ρ) = 3 erfüllt, ist separabel.

Beweis:Aus der Bedingungρje; f ;gi = 0 für den Produktkernvektor, folgen die
Bedingungen:

hejρj ê; f ;gi = 0

h f jρje; f̂ ;gi = 0

hgjρje; f ; ĝi = 0:
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Dies bedeutet, daß

ρj ê; f ;gi = j êAijψBCi
ρje; f̂ ;gi = j f̂BijψACi
ρje; f ; ĝi = j ĝCijψABi

gilt. Nun definiert man:

ρ̃ = ρ�λj êAihêA j
 jψBCihψBC j; (9.17)

wobei λ = 1
hêA;ψBC jρ�1j êA;ψBCi ist (s. Lemma (11)).̃ρ ist nun ein PPT-Zustand bzgl.

ρ̃tA und besitztr(ρ̃) = 2. Nun läßt sichρ̃ schreiben als:

ρ̃ = λ1j f̂Bih f̂B j
 jψACihψAC j+λ2j ĝCihĝC j
 jψABihψABj: (9.18)

Durch die RedefinitionjeAi= j0i undj êAi= j1i der Basis in Alices System, lassen
sich die VektorenjψACi und jψABi schreiben als:

jψACi = j0ijψ1
Ci+ j1ijψ2

Ci (9.19)

jψABi = j0ijφ1
Bi+ j1ijφ2

Bi: (9.20)

In Matrixform siehtρ̃ wie folgt aus:

ρ̃ =

0
BB@
�

λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ1
Cihψ1

C j
+λ2jφ1

Bihφ1
B j
 j ĝCihĝC j

� �
λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ1

Cihψ2
C j

+λ2jφ1
Bihφ2

B j
 j ĝCihĝC j
�

�
λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ2

Cihψ1
C j

+λ2jφ2
Bihφ1

B j
 j ĝCihĝC j
� �

λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ2
Cihψ2

C j
+λ2jφ2

Bihφ2
B j
 j ĝCihĝC j

�
1
CCA :

Aus der Positivität des Operators̃ρ und ρ̃tA folgt, daß wenn der diagonale Block�
λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ2

Cihψ2
C j

+λ2jφ2
Bihφ2

B j
 j ĝCihĝC j
�

durch die Multiplikation mitj φ̂2
Bψ̂2

Ci verschwindet,

dann auch die Nebendiagonalbl¨ocke verschwinden m¨ussen. Ebenso gilt das gleiche

für den diagonalen Block

�
λ1j f̂Bih f̂B j
 jψ1

Cihψ1
C j

+λ2jφ1
Bihφ1

B j
 j ĝCihĝC j
�

mit j φ̂1
Bψ̂1

Ci. Dies liefert

folgendes System von Gleichungen:

h f̂Bjφ̂1
Bihψ2

Cjψ̂1
Ci = 0 (9.21)

hφ2
Bjφ̂1

BihĝCjψ̂1
Ci = 0 (9.22)

h f̂Bjφ̂2
Bihψ1

Cjψ̂2
Ci = 0 (9.23)

hφ1
Bjφ̂2

BihĝCjψ̂2
Ci = 0: (9.24)
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Dieses triviale Gleichungssystem besagt, daß mindestens einer der Projektoren
jψABihψAB j und jψACihψAC j ein Produktzustand sein muß. Sei dies o.B.d.A der
ProjektorjψABihψAB j. Dann läßt sichρ schreiben als

ρ = λ1j f̂Bih f̂B j
 jψACihψAC j+λ2j ẽAihẽA j
 j f̂Bih f̂B j
 j ĝCihĝC j
+ λj êihêj
 jψBCihψBC j
= j f̂Bih f̂B j
 (λ1jψACihψAC j+λ2j ẽAihẽA j
 j ĝCihĝC j)| {z }

σ

+ λj êihêj
 jψBCihψBC j (9.25)

σ ist nun ein Rang 2C 2
 C 2-PPT-Zustand. F¨ur diese Zust¨ande gelten folgende
Fälle:

� Im Hilbertraum vonσ existiert nur ein Produktvektor.σ wäre damit NPPT.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, daßσ PPT sei.

� Im Hilbertraum vonσ existieren zwei ProduktvektorenP1 undP2. Die erste
Möglichkeit wäre dann, daß o.B.d.AP1 = jψACi und P2 = j ẽAi
 j ĝCi ist.
Damit wärejψACi ein Produktvektor. Die zweite M¨oglichkeit wäre o.B.d.A
folgende Gestalt:

σ = λ1(jαP1+βP2ihαP1+βP2 j+λ2jP1ihP1 j: (9.26)

Zu diesem Zustand existiert aber eine lokale reversible nichtunit¨are Filter-
operationA
B, so daßσ = f jψmaxihψmaxj+(1� f )j00ih00j wäre. Diese
ist aber nur einPPT-Zustand für f = 0.

� Im Hilbertraum vonσ existieren unendlich viele Produktvektoren. Dies be-
deutet aber, daß o.B.d.A.σ = j ẽAihẽA j
(λ1j g̃Cihg̃C j+λ2j ĝCihĝC j) ist, also
wäre in diesem FallejψACi ein Produktvektor.

Dies bedeutet, daß sich o.B.d.Aρ schreiben l¨aßt als:

ρ = λ1j ēAihēA j
 j f̂Bih f̂B j
 j g̃Cihg̃C j+λ2j ẽAihẽA j
 j f̂Bih f̂B j
 j ĝCihĝC j
+ λj êihêj
 jψBCihψBC j:

Für die Beweisf¨uhrung ist Alice nat¨urlich in keiner Art und Weise ausgezeichnet.
Dies bedeutet, daß

ρ̄ = ρ� λ̄j ẽAihẽA j
 j f̂Bih f̂B j
 j ĝCihĝC j
= λ1j ēAihēA j
 j f̂Bih f̂B j
 j g̃Cihg̃C j+λj êihêj
 jψBCihψBC j;
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wobei λ̄ � λ2 = 1
hẽA f̂BĝC jρ�1j ẽA f̂BĝCi gilt, ein PPT Zustand bzgl. Charlie sein muß.

Die Projektion von̄ρ auf j ˆ̃ei liefert h ˆ̃ejρ̄j ˆ̃ei � jψBCihψBC j. Dies bedeutet aber, daß
jψBCi ein Produktvektor sein muß und somit w¨are der Beweis abgeschlossen:q:e:d:

Da aberρ ein PPT-Zustand bez¨uglich aller Systeme sein soll, mußjψBCi ein
Produktzustand sein. Durch weiteres ¨aquivalentes Vorgehen erh¨alt man auch, daß
jψACi ein Produktzustand sein soll. Damit w¨are das Korollar bewiesen:q:e:d:

Nun läßt sich derN = 3 Fall beweisen, wie das folgende Lemma gleich zeigen
wird.

Lemma 21 : Jede PPT-Dichtematrixρ, welche aufC 2
C 2
C 3 untersẗutzt wird
und r(ρ) = 3 erfüllt, ist separabel.

Beweis: Man faßt dasC 2
 C 2
 C 3-System als einC 4
AB
 C 3

C-System auf. Laut
Theorem (13) k¨onnen nun drei F¨alle der Unterst¨utzung auftreten:

� Das System wird aufC 3
AB
C 3

C unterstützt. Dann hat die Dichtematrix fol-
gende Form:

ρ = Λ1jeAB1iheAB1 j
 j fC1ih fC1 j+Λ2jeAB2iheAB2 j
 j fC2ih fC2 j
+ Λ3jeAB3iheAB3 j
 j fC3ih fC3 j:

Da diej fCi i linear unabh¨angig sind, läßt sich solch ein VektorjCi in Charlies
System finden, so daß o.B.d.A.hCjρjCi � jeAB1iheAB1 j gilt. Da der Zustand
aber bez¨uglich allen Systemen PPT ist, muß er also auch separabel sein.

� Das System wird aufC 2
AB
 C 3

C unterstützt. Auch hier läßt sich das obige
Verfahren durch geschickte Projektion ausnutzen, um die Separabilit¨at zu
zeigen.

� Das System wird aufC 3
AB
C 2

C unterstützt. Dies ist aber nichts weiter als ein
C 2
C 2
C 2-System mit Rang 3. Deren Separabilit¨at wurde aber im letzten
Korollar schon bewiesen.

Somit wäre das Lemma bewiesen:q:e:d:

Nun lassen sich die einzelnen Korollars zu einem Theorem zusammenfassen:

Theorem 14 : Jeder PPT-Zustand, welcher aufC 2
C 2
C N untersẗuzt wird und
r(ρ) = N besitzt, ist separabel und besitzt die kanonische Form

ρ =
p

D

0
BB@

B†C†CB B†C†C B†C†B B†C†

C†CB C†C C†B C†

B†CB B†C B†B B†

CB C B 1

1
CCApD (9.27)

80



=
p

D

0
BB@

B†C†

C†

B†

1

1
CCA� CB C B 1

�p
D (9.28)

aus Lemma (16), wobei[B;B†] = [C;C†] = [C;B] = [C;B†] = 0 und D= D† gilt.
Die B,C und D sind Operatoren in Charlies System.

Im nächsten Abschnitt werden ¨ahnlich wie bei denC 2
 C N-Zuständen die
Bildbereiche nach Produktvektoren untersucht.

9.3 Separabiliẗatskriteria und Separabilit ätsüberpr üfun-
gen von generischen C 2


C 2

C N-Zuständen

In diesem Abschnitt werden PPT-Dichtematrizen untersucht, welche eine endli-
che Anzahl von Produktzust¨andenfjei ; fi ;giig 2 C 2
 C 2
 C N besitzen, so daß
jei ; fi ;gii 2 R(ρ),je�i ; fi ;gii 2 R(ρtA),jei ; f �i ;gii 2 R(ρtB) und je�i ; f �i ;gii 2 R(ρtAB)
erfüllt sind. Gezeigt wird, daß Zust¨ande, die der Ungleichungr(ρ) + r(ρtA) +
r(ρtB) + r(ρtAB) � 15N � 1 genügen, genau die letztere Eigenschaft besitzen
können. Die gesamte Frage nach den Produktvektorenfjei ; fi ;giig 2 C 2
C 2
C N

reduziert sich auf das L¨osen von multipolynomialen Gleichungen. Existiert eine
endliche Menge solcher L¨osungen, so wird der Zustandgenerischgenannt.

9.3.1 Generische Zusẗande

Seien diejKii,jKAi i,jKBii und jKABii linear unabh¨angige Kernvektoren vonρ, ρtA,
ρtB undρtAB, d.h. es gilt:

K(ρ) = spanfjKii; i = 1; : : : ;k(ρ)g;
K(ρtA) = spanfjKAi i; i = 1; : : : ;k(ρtA)g;
K(ρtB) = spanfjKBi i; i = 1; : : : ;k(ρtB)g;

K(ρtAB) = spanfjKABi i; i = 1; : : : ;k(ρtAB)g:

Nun lassen sich die Kernvektoren bez¨uglich einer Basis in Alices und Bobs Raum
schreiben als:

jKii = j00ijk00
i i+ j01ijk01

i i+ j10ijk10
i i+ j11ijk11

i i
jKAii = j00ijk00

Ai
i+ j01ijk01

Ai
i+ j10ijk10

Ai
i+ j11ijk11

Ai
i
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jKBii = j00ijk00
Bi
i+ j01ijk01

Bi
i+ j10ijk10

Bi
i+ j11ijk11

Bi
i

jKABii = j00ijk00
ABi
i+ j01ijk01

ABi
i+ j10ijk10

ABi
i+ j11ijk11

ABi
i:

Ein Produktvektorje; f ;gi 2V[ρ] muß nun orthogonal auf allen Kernvektoren sein,
so daß folgende Gleichungen erf¨ullt sein müssen:

hKije; f ;gi = 0;

hKAi je�; f ;gi = 0;

hKBi je; f �;gi = 0;

hKABi je�; f �;gi = 0: (9.29)

Nun entwickelt manje; f ;gi nach der lokalen Basis in Alice und Bob:

je f gi = (αj0i+ j1i)
 (βj0i+ j1i)
jgi
= (αβj00i+αj01i+βj10i+ j11i)
jgi:

Jetzt läßt sich (9.29) schreiben als:

A(α;β;α�;β�)jgi = 0; (9.30)

wobeiA(α;β;α�;β�) eine(k(ρ)+k(ρtA)+k(ρtB)+k(ρtAB))�N-Matrix ist, welche
folgende Form besitzt:

A(α;β;α�;β�) =

0
BB@

αβhk00
i j+αhk01

i j+βhk10
i j+ hk11

i j
α�βhk00

Ai
j+α�hk01

Ai
j+βhk10

Ai
j+ hk11

Ai
j

αβ�hk00
Bi
j+αhk01

Bi
j+β�hk10

Bi
j+ hk11

Bi
j

α�β�hk00
ABi
j+α�hk01

ABi
j+β�hk10

ABi
j+ hk11

ABi
j

1
CCA :

Falls nun (9.29) f¨ur einigejei 6= 0,j f i 6= 0 und jgi 6= 0 erfüllt ist, muß der Rang
vonA kleiner sein alsN. Dies bedeutet, daß maximalN�1 Spaltenvektoren aus der
Matrix A linear unabh¨angig sein m¨ussen. Daraus ergibt sich, daß(k(ρ)+k(ρtA)+
k(ρtB)+k(ρtAB))�N+1-Minoren aus der MatrixA verschwinden m¨ussen.

Nun betrachtet man den Fall, in demk(ρ)+k(ρtA)+k(ρtB)+k(ρtAB) =2+(N�
1) gilt.

Es wird z.B. zu den erstenN�1-Zeilen jede weitere der ¨ubriggebliebenen zwei
Zeilen vonA hinzugefügt. Gleichzeitig fordert man, daß diese zwei Zeilen linear
abhängig zu den erstenN�1 sind. Dies kann immer durch die Parameterα und
β gewährleistet werden. Auf diese Art und Weise wird der Rang vonA kleiner als
N� 1 gemacht. Der Fall, in demk(ρ) + k(ρtA) + k(ρtB) + k(ρtAB) � 2+ (N� 1),
bzw.

(r(ρ)+ r(ρtA)+ r(ρtB)+ r(ρtAB)� 15N�1 (9.31)
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beinhaltet, hat dann noch mehr Einschr¨ankungen und kann nur eine noch kleinere
Menge an L¨osungen besitzen.

Wichtig ist nun, daß diek(ρ)+k(ρtA)+k(ρtB)+k(ρtAB)�N+1-Minoren eine
endliche Anzahl von L¨osungen inα undβ besitzen m¨ussen. Zust¨ande, welche dies
beinhalten, werden in diesem Kontextgenerischgenannt. Dadurch wird versucht,
eine endliche Anzahl von Produktvektoren im Bildbereich zu erhalten.

Nun kann man wie bei denC 2
C N-Zuständen eine Analyse auf Separabilit¨at
durchführen. Dies wird im folgenden Unterabschnitt f¨ur C 2
C 2
C 2-Zustände
durchgeführt.

9.4 Separabiliẗatstests für C 2

C 2


C 2-Zustände

Als spezielles Beispiel vonC 2
C 2
C N-PPT-Zuständen werden in diesem Ab-
schnitt dreiq-Bit-Systeme untersucht. Dabei werden zu deren Analyse die Er-
gebnisse aus den letzteren Kapiteln benutzt. Die dreiq-Bit-Systeme sind deshalb
von besonderem Interesse, weil sie der erste nat¨urliche Schritt zu mehrfach ver-
schränkten Zust¨anden, sowohl wie in der Theorie als auch im Labor, darstellen.
Desweiteren kann der dritte q-Bit als Ancilla aufgefaßt werden, um auf den Zwei q-
Bit-Systemen komplexere POVM-Operationen durchzuf¨uhren. Nun wird abh¨angig
vom Rang des jeweiligen Zustandes auf die Separabilit¨atsbedingungen eingegan-
gen.

9.4.1 Der Fallr(ρ) = 2

Für diesen Zustand weiß man, daß er separabel sein muß.

9.4.2 Der Fallr(ρ) = 3

Dieser Zustand ist laut Korollar 20 separabel.

9.4.3 Der Fallr(ρ) = 4

Ein dreiq-Bit-System mit Rang 4 kann als einC 2
C 4-System mit Rang 4 angese-
hen werden. Laut Theorem (13) ist aber bekannt, daß dieser Zustand eine eindeuti-
ge Produktzerlegung bez¨uglich C 2

A
C 4
BC besitzt. Da aber der Zustand in Bezug

83



auf alle Teilsysteme PPT ist, muß dies auch f¨ur C 2
B
C 2

AC und C 2
C
C 2

AB gel-
ten. Dies bedeutet daß dieser PPT-Zustand biseparabel daargestellt werden kann in
Bezug auf allen drei Systemen.

9.4.4 Der Fallr(ρ) = r(ρtA) = r(ρtB) = r(ρtAB) = 7

Es wird nun die m¨ogliche Anzahl von Produktzust¨anden untersucht, die dieser Fall
beinhalten k¨onnte. Die MatrixA ist gegeben durch:

A(α;β;α�;β�) =

0
BB@

αβhk00
1 j+αhk01

1 j+βhk10
1 j+ hk11

1 j
α�βhk00

A1
j+α�hk01

A1
j+βhk10

A1
j+ hk11

A1
j

αβ�hk00
B1
j+αhk01

B1
j+β�hk10

B1
j+ hk11

B1
j

α�β�hk00
AB1

j+α�hk01
AB1

j+β�hk10
AB1

j+ hk11
AB1

j

1
CCA

Bezeichnet man die Polinome vom GradX undY in den Variablenz und z� mit
PX;Y(z;z�), dann lassen sich die drei Minoren vonA schreiben als:

α2P(1)
(1;1)(β)+αP(2)

(1;1)(β)+P(3)
(1;1)(β) = 0 (9.32)

αα�Q(1)
(0;1)(β)+αQ(2)

(0;1)(β)+α�Q(3)
(0;1)(β)+Q(4)

(0;1)(β) = 0 (9.33)

αα�R(1)
(1;1)(β)+αR(2)

(1;1)(β)+α�R(3)
(1;1)(β)+R(4)

(1;1)(β) = 0: (9.34)

Nun multipliziert man (9.34) mitQ(1)
(0;1)(β) und (9.33) mitR(1)

(1;1)(β) und subtra-
hiert dann diese Gleichungen voneinander. Dadurch erh¨alt man eine Gleichung der
folgenden Form:

αS(1)(1;2)(β)+α�S(2)(1;2)(β)+S(3)(1;2)(β) = 0: (9.35)

Nun bildet man das komplex Konjugierte der Gleichung (9.35) und erh¨alt eine wei-
tere unabh¨angige Gleichung von der gleichen Form wie (9.35). Durch die gleiche
Prozedur entledigt man sich desα� und erhält dadurch ein Polynom, welches inα
linear ist, von folgender Form:

αT(0)
(3;3)(β)+T(1)

(3;3) = 0: (9.36)

Nun läßt es sich nachα auflösen und in (9.32) einsetzen. Dadurch erh¨alt man
eine Polynomialgleichung vom Grade 7 inβ und β�. Diese kann laut An-
hang A 896 m¨ogliche Lösungen f¨ur β besitzen, was erheblich gr¨oßer ist als
min(r(ρ)2; r(ρtA)2; r(ρtB)2; r(ρtAB)2) = 49.

Dies bedeutet, daß man eine PPT-BSA-Analyse durchf¨uhren sollte, nachdem
man die Menge der Produktvektoren analysiert hat.
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9.5 Zusammenfassung

Die Untersuchungen vonC 2
C N-PPT-Zuständen erwiesen sich bei der Untersu-
chung vonC 2
C 2
C N-PPT-Zuständen als n¨utzlich. Desweiteren scheint die Me-
thode “der lokalen Projektionen” auf die jeweiligen zusammengesetzten Teilr¨aume
zusammen mit der Bedingung der Erhaltung der PPT-Eigenschaft der Zust¨ande
maßgebend f¨ur die hier erworbenen Separabilit¨atskriterien. Die beiden Unter-
suchungen k¨onnten als besonders starkes mathematisches Hilfsmittel fungieren,
wenn es um die PPT-BSA-Untersuchungen von dreifach zusammengesetzten Sy-
stemen geht. Jegliche Information ¨uber die so erworbene kanonische Struktur von
PPT-BSA-Resten, kann bei einer Konstruktion von Witness Operatoren in dreifach
zusammengesetzten Systemen beitragen.
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Kapitel 10

Ausblick

Durch die PPT-BSA-Formulierung ist es m¨oglich geworden, Witness Operato-
ren für verschränkte PPT-Zust¨ande zu beschreiben. Der n¨achste nat¨urliche Schritt
wäre, die minimale Menge von Witness Operatoren zu finden, die eine vollst¨andige
Charakterisierung von verschr¨ankten Zust¨anden zul¨aßt. Die Untersuchungen von
niedrigrängigen verschr¨ankten PPT-Zust¨anden (hierC 2
C N- undC 2
C 2
C N-
Zuständen) spielen dabei eine wichtige Rolle. Der Grund daf¨ur, warum dies wich-
tig ist, liegt darin, daß niedrigr¨angige verschr¨ankte PPT-Zust¨ande die Oberfl¨ache
der konvexen Menge aller verschr¨ankten PPT-Zust¨ande bilden. Kennt man die
Oberfläche einer konvexen Menge, so kennt man auch die konvexe Menge sel-
ber. Man erkennt also, wie wichtig die Untersuchungen der Zust¨ande mit niedrigen
Rängen ist. Ebenfalls wurde gezeigt, wie man Produktvektoren aus dem Bildbe-
reich der PPT-Zust¨ande ermitteln kann. Eine PPT-BSA-Zerlegung erm¨oglicht dann
die Konstruktion eines eventuell vorhandenen PPT-BSA-Restes, wodurch man
einen Witness konstruieren kann. Kennt man nun die Eigenschaften der minima-
len vollständigen Menge von Witness Operatoren, so w¨are es prinzipell m¨oglich,
aus einer kleinen Menge von konkret gegebenen PPT-Zust¨anden diese Menge von
Witness Operatoren explizit zu bestimmen. Dadurch w¨urde man das lang ersehn-
ten Ziel der kompletten Charakterisierung von verschr¨ankten Zust¨anden erreichen.
Die ersten Schritte in diese Richtung wurden in den Arbeiten von M. Lewenstein,
B. Kraus, J. I. Cirac und P. Horodecki gemacht ([107] und [108]). Der Isomorphis-
mus, der zwischen den Witness Operatoren und den positiven Abbildungen ([80]
und [71]) existiert, läßt uns hoffen, daß in naher Zukunft auch alle positiven Abbil-
dungen dadurch klassifiziert werden k¨onnen. Dies w¨urde bedeuten, daß man eine
der wichtigsten offenen Fragen derC �-Algebra beantworten k¨onnte.

Eines ist auf jeden Fall sicher: Die Quanteninformationstheorie wird uns auch
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in Zukunft eine Menge faszinierender Fragen und Antworten ¨uber das Wesen der
Quantenmechanik liefern!
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Anhang A

Reduktion von Polynomen

In diesem Anhang wird gezeigt, daß jedes generische PolynomPX;Y(α;α�) vom
GradX undY in α undα� (d.h. ein Polynom, das nach einer komplexen Konjugati-
on wiederum ein verschiedenes Polynom liefert) maximal 2X�1[X+Y(Y�X+1)]
Nullstellen haben muß, wobei o.B.d.A. angenommen wurde, daßY � X sei. Die
Idee basiert auf einem Verfahren, in dem man ein PolynomQ(α) vom Grade
2X�1[X +Y(Y�X+1)] findet, so daß die Nullstellen vonP auch Nullstellen von
Q sind. Dieses Verfahren wird nun beschrieben.

Die Gleichung, die zu l¨osen ist, lautet

0= PX;Y(α;α�) =
X

∑
k=0

αkPk
Y(α

�) (A.1)

=
N

∑
k=0

(α�k
Qk

X(α); (A.2)

wobeiPk
X undQk

X Polynome vom GradeY undX sind. Wenn man die letzte Glei-
chung komplex konjugiert, so erh¨alt man

0=
Y

∑
k=0

αkQ̄k
X(α

�): (A.3)

Q̄ ist das gleiche Polynom wieQ nur mit komplex konjugierten Koeffizienten. Von
nun an werdenα und α� als unabh¨angige Variablen betrachtet, d.h.β � α�. Auf
diese Art und Weise erh¨alt man folgende zwei Gleichungen:

X

∑
k=0

αkPk
Y(β) = 0 (A.4)
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Y

∑
k=0

αkQ̄k
X(β) = 0: (A.5)

Sei nunX 6=Y. Dann lassen sich die beiden letzten Gleichungen auf die Form

X

∑
k=0

αkRk
Z(β) = 0 (A.6)

transformieren, wobeiZ=X+Y(Y�X) gilt. Um zu diesem Polynom zu gelangen,
wird als erstes (A.4) mitαY�XQ̄Y

X(β) und (A.5) mitPX
Y (β) multipliziert. Nun zieht

man diese beiden Gleichungen voneinander ab und erh¨alt so ein Polynom vom
GradeY�1 in α undY +X in β. Nun benutzt man wieder das Polynom (A.4),
um ein Polynom vom GradeY� 2 zu erhalten. Durch sukzessive Wiederholung
gelangt man dann zur gew¨unschten Form (A.6). F¨ur den FallY = X erhält man
automatisch den FallZ = X.

Nun wird (A.4) mitRX
Z(β) und (A.6) mitPX

Y (β) multipliziert und danach sub-
trahiert. Ebenso wird (A.5) mitR0

Z(β) und mitP0
Y(β) multipliziert und danach sub-

trahiert und durchα dividiert. Auf diese Art und Weise erh¨alt man zwei Polynome
vom GradX�1 in α undY +Z in β. Nun wiederholt man die gleiche Prozedur
mit diesen zwei Polynomen bis man ein Polynom̄Q(β) = 0 von Grad 2X�1(Z+Y)
erhält. Nun müssen alle Nullstellen des originalen Polynoms auch Nullstellen von
Q sein.
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Anhang B

Der Algorithmus der paarweisen
PPT Maximierung

Nun werden die verschiedenen F¨alle der Paarweisen-PPT-Maximalit¨at vorgestellt.
Diese müssen gesondert vom Algorithmus untersucht werden.

SeienP1 = je1; f1ihe1; f1 j und P2 = je2; f2ihe2; f2 j Projektoren. Die Bedin-
gung, daßΛ1 in Bezug aufρ�Λ2P2 maximal ist, undΛ2 in Bezug aufρ�Λ1P1

maximal ist, liefert die folgende Bedingung anΛ1 undΛ2:

F(Λ1;Λ2)� 1�Λ1D(0)
1 �Λ2D(0)

2 +Λ1Λ2D(0) = 0: (B.1)

Dabei ist D(0)
1 = he1; f1 jρ�1je1; f1i, D(0)

2 = he2; f2 jρ�1je2; f2i, D(0)
12 =

jhe1; f1 jρ�1je2; f2ij2 undD(0) = D(0)
1 D(0)

2 �D(0)
12 .

Ebenso gilt aber auch, daßΛ1 in Bezug aufρtA �Λ2PtA
2 und Λ2 in Bezug auf

ρtA �Λ1PtA
1 maximal ist. Dies liefert eine weitere Bedingung anΛ1 undΛ2:

F̃(Λ1;Λ2)� 1�Λ1D(1)
1 �Λ2D(1)

2 +Λ1Λ2D(1) = 0: (B.2)

Dabei ist D(1)
1 = he�1; f1 j(ρtA)�1je�1; f1i, D(1)

2 = he�2; f2 j(ρtA)�1je�2; f2i, D(1)
12 =

jhe�1; f1 j(ρtA)�1je�2; f2ij2 undD(2) = D(1)
1 D(1)

2 �D(1)
12 .

Fall 1: Eine der beiden MannigfaltigkeitenF = 0 und F̃ = 0 ist echt gr¨oßer
oder größer gleich der anderen. Sei o.B.d.A. dies die MannigfaltigkeitF̃ = 0. Dann
ergibt sich die in AbbildungB:1 undB:2 dargestellte Situation. Tritt dieser Fall auf,
so ist die Paarweise-BSA-Maximalit¨at vonF = 0 zu nehmen (Lemma 4).
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Abbildung B.1: Fall 1 mit echt gr¨oßer. Hier muß die MannigfaltigkeitF =0 benutzt
werden, um die PPT zu erhalten.
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Abbildung B.2: Fall 2 mit gr¨oßer gleich. Die Mannigfaltigkeiten besitzen einen
Schnittpunkt am Rande der konvexen Menge.
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Abbildung B.3: Fall 2 mit Schnittpunkt. Hierbei m¨ussen die jeweiligen Teile der
Mannigfaltigkeiten gew¨ahlt werden, welche untehalb der maximalen liegen. Da-
durch wird die PPT-Eigenschaft erhalten.
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Fall 2: Die beiden Mannigfaltigkeiten schneiden sich in einem Punkt, welcher
nicht am Rande liegt. Sei o.B.d.A. dann die Situation in AbbildungB:3 zutreffend.
Der Schnittpunktλs ist durch den folgenden analytischen Ausdruck gegeben:

λs =
1

2(D0
1D1�D1

1D0)
((D1+D0

1D
1
2�D0�D1

1D
0
2)

�
q

(D1+D0
1D

1
2�D0�D1

1D
0
2)�4(D0

1D1�D1
1D0)(D1

2�D0
2));

wobeiλs natürlich nur für den Fall 0� λs�min(
�

1
D0

1
; 1

D1
1
)
�

zu berücksichtigen ist.

Die resultierende Mannigfaltigkeit (durch die volle Linie gekennzeichnet) besitzt
nun die Eigenschaft, daß sie im Schnittpunkt nicht differenzierbar ist. F¨ur die Er-
mittlung der Paarweisen-PPT-MaximalenΛ’s auf dieser Mannigfaltigkeit sind nun
folgende Fälle zu ber¨ucksichtigen:

� Für den Fall, daß beide Maxima “links” vom Schnittpunkt liegen, ist das
BSA-Maxima vonF = 0 zu nehmen.

� Für den Fall, daß beide Maxima “rechts” vom Schnittpunkt liegen, ist wie-
derum das Maxima voñF = 0 zu nehmen.

� Für den Fall, daß das Maximum vonρtA “rechts” und das Maximum von
ρ “links” vom Schnittpunkt liegt, fällt das Maximum mit dem Schnittpunkt
überein.

� Der Fall, daß das Maximum vonρtA “links” und das Maximum vonρ
“rechts” vom Schnittpunkt liegt, kann f¨ur diesen Fall nicht eintreffen.

� Der letzte Fall ist, daß beide Maxima im Schnittpunkt ¨ubereinstimmen.

Dieser Algorithmus kann auch f¨ur mehrfach zusammengesetzte Systeme aus-
gearbeitet werden. Durch die PPT-Bedingungen erh¨alt man mehrere Schnitt-
flächen, die wiederum gesondert untersucht werden m¨ussen.
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