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Zusammenfassung
Uber die Struktur von verschrankten Zustanden

In der vorliegenden Arbeit werden mehrfach zusammengesetzte quantenme-
chanische Systeme auf ihre Separadtilitin untersucht.

Nach einer kurzen Einleitung wird auf die “beste separable Approximation”
(im weiterem Verlauf BSA [1]) eingegangen. Bei der BSA handelt es sich um
eine optimale Zerlegung von quantenmechanischenaddsti in sogenannte se-
parable und verschnkte Anteile. Die Existenz solch einer BSA-Zerlegung wird
dabei durch das BSA-Theorem [1] bewiesen. Auch die Eindeutigkeit solch ei-
ner BSA-Zerlegung wird gezeigt. Ebenfalls wird die analytische Beschreibung der
Menge aller separablen Dichtematrizemageitiert, welche die Eigenschaft besit-
zen, dald ihre Differenz zu einem gegebenen quantenmechanischen Zustand posi-
tiv definit ist. Aufbauend auf diese Untersuchungen wird die BSA-Zerlegung von
C?®C2-Zustinden betrachtet. Dabei wird eine Ungleichung geliefert, die die Aus-
sage darber macht, wann die BSA-Zerlegung unter gegebenen Voraussetzungen
keinen maximal verschrikten Zustand als Rest eath’Als natirliche Fortsetzun-
gen der bisherigen BSA-Untersuchungen ergab sich eine Verallgemeinerung dieser
Theorie auf PPT-Zuatide, d.h. Zustide, welche nach einer sogenannten partiel-
len Transposition auch weiterhin Zastie bleiben. Diese verallgemeinerte Theorie
wurde PPT-BSA-Theorie genannt und lieferte di@dWchkeit der Konstruktion
von Witness-Operatoren bzw. Bellschen Ungleichungenjdden versclarikten
Zustand. Ebenfalls ergab sich aus den Untersuchungen ein neues sieksiodits-
mal.

Die mathematischen Methoden, die bis zur PPT-BSA-Theorie entwickelt
wurden, erwiesen sich besonders bei der Untersuchung der Sepairalmiit”
quantenmechanische@? © CN- und C? @ C? @ CN-Zustinden als erforderlich.
Das Resultat dieser Untersuchungen sind zahlreiche Sepatskiiitéria sowie
konstruktive Methoden, um Zustde mathematisch nach deren Separabititii
Zu puifen.

Schlagworte: Verscheanktheit, Quanteninformationstheorie,
Verschankheitsmal3, Separakbit”
PACS: 03.67.—a, 0365.Bz, 0365.Ca, 0367.Hk






Abstract
About the Structure of Entangled States

In this dissertation states of multi-composite quantum systems are investigeted
with regard to their separability property.

After a short introduction, the best separable approximation (BSA [1]) will be
considered. The BSA is an optimal decomposition of a quantum state in so called
separable and entangled states. The existent of such BSA decomposition is pro-
ven by the BSA theorem ([1]). The analytical description of the set of all separable
states, with the property that their difference from a given entangled state is positive
defined, will be presented. After that, it will be shown that the BSA decomposition
is unigue and can be used to define an entanglement measure. Ased on this result,
the BSA decomposition 82 ® C? quantum states will be studied. The result of
this investigation will be a inequality for so called generic entangled states. This
inequality gives us information, under which circumstances, the entangled state in
the BSA decomposition will not be maximally entangled. As a natural continua-
tion of the previous studies of BSA, the BSA theory will be generalized to PPT
states (i.e. the states which after a so called partial transpa@siticstill physical
states). This theory is called PPT-BSA theory. Using this we have the possibility
to construct so called Witness operators or Bell's inequalities for a given quantum
entangled state.

The mathematical methods which has been developed in the PPT-BSA theory,
turn out to be very useful for the investigation of quantum states?im CN and
C?2®C?®CN Hilbertspace. This research allows to formulate several separability
criteria and constructive method'’s for checking the separability of quantum states
in such Hilbert spaces.

Keywords: Entanglement, Quantuminformation, Entanglement Measure,
Separability
PACS: 03.67.—a, 0365.Bz, 0365.Ca, 0367.Hk
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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten zehn Jahren kam es zu einer rasanten Entwicklung auf dem Gebiet
der Quanteninformationsverarbeitung und der Quanteninformationstheorie.

Ein Grund fir diese Entwicklung war der Vorstol3 der Halbleitertechnologie zu
immer kleineren GelRenordnungen, die aber bei der Miniaturisierung auf atomarer
Ebene auf ihre Grenzen stoRen wird. In diesen Bereichen sind es die Gesetze der
Quantenmechanik, die relevant werden, und es ergibt sich dabei die Frage, wie sich
Informationsverarbeitung innerhalb der Quantenmechanikalterh™

Die ersten Untersuchungen zu diesem Thema wurden Mitte der 80-er Jahre
von R. Feynman vorgenommen [2]. Mitte der 90-er kam es dann zu einer aus-
schlaggebenden Wende auf dem Gebiet der Quanteninformationsverarbeitung. P.
W. Shor [3] fand einen polynomialen Quantenalgorithmuisdié Primfaktorisie-
rung. Kurz nach Shors Entdeckung fand Grover [4] einen Quantensuchalgorithmus.
Diese Arbeiten dihrten zu einer explosionsartigen Forschungswelle auf dem Ge-
biet der Quantenalgorithmen und der Quantencomputer ([5], [6], [7], [8], [9] und
[10]). In der praktischen Verwirklichung von Quantenalgorithmen durch Quanten-
computer sah man sich allerdings mit dem Problem der Daaleniz" ([11], [12],

[13], [14], [15] und [16]) konfrontiert. Diesufirte wiederum zur Entwicklung von
Quanten-Fehlerkorrektur-Codes ([17], [18] und [19]).

Ein weiterer Grund di die rasante Entwicklung waren Anwendungen der
Quantenmechanik in der Kryptographieu(F_eser, welche an der klassischen
Kryptographie interessiert sind, empfehle ich das ausgezeichnete Buch von Bruce
Schneier [20] sowie [21] und [22]). Durch die Quantenkryptographie ([23], [24],
[25] und [26]) war es mit den Gesetzen der Quantenmechawigliol, sichere
Nachrichtembertragung zu geatirleisten. Diesufirte zu einem wachsenden In-
teresse zahlreicher Unternehmen an der Quantenkryptographie.
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Um Quantenkryptographie betreiben zonkén, nussen Quantenzastde
natirlich auch transportiert werden. Wie in der Nachrichtentheorie ergab sich daher
die Notwendigkeit nach einer mathematischen Beschreibung von quantenmecha-
nischen Kaalen ([27], [28] und [29]). Desweiteren fand man fiie Quantenkom-
munikation noch zahlreiche weitere Anwendungen wie die Teleportation [30], Pu-
rifikation [31], Pseudo/Destillation ([32],[33] und [34]) und Quantenkatalyse ([35]
und [36]).

Auler der Quantenkommunikation ergab sich durch die Untersuchungen von
guantenmechanischen Systemen dieghthkeit, Messungen an einem System
durchzutihren, ohne es zu beeinflussen. Diese faszinierende Vorstellung wurde
unter den Namen “Wechselwirkungsfreie Messung” (Interactions-Free Measur-
ments) bekannt ([37] und [38]). Zahreiche Experimente ([39], [40], [41], [42]
und [43]) zu diesem Themaulfiften ebenfalls zu einer Forschungswelle auf dem
Gebiet der quantenmechanischen Messungen. Oftmals wird die quantenmechani-
sche wechselwirkunsfreie Messung mit der quantenmechanischeoraegstfrei-
en Messung (“Quantum non-demolition Measurment” [44], [45], [46], [47], [48]
und [49]) verwechselt. Bei der qguantenmechanischen arergjsfreien Messung
handelt es sich um solch eine Messung an einem quantenmechanischen System,
welche das quantenmechanische System nach der Messung “unveraBhrzd”
ist noch weiterhin offen in wie weit die letzteren beiden Begriffe zusam cuegéri.

Alle aufgezhlten Anwendungen der Quanteninformationsverarbeitung besit-
zen ein enormes Potential undritien unsere Informationsgesellschaft im neuen
Jahrhundert grundlegend esdern.

Der Begriff eines “versclarikten Zustandes” [50] taucht in allen diesen An-
wendungen der Quanteninformationsverarbeitung auf. Aus diesem Grund sind die
Untersuchungen zur mathematischen Beschaffenheit von vandten Zusihden
nicht nur von rein akademischer sondern auch von anwendungsbezogener Natur.
Dies war auch der Grund, weshalb ich gerade dieses Thanmagihe Dissertation
gewahlt habe.

Bevor aber auf die Resultate in dieser Arbeit eingegangen wird, folgt noch eine
kurze Beschreibung der Inhalte der Kapitel. Diese spiegelt auch den chronologi-
schen Verlauf meiner Untersuchungen in den letzten drei Jahren wieder.

Die beiden folgenden Kapitel besftigen sich mit den verwendeten mathe-
matischen Konventionen und einer Eihfung in die Grundlagen der Quantenin-
formationstheorie.

Gefolgt von einer kurzen Einleitung in die BSA-Theorie [1] wird in Kapitel 4
eine Beschreibung der sogenannten BSA-Mannigfaltigkeit geliefert. Danach wird



die Eindeutigkeit der BSA-Zerlegung bewiesen. Die Untersuchungen in diesem
Kapitel sind von allgemeiner Natur.

Kapitel 5 beschftigt sich mit der BSA-Zerlegung von zweq—Bit-
Dichtematrizen. Dort werden notwendige Bedingungerudaggliefert, dal3 die
BSA-Zerlegung @it sogenannte generische Zarsié keinen maximal versak-
ten Zustand als BSA-Rest eath”

Inspiriert durch die BSA-Theorie wird in Kapitel 6 eine BSA-Theotie PPT-
Zustinde (PPT-BSA) entworfen. Zu dieser PPT-BSA-Theorie wird auch der dazu-
gelorige Zerlegungsalgorithmus geéntiert. Dieser Algorithmus wird durch An-
hang B ergnzt und verdeutlicht. Desweiteren wird der Zusammenhang zu den
Witness-Operatoren aitert.

In Kapitel 7 wird aus der BSA-Zerlegung ein Versahktheitsmal? vorgeschla-
gen und untersucht.

Aufbauend auf den gewonnenen mathematischen Untersuchungen der letzte-
ren Kapitel wird in Kapitel 8, entstanden durch die Zusammenarbeit von Prof. Dr.
J. I. Cirac und Frau B. Kraus aus der Arbeitsgruppe in Innsbruck und meinem
Mentor Prof. Dr. M. Lewenstein, die Separakitition niedrigahgigenC?2 @ CN-
Zustinden untersucht ([51] und [52]). Desweiteren wurden Sepagdbitists di
solche Zusihde vorgeschlagen und anhand zahlreicher Beispiele verdeutlicht.

Eines der Herzsicke der hier vorliegenden Arbeit ist Kapitel 9. Dort werden
alle vorherigen Resultateif'die Untersuchung der Separalaitivon niedrigangi-
genC? ® C? » CN-Zustinden benutzt. Desweiteren werden wie in Kapitel 8 Se-
parabilititstests di PPT-Zustihde inC2 @ C2 @ CN vorgeschlagen und speziellrf
C?® C2®C?-Zustinde erdiutert.

Anschlie3end wird als Ausblick in Kapitel 10 aufagliche zukinftige Unter-
suchungen von versdmkten PPT-Zustiden eingegangen.



Kapitel 2

Mathematische Konventionen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Schreibweisen und Konventionen
beschrieben, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Quantenmechanische Zastle sind normiertér(p) = 1) positiv definite Ope-
ratorenp > 0, welche auf einen abflbaren, mehrfach zusammengesetzten Hil-
bertraumH = C* ® C? @ ... @ C{™ der Dimension dirdl = ], N wirken.

Der Einfachheit halber hat es sich in der Informationstheorie eimgelt, Hilber-
traumen Namen statt Numerierungen zu geben. Das bedeutetizeéin #weifach
zusammengesetztes Systein=CN ©CM, dal marH = C) @ CM schreibt und

von Alices und Bobs zusammengesetztem System redet. Dies macht es einfacher,
komplexere Vorginge nachzuvollziehen. Gilt die Beziehung, &= p ist, so
spricht man von einem reinen Zustand. Ist diese Bedingung niakiltest spricht

man von einem gemischten Zustand. Dies bedeutet, dal wenn maheruidén
Zustand” redet, damit keinen Unterschied zwischen einem reinen oder einem ge-
mischten Zustand macht.

Mit R(p), K(p), r(p) undk(p) bezeichnet man das Bild, den Kern, die Dimen-
sion des Bildes und die Dimension des Kerns poiDas Bild eines Operatoi®
ist definiert als die Menge ®) = {|W)| |W) =O|@ V|@ € H} und der Kern
ist definiert als die Menge tO) = {|@)| 0=0|¢), |¢@ € H }. Desweiteren be-
zeichnet tfO) die Spurbildung eines OperatdBs Die Abkurzung “O.B.d.A’ steht
fur “Ohne Beschainkung der Allgemeinheit” und taucht mehrfach in dieser Arbeit
auf.| &) bezeichnet einen Hilbertvektor, der zum Hilbervekter ¢ C? orthogonal
ist.

Messungen bzw. Operationen auf den jeweiligen quantenmechanischen Syste-
men werden durch sogenannte vallsdige positive Abbildungen POVM (positive



operator valued measurement) beschrieben ([53], [54] und [55]). Die POVMs sind
die allgemeinsten Messungen, die an einem quantenmechanischen System durch-
geflihrt werden kinnen. Dies sind Messungen, die nicht nur auf demugsaefiten
System durchgetirt werden, sondern zaiglich auch auf einem weiteren System,
welches man Ancilla nennt. Die Ancilla kann ein System sein, welches man kennt
und tiber das man Kontrolle besitzt oder aber auchadiBere Umgebung des Sy-
stems, die man nie vollstidig vom System abkoppeln kann.

Gegeben sei ein zusammengesetztes quantenmechanisches $¥stem
W) @ |A) € H = Ha @ Hancila- Nun wird eine vollsthdige Messung mittels der
Projektoren{R} durchgetihrt. Vollstindig bedeutet, dagid'm"' P = 1 gilt. Dies
fuhrt zu

W] SR oAVAIR

S RIA) W) (WI(AIP.

Nun bildet man die Spuuber die Ancilla und entledigt sich dadurch der Informa-
tion Uber dieses Teilsystem:

trAnC|IIaZP|A|L|J>L|J|A|P > D (@ [RIA W) {(W[(AIR]aq),
[

wobei ¥ o |aq)(8a | = Lancila €in vollséindiges System bzgHanciia ist. Nun de-
finiert manV, = (aq |R|A), wobeil fur eine weitere Nummerierung steht, welche
durch die Beziehung = (i,a) definiert wird. Somit eralt man

= FVlOWM =p. (2.1)
Offensichtlich ertillen die{V, }'s folgende wichtige Beziehung:

Z\/I\/I‘r =1, (2.2)

welche man Vollsihdigkeit nennt. DigV, }'s sind die schon eratinten POVMs.
Offensichtlich bildet die Menge aller POVMs eine vielagtitigere Menge von
Messungen als diablichen Projektionsmessungen, da sie diese als Untermenge
schon enthalten. Wird nun auf einem Systegine POVM-Messung durchggiit,

und ist der Ausgang der Messuhgso gehip Uber in

Vipy/!

7”(\4 leT)’ (2.3)
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wobei tr{\; p\/IT) die Wahrscheinlichkeitut den Ausgang der Messuihgst.

Nun lassen sich auch POVMs durch klassische Kommunikation korrelieren (lo-
cal quantum operation and classical communication (LOCC)). Dies wird bewerk-
stelligt, indem z.B. Alice und Bob nur bei ganz bestimmten Aargggn von Mes-
sungen ihren quantenmechanischen Zustand behalten. Es ist klar, daf’ in diesem
Fall die Ausginge der Messungen jeweilb€rtragen werden nssen;

A ©BypA @ B!
| P IT JT =P (2'4)
tr(Ar @ BypA @ By)

Die Wahrscheinlichkeit daf ist durch t{A; @ BJpA;r ® B}) gegeben.

Desweiteren redet man von einem Quantenkanal (z.B. der Pauli-Kanal [29])
wenn man nicht die Mglichkeit besitzt, den Ausgargder “Messung” zu detek-
tieren.

Wie schon enahnt, ist eine weitere bglichkeit, die Messung nur auf der An-
cilla durchzutihren. Man besitzt wiederum einen Zustddd @ | A) und &Rt die-
sen wechselwirken:

| W) (W] DA A] = Uga] 1) (W] © | A (AU (2.5)

Nun wird eine vollsihdige Messung auf der Ancilla durchgkft:

Upal (W12 [A) AL, ~ S (@lUyal 0) (W] 9| A) UL a).

a

= 3 (@lUyal A W) (W] (AUga] @),
= Y ValAll W) (W ValAT.

Auf diese Art und Weise lassen sich inshesondere aenstjsfreie Messungen
(“Quantum non-demolition measurements” s. [44], [45], [46], [47], [48] und [49])
auf | @) durchiihren. Der Grund daf”ist, dal auf dem Zustarja) nicht direkt
gemessen wird.

Fur einen tieferen mathematischen Einblick in die Quanteninformationstheorie
empfehle ich das Buch von Asher Peres [56], sowie weitere Literatur zu diesem
Thema (z.B. [57], [58] und [59]).



Kapitel 3

Grundlagen der
Quanteninformationstheorie

3.1 Inhalt dieses Kapitels

Es wird eine kurze Einleitung in die Grundlagen der heutigen Quanteninforma-
tionstheorie gemacht. Nach einem kurzen Unterkapibelr die Bellsche Unglei-
chung wird auf die Definition von separablen und veraoktén Zusihden, so-

wie deren Separabiétskriterien eingegangen. Es folgendutérungen zum The-

ma Teleportation, Pseudo-Destillation, Quantenkatalyse und Varddheitsma-

Be. Das Ziel dieses Kapitels ist, unerfahreren Lesern einen schnellen und sachli-
chen Einstieg in die Quanteninformationstheorie zucagihen.

3.2 Bellsche Ungleichung

Seit der Formulierung der Quantenmechanik gibt es, trotz ihbenialtigenen
Erfolge in der Vorhersage und Egkling von Experimenten, noch immer Skeptiker,
die behaupten, daf? die Quantenmech#eike vollséndige Theorie sei [60] und
daR dies der Grundif'ihre probabalistische Eigenschafarg.

Was bedeutet “keine vollatidige Theorie”? Nun, es bedeutet, dal3 die Anzahl
der Parameter, die gebraucht wird, um eine gegebene physikalische Situation zu be-
schreiben, gf3er ist als die Anzahl der Parameter, die die Theorie besitzt. Dies hat
zur Folge, dal3 die Theorie zwangsweise verschiedenen physikalischen Anfangsbe-
dingungen die gleichen Anfangsbedingungenuigdizh der Theorie zuordnet.
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Daraus ergibt sich dann, daf3 die Theorie wahrscheinlichkeitsartige Eigenschaf-
ten haben muf, da sie nicht mehr in der Lage ist, deren weiteren Ablauf zu be-
schreiben. Deswegen sollte dies der Grund sein, weshalb man in der Quantenme-
chanik nur Aussageunber Mittelwerte von Observablen machen kann. Im Grunde
genommen sollte die Welt also einen deterministischen Charakter besitzen.

Das Argument, was diese Meinung ta&gién sollte, letzten Endes doch zum
Fall der Theorie der verschteckten Variablerifté, war der Begriff eineser-
schrankten Zustandes welcher in der Quantenmechanik auftaucht. Ein ver-
schiankter Zustand ist ein Zustand, welcher sich nicht als Produkt von zwei
Zustinden schreiberalit(|y) # |A) @ | B)).

Der wohl am bekannteste versahkte Zustand ist ein Spja-Singuellet|s) =
\/li(| 1) —1 41))[60]. Man spricht auch von einem Photonensingulet, obwohl die-
ses ein Spin-1-Teilchen ist. Der Grund diafst, dal? man die nullte Komponente
des Spins wegen der Eichinvarianz immer wegeichen kann. Dadurch besitzt das
Photon nur zwei Spinausrichtungen. Die Argumentation gegen die Quantenme-
chanik verlief wie folgt: Angenommen zweaumlich getrennte Beobachter (im
weiteren Verlauf Alice und Bob) teilen sich den versafikten Zustands). Nun
macht Alice eine Spinmessung an ihrem Teilchen. Die Wellenfunktion kolabiert
je nach Ausgang ihrer Messung in den Zustarid) oder| |1). Laut Quanten-
mechanik liegt der Ausgang einer Messung nicht vor der Messung fest, sondern
erst wahrend der Messung. Dies bedeutet aber dann auch, dal’ der Zustand auf
Bobs Seite momentan durch Alices Messung beinflusst wurde, obwohl die bei-
den &umlich getrennt sind. Die Quantenmecharuaitté'Somit einemicht-lokalen
Charakter.

Da dies nicht mglich sein konnte, muf3te schon vor der Messung feststehen,
wie der Ausgang der Messung verlaufen sollte. Die Parameter, die dies beschreiben
sollten, nannte maversteckte Variablen Es sollte also radlich sein, eine Theorie
mit versteckten Variablen zu formulieren, welche in der Lageendlle Mittelwerte
von Observablen in der Quantenmechanik vorherzusagen.

Was aber, wenn solch eine Theorie nicht existiert? Daarde/iman als theo-
retischer Physiker einer “Geistertheorie” hinterherjagen. Zuocikslieferte Bell
[61] ein notwendiges Kriterium, welches jede Theorie mit versteckten Variablen
erflillen sollte und welches sich empirisch naakfpr’ [Aft.

Wir definieren numA(d,A\) = £1 als eine Funktion, die uns den Ausgang von
Alice Spinmessung i Richtung vorhersagt, falls die versteckte Variableor-
liegt. A steht fir eine ganze Klasse von versteckten Variablen. Ebenso wigldh
ein B(f&,)\) definiert.

Da wir nun nichts von den versteckten Variablen wissen, sollten die Mittelwerte
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der Observablen beschrieben werden durch:
(A@) = [ APAAGN), (3.0

wobei p(A) die statistische Verteilung der versteckten Variablen beschreibt. Wir
sind nun an Korrelationsmessungen am Zustahdwischen Alice und Bob inter-
essiert. Dieser wird beschrieben durch:

(A@BI(E)) = [ dAPVAG)BEA). (32)

Aus der Definition vonA(d,A) folgt, daRA(d,A)? = 1 und aus der Struktur von
|s) folgt, daBA(d,A) = —B(d, ).

Nun schreiben wir

(A@B(E) ~ (A@BT) = — [dAP)IAGNAB.A) ~ AGNATN)

Da nunA(a,)\),B(fi,)\) € {—1,+1}, ergibt sich folgende Ungleichung:

— —

[ {(A(@)B(B)) — (A(G)B(Y)) | < 1—(A(B)B(Y))- (3.3)

Diese Ungleichung nennt maellsche UngleichungDie Bellsche Ungleichung
setzt ein notwendiges Kriteriunuf'die Mittelwerte fest, die eine Theorie mit ve-
steckten Variablen euflen muf3.

Was bedeutet nun die Verletzung von (3.3)? Es bedeutet, dal3 sich die Mittel-
werte von Observablenicht durch eine lokale Theorie von versteckten Variablen
in der Form (3.2) beschreiben lassen. In Worten bedeutet (3.2), dal3 der Ausgang
von Alice Messung nicht vor der Messung vorlag. Diekrt"dann zur Schluf3fol-
gerung, dafd Alice Messung den Zustand von Bob beeinflu3t hat.

Man sieht also, dal3 es quantenmechanischeadidstgibt, die nicht durch ein
Modell von versteckten Variablen beschrieben werdenneh. Solche Zuatide
besitzen eine neue Art von Korrelation, die mit der klassischen nicht verglichen
werden darf. Dieser physikalische Sachverhalirfé zu einer generischen Cha-
rakterisierung von korrelierten quantenmechanischeradesi in versclarikte
(nicht klassisch korrelierte) und separable (klassisch korrelierte) quantenmecha-
nische Zusinde.
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3.3 Separable und verschiinkte Zustande

Es werden nun die Begriffe von separablen und veesttien Zusihden mathe-
matisch definiert.

Definition 1 Ein Quantenzustangs heildtseparabel[69], wenn er sich schreiben
lait als:

Ps=" PalWa)(Wa | ©[WE WS © ... [WE) (WY, (3.4)
o
wobei| W), [w2) ... Ny e HioH, @ ... @ Hy.

Ein separabler Zustand ist also ein Zustand, welcherNvoaumlich getrenn-
ten Parteien allein nur durch lokale Operationen und klassische Kommunikation
zusammengesetzt werden kann. Dies geschieht so, daf3 sishRéigeien als er-
stes auf einen Zufallsgenerator einigen (klassische Kommunikation) und dann, je
nach Ergebnis des Zufallsgenerators, die jeweiligenat| Q2 ), | w2) ... | W)
bei sich lokal preparieren. Der Zufallsgenerator spielt offensichtlich die Rolle einer
versteckten Variable, so dal jeder separable Zustand den Bellschen Ungleichungen
gerugen muf3.

Nun kommen wir zur Definition von versamkten Zusthden:

Definition 2 Einen Quantenzustand, welch@dcht separabelist, nennt marver-
schrankt.

Dies bedeutet, dal3 versamkte Quantenzustidenicht durch lokale Operatio-
nen und klassische Kommunikatiorapgriert werden éinen.

Der rechste natfliche Schritt ist nun eine generische Charakterisierung von
Quantenzustiiden nach Verscanktheit und Separabiit.” Dies fihrt zur funda-
mentalsten Frage in der heutigen Quanteninformationstheorie:

Gegeben sei ein Quantenzustang. Ist dieser Quantenzustand se-
parabel oder verschiéankt ?

Was auf anhieb sehr trivial klingt, erweist sich als das krasse Gegenteil von
Trivialitat.

Im nachstem Kapitel gehen wir auf einige wichtige Separaidkiiterien ein,
die im Verlauf dieser Arbeitdi Untersuchungen zwingend erforderlich werden.
Auserdem liefern die Separabdiskriterien weitere natliche Unterteilungen von
verschankten Zusihden.
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3.4 Separabilitatskriteria

Das wohl am bekannteste und wichtigste Separatskriterium ist das Peres-
Horodeckis Kriterium [70] @it Separabil&at. Es wird im r@ichsten Abschnitt be-
handelt.

3.4.1 Peres-Horodeckis Kriterium ir Separabilitat

Das erste notwendige SeparahiigKriterium wurde von Asher Peres [70] und der
Horodecki Familie [71] formuliert. Um dieses Kriterium zu formulieren, mul3 der
Begriff der partiellen Transposition edtert werden. Der Einfachheit halber ge-

schieht diesdi zweifach zusammengesetzte Systeme.

Seip ein positiv definiter Operator, welcher a@/ﬁ" ®C§' wirkt. Gegeben sei
eine vollstindige reelle orthonormalbasiii)} € CM. Dann ist die partielle Trans-
position in bezug auf Alices Raum definiert durch:

M-1

ph = (ilpli)l i)l (3.5)

i.]=0

Sei{|a) = ' ajl j)} eine weitere vollstidige orthonormale Basis in Alices
Raum. Daraus ergibt sich mit Hilfe von (3.5) folgendéziiche Eigenschatft:

(e lpley) = (gj[p" &), (3.6)
wobei &) = 5)'5' 6| j) ist. Die partielle Transposition kann nun dementspre-

chend auM-fach zusammengesetzte Systeme verallgemeinert werden.

Die Peres-Horodecki Bedingung besagt, dal jeder separable Zustand nach ei-
ner partiellen Transposition (in Bezug auf alle raglichen Subsysteme ) wieder
ein separabler Zustand sein muf3 und damit positiv definiteli’zweifach zusam-
mengesetztes System bedeutet dies:

p=ps=p*>0, (3.7)
wobei die partielle Transposition mit Hilfe von (3.5) und (3.6) wie folgt definiert
ist:

P = Aaleafo)(eafa - (3.8)
a

Allerdings erwies sich dieses Kriterium nur irk2 und 2x 3 zusammengesetzten
Systemen als hinreichend [71]. Dies bedeutet daf’ es auch \amkthZushhde
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gibt welche nach partiellen Transpositionen wiederum positiv definit sind, aber
denoch versclarikt. Dieser Sachverhaltffifte zu einer weiteren generischen Cha-
rakterisierung von verscankten Zusinden.

Verschehkte Zusihde, welche nach einer partiellen Transposition keine posi-
tiven Operatoren mehr sind, nennt man NPPT-veestkte Zushthde (non positi-
ve partial transposition) und dementsprechend heiRen varddierZusinde, wel-
che die Positiviat nach einer partiellen Transposition bewahren, PPT-veaskte™
Zustinde. Sowohl PPT- als auch NPPT-verscikte Zusthde besitzen bestimm-
te physikalische Eigenschaften. Diese werden im Abschbitr Destillation und
Pseudodestillation noch genaueorteit und sie liefern eine tiefere physikalische
Sichtweise in die mathematische Struktur von veragoktén Zusihden. Man er-
kennt sofort, daf? die vollatidige Charakterisierung von versahkien Zusiihden
gelost wirde, wenn man wf3te, wie die kanonische Struktur von PPT-veraokf”
ten Zustinden auszuseheratté. Zahlreiche Arbeiten ([73], [74], [75], [76] und
[77]) wurden zu diesem Thema geschrieben. In meiner Arbeit werde ich im Kapi-
tel Gber die PPT-BSA auf diese Problematik noch genauer eingehen.

Eine etwas komplexere aber dafduch hinreichende Bedingung, bildet die
Bildbedingung, welche von Pawel Horodecki [72] formuliert wurde und mehrfach
in dieser Arbeit benutzt werden wird.

3.4.2 Die Bildbedingung

Seiv={|ef): |ef)eR(p),|e,f)eR(p™)}, sodaR die Anzahl der Elemente
der MengeV endlich ist und? = | g fi) (g fi |. Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 1 Der Zustand ist genau dann separabel wenn es als konvexe Kombina-
tion der{P} geschrieben werden kann.

Beweis: Die erste Richtung des Beweises ist trivial und folgt aus der Defi-
nition eines separblen Zustandes. Gegeben sei also ein separabler Zustand
sNAilefi)(e fi|. Dann gilt|g fi) € R(p). Fur jeden Hilbertvektot y) € K(p) gilt
nun dal CG= (W|p|w) sein mul und dami|g fi) = 0. Also sind digl g f;) ortho-
gonal zu jedemy) € K(p) und damit inR(p).q.ed.

Seien nun alle{R} linear unabhngig. Diese Projektoren gefen zur Men-
ge L[R(p)] aller linearen Operatoren, welche aRfp) wirken. L[R(p)] besitzt
demnach die Dimension(p)2. Auf der anderen Seite wiederum sind die Pro-
jektoren {PitA} ebenfalls linear unalamgig. Dies folgt aus der Invertierbarkeit
der partiellen Transposition. Demnach gedi die{P"*} zu L [R(p")]. L[R(p%)]

15



besitzt die Dimension (p*)2. Daraus ergibt sich, daB < min(r(p)?2,r(p®)?)
gelten muf3. Nun ist es oglich die Menge{R} so durch weitere Operatoren
{R,i=L+1,....,r(p)?} zu erweitern, daR sie eine BasidifR(p)] bilden. Da nun
auf L [R(p)] ein Hilbertraum mit dem Skalarproduki, B) = tr(A'B) definiert ist,
kann man auch eine biorthogonale Ba3is L [R(p)] finden, so daRQ;,P;) = &j
gilt. Daraus ergibt sich eine notwendige und hinreichende Bedingurajd Sepa-
rabilitat.

Lemma 2 Sind die{R} linear unabfangig, dann istp genau dann separabel,
wenn(Q;,p) > Ofturallei <L und(Q;,p)=0furallei> List.

Beweis:Da die{R } eine Basis bilden, kanp geschrieben werden als

r(p)?

p= ; Gh, (3.9)

wobei ¢ = (Q;,p). Da nunc; > 0, folgt, dalBp separabel ist. Andererseits gilt
dal3 wennp separabel ist dann kann es auch wie (3.9) geschrieben werden, wo-
beici > 0 fur allei <L undc =0 fur allei > L ist. Damit wdre der Beweis
abgeschlossefed.

Was aber, wenn man mehr ProduktvektorerLgls- min(r(p)?,r(p*)) erhelt?
In diesem Fall m$sen alle raglichen Mengen von linear unaégigen Projekto-
ren|e fi) (g fi | mit mindestent.o = min(r(p)2,r(p*)) Elementen gebildet werden,
welche die Bedingunge fi) € R(p) und| € ;i) € R(p*) erfiillen. Rir jede Menge
wird dannp als Linearkombination dieser Projektoren ausgekir und dann nach-
gepuft, ob in einer Kombination die Koeffizienten alle positiv sind. Dies kann
unter Umsainden bei einer grof3e Anzahl von Produktvektoren unpraktisch wer-
den. Rir diesen Fall kann man die lineare Programmiertheorie anwenden [78]. In
dieser Arbeit wird aber im Gegensatz zu der linearen Programiertheorie die PPT-
BSA Zerlegungsmethode vorgestellt. Diese Zerlegungsmethode benutzt die von P.
Horodecki entwickelte Bildbedingung [72], welche mit Hilfe von Lemma 1 und 2
wie folgt zusammengafasst werden kann:

Allgemeine Bildbedingung: Seip = $N|e fi)(e fi| ein separabler Zustand.
Dann existiert es eine Mengévon Produktvektoreng f;) € R(p), so dal/ das
Bild R(p) undV = {|e"f)mit|ef) € V}R(p®) aufspannt.

Im nachsten Unterkapitel wird auf eine weitere Untersuchungsmethode einge-
gangen, welche ebenfalls von der Horodecki Familie mafl3gebendgieptirde.
Dies sind die positiv linearen Abbildungen.
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3.4.3 Positive lineare Abbildungen

Die Horodecki Familig71] fand heraus, daf zwischen der Klassifizierung von ver-
schi@nkten Zusiihden und der Theorie von sogenannten positiven linearen Abbil-
dungen ein Zusammenhang besteht. Eine positive lineare Abbildung ist wie folgt
definiert:

Definition 3 Eine positive lineare Abbildung S ist eine lineare abbildung S
L[Hn] — L[Hp], die alle positiv semidefiniten Matrizgne L *[H,] € L[Hy] wie-
derum auf positiv definiten Matrizene L *[Hp] € L[Hyy] abbildet.

Seiidi nun die Identifitsabbildung auf einen Hilbertraurdy. Die Abbildung id
S:L[Hk@Hp] = L[Hk@ Hy] furk=1,2,... ist definiert durch

(idc@ ) (Zﬂm) = > TioSm), (3.10)

wobeit; € L[Hk] und g € L[H,] ist. Die AbbildungS heif3t nunk—positiv, wenn
die Abbildung ig ©@ S positiv ist, und heif3t dementsprechend valftig positiv,
wennS positiv flr allek =1, 2, ... ist. Ebenso heil3t eine Abbildurkgpositiv, falls
idg @ (ST) positiv ist, wobeiT die Transposition ist. Nun bezeichnet man eine
linear positive Abbildunds als zerlegbar, wenn sie sich schreibaftlals

S=S+ST, (3.11)

wobei S und S, vollstandige positive Abbildungen sind.

Woronowicz [80] konnte beweisen, dalR alle positiv linearen Abbildungen
S: L[Hz] — L[H2] undS: L[H,] — L[Hs] zerlegbar sind. Aufbauend auf dieser
Arbeit formulierten die Horodeckig’1] das folgende Theorem:

Theorem 1 Ein Zustandp auf Ha @ Hg ist verschankt, falls eine lineare positive
Abbildung S L[Hg] — L [calHg] existiert, so daf3

(ida®S)(p) (3.12)

nicht mehr positiv semidefinit ist.

Fal’t man die Resultate von Woronowicz und den Horodeckis zusammen, so folgt
fur H, @ H,— und H, @ Hy—Zus@indep, daf diese verschankt sind, falls(ida @
[S1+ST])(p) nicht mehr positiv definit sind. Da nun Lindbl&8tl] zeigen konnte,
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dalR3 es sich bei de®, und S, um vollstindige POVMs handelt, konnte man sich
auf id® T beschanken. Dies ist die “partielle Transposition”.

Doch bevor auf die mathematischen Eigenschaften von vensktari
Zustinden eingegangen wird,ussen noch einige wichtige physikalischen Ei-
genschaften und Anwendungen von ihnewn beschrieben werden, um ein tieferes
Vers@ndnis tir den Begriff der Versclarktheit zu erlangen. Eine davon ist die
Teleportation.

Zuerst missen aber noch einige wichtige physikalische Eigenschaften und
Anwendungen von verscankten Zusihden beschrieben werden, um ein tiefe-
res Versaindnis fir den Begriff der Versclariktheit zu erlangen. Daher wird im
nachsten Abschnittacher auf die Teleportation eingegangen.

3.5 Teleportation

Eines der wohl sowie in der Quanteninformationstheorie als auch in der breiten
Offentlichkeit interessantesten &mene ist der Begriff défeleportation [30],
welche auch experimentell ([82], [83], [84] und [85]) verwirklicht wurde. Die Tele-
portation hat in der Quanteninformationsverarbeitung, wegen ihrer breiten Anwen-
dungsnoglichkeiten, eine wichtige zentrale Bedeutung. Dies wird besonders Ein-
leuchtend wenn man bedenkt wie stark ein quantenmechanischer Zustaraehd
seines transportes zwischen Alice und Bob verrauscht werden kann. Diese Pro-
blematik wird auf eine sehr elegante Art und Weise von der Teleportatiafigel”
wenn die Parteien einen maximal versafikten Zustand teilen.

Gegeben sei ein versahkter Zustandy) = %(|00> +|11)) zwischen Alice
und Bob. Alice besitzt nun einen unbekannten Quantenzustand a|0) + b| 1),
den sie zu Bob teleportierenattite. Es liegt also folgende physikalische Situation
Vor:

1
V2
= —75(6l001 0o+ 8l0Ba| o+ Bl 10)4] 0 + bl 114 o).
Nun macht Alice eine sogenannte Bellsche Messung an dem zu teleportierenden
Zustand| ) und an ihrer Hifte des versclarikten Zustandegp). Die Bellsche
Messung sind Projektionen auf die Bellschen Zogeg welche wie folgt definiert
sind:

Q@) = (al0)a+bl1)a)@(—=(]00)as+[11)as)

ba = —(100+ 1D, (313
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B = (10— |10, (314
bg)a = i2<|01>A+|1o>A>, (3.15)
by)a = %<|01>A—|10>A>. (3.16)

Entwickeln wir nun den Zustandp) @ | ) nach diesen Bellschen Basen, so erhal-
ten wir folgende Konfiguration:

SIS

@@ |W) = |by)a(a0)g+b|1)g)+|b2)a(a0)s —b|1)g)
+ |bs)a(a1)g +b|0)s)| ba)a(a 1)s —b|O)s).

Alice teilt Bob nun ihren Ausgang der Messung mit, wobei Bob durch das folgende
Protokoll den unbekannten Quantenzustand wiederherstellen kann:

1. Rir den Fall, da Aliceb;) gemessen hat, braucht Bob nichts an seinem
Zustand @) zu unternehmen.

2. Rir den Fall, daf3 Aliceb,) gemessen hat, muf? Bob die @amé Operation
0z ausfihren, um den Zustar|@d) wiederherzustellen.

3. Rir den Fall, daR Alicébs) gemessen hat, muf? Bob die @amé Operation
ioy austihren, um den Zustari@) wiederherzustellen.

4. Rir den Fall, daR Alicébs) gemessen hat, muf3 Bob die @amé& Operation
ox ausfihren, um den Zustand) wiederherzustellen.

Es fallt auf, da3 ohne die Mitteilung des Ausganges der Bellschen Messung
von Alice an Bob keine Teleportationaglich ist. Wére dem so, soddinte man
Informationen mitJberlichtgeschwindigkeitibertragen.

Interessant an Teleportation sind nun vier Aspekte:

1. Die Teleportation eroglicht es, Quantenzwstde zu transportieren, ohne
daRR sie vehrend des Transportes verrauscht werden. Das setatlictat”
vorraus, dafd Alice und Bob schon einen “sauberen” veasttieh Zustand

besitzen.

Dieses #I3t sich durch eiestillierungsprotokoll [32] verwirklichen. Auf
den Begriff der Destillierung gehe ichatgt noch ausftirlicher ein.
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Abbildung 3.1: Teleportation

2. Um einen Zustand zu teleportieren, werderB2 an Informationen ausge-
tauscht. Ein Zustand ist aber isomorph zu eiffer Sphére. Man weil? aber,
daR 2-Bit nicht vollstéindig eineS’—Sphire parametrisiererokinen. Wie ist
dann diese “Informationtibertragen worden?

3. Nach der Teleportation ist der versahkte Zustand ) zwischen Alice
und Bob “vernichtet” oder besser gesagt “verbraucht” worden. Dies bedeu-
tet, dald Versclariktheit eine verbrauchbare Ressource ist. Man kann also
nicht mehr versclarikbare Zustfide durch lokale Operationen und klassi-
sche Kommunikation als schon vorhanden erzeugehe@s$ ein Teleporta-
tionsprotokoll (und solch eines existiert nicht), welches dies bewerkstelligt,
dann lonnte man Verschlriktheit wie folgt erzeugen:

Alice erzeugt bei sich lokal ein zweites versahkies Paar. Sie teleportiert
nur eine Hilfte zu Bob. Nun besitzen beide at®lich zu dem schon beste-
hende einen neuen versahkten Zustand. Beide haben also Veraoktheit
erzeugt.

4. Der unbekannte Zustahg), welcher zu Bob teleportiert wurde, wurde ver-
nichtet und durch einen der Bellschen Zmsié ersetzt. Dieser Sachverhalt
ist vertidglich mit demNo-Cloning-Theorem ([86], [87] und [88]). Das No-
Cloning-Theorem besagt, dal3 man einen unbekannten Quantenzustand nicht
klonen kann. Wifde also auf Alices Seite der Zustang) erhalten bleiben,
so wirde dies dem No-Cloning-Theorem widersprechen (s. Abbildug 3

Alle diese physikalischen Eigenschaften der Quanteninformationtheorie, wel-

20



Alice Bob

O o

W
CON o
Y & Y

Abbildung 3.2: No-Cloning-Theorem

che sich in der Teleportation verbergemhiften zu einer mathematischen Beschrei-
bung von Versclariktheit als Ressource.

Am Anfang dieses Abschnittes wurde darauf hingewiesen, daf3 die Teleporta-
tion auf elegante Art und Weise eine Alternative zum klassischen Transport von
Quantenzustriden bietet. Dies setzt aber vorraus, dafd die zwei Parteien schon im
Besitz eines verschrikten Zustandes sind. Dieser versatité Zustand muf3 auf
klassische Art und Weise ausgetauscht werden. Er kanmlicatébenfalls ver-
rauscht werden. Damitdtte man das Problem also nur verlagert. Dieses Problem
lalt sich aber durch die Destillation beseitigen. Daher ist daf3 Verfahren der Destil-
lation von enormer Wichtigkeit.

3.6 Destillation und Pseudodestillation von verschank-
ten Zustanden

Bevor das Pafiomen der Pseudodestillierung erkhverden kann, wird zuerst auf
den Begriff der Destillation von versdmkten Zusahden eingegangen.

3.6.1 Destillation

Um Teleportation [30] oder Quantenkryptographie [23] zu betreiben, ist es manch-
mal zwingend notwendig, daf3 Alice und Bob im Besitz von maximal vessttr”

ten Zustiinden sind. Dies ist praktisch gesehen eine Idealvorstellung, welche in der
Realitt nicht zutreffend ist, weil sich das Quantensystem immer in Wechselwir-
kung mit seiner Umgebung befinden wird.

| Wmax) {Wmax| +— ZAG @ Bg| Wmax) (llJmax|A$ Bl = P (3.17)
ap
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Abbildung 3.3: Destillation

Dieser Sachverhalt ist nicht nuarfdieses Problem bekannt. Es ist ein Problem,
mit dem sich auch die heutige moderne klassische Nachrichtentheorie konfron-
tiert sieht. In der Nachrichtentheorie wird das Problem durch Fehlerkorrekturcodes
([27], [18] und [19]) und Repeater [89] gut.

Dieses Konzeptf3t sich auch in der Quanteniformationsverarbeitung verwen-
den, mul3 aber dementsprechend quantenmechanisch umgewandelt werden.

In unserem Fall wissen wir, welcher Zustand am Ende vorliegen soll. Bei den
Fehlerkorrekturcodes aber kennt man den Zustand bei der Nachribetémgung
nicht. Wlirde man die Nachricht kennen, scabchte man sie ja auch nicht zu
Ubertragen. Man ist also nur an der hohen Quantenkorrelation interessiert, den der
maximal verschainkte Zustand mit sich bringt.

C. Benett und Mitarbeiter [32] entdeckten, dal? man die Vesstturig erbhen
kann, wenn man mehrere Kopien des veranktén Zustandes benutzt, um einen
Zustand zu erhalten, welcher mehr Versatktheit besitzt. Das Verfahren, welches
dies bewerkstelligte, nennt m@estillation.

Daniber hinaus erhielt man mit der Destillation das @#fdal Verscharikt-
heit offensichtlich eine Ressource mit bestimmten Eigenschaften sein muf3. Diese
Eigenschaften werden aggi im Kapiteluber Verschainktheitsmale ausiflicher
erlautert.

Wir fassen nun die Destillation mathematisch zusammen.

Definition 4 Sei|y) ein maximal versclmkter Zustand. Existiert nun zu jedem
€ > 0 eine natirliche Zahl N¢) und eine LQCC-Operation BEA®B: HA®N(E) ®
Ha"N® s Ha @ Hg, so daR

(W[D(PN®)|y)

i tr(D(pNE)))

1-e= (3.18)
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gilt, dann heil3tp destillierbar und das Verfahren, das dies bewerkstellgstil-
lation. Desweiteren heil3t Destillierungsoperator.

Nun stellt sich die Frage, welche Zastle destilliert werdenddinen, bzw. was
sind die notwendigen und hinreichenden Kriterien €ine Destillation? Die Ho-
rodecki Familie [31] konnte zeigen, dal3 ink2 und 2x 3 Systemen jeder ver-
schidnkte Zustand zur Destillation ausgenutzt werden kann. Dieser Sachverhalt
ermaglichte es, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zu formulieren.

Theorem 2 Jeder verschiinkte Zustang, welcher einen Vektory) besitzt, so
daR (|pN|y) < 0 erfullt, wobei [W) := = (| wa)|W2) + | @u)| @2)) fur |) €
Ha ® Hg, ist destillierbar.

Beweis: Als erstes zeigen wir, dal3 der Zustgmdestillierbar sein muf3, wenn die
obige Bedingung gilt. Gegeben sei der Zustai®. Nun soll eine lokale Abbil-
dung auf einef£? C?-UnterraumA® B : (Ha @ Hg)®N — C?© C? existieren, so
daR der Zustand = A® Bp®NAT @ Bt nach einer partiellen Transposition nicht
mehr positiv definit ist. D.h. es existiert 0.B.d.A. efp| = \%((OO| +(11]) €

C2®C?, so daR(@|p®|@) < 0. Die Nicht-Positivdefinitheit irC?© C? ist aber
fur die Destillation eines maximal verseimkten Zustandes mit zwei Schmidt-
Koeffizienten (Subsingulett) ausreichend. $edie Wahrscheinlichkeitut solch
eine Destillation, dann ist die Wahrscheinlichkdit, Subsinguletts zu erhalten,
durch pP gegeben. Aus diesed SubsingulettsdRt sich wie folgt ein maximal
verschenkter Zustand mit2 Schmidt-Koeffizienten konstruierefip) “P laRkt sich
auch schreiben als

1
W) = —==(]00...00a|00...00)g +|00...01)4|00...01)g

1/2D
+ ]00...10)a]00...10)g +|00...11)4|00...11)g

441111411, 1D)p).

Nun kénnen Alice und Bob folgende uait€ Operation durchfiren

2D
U= [i)b], (3.19)
|
wobeib; die birdre Darstellung vomist. Rir den Fall, dafN prim ist, wéhlt man
D so, dafN = 2P — 1 gilt und projeziert dann lokal auf die erstirBasisvektoren.
Auf diese Weise et man den gewrischten maximal versadmkten Zustand mit
N Schmidtkoeffizienten.
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Im Falle N nicht-prim ist die GleichundN = 2° immer erfillbar, so daR eine
Projektion nicht notwendig ist. Bleibt noch die andere Richtung des Beweises zu
zeigen!

Angenommen, wir destillieren einen maximal versstikten Zustand miN
Schmidt-Koeffizienten, dann muR3 es aber auch zwandigl solch eine Projektion
auf einen zweidimensionalen Unterraum geben, so dal3 der Zustand NBRJ ist

Nun stellt sich aber die Frage, ob auch jedenhdérdimensionale versamkte
Zustand destilliert werden kann? Diese Frage wurde wieder einmal von der Horo-
decki Familie negativ beantwortet. Die Horodeckis konntamiich zeigen, daf3
ein PPT versclarikter Zustandhicht durch eine zweidimensionale Projektion auf
einen NPPT-Zustand projeziert werden kann, und er damit auch nicht destillierbar
sein kann [90]. Versclarikte Zusthde, welche nicht destillierbar sind, nennt man
gebunden verschankt!

Aber wie sieht es mit NPPT-Zumtden aus? Belitjeder NPPT-Zustand nach
einer zweidimensionalen Projektion seine Eigenschaft NPPT zu sein? Man weif3,
dalR es NPPT-Zuatide gibt, welche diese Eigenschaft mit nur einer Kopadnt
besitzen [91]. In der Arbeit von W. ;" J.1. Cirac, M. Lewenstein und D. Bruss
[91] wird diese Frageut eine endliche Anzahl von Kopien positiv beantwortet.

Wir sehen, daf? man aufgrund des obigen Sachverhaltes Quansartaustei-
ter unterteilen kann. Anfangs haben wir Zarstié nach separablen und verseti
ten Zustinden unterteilt. Diese Unterteilung war sinnvoll, weil sie eine gegebene
physikalische Situation beschrieb. Separable @it konnte manamilich allein
durch lokale Operationen und klassische Kommunikation herstellen, was bei ver-
schiénkten Zusahden nicht machbar war. Jetzt haben wir eine weitere physikali-
sche Situation.

Quantenzustride lohnen unterteilt werden idestillierbare und nicht de-
stillierbare Zustinde. Die destillierbaren Zwasitde nennt mafrei verschrankt,
und die nicht destillierbaren Zwstde sind entweder separabel oder gebunden ver-
schiankt.

Aus dem Destillierungstheorem geht hervor wie man veesttie’ Zusthde
am besten transportieren sollte, so dal3 man sie auch zur Destillation ausnutzen
kann.

Angenommen, wir rachten einen verscankten Zustand mil Schmidtkoef-
fizienten zwischen Alice und Bob kreieren. Die erstedichkeit wére, dafd wir lo-
kal einen versclarikten Zustand aud—niveau atomaren Systemen erzeugen und
diese dann durch den verrauschten Kanal (z.B. Atomwellenleiter) an Alice und
Bob verschicken. Dann wde aber die Gefahr bestehen, dal’ durch das Rauschen
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der Zustand begrenzt versahnkt wird. Dies latte zur Folge, dal3 man den maximal
verschehkten Zustand nicht mehr destillierearkite.

Die zweite und durchaus bessere Methode ist es, statt ein atomares System
durch den Kanal zu schicken, maximal versoiikie Photonenpaare zu erzeu-
gen und diese dann durch den Kanal an Alice und Bob zu schicken. Photonen
sind zweidimensionale Quantensysteme und sind deshalb aufgrund des Horodecki
Theorems auch destillierbar, wenn sie veradt bei Alice und Bob ankommen.

Man induziert dann die Verscanktheit schlicht und einfach nur auf die lokalen
atomaren Systeme, wie schon im Beweis des Destiellierbarkeitstheorems geschil-
dert wurde.

Mit anderen Worten: Es istkonomischer die Verscanktheit in viele kleine
“Singulets” zu zersickeln und spter erst durch die Destillation zusammenzuset-
zen.

Zu guter letzt bleibt noch die Frage offen, wozu man die gebundene Ver-
schi@anktheituberhaupt ausnutzen kann. Ist diese Verackifieit irreversibel ver-
loren? Diese Frage wird imachsten Abschnitt augfitlicher behandelt.

3.6.2 Pseudodestillation

Im vorherigen Abschnitt wurde die Frage gestellt, wozu man begrenzt vargehr”

te Zustinde ausnutzen kann? Die Horodeckis [34] waren in der Lage, zu zeigen,
dali3 es rmaglich ist, ein Reservoir von gebunden versotikien Zusthden so auszu-
nutzen, dafR man die VersemKtheit aus dem Reservoir in einen frei verscttén
Zustandubertigt. Auf diese Art und Weise gelang es ihnen, den frei veesitien
Zustand in einen maximal versetmKten Zustand umzuwandeln. Da mandiese
Operation keine Verschriktheit von frei versclarikten Zustihden sondern gebun-
den verschaikte Verschaiktheit benutzt, nannten sie dieses Verfalitsaudode-
stillation. Die PseudodestillierungfBt sich nun wie folgt definieren:

Definition 5 Gegeben sei ein Reservoir aus gebunden vegsttten Zusinden
pE@N, und ein frei verschinkter Zustang;. Existiert nun eine LQCC-Operation D
und eine Ndirliche Zahl N, so daf3 der Ausdruck

(WUmax|D(pf @ p%ONH Pmax)
tr(D(pr @ pg))

fur alle N > Np 1 beliebig nahe gegen 1 konvergiert, nennt maR&eudodestil-
lierung.

F(N) = : (3.20)
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Abbildung 3.4: Pseudodestillation. Die gebundene Veestkihieit wird in den frei
Verschenkten Zustand transformiert.

Die Frage, die sich stellt, ist nun, unter welchen Usnslignob kann man pseu-
dodestillieren. Hinreichende Kriterien sindrfdie Fragestellung bis heute noch
unbekannt.

Ein weiteres interessantes @&tomen @ir die praktische Anwendung ist die
Nutzung von versclarikten Zusihden als eine Art Katalysator. DiesesaRbinen
tritt bei der Konvertierung von einem quantenmechanischen Zustand in einen an-
deren auf und ist aus der Sicht der Versctktheitsmanipulation in der Quanten-
informationsverarbeitung von enormer Bedeutung.

3.7 Der verschiankte Zustand als Katalysator

Seienp undo Zustinde in einem Hilbertraul = Ha @ Hg. Man nochte nun al-
lein durch lokale Operationen und klassische Kommunikation den Zustaadh

p konvertieren. bi reine Zusinde gibt es das Majorisierungskriterium [93], wel-
ches notwendig und hinreichendrfdie Konvertierung ist, und durch die folgende
Ungleichung gegeben ist:

k k
ai <SP Vk=1,....N-1, (3.21)
2,95 2P

wobeiN = dim[Ha] = dim[Hg] und{a;},{Bi} die Eigenwerte von g{o] und ti[p]
sind.

Es konnte gezeigt werden, dal3 es fEéine Zusihde [35], welche das Majo-
risierungskriterium nicht eullen, einen weiteren versamkten Zustando geben
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kann, welcher sozusagen als Katalysator fungieren kann und somit die Konvertie-
rung trotzdem ermglicht:
0ORW— PRW. (3.22)

Bei solchen Katalyseprozessen bleibt der katalytische Zustand erhalten. Er
ermoglicht also nur die Konvertierung und wird deshalb auch Katalysator genannt.
Desweitern gibt es zur Zeit Untersuchungen, die sich mit der Katalyse von ge-
mischten Zustihden und deren Zusammenhang mit der Purifikation/Destillation
[36] auseinandersetzen. Dies ist wichtig, weil man deren physikalischen Zusam-
menhang verstehenoutite.

Im Verlauf dieser Arbeit haben wir bei Begriffen wie Teleportation, Destilla-
tion, Pseudo-Destillation, Katalyse und maximaler Veranhtfieit den Eindruck
gewonnen, daf3 es sich beim Begriff Versofittheit um eine neue Art von physika-
lischer Ressource [94] handelt (wie bei Energie oder Entropie). Dies muflictat”
in einenem sauberen physikalisch/mathematischen Rahmen beschrieben werden
[95]. Der reichste Abschnitt besalftigt sich mit dem Begriff der Quantifizierung
von Verschahktheit in Form des Verscanktheitsmalles.

3.8 \Verschranktheitsmalie

In den rdachsten zwei Unterabschnitten dieses Kapitels wird auf die mathemati-
sche Formulierung der Vers@mnktheit und auf Beispiele von verschiedenen Ver-
schiénktheitsmafien eingegangen. Diese Formulierungepest Sich auf die ver-
schiedenen physikalischen Eigenschaften, die in den letzten Abschnitieieer!”
wurden.

3.8.1 Quantifizierung von Versch&anktheitsmalien

Es werden nun die physikalischen Eigenschaften eines Varsdimeitsmales auf-
gezhlt und kommentierf95]:

(1) E(p) =0, falls p ein separabler Zustand ist

Die erste Bedingung besagt, daR jeder separable Zustand das &ekslhits-
mafd Null haben sollte, weil er nicht versahkt ist. Bei einer Klassifizierung von
Zustinden nach separabel und versetit'ist dies auch plausibel.

(I1) E(p) = E(Un®UgpUf 2 U]

Die zweite Bedingung fordert, dal3 das Versotktheitsmal® nicht alaingig
davon sein sollte, wasif Basen man lokal verwendet.
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(1) Seiy o AyAb @ BqBl = 1. Dann folgt fir das Verschaiiktheitsmar

Aq © BapAl @ B
tr(Aq © BapAh @ Bh)

3 tr(Aa © BapAl © BYE( J<E(P)  (3.23)

Diese Bedingung garantiert dal3 im Mittelwert die veractktheit nicht erbht
werden kann. Dadurch ist sichergestellt daf3 mann nicht mehr Varg¢hgit er-
zeugen kann als schon vorher vorhanden ist. Diese Bedingung macht die Ver-
schianktheit erst zu einer Ressoource.

(IV) E(p1®p2) = E(p1) +E(p2)

Die vierte Bedingung besagt, dal3 Versufiktheit eine additive @f3e sein soll-
te. Diese Bedingung ist ziemlich umstritten, weil es Veraoktheitsmalie, wie z.b.
Robustheit ([96lund97]) aber auch daR relative Entropiemal3 gibt, die diese Be-
dingung nicht edllen (R. I. Werner und K. G. H. Vollbrech98]). Trotzdem aber
besitzen sie eine physikalische Interpretation.

Mehr oder weniger sieht man die ersten drei Bedingungen alsintige Ei-
genschaften von Versdmktheitsmalf3en an.

3.8.2 \Verschiedene Verschianktheitsmalie

In diesem Abschnittatilen wir die bekanntesten und wichtigsten Veraoktheits-
mafie auf.

1. Das FormationsmaB:E(p) = min(3 4 PaS(PR)). S(Pa) = —trpalnpa ist die
Von-Neumannsche-Entropie, und das Minimumulber” alle noglichen Realisie-
rungen des Zustandgs= 3 4 Pa| Wa) (W | Mit p} = tr(| Pa) (Pa |) zu nehmen. Die
physikalische Bedeutung dieses Mal3es ist die Anzahl der maximal ven&tém”
Zustinde, die gebraucht werden, um den Zustandit lokalen Operationen zu
kreieren. Deshalb auch der Name Formationsmalf3 [94].

2. Relatives Entropiemal3:E(p) = mingesD(pl||o). Hierbei wird das Mini-
mum tber alle separablen Zastieo genommen, wobeD(p||o) := tr(plnp —
plno) die relative Enropie ist [95].

3. DestillationsmaR fir einen reinen Zustand|y): Dieses Mal3 definiert wie
viele maximal versctarikte Zustinde man augp)®N fur N — o destilieren kann.
Dies ist durchD(y) = trg(|W)(W|) gegeben. Das Destilationsmal ist also nichts
weiter als die Wahrscheinlichkeiurf“eine erfolgreiche Destillation am Zustand
|W). Eine Verallgemeinerunguf'gemischte Zustide wurde in der Letzten Zeit
von der Horodecki Famili€99 untersucht.
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4. Das BSA VerschéanktheitsmaR: (1 — Agsa(p)). Dieses wird in einem se-
paraten Kapitel ausfirlicher behandelt.
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Kapitel 4

Die beste separable
Approximation (BSA)

4.1 Inhalt dieses Kapitels

Um eine vollstindige Charakterisierung von versghkien Zusthden zu ermgli-
chen, mul3 man so viel wieayglich tiber die geometrische und topologische Struk-
tur der konvexen Menge aller separablen Zodg in Erfahrung bringen. In die-
sem Kapitel wird ein Theorem vorgestellt, welches uns einen tieferen Einblick in
die Struktur von versclarkten Zusahden liefert, sowie einen konstruktiven Algo-
rithmus, der unter dem Name)Die Beste separable Approximation“oder auch
,,BSA" bekannt ist. Dieser eraglicht es, einen gegebenen quantenmechanischen
Zustand auf Separabiit’zu prifen. Das BSA-Theorem wurde ursimglich von M.
Lewenstein und A. Sanpera entwickelt [1] und ist tlie vorliegende Arbeit von
grundlegender Bedeutung. Aus diesem Grund wird das BSA-Theorem besonders
austihrlich beschrieben. Kapitel3 und 44 hingegen beinhalten neuere Untersu-
chungen zu dieser Thematik. Weitere wichtige Bejg'zum Thema BSA lieferten

in letzterer Zeit B. G. Englert und N. Metwally ([100] und [101]).

4.2 Die Lewenstein-Sanpera beste separable Approxima-
tion (BSA)

Die zentrale Idee dieses Theorems basiert auf der Tatsache, dafl} die Menge der
separablen Matrizen eine konvexe und kompakte Menge bildet. Aus diesem Grund
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existiert zu jeder Dichtematrig eine maximale separable Dichtemaipiy welche
die Eigenschaft besitzt, dgi3— p; > 0 und tp{ maximal ist. Diese Ideel3t sich
wie folgt als ein Theorem formulieren:

Theorem 3 :Fir jede Dichtematrixp und fir jede Menge V von Produktvektoren,
welche im Bild vorp liegen, also|ey, fq) € R(p), existiert eine separable (hier
nicht normierte) Matrix

p;[\/]:z/\d|eﬂvfd><e07fd| 4.1)

mit Ay > 0, so dal®dp[V] = p—ps[V] > 0 undp; die beste separable Approxima-
tion (BSA) in dem Sinne darstellt, d&f}p;[V]) maximal ist.

Beweis: Wir betrachten nun alle separablen Dichtematripgnder Form
(4.1), welche nach einer Subtraktion vpreine nicht negative Differen2p|V]
hinterlassen. Daraus folgt, d@§[V] eine Spur besitzen muR, welche kleiner ist
als Eins, da O< tr(dp[V]) = 1—tr(ps[V]) ist. Die Menge solcher Dichtematri-
zen wird durch die Menge alleky > 0 beschrieben,ui” welchedpV] > 0 und
0 <tr(ps[V]) = SoAa < 1gilt. Die Menge solchef\’s bildet eine kompakte Men-
ge, und der Wertebereich der Spur ist beankt.’ Deshalb existiert auch ein Maxi-
mum. Dieses Maximumdrigt natiflich von der Wahl der Mengé ab. Durch die
VergroRerung dieser Menge gelangt man auch zu eireBeren Spur. Dies kann
man so lange fortsetzen, bis das universelle Maximum @tiggeireicht istyeq.

Aus dem obigen Theorem folgt automatisch die folgende Bedingun§dpa-
rabilitat:

Bedingung: Eine Dichtematrixp ist separabel, falls eine Mengevon Pro-
duktvektoren existierenuf'welche die BSAp; V] die Spur Eins besitzt.

Um den konstruktiven Algorithmusufdie BSA vorzustellen, mssen noch
einige neue Konzepte eingfit werden.

Definition 6 : Ein nicht negativer Parametek heiRtmaximal in Bezug auf eine
(im Allgemeinen nicht normierte) Dichtematpxund einen Projektor = | ) (],
falls p — AP > 0 und die Matrixp — (A + €)P fur alle € > 0 nicht positiv definit ist

Dies bedeutet, daR die maximale Kontribution vo® darstellt, die man von
p abzuziehen imstande ist. Das folgende Lemma charakterisiert dieses
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Lemma 3 : A ist in Bezug aup und einen Projektor P= |y)(Y| genau dann
maximal, wenn gilt:

1. Falls|y) ¢ R(p), dann istA = 0.
2. Falls|y) € R(p), dann ist

1

Beweis: Der Beweis von(1) ist trivial. Da nun|y) € R(p) liegt, bedeutet
dies, dal eif) existiert, so day) = p|@ gilt. Nun haben wir @i jedes| @)
die Schwarzsche Ungleichung

(9P| |<<p|¢6ip|w>|2

7
1

< <<p|p|<p><lu|5|w>-

Dies beweist, dafufalle |¢),(g|p — ((W|5|W))"'P|¢) > 0 ist. Air |¢) = 5|W)

erhélt man, dalp — AP)| @) = 0 ist, wobeiA durch (4.2) gegeben ist, und damit

fur allee > 0,(9|(p — (A +€)P)|@) = —eA~2 < 0. Dies beweist die durch (4.2)
gegebene Maximabt vonA.qegd.

Es folgt nun der Begriff der paarweisen Maximatit”

Definition 7 : Ein Paar von nicht negativen Parameteff\1,/\2) nennt man in
Bezug aup und ein Paar von Projektionsoperatoren P | Y1) (Y1 |, Po = | W2) (Y2 |
maximal,

1. fallsp — APy — AoP> > 0,1 in Bezug aup — AP, und zum Projektor P
maximal ist,

2. falls/A\; in Bezug aup — A1P; und zum Projektor Pmaximal ist,

3. sowie die Summe; + A, auch maximal ist.

Gezeigt wird, dal3 es ausreicht, die Projektoren paarweise zu maximieren, um die
BSA zu erhalten. Daff'wird folgendes Lemma betigt.

Lemma 4 : Ein Paar (A1,/\2) ist genau dann in Bezug apfund ein Paar von
Projektoren(Py, P,) maximal, wenn:
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1. Ralls|y1),|W2) € R(p), dann istA\; = Ay =0;

2. Falls|y1) ¢ R(p) und | W) € R(p), dann istA; = 0 und A, = W}Wz),
und falls| @2) ¢ R(p) und| Y1) € R(p), dannistA, = 0undA; = m;

3. Falls|Wa), |W2) € R(p) und (W1 |5 w2) = 0, dann istA; = (Wi |p~ i), i =

1,2
4. Falls| 1), [W2) € R(p) und (Y1 [p~ a), (W2 [p~ w2) > [(Wa|p Y W2)| #
0, dann ist
A1 = ((W2]p w2) — [(W1]p | Ww2)])/D (4.3)
Nz = ((W1|p~Hw1) — (W2 |p~ Y wi)])/D, (4.4)

wobei D= (Y1 [0 Wa) (W2 [P~ W2) — [(W1 [p7 W2) %

5. Falls [1),/W2) € R(p) und (W1 [p~ Y1) > [(W1|p~W2) (W2 |p~ | W2),
dann istA; = (W1 |p~t{Ww1) "t und A, = 0.

Man beachte, dal3 die Schwarzsche Ungleichurig @impliziert.

Beweis: Der Beweis von(1) und (2) ist identisch zu dem von Lemma 3.
Fir den Fall(3) gilt, daR (p — A1PL) 2 W2) = p~ 1 Wo) und (p — A2P2) Y Wy) =
p~1|Ww1), so daRk aus der MaximaitvonA; automatisch\; = (g |p|Wi),i = 1,2
folgt. Der letzte Fall ist der interessanteste von allen. Die Maxiatalibh/A; und
N, fuhrt zur folgenden eindimensionalen Mannigfaltigkeit (Kapit&l)2

1= AsWa ] Wa) — Ao(W2 [p~ | W2) + A1A2D =0, (4.5)

wobeiD = (W1 |p~ 1) (W2 [P~ W2) — [(Wa|p~*|W2)[? ist. Nun muRA; + A auf
dieser Mannigfaltigkeit maximiert werden. Dies liefern die im Lemma genannten

Bedingungened.
Es folgt nun das zentrale BSA-Theorem:

Theorem 4 :Gegeben sei eine Menge V von Produktvektbegnfy) € V C R(p).
Die Matrix p5[V] = 5 o Aa| €, fa) (€q, fa | ISt genau dann eine BSA,

1. Falls alle/Aq in Bezug auf
PalV] =P — Yara Aor| €, for) (€, T | maximal sind;

2. Falls alle Paare (Aq,/\g) in Bezug auf pelV] = p —
SarrapNo| €, for) (€, for | maximal sind.
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Beweis: Sei p; eine BSA. Dann mul3 diese auch in alldg sowie auch in
allen Paarei/\q,/\g) maximal sein, weil man ansonsten den BSA-Parameter durch
Ao + g erhchen lonnte.

Der Beweis in der umgekehrten Richtung ist schon etwas komplizierter. Als er-
stes nehme man an, daf3 die AnzahlaisrK sei.p sei die Matrix, die man durch
Maximierung der\q's und der paarweisen Maximierung dé¥y, /\g) erhalten hat.

Nun betrachtet man eine Matrix= 3, AqPy in der Nehe vonpg, fur welche al-

le Aq’s maximal sind. Dies bedeutet, da® smham Randr (A1,...Ak) = 0 einer
MengeZ befindet, wobek die Menge aller separablen Dichtematrizen ist, welche
p—ps > 0 erflillen. DieAy’s liegen also auf detK — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit, welche durch die algebraische Gleichung (siehe (£2),...Ax) =0
gegeben ist. Die Maximadit'von(Aq,/\g) impliziert, dal(Aq +Ag) €in Maximum
beiAqp = Aqp zur Zwangsbedingung = 0 und fir Ay = A,y # o3 besitzt. Daraus
folgt, daB(;’TFuh:,\ = gTFBh:,\ ist, was bedeutet, dag;h:,\ = const fir allea ist.

Dies istdquivalent zur Aussage, dal3 der Gradient vépsjrunter der Zwangsbe-
dingungF = 0 verschwindet. Es muf3 sich um eine Extremalstelle handeln. Dabei
kann es sich nicht um ein lokales Minimum oder einen Sattelpunkt handeln, da
die Spur in Bezug auf alla,’s maximal undZ dabei noch konvex ist. Aus dem
Grund der Konvexat muf3 dieses lokale Maximum auch ein Globales seiaré/V™
dem nicht so, dannaie es ein anderes Maximum. Dieare die BSAp;.

Nimmt man nun die Spur der konvexen Kombination \@rund pg, erhielte
manetr(ps) + (1 —€)tr(ps). Dann miBte aberdr alle € diese Spur g3er sein als
tr(ps), was wiederum bedeutet, daR dies kein lokales Maximum seindann

Die gesamte Informationber die Versclafiktheit des Zustandgsist nun im
BSA-Restdp enthalten. Der BildbereicR(dp) enthalt wegen der BSA keine Pro-
duktvektoren, die man abzieheorkite. Ansonstenddinte man durch das Abzie-
hen die BSA erbhen. Dies ist aber laut Vorraussetzung niclogiich, da die BSA
schon vorliegt. Der Bildbereich der Matrdp mufd deswegen kleiner oder gleich
(M —1)(N —1) sein. Das folgt aus der Tatsache, dal® die Menge der Produktvek-
toren in einemCM @ CN-Raum eing(M + N — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
aufspannen. Dieser besitzt immer einen Schnitt mit einem linearen UnteHaum
wenn dieser eine Dimension besitzt, welcheftgi oder gleiciN — 1) x (M — 1)
ist. In Kapitel 7 wird dies austtirlicher bewiesen.

Interessant ist nun der @Bit Fall (M = N = 2). In diesem Fall ist armlich
der BSA-Resdp ein einziger Projektor auf einem versahKten Zustand. Auf3er-
dem mufd dieser Projektor eindeutig seirab® es eine weitere BSA-Zerlegung
mit einem anderen Projektor als BSA-Rest, smikté man die folgende konvexe
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Kombination dieser beiden BSA-Zerlegungen nehmen:

(Pa+By)
2

= Aps+(1-A)dp

Nun istdp aber ein BSA-Rest mit Rang zwei. Diesimdé aber wiederum bedeu-
ten, dald man einen Produktvektor findet [102], welchen man abzieimeries um
damit die BSA zu erbfhien. Dies ist aber nicht oglich, da man schon eine BSA
hat. Folglich gibt es nur einen Projektor als BSA-Rest. Diese einfache Struktur
erlaubt es, die BSA-Zerlegungen etwas genauer2fgbit-Systeme zu untersu-
chen [100]. Dies geschieht im Kapitel 5, in dem BSA-Zerlegungen vegh-
Systemen untersucht werden, welche maximalen Reipg € 4) und einen ma-
ximal verschankten Projektor als einen BSA-Rest besitzen. Solcheafidst'sind
deshalb besonders interessant, weil sie den WerneaZdest' [69hneln.

In Kapitel 43 wird noch ausihrlicher auf das Thema der Eindeutigkeit des
BSA-Restes eingegangen. Doch bevor dies geschieht, wird auf die differential-
geometrische Struktur der separablen Matrigeaingegangen, welche die Eigen-
schaftp — ps > 0 besitzen.

(Ps+Ps)
AR (1o

4.3 Die BSA-Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wird die Struktur des Randes der konvexen M2rgghan-
delt, d.h. der Menge aller separablen Zumgteps = 5, APy, welche beaglich p
die Eigenschaft besitzt, dgd3- ps > 0 ist.

Theorem 5 : Die Oberfche von Z wird durch die folgende Mannigfaltigkeit be-
schrieben:

n n n
1 _ZAiDi+ZAiAjDij_ z /\i/\j/\kDijk+...
I i<) <)<k
—+ (—l)m Z /\il/\iZ"‘/\imDili2~~~im+"‘
i1<ip<...<im

=+ (_1)n/\1/\2 .. -/\nDlZ..n = O,
wobei die Meng€D;;,..i,,} durch die Subdeterminanten der Matrix

(Wilp™H 1) (Wilp™Hw2) ... (Walp~Wn)
Walp 1) (Walp ) ... (Walp Y wn)

(Wnlp w1) (Wnlp Hw2) - (Wnlp *|wn)
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beschrieben wird. Die Mendgg ;) } ist die Menge der Produktvektoren, aus denen
die R's zusammengesetzt sind.

Beweis:Der Beweis wirduber die vollséhdige Induktion geffirt. Es wird als
erstes gezeigt, dal’ die Mannigfaltigkeit fi= 2 beschrieben wird durch:

1—-A1D1—ANoDy+A1A2D12=0. (46)

Es sei(p—A1P1) 7 W2) = | @), bzw.|W2) = (p— A1P1)| @). Nun macht man den
Ansatz | @) = p~(Al1) + Bl y2)) und erfalt [z) = (p — A1Py)(Ap~ ) +
Bp~|y,)). Dies determiniert die reellen KoeffizienteA und B zu A =

AW~ 2) _
1-Ar(1lp~ ) undB=1.

Nun gilt
_ Axl (W1 lp~tw2) |2 -
— AP 1 — 1 1
(W2[(p—A1P1) [ W2) 1— (W1 ]p- 1| Ur) +(W2[p 7| W2)
A, = Mall(W P W2) P = (Walp Hwa) (W2 lp Hwa)]
2 = = )
1—(Yalp~H W)

Daraus ergibt sich dann4A1D; — AoDs 4+ A1A2D12 = 0.

Nun nehme man an, dal3 die Induktionsannahme aurch @ilt. Ersetzt man
nunp=t — (p— Ansa| Wni1)(Wnea )1 und definiert wieder den folgenden Ansatz

(P = Anra|Wni) Wnia ) HW) = oY wi)
Ans1{Wnia P~ W)
1—Anp1(Wnea P Wnya)

den man in den Ausdruckif'die Mannigfaltigkeit miin Koeffizienten einsetzt, so
erhdlt man nach einigen algebraischen Umformungen den folgenden Ausdruck:

+ p71| qJn+l>7

n n n
1 - z/\iDi + ZA‘AJD” — z NNiNDijk + ...+
I i<) i<J<k
+ (—l)m z /\il/\iZ"'AimDiliZ---im+"'
i1<in<...<im
+ (—l)n Z NigNi, .. . N Diji, i +
i1<iz<...<ip

+ (=)™ A1N;.. . Any1Di12 i1 = 0.

Dies beweist den Falluf' n+ 1 und somit vaie der Induktionsbeweis
abgeschlossefed.
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Abbildung 4.1: Die BSA-Mannigfaltigkeitut' zwei Parameter

Man beachte, daR die BSA-Mannigfaltigkeit aus Polynomen zusammengesetzt
ist, welche linear in Bezug auf jede einzelne Variableist. Dies bedeutet, dal3
man ohne weiteres nach jeder Variable explizit@adh kann.

Desweiteren definiert die BSA-Mannigfaltigkeit ein konvexes Gebiet aller
N's, welche nicht alle unbedingt positiv seinugsen und die die Eigenschaft
besitzen, dap — AS5_;AqPy ein positiver Operator ist. Dies ist in Abb.14
fur zwei Parameter veranschaulicht. Befindet sich nun ein Teil einer Hyperebe-
ne auf der BSA-Mannigfaltigkeit, so muf3 auch die gesamte Hyperebene auf der
BSA-Mannigfaltigkeit enthalten sein. Dies folgt aus der Tatsache, daf3 die BSA-
Mannigfaltigkeit aus endlichen Polynomen zusammengesetzt ist. Dieser Sachver-
halt ist im darauffolgenden Beweis der Eindeutigkeit einer BSA-Zerlegung von
tragender Bedeutung.

4.4 Die Eindeutigkeit der BSA

Theorem 6 (Die Eindeutigkeit der BSA):Jede Dichtematriyp hat eine eindeu-
tige Zerlegungp = Aps+ (1 — A\)dp, wobeips separabel,dp eine verschiinkte
Dichtematrix, welche keine Produktvektoren mehr in ihrem Bild @ntlund A
maximal ist.

Beweis: Als erstes wird angenommen, eabg keine eindeutige Zerlegung.
Unter dieser Annahme existieren also zwei BSA-Zerlegunges: A\ps, + (1 —
N)dp1 undp = Aps, + (1 —A)dp2. Nun ist jede konvexe Kombination dieser zwei
BSA-Zerlegungen wieder eine BSA-Zerlegung:

P = &Nps +(1—€)Aps, +€(1—A)dp1+(1—€)(1—AN)dp2
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= Z(s/\/\li —(1—&)AN3)R + (1—N)(edp1+ (1—€)0p2)

= Ps(e) +0p(e),

wobeie € [0, 1]. Wie im letzten Abschnitt schon besprochen, bedeutet dies, dald die
Hyperebenes; + (1—¢€)(1—Ay) fur allee € [0, 1] auf der BSA-Mannigfaltigkeit
liegen muf3. Aus der polynomialen Struktur der BSA-Mannigfaltigkeit geht aber
wiederum hervor, dal3 die Hyperebene dann auch wollt {ir alle € auf der
BSA-Mannigfaltigkeit liegen mul3. Daif'eine ¢ [0, 1] unddp1 # dp2, dp(€) nicht
mehr positiv definit wird, kann das aber nicht sein. Dieef= oo, dp(€) ~ dp1 — P2

gilt, ist dies leicht einzusehen. Diese Matrix hat die Spur Null und ist offensicht-
lich ungleich Null, so daf3 diese nicht mehr positiv definit ist. Dadurch gewinnt man
einen Widerspruch zur Annahme, daf3 die BSA nicht eindeutig sei. Scamit s
Theorem bewiesegeq.

Im néchsten Kapitel wird auf die spezielle Struktur der BSA-Zerlegunger©éon
C2-zustinden eingegangen. Wie bereits ahnt, beinhalten die BSA-Zerlegungen
nur einen versclarikten BSA-Projektor. Dies macht esgilich, eine genauere ana-
lytische Untersuchung vorzunehmen.
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Kapitel 5

Die BSA von generischen
C?® C2-Zustanden

5.1 Inhalt dieses Kapitels

In Kapitel 4 wurde enahnt, daf? der BSA-Rest eines @bit-Systems durch einen
reinen verschaiikten ProjektoP. = |We)(We| eindeutig bestimmt wird. Dieser
Sachverhaltdhrt zur Frage, unter welchen Urasten ein gegebener separabler
Zustandps und ein versclarikter ProjektoP. eine BSA bilden. Zu diesem Thema
wurden zahlreiche Arbeiten geschrieben ([100] und [101]).

In diesem Kapitel wird darauf eingegangen, unter welchen BEnagti man
einen maximal verschrkten Zustand als BSA-Rest ath) flr den Fall, dalR ein
verschehkter Zustang mitr(p) = r(p*) = 4 vorliegt. Dies ist deshalb interessant,
weil solche Zusihde den Werner-Zuatden sehafineln [69], d.h. der Zustand ist
durch eine konvexe Kombination von einem chaotisch separablen Zustand und ei-
nem maximal versclrikten Zustandp(= Aps+ (1 — A)|Wmax (Wmax|) gegeben.
Zugitzlich ergaben zahlreiche numerische Untersuchungen, dal3 der BSA-Rest sehr
haufig einen maximal verscainkten Zustand erdit T1]. Dies war der ausschlagge-
bende Punkti die Annahme, daR diesrfZustinde mitr(p) = r(p*) = 4 immer
der Fall sei. B. G. Englert, M. O. Scully und N. Metwally ([100] und [101]) konn-
ten aber Gegenbeispiele finden, dies nicht der Fall war. Sie nannten dieaadéust”
Werner-Zusdnde erster und zweiter Art. Dieser Sachverhaitté zur Frage, unter
welchen Bedingungen der BSA-Rest einen maximal vessttten Zustand bein-
haltet und warum dieser satfig maximal versclarikt ist. Auf diese Frage wird
in diesem Kapitel austirlich eingegangen.
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Desweiteren erwiesen sich die mathematischen Techniken, welche bei der Un-
tersuchung dieser Bedingungen entwickelt wurdangfé weiteren Untersuchun-
gen vonC2®CN-, CM @ CN-undC? @ C2 @ CN-Systemen maRgebend.

Das Kapitel ist in zwei Unterkapitel aufgeteilt. Im ersten Unterkapitel wird
auf die kanonische Struktur von separablen Dichtematrizen eingegangen, welche
r(ps) = r(p%) erfiillt. Dies ist deshalb notwendig, weil diese im zweiten Unterka-
pitel bei der Untersuchung der BSA-Zerlegung auftritt.

5.2 Die kanonische Struktur

Es folgt nun das achste wichtige Lemma, was von Woronowicz [80] schon einmal
auf eine vollkommen andere Art und Weise bewiesen wurde. Der hier vorgestellte
Beweis ist aberdi die weiteren Untersuchungen des BSA-Restes und spaxriell f~
dasC?® C2® CN-System im letzten Kapitel viel praktischer.

Lemma5 : Seip eine 2-gbit-Dichtematrix, und sei(p) = 3, sowie (p) = 3,
dann existiert ein Produktvektde, f) € R(p), so daR auche’, f) € R(p').

Beweis: Gegeben sei die Dichtematrix= B > Nun mufRA oderC

BT C
invertierbar sein, da sonst Produktvektoren im Kern liegenderi. SeC 0.B.d.A
. . - . . 1 1 7(1* . .

invertierbar. Man wahlt nun die Basig \/1+|a|2( 1 )} inHa. Indieser

1

(1) ! \/1+|u|2 ( )
A B
B' C
a* ist. Dies bedeutet, daR @t*)) = deB'(a) = 0 immer fir eina (a*) erfilllt
werden kann. \&lhlt man solch ein, so erlalt manr(B) = r(B") = 1.

Basis erfalt manB(a*) = Wlalzu a*) < > (7%"), was eine Funktion von

Im nachsten Schritt wirkt man mit einer lokalen nichtanéin Transforma-
tion (spater wird der Zusammenhang zu w@méh Operationen elitert) p —

(Ia® \%)p(IA@@ %) und redefinierA — %A\%,B — \%B\% Die neue Matrix

hat dann die Formp = ( é} ||3 >

Nun nutzt man die Annahme, dap) = 3 sein soll. Daraus ergibt sich, dafl3
A = BB' 4 AP sein muR, wobeP ein Projektor auf einen Zustang) ist. Ebenso
muR aber auch(p®) = 3 gelten, so da® = B'B + AP gilt, wobeiP ein Projektor
auf einen Hilbertvektof Q) ist.
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Dies fihrt zur Bedingung, daBB' + AP = BB+ AP erfiillt werden muR. Da
nun t(BB" — B'B) = 0 ist, folgt daraus\ = A. Die Bedingung, daR ein Produkt-
vektor (Z|‘ff>>) € R(p) und ( ‘f>>) € R(p*) existiert, bedeutet nichts anderes, als daR

die Gleichungen 7
)
> <Z| f>>’ &

BB"+AP B
<BTBETM5 BIT > ( )
(%% T )(a) = (Gin) 52

eine Losung fir |h), | g), | h) und|g) haben.
Aus diesen Gleichungen eati'man

1 1
Tz = NTzarl ¥

(5.3)

Um nun das Lemma zu beweisen, muf3 man zeigen, dal3 die Gleichung (5.3) eine
Losung fir zund n besitzt. Im weiteren Verlauf des Beweises wird gezeigt, dal’
man die rechte Seite von (5.3) als komplex Konjugiertes der linken Seite darstellen
kann. Dadurch wird dann sichergestellt, dal3 (5.3) eiogug besitzt.

Es wird nun gezeigt, daf3 sich die Gleichung (5.3) schreibBndls
1 | > =0 ;
1-8Y =1 5

). (5.4)

Als erstes vahlt man eine Basigy, ), | W,), so dafB'B —BB' = < /8 _OA > gilt.
A O

0 —A
|W) und | D) keine Rolle spielen, kann man solch eine Basahlen, wo|y) =

(\/géq,) und | Q) = (V\/%;(f) gilt. Aus dieser Parametrisierung folgt="p,p= @
und A = A(1—2p). Nun existiert immer ein uréter OperatoK, so dafR<BK" =
BT gilt. Daraus ergibt sich trivialerweise, d4RT)TBTKT = B und deshalb auch

(KNTKBK'KT = B ist. Definiert man nutJ = K'KT, so gilt dannBU = UB. Es
wird gezeigt, dafX = g% ( 01 > ist. SeiM = BB' —B'B = A(P—P). Nun

Aus diesem Grund ist(P—P) = < > Da nun die globalen Phasen von

10
gilt KMK' = BTB* — BB = B*(B")* — (B")*B* = —M* = —M. Deshalb ist nun
M = A(K| @) (W |KT — K| D) (D |KT). Daraus ergibt sich
. e|¢1 /1_ p
Klg) = < g, /peo >
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jo
Dies bedeutet, dak = ( e'%z elol ) ,01=061+¢,¢1+9= 62, ¢2 =061 +¢ und

: ) g(9:1-62) 0

$2+ @= 0, ist. Angenomme®; # 6,. Dann wareU = 0 oi(01-62) )

U wird mit B kommutieren, falls B diagonal in dieser Basis ist. Dararevaber
BB" — B'B = 0, was bedeuten wile, daR ) ~ | ) ist, und dann \aie (3) im
Bild von p. Daraus ergibt sich, del® = 6, undK = €%, ist. Da nun die globale

Phase nicht von Bedeutung ist, setzt nkas: oy.

Nun definiert manLz|y) = (}2). Damit die letztere Gleichung (5.4) et

ist, muRv; = ne%v; undv, = ne'%; gelten. Diese Gleichungen haben eirsurig,
falls v; = ve® undv, = ve®+9 ist, wobei|vi| = |v2| = v gilt. Nun wéhlt man ein
beliebigesd und fordert, dar{él?;) ~ 25| W) sei, was bedeutet, daR

i5
(el’ )1 zB

ist. Diese Gleichung hat nicht nur eine sondern unendlich viekuhgen.

W) = (5.5)

Um das Lemma abzuschliel3en, mufd nur noch gezeigt werden, dal3 die nicht-
unitare Transformation, die am Anfang des Beweises durcigefiurde, nichts
am Resultat veridert. Deshalb wird der Zustamdjetzt wieder zuucktransfor-
miert. p besitzt also die Form

((YCEECLMERG (OB

V/CB"/C C
Fordert man, daf@‘lf>) € R(p) und (Z‘{;) € R(p™) gilt, so erklt man

\/_|l|J> = VCIP > .

1
N———= 1.
t 1

Dies istdquivalent zu
VC(1-f(2B)lW> = vCn(1-f'(2B"){>,
was wiederum
(1-1@B)l> = n(l-F(2B"odw>

nach sich zieht. Damit aré der Beweis abgeschlossgdy.

Nun wird untersucht, unter welchen Bedingungen die BSA-Zerlegung eines
Zustandep mit r(p) = r(p®) = 4 einen maximal verschrikten BSA-Rest auf-
weisen kann.
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5.3 Die BSA-Zerlegung mit maximal verschanktem
BSA-Rest

Nehmen wir an, da® die BSA-Zerlegung = Aps+ (1 — A)Py, besitzt und ge-
nerisch ist, d.hr(p) = r(p®) = 4. Ist A ungleich 1, so isp* nicht positiv defi-

nit. r(p%) = 4 darf nicht sein. Viie dies der Fall, sodkinte man - A so durch

1— A — ¢ ersetzen, daBp + stﬁe positiv definit ist, d.h.pg = ps+ €Py, ware
separabel. Da nun der Rang vpi nicht voll sein kann, bedeutet dies, daR ein
Hilbertvektor|v) existieren muR, so da§¢|v) = 0 gilt. P&j*e hat jetzt 3 positive und
einen negativen Eigenwert. Den Eigenvektor zum negativen Eigenwert kann man
in einer geeigneten Basis schreiben als

Es muR gelten, dafi/|_) # 0. Wére dies nicht der Fall, sookihte man - A
wieder durch(1—\ —¢) ersetzen, so dapl + P positiv bleibt. Dies alles
bedeutet, daRuf ' die BSA-Zerlegung entwederps) = 4 und r(p2) = 3 oder
r(ps) = r(p2) = 3 gilt. Der Fall, in demr(ps) < 3 ist kann nicht auftreten, da
ansonstem(ps) = 3 oderr(ps) = 4 nicht erfillt werden kann [102]. Nehmen wir
also an, daR(ps) = 4 zutrifft.

Nun kann man immenpe) fur alle Basene;),|e;) schreiben als

|We) = Ny|ey, f1) +No| &, f2), (5.6)
wobei(ej|e;) = (ex|ex) = 1, aber{e;|ey) nicht Null sein muf3. Sei nufé;),|&) die
biorthogonale Basis zle;) und|ey).

Man erfalt

(G1lwe) = Na(éi|e)| f2) (5.7)
(&|Pe) = Ni(&ler)|f1). (5.8)

Fordert man nun, da¥;|f1) = (f2|f2) = 1 gilt, so kann man aus den letzten bei-
den Gleichungen eindeutiy;, N2, | f1) und | f2) bestimmen. O.B.d.A. wird nun
angenommen, daf; > N gilt.

Man definiert

0e(a) = iy (@Ml ) + 222, ), 59)
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wobeiN(a) definiert ist als

N()? = 02NG + N3 -+ ZNiNaRe ex[eo) (1] T2). (5.10)

Der BSA-Projektor kann geschrieben werden als
1
Pye = N(00) 2Py (o) + (1= %) Pe, + (1— 52)Pet (5.11)

Der ProjektorPy, wird durch den Ausdruck (5.11) ersetzt, um dadurch die BSA zu
verbessern. Daf'muld vorausgesetzt werden, d&(&x)z < 1 ist, woraus sich die
Bedingung
1
aN? +3 SNZ < NP+ N3 (5.12)
ergibt.

Definiert marx = 2, so sieht man, dal8(a)? < 1 genau dann eufit ist, wenn

N21
x < a? < 1 gilt. Dies ist nur noglich, wennN; # Ny erfiillt ist. Nun wéhlt man
a2 < 1 sehr nah an 1. Wenn meufr—zPezf2 von Ap¥ abziehen kann, verbessert
man dadurch die BSA. Dies funtioniert nur, falis; f,) im Bild von pi liegt. Das
bedeutet, daB falls/) = | &, h1) +]| €5, hp) ist, man dann die Gleichunp | f2) =
erfillen muf3, bzw.

(vlez) (81| We) = 0. (5.13)
Es ist der obigen Gleichung leicht anzusehen, dal3 sie sehr \aslengén besitzt.
Nimmt man z.B|ey) = |&;) und wéhlt|&;) proportional zy 0) + a| 1), dann folgt
aus der Gleichung, dal3v|0) + a*(v|1)][{O|we) + a*(1|we)] = O erfiillt werden
muf3. Dies ist eine quadratische Gleichungiin welche immer eine &Sung be-
sitzt. Daraus ergibt sich, da entwedgs) = 3 ist oderN; = Ny. Tritt der letztere

Fall ein, so ist We) maximal verschaikt. Dies ist leicht zu sehen, wenn man die

allgemeine Fornjey) = ( /P ) und|&) = (\/_V ) in dieser Basis whlt. In der

VI—pe?
so gevahlten Basis isfye) = a|00) + v'1—a?|11), so dal dann

@lbe) = avpl0)+Vi-22/I-pl1e
und
(@lve) = a/pl0+Vi-a2/1-p|1e’™® (5.14)
ist.
Daraus ergibt sich dann
N3| (&1le) | = a’p+(1—a%)(1-p),
NE| (&ler) |* = a2p/ + (1—a’) (1 p).
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Man beachte, daR(é;|e) |2 = | (&|er) |? gilt, so daR siche? = $ fur N2 = N2,
ergibt. Dies bedeutet also, daB:) maximal verschaiikt ist.

Deshalb wird nun der Fatl(ps) = r(p%) = 3 betrachtet. Interessantrfdiesen
Fall ist, da3 wenn man in der Lage B ¢, von Np? abzuziehen, man gleichzeitig
Pe; .1, zZum Bild von ' undPe, f, zum Bild vonps addiert. Diesdihrt wegerr (p) =
4 zu einer VergoRerung des Ranges vpgaufr(ps) = 4. Es lohnen also nur die
folgenden zwei Blle auftreten:

e Ist man in der Lag®s; 1, von p abzuziehen, wobei(ps) = r(p%) = 3 gilt,
so besitzt die BSA-Zerlegung einen maximal veracktén BSA-Rest und
es gilt wieder (ps) = 4.

e Ist man nicht mehr in der LagBs 1, von pg abzuziehen, wobei(ps) =
r(p¥) = 3 gilt, so besitzt die BSA-Zerlegung entweder in diesem Grenzfall
einen maximal verschrikten BSA-Rest oder keinen.

Es wird also nun untersucht unter welchen Usnsén mar, r, von p¢ abziehen

kann. Aus den Resultaten des letzteren Abschnits wissen wir das eine eindimen-
sionale Familie von Produktvektorem,(d), f2(8)) existiert, wobeid reell ist, so

daf| ez(3), f2(3)) € R(p) und|ex(8)", f2(3)) € R(p™) gil.

Nun sind wir in der Lage explizit nachzugfén wann|ye) unter den gegebe-

nen Voraussetzungen maximal versofkt'ist. Ist| Ye) gegeben und séey, fo) =

|ex(d), f2(8)), fur ein gegebeness, dann ARt sich| f1) und|e;) wie folgt bestim-

men:

) = (€2(8)|e)
|(€2(0)[We)|
o) = (ROl
[(f2(0)|we)|
Aus der Normierund fy|f1) = 1, erkdlt manN; = |‘<<222“‘{e’f>>|‘. Da wir nun|e;) und
| f1) kennen, khnen wir auchiN,; = % berechnen.

Dies bedeutet dal? masy und N, explizit berechnen kann ays und | We).
Daraus ergibt sich folgendes Theorem:

Theorem 7 : Seip ein C? ® C2-Zustand mit (p) = r(p™) = 4 und der explizit
gegebenen BSA-Zerlegupg= Aps+ (1 — A)Py,. Dann ist entwedef ) ma-
ximal verschankt, oder (ps) = r(pl*) = 3 und fir jede expansion vohpe) =

Np|er, f1) +Np| €2, f2), S0 dal ey, f2) € R(ps) und| &5, f2) € R(pir) erfullt ist, gilt

dalR N < N,.
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Beweis:Wirde einje;(d), f2(8)) existieren so daRl; > N gilt, so kinnte man die
Optiemirungsprozedur anwenden und dadurch ein Wiederspruch zur Optmalit”
der BSA erhalten e .

Das Theorem liefert damit eine Edkling, warum in den numerischen Unter-
suchungen [1] soduifig ein maximal verschrkter BSA-Projektor auftritt. Des-
weiteren liefert dieses Theorem ein Konstruktiosscheam®8A-Zerlegungen mit
maximal verschainkten BSA-Resten.
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Kapitel 6

Die PPT-BSA

6.1 Inhalt dieses Kapitels

In diesem Kapitel werden BSA-Zerlegungen von PPT-ZndEn untersucht. Wie
schon in Kapitel 4 erafint, wird als Vorbild @i die erweiterte Formulierung der
BSA die Arbeit von M. Lewenstein und A. Sanpera [1] sowie die Arbeit von A.
Sanpera, R. Tarrach und G. Vidal [102] genutzt. Der konstruktive Algorithmus, der
hier vorgestellt wird, ermglicht es, PPT Dichtematritzen nach deren Separabilit”
zu untersuchen. Desweiteren basieren die ArbeitegrC? @ CN ([51] und [52])

und CM @ CN [103] und die im letzten Kapitel beschriebene Arbeltei C2 @
C2®CN auf dem nun folgenden PPT-BSA-Theorem. Am Ende dieses Kapitels
wird auf die Konstruktion von Witness-Operatoren ([104], [105], [107] und [108])
eingegangen. Die Witness-Operatoren egiithen es, PPT-versadmkte Zusahde

zu detektieren ([107] und [108]) und sierkien Bell-Ungleichungen beschreiben.

6.2 Die PPT-BSAvorCM&CN zusammengesetzten Syste-
men

Fir eine Dichtematrix p bezeichnet Vip] = {|ef) | |ef) €
R(p) und e, f) € R(p®)}, d.h. die Menge aller Produktvektordm, f),
welche sich nicht nur im Bildbereich vop befinden, sondern es gilt auch
zusatzlich, daR e, f) sich im Bildbereich vorp* befinden soll. Gegeben sein nun
eine Dichtematrixp in CM @ CN, welche ein PPT-Zustand ist. Es gilt folgendes
Theorem:
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Theorem 8 :Fur jede PPT-Dichtematrip existiert eine separable Matrix

a

mit Ay > 0 und einer abahlbaren Menge von Produktvektoréfey, fy) € V[p]},
so daRdp = p—pi > 0unddp™ = (p — pi)t > Oist, und

NppT = tr(p;) (62)

maximal ist.

Beweis:Der Beweis funktioniert wie im Theorem (3) analog zum Beweis der
Existenz einer BSA. Aufgrund des kompakten Gebietes aller separablen Dichte-
matritzen existiert ein Maximum beglich der Menge V. Durch Vergfierung der
Menge V maximiert man die PPT-BSA bis das Maximum erreichy dst

Zu beachten ist, daf3 die gesamte Informatibar die Versclafiktheit des PPT-
Zustandes vop durch den PPT-BSA-Paramet®spt und durchdp gegeben ist.

Analog zur Definition der BSA-Maximaki, wird nun der Begriff der PPT-
Maximalitat definiert.

Definition 8 : Sei|e, f) € V[p]. Ein nicht negativer Parametek heil3t in Bezug

auf eine Dichtematrip und einen Projektor P= |e, f)(e, f |, PPT-maximal, falls

p—AP > 0ist, und fir alle € > 0 die Matrix p — (A +¢€)P kein PPT-Zustand mehr
ist.

Man sieht, dal3 in Bezug auf die BSA aus dem letzten Kapitel hier nun noch
die zusitzliche Einschaitkung von PPT auf allen Systemen géwiéistet werden
muf3. Das folgende Lemma liefert die Bedingung éine PPT-Maximalét.

Lemma 6 :In Bezug auf einen PPT-Zustapdind einen Projektor P | e, f)(e, f |
ist A genau dann PPT-maximal, wenn gilt:

e Falls|e f) ¢ V]p], dann istA = 0.

o IStAQ — m undA@ = R ‘(p:),qeu‘f), dann istA gegeben durch

A =min(A© AL), (6.3)
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Beweis: Der erste Teil ist trivial. Aus dem BSA-Lemn{d) folgt, daR jedes
A© bzw. AV in Bezug aufle, f), bzw. | e, f) maximal ist. Nimmt man nun das
Minimum aus dieser Menge, so athinan den maximalen Anteil, den man abzie-
hen kann, ohne die PPT zu verliergsy.

Nun wird die paarweise Maximadit'so definiert, wie es auch bei der BSA der
Fall war.

Definition 9 : Ein Paar von nicht negativeriA;,/A2) ist in Bezug auf einen
PPT-Zustandp und ein Paar von ProjektorenP= |ey, f1)(e1, f1| und B =
|e, f2) (&, f2| paarweise PPT-maximal, wobig, f1),| e, f2) € V[p] ist, falls:

1. p—A1P1 — AyP, ein PPT-Zustand ist,
2. N1 in Bezug aup — A»P, und den Projektor PPPt-maximal ist,
3. N\ in Bezug aup — A1P; und den Projektor PPPT-maximal ist,

4. undA1 + As maximal ist.

Analog zur BSA (Kapitel 4.3) wird begjlich einer abahlbaren Meng® von
Produktvektoren die PPT-BSA-Mannigfaltigkeit wie folgt definiert:

Definition 10 : Sei FA1,...,Ax) = 0die BSA-Mannigfaltigkeit béglich des Zu-
standesp und F(Ay,...,Ax) = O die des Zustandes*. Dann Rt sich die PPT-
BSA-Mannigfaltigkeit schreiben als:

= [ AM=f(A2,.. A fallsf< f
Al—f()\Za...,)\K) :{ )\1: F()\z,...,)\K) sonst, (64)

wobei f undf die expliziten Aufisungen der BSA-Mannigfaltigkeiten=F0 und
F = 0nachA; sind. Dementsprechend wird die PPT-BSA-Mannigfaltigkeit in ihrer
impliziten Form als=(A1,...Ak) = 0 bezeichnet.

Zu beachten ist, daR die PPT-BSA-Mannigfaltigkefi1,...Ax) = O eine ste-
tige aber nichtuberall differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Dies wird im weiteren
Verlauf bei der Untersuchung des Algorithmus zur paarweisen MaxahalitAn-
hang B raher erdiutert.

Zu zeigen ist nun, dal3 die paarweise Maximierung auch zur PPT-BI®A f*

Theorem 9 : Gegeben sei ein PPT-Zustapd Die Matrix ps = 5 o AoPy ist die
PPT-BSA genau dann, wenn gilt:
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1. Alle Ay sind in Bezug aup — 5 o2 A\oaPor und den Projektor § PPT-
maximal.

2. Alle Paare(Aq,/A\g) sind in Bezug aup — 5 42 /\a Pa Und die Projektoren
(Pu,Pg) paarweise PPT-maximal.

Beweis:Fur den Fall, dafp; eine PPT-BSAist, muR dieserfalle/\q und Paare
(Aa,/\g) auch PPT-maximal sein. Ansonstesnkite man den PPT-BSA-Parameter
erhohen, was ein Widerspruch zur Annahme der PPT-BSApiomare.

ps sei definiert alps = 54 AqPa, WO alle Aq individuell PPT-maximal sind.
Dies bedeutet, daf; auf dem Rand der konvexen Mengeller separablen Matri-
zen liegt, welche — ps > 0 und(p — ps)™* > 0 erfiillen. Dieser Rand wird durch die
PPT—MannigfaItigkeiF_()\l, ...,Ak) =0 beschrieben. Diese BSA-Mannigfaltigkeit
ist eine stetige aber niclibeérall differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Sei pm = zg NgPy die separable Matrix, welche paarweise PPT-maximal
ist. Die paarweise Maximaht'in (Aq,/Ag) bedeutet, dafAy + Ag) fur Aq g =
Ngp und fir alley # a,B Ay = Ay maximal sein muB3. Die Punktd lassen
sich mindestens einer Mannigfaltigkeit eindeutig zuordnen, so dal’ Xpan
fg(A1,...,Ag_1,Ap41,---,Ak) Schreiben kann. Dies bedeutet, daf3+Ag = Aq +
fg fUr allea und geschrieben werden kann. Es gilt nun

0
a)\ ( + f |7\ 7 (;J)\I’ + f; ) |)\:/\ S 07 (65)

wobeiA = (A,...,/\k) ist. Es lonnen nun folgendedHé auftreten:

1. O.B.d.A. seien die Ableitungemuif{A1,...,An) kleiner als Null und @it die
restlichem\’s im PunkteA = A gleich Null, wobein < K ist. Dies ist der Fall,
wenn die paarweise PPT-Maximalitauf der Schnittliche der verschiede-
nen Mannigfaltigkeiten liegt. Dann folgt, dal® der Pulkt A in Bezug auf
die KoordinatenAn1,...,Ax) entweder ein lokales Maximum oder ein Sat-
telpunkt sein muB3. Da nuheine konvexe Menge ist, muBrfjedess, p € Z
aucheps+ (1—¢€)ps € Z gelten. Hitte man nun einen Sattelpunkt, soradén
zwei separable Matrizen existieren, welche nicht meli liegen. Dies ist
natirlich nicht noglich, also mul3 es ein lokales Maximum sein. Dieses lo-
kale Maximum muf3 aber mit dem Wert der PPT-B8efeinstimmen, da
ansonstetr(ps) + (1 —€)tr(ps) > tr(ps) gilt. Also muB3 t{p3) = tr(ps) gel-
ten.
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2. Alle Ableitungen sind gleich Null. Dies bedeutet, daf3 die paarweise PPT-
Maximalitat sich auf keiner SchnitdtEhe befindet. In diesem Fall wird die
Beweisfihrung entsprechend dem BSA-Fall gfexf:

Somit ware der Beweis abgeschlossgn.

Am Ende dieses Unterkapitels ist noch zu bemerken, dafllisheUberlegun-
gen und Beweise auf mehrfach zusammengesetzte Systeerieagbar sind.

6.3 Konstruktion von Verschranktheitszeugen (Witnes-
ses)

Witness-Operatoren ([104], [105] und [106]) sind Operatoren, mit denen man
guantenmechanische Zastie auf Verschariktheit untersuchen kann. Sie sind des-
halb in der Untersuchung von quantenmechanischeraddsti von entscheidener
Bedeutung. Aus diesem Grund wird in diesem Unterkapitel auf die Konstruktion
von Witness-Operatoren mit Hilfe des PPT-Regiggingegangen [107]. Der Be-
griff des Witness-Operators wird im Verlauf der Konstruktion durch den PPT-Rest
wie in der Arbeit von M. Lewenstein, B. Kraus, J.I. Cirac und P. Horodecki [107]
erklart.

Definition 11 : Ein Operator W, welcher auf einen N-fach zusammengesetz-
ten HilbertraumH = CMi & ... @ CMv wirkt, wird Verschanktheitszeuge oder
Witness-Operator genannt, werim &lle separablen Zuandeps, tr(Wps) > 0 gilt,

und ein verschiinkter Zustang existiert, so daftr(Wp) < 0 erfullt ist.

Die Existenz solch eines Witnesses zu einem gegebenen \amktdm Zustang

ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, dal’ die Menge aller separablandéust”
eine konvexe und kompakte Menge bilden. Der versckie Zustang kann dem-

nach als ein Punkt aul3erhalb dieser Menge angesehen werden. Laut dem Hahn-
Banach-Theorem existiert aber immer eine Hyperebene, welche eine konvexe
MengeZ und einen Punkt au3erhalb dieser Megé Z) trennt, d.h. ttWp) < 0.

Wie konstruiert man nun einen Witnagiser die PPT-BSA-Zerlegung? Die ent-
scheidende Charakteristik der PPT-BSA-Zerlegpng Apptps + (1 — AppT)0p
ist, dal3 der PPT-BSA-Redp keine Produktvektoren mehr eaih die man abzie-
hen lonnte, ohne die PPT vap zu verletzen.

Definiert wird nunK = {]k)} € K(dp) und Ka = {|ka )} € K(3p®) als die
Menge aller orthonormalen Basen, die den Kern dpmund dp* aufspannen.
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Nun wird der Operator

k(3p) k(3p'A)
V=3 [k)(kl+ > (ka)(ka )™ (6.6)
2 2
definiert, wobek(dp) undk(3p*) die Dimension der jeweiligen Kerne vép und
dp* sind. Jetzt bildet man den Erwartungswert Yobeaiglich der Produktvekto-
ren|ef) und erlalt:

k(3p) k(3p'a)

(e fVigf) = Z(e,fllq>(kile,f>+ 21 (e f1(Ika)(ka )& )
1= 1=
k(3p) k(3p'a)

(e flk)(kle f)+ Y (€ flka)(kale" 1)
2 2
Dies bedeutet, daRRe, f|V|e f) > € ist, wobei € > 0 gilt. Ware rdmlich

(e f|V|e f) =0, dann gbe es einen Produktvektor, der gleichzeitig im Bild von
dp und &p* liegen wirde. Dies vaire aber wiederum ein Widerspruch zur Annah-
me, dal®dp ein PPT-BSA-Rest ist.

Kennt man nun die Schwelk dann kann man folgenden Operator definieren:
W=V —e¢l. (6.7)

Der Operator W erflillt die Bedingung, daR uf" alle Produktvektoren

(e, f|W|e f) > 0 gilt. Dies bedeutet, da wenn ein Zustgmdlie Eigenschaft
tr(Wp) < 0 besitzt, dieser dann auch nicht separabel sein kann. Bildet man z.B. die
Spur t{dpW), so erlalt man per Konstruktion (dpW) < 0. Dies beweist die Exi-
stenz eines verscankten Zustandes, welchen man mit der PPT-BSA-Konstruktion
eines Witness-Operators bezeugen kann.

Man beachte, daf’ der Witness-Operator eine Art Bell-Ungleichiwéptr < 0
liefern kann, wenn sich der Witness-Operatérals Summe von Produktprojekto-
renW = S cq| €y, fa) (e, fa | SChreibendBt, wobei diey’s nicht unbedingt posi-
tiv sein missen. Dadurctal3t sich tfWp) < 0 auch schreiben als

tr(Wp) = Zcu<eua fa|P| € fa) <O. (6.8)

Wie man sieht, ist dies eine Bell-Ungleichung. Genauer gesagt, impliziert diese
Ungleichung, dal3 es keine Theorie geben kann, welche den Zystadh lokal
verborgene Parameter mit besamhikien Werten beschreibt [109].

Man sieht, daf? sich die PPT-BSA-Zerlegungsmethode exzellent zur Untersu-
chung von PPT-verscankten Zusiinden eignet.
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Kapitel 7

Das BSA-Verschianktheitsmall

7.1 Inhalt dieses Kapitels

Die Formulierung der BSA eroglicht auf natitliche Art und Weise, ein Ver-
schiénktheitsmalfd zu definieren. Da es in der Regel sehr schwer ist, \é@nkthr"
heitsmal3e mit den notwendigen Eigenschaften zu formulieren, ist dieses Thema
fur die BSA-Theorie von besonderem Interesse.

7.2 Das BSA-Verschanktheitsmalfld

Es wird nun gezeigt, dal® der BSA-Paramé&ép) := (1— Agsa(p)) die folgenden
Eigenschaften eines Versemktheitsmalles edit:

e FUr alle separablen Zwmtdeps gilt E(ps) = 0;

e Lokale uniire Transformationeandern das Verscankheitsmaf nicht;

o Seiy o AqAl ©ByBY = 1. Dann folgt fir das Verschafiktheitsmar

Ay © BapAl © B]
tr(Aq © BapAL @ B

3 tr(Aa © BapAl © BY) (E( )> <E(p). (7.1)

Um dies zu zeigen, mul3 als erstes untersucht werden, wie ein POVM die BSA
beeinflul3t. Zu diesem Zweck definiert mén= A; @ B;, so daBzi\/i\/iT =1 qgilt.
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DieV'’s sind demnach lokale POVM's. Die BSA-Zerlegung ist dupch Agsaps +
(1— Assa)Op gegeben. Nach der Wirkung des obigen POVM’s

_ Vipv
| tr(VipVi)
_ ABsptrO/ipzvi*)z Nalr(ViPaVi') ) ViPaV('
rvpvh) & eV T tr(ViPey)
tr(ViopVi") . Vidpvi
+ (1—/\BSA)r(Ip.Ir) Ip'T
tr(VipV') tr(VidpVi')
_ /\Bsptro/ipzvi*)Z /\atr(viPavi*))( ViPeV )
eV & VeV tr(ViPay)
tr(Vip2ViT) . VidpViT
+ (1_/\BSAr( Ips |T) | p |T
tr(VipV;") * tr(VidpVv;')
definiert man:
/\atr(ViPaViT)
Ng = ———— 212
tr(VipsVi')
A = DNesar(vipv)
= T T T
tr(VipV;')
ViPaV'
Pog = ——'—,
tr(ViPaV;')
Vidpv T
B = —
tr(VidpV;')

Nun gilt folgender Zusammenhang:

Nesar(VipiVih) = tr(Vipv"A,

bzw. man erhlt nach der Ausflirung der Summaberi:

Npsa=

S Aitr(VipV,').

Dies wird siter eine sehrutzliche Relation sein.

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

Lemma 7 : Gegeben sei eine BSA-Zerlegumg- Agsads + (1 — Agsa)dp. Dann
erfullt E(p) = (1 —Agsap)) die letzteren drei Eigenschaften eines Veraokt-

heitsmalles.
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Beweis:

1. Rirden Fall, dafp separabel ist, gil\gsa= 1 und damitg(p) = 0.
2. Lokale unitire Transformationearidern die BSA trivialerweise nicht.

3. Dies ist der schwierigste Teil. Es gilt, dd{sa= zi/\itr(\/ip\/iT)(7.6) ist.
Nun ist nach der POVM der Zustand dumh= Aips + (1— /i) dp; gegeben.
Allgemein muBA; kein BSA-Parameter sein. Angenommen wird also, dal3
dies nicht der Fall ist. Daraus ergibt sibBsa< 5 Assatr(Vi pViT) und damit

aber auch1—Agsa) > 5i(1— Assa)tr(VipVi) .qed.

Somit ware das Lemma bewiesggg.
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Kapitel 8

Separabilitat in
C? x CN-Quantensystemen

8.1 Inhalt dieses Kapitels

Das folgende Kapitel besaftigt sich mitC? © CN-Raumen ([51] und [52]). Die
vorliegenden Resultate werden im letzten Kapiteldie Untersuchung vo62 @
C?®CN-Zustinden beafigt.

8.2 Der Begriff der Unterstlitzung

Betrachtet man als Beispiel einen positiv definiten Operatavelcher auf einen

C? @ C?-Raum wirkt, so kann man den Operaftrivialerweise immer in einen

C? ® C*Raum einbetten. Dieser Operator wird dann nach der Einbettung in
C2 x C* einen Kern besitzen, in dem sich Produktvektoren befinden. Anhand die-
ses Beispiels wird sofort klar, daR es tlie Untersuchungen v@? x CN-Raumen

von Nutzen ist, diese Produktvektoren loszuwerden und somit die Dimensinalit”
des zweiten Raumes zu verringern. Aus diesem Grund wird folgende Definition
eingetfihrt:

Definition 12 : Man sagt, daR der Dichteoperatg; welcher aufC2@ CN wirkt,
aufC2@CM unterstitzt wird, falls ein minimaler Unterraum H- CN existiert, so
daR Rp) C C2@H ist, und H die Dimension M besitzt.
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Falls nun ein positiv definiter Operater auf die obige Art und Weise un-
terstitzt wird, folgt die Existenz von gendd — M linear unabhngigen Vektoren
{|f),i=12....N-M}cCN, sodaRef,;) cK(p) furalle|e) € C?ist.

Fur die Untersuchung der Separalaitvird nun die im letzten Kapitel vorge-
stellte Methode verwendet, welche Produktvektoren aus dem Bilgp\alozieht,
so dafl? sowohp als auchp* positiv definit bleiben. Es werden sowohl arals
auch anp” Bedingungen gegeben, bei welchen nach einer endlichen Anzahl von
Subtraktionen kein Rest mehr verbleibt. Damére'dann die Separabditbewie-
sen. Um diese Bedingungen zu liefernusaén sowohl der Bildbereich als auch
der Kern vonp genauer untersucht werden.

8.3 Subtraktion von Produktvektoren

Aus dem Kapiteluber die PPT-BSA wissen wir, da3 die maximale Kontribu-
tion A, die man anwenden muf3, um einen ProjeKterf)(e f | von p abzie-

hen zu lohnen, durch\ = min(Ao,Ao) gegeben ist, wobekg = m und
Ao = W ist. Die Differenz ist dann gegeben durch
b:p_)\|e7f><e7f|' (81)

Wenn es um die Untersuchung vBA® CN-Systemen geht, ist nun folgendes Lem-
ma flir den weiteren Verlauf von zentraler Bedeutung.

Lemma 8 :Sei|ef) € R(p) und|€", f) € R(p*A). Dann gilt:

1. FallsA =Ap < 7\0, dann ist (p) = r(p) — Lund r(p*) = r(p*).
2. FallsA = Ag < Ao, dann ist () = r(p) und r(p%) = r(p') — 1.
3. Fallsh=Ap= 5\0, dannist (p) =r(p) —Lund r(p*) = r(p") — 1.

Beweis: Es reicht, den ersten Teil des Lemmas zu beweisan.die ande-
ren kann man die gleiche Argumentation anwenden. Als erstes bemerkt man, dai3
afgrund der Differenz um einen Projektdip) > r(p) — 1 sein muf3. Andererseits
muBK(p) C K(p) gelten, daiit ein| W) € K(p) gilt, daBp| W) = —Aq(e, f|¥) =0,
weil |e, f) € R(p). Desweiteren ist abgr—|e, f) nicht inK(p) aber daii in K (p)
enthalten, wie man durch Substitution leicht naciig@n kanng eq.

Der Vorteil dieses Lemmas ist, dal3 man durch maximales PPT-Abziehen die
Dimension der Bilder verringern kann. Inactisten Abschnitt wird bewiesen, dal3
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man durch diesen Sachverhalt das Problem der Separierbarkeit sukzessiv verein-
fachen kann. Das ganze Problem reduziert sich der Differenz immer um eine Di-
mension, ohne die Eigenschaft der Separabiliti andern. Man verlagert somit

das Problem auf kleinere Dimensionen, bis die Separaibg#zeigt werden kann.

8.4 Der Kernvonp

Dieser Abschnitt behandelt, unter welchen Uanstén man durch geschicktes Ab-
ziehen von Produktvektoren das Problem @h» CN auf C? @ CN-1 verlagern
kann. Dabei sind folgende zwei Lemmas hilfreich:

Lemma 9 : Seip ein PPT-Zustand. Dann gilg*, f) € K(p*), falls |e, f) € K(p).

Beweis:Es seip|e, f) = 0. Dann folgt, daRRe, f |p|e, f) = (e*, f |p%|e", f) =0
ist. Da nunp' > 0, folgt, daRp™|e*, f) = 0 ist. Rir die andere Richtung gilt dies
dementsprechend genaug.

Lemma 10 :Gegeben sei ein PPT-ZustapdFalls |e, f) € K(p), dann ist entwe-
der:

1. | f) € K(p) oder
2. es existiert ein Vektoig) € CN, so daRp|é f) = |&g) und p| &, f) =
e, 0) gilt.
Beweis:Laut des letzten Lemmas folgt, d&ég, f) € K(p'4) ist. Daher gilt
0= (&, h|p“[e",f) = (e hlp|& f) (8.2)

fur alle|h) € CN. Nun muR entwedep| &, f) = 0 sein odep| &, f) = |&,g;) fur ein
|g1) € CN. Analog gilt dies auchui | e, f) € K(p), wobei entwedep*|é, f) =0
oderp'| &, f) = |&,gp) fur ein|gy) € CN gilt. Bleibt nur noch zu zeigen, daR
|91) = [g2) gilt.

Nutzt man die Orthonormadit'von|e) und|é), so erfalt man
|q1) = (élpl&. ) = (&' |p" €', f) = |G2)-qea. (8.3)

Fur den Fall, dal? der erste Teil des letzteren Lemmas eintritt, wei3 map, daf3
auf einen kleineren Rauf? @ CM mit M < N unterstitzt wird, weil | e, f) € K(p)
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fur alle |e) € C? gilt. Dies ist ein trivialer Fall, welchen wir nicht zu besprechen
brauchen, und deshalb setzen wir von nun an voraus,pdaff dem gesamten
RaumC?® CN unterstitzt wird. In diesem Fall folgt aus den letzteren beiden Lem-
mas die Existenz eines Produktvektors, welchen manpvahziehen kann, ohne
die Positivitit der Differenz vorp und p* zu &ndern.

Lemma 11 :Falls p aufC2 @ CN unterstitzt wird und ein Produktvektor in ()
existiert, dann isp = p + ps, wobeips ein Projektor auf einen Produktvektor ist,
und es gilt:

1. r(p) =r(p) —Lund r(p*) =r(p") — 1.
2. pwird aufC? @ CN=1j unterstitzt.

3. pist separabel, fallp separabel ist.

Beweis:Aus der Existenz vone, f) € K(p) folgt aus Lemma (10), daR

pl&f) = [é9)
pr|&,f) = |€&,09).

Daraus folgert man, da? man den Produktvekéog) so vonp abziehen kann, daf3
p=p—ps> 0 gilt, wobeips = A| &) (& g| und

1 1

RO EIEIRCE

_ 1 _5
@.gl(ewe,g

Aus Lemma (10) folgt dann, daRR der Rang vomund p* gleichzeitig um eine
Dimension verringert wurde, was dann Pulkt beweist. Da nuné, f),|e f) €

K(p) gilt, folgt wiederum, da auf einem kleineren Rau®? @ CM unterstitzt
wird, wobeiM < N gilt.

A= )\o:<

Nun wird gezeigt, dalM = N — 1 gilt. Man nehme an, da®l noch kleiner
ware. Dann wride ein|h) existieren, welches orthogonal auf) ware, so dafd
|e h),|éh) € K(p) galte. In diesem Fall wide das bedeuten, dagf}e h) = 0
und p|éh) = c|€ g), wobei c eine Konstante are. Definiert man nunf’)y =
c| f) —|h) # 0, wirde man erhalten, dd, f'), | &, f') € K(p) liegen wirde, was
ein Widerspruch zur Annahmeansg, da aufC2 @ CN unterstitzt wére, was wie-
derum Punkt?2) beweist.
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Bleibt noch Punk{3). Fallsp separabel ist, ist augh separabel. Umgekehrt
folgt, falls p separabel ist, kann manschreiben als:

p=> le.fi)e, fil +]€&)(&l@n,

wobei ( f| ;) = 0 fiir allei undn ein positiver Operator ist, welcher aGf¥ wirkt.
Verlangt man nun, daf@ g) = p|&, f) gilt, so erkdlt man|g) = |||€)||°n| f) und
deshalb g) € R(n). Man schreibt

p=> le.fi)(e, fi[+[€)(€l® (N —Nolg)(gl)- (8.4)

Nun ist aber
1

1
n—mlgﬂgl—n—mlgm. (8.5)

Da also dieser Operator positiv ist, folgt, daBeparabel sein muft.q.

Das letztere Lemma ist von besonderer Wichtigkeit. Es besagt, dal3 wenn ein
Produktvektor im Kern vom liegt, man das Problem der Separabhtiligiufp redu-
zieren kann, ohne dabei die separable Eigenschathdarn. Wir khnen von nun
an annehmen, dal3 sich kein Produktvektor mehr im Kernpvoefindet.

8.5 Das Bild vonp

In diesem Abschnitt wird das Bild vop und p* nach Produktvektoren unter-
sucht. Dabei kann angenommen werden, dal3 sich keine Produktvektoren mehr im
Kern befinden. B den weiteren Verlauf der Untersuchungen definiert man nun
{lub,i=1,....k(p)} und {|W?),i = 1,....k(p®)} als die Basis vorK(p) und
K(p*). Es folgt:

Lemma 12 : Falls kein Produktvektor vop im Kern existiert, sind (e|/*)} und
{(e*|w?)} fur alle | ) € C? linear unablangige Vektoren in CN.

Beweis:Zuerst wird gezeigt, da(&|p| €) invertierbar sein muf3. Angenommen,
(e|p|e) sei nicht invertierbar. Dann existiert ih), so daf3 G= (h|(e|p|€)|h) gilt.
Dies bedeutet aber, dal? wegek 0 ein Produktvektor im Kern liegenwrde, was
ein Widerspruch zur Annahmeasg. Also ist(e|p|e) invertierbar. Nun definiert
man eine Basig|e),|é)} in C2 und schreibt die Kernvektoren vanals:

Wl = e Wp) + |8 uf). (8.6)
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Nutzt man aus, dal3 dies Vektoren im Kern ymsind, so erhlt man

5 1
W) =~ g7 (ElPIeu) (®.7)
Setzt man dies in die Definition vdm!) ein, so erlalt man

1
(€lpl€)

Daraus folgt dann deren lineare Unablyigkeit. Die gleiche Argumentation gilt
auch fir die Kernvektoren vop*.qeq.

o) = (I P <é|p) ). ©.8)

Im weiteren Verlauf sind|0),|1)} und{|0),...,|N)} orthonormale Basen in
C2undCN,

Lemma 13 :Jeder Unterraum HZ C2® CN mitdim(H) = M > N enttilt unend-
lich viele Produktvektoren undif M = N mindestens einen Produktvektor.

Beweis: {|¥;),i = 1,...,2N — M} sei eine Basis des orthogonalen Komple-
mentes vorH. Nun &Rt sich W;) schreiben als:

N
W) =S (A OK) + By 1K), (8.9)

K=1
wobei Ak und Bjx (2N — M) x N Matrizen sind. Der Produktvektde, f) wird

geschrieben als:
le, f) = (a]0)a+]|1)a) ®Z | K)g. (8.10)

Fordert man nunuf alle i, dal3 |e f) orthogonal aufl/W¥;) ist, so erfalt man

(aA* 4+ B*)f = 0 als Gleichung i f. Ist nunM > N, so gibt es unendlich vie-
le nichttriviale Losungen. Bi' M = N existiert eine nichttriviale bSung, falls

detaA* + B*) = 0 gilt. Dies ist eine polynomiale Gleichunarfa, welche im-

mer eine losung besitzf e q.

Korollar 1 : Jeder Unterraum HZ C2 @ CN mitdim(H) = M > N besitzt unend-
lich viele Produktvektoren von der Forpg,, f), wobei|e ) = | €) gilt.

Nun ist es wichtig, zu wissen, wann es einen Produktvelddr) € R(p) gibt,
so daR auche®, f) € R(p*) liegt. Zu diesem Zweck werden imaofisten Lemma
Bedingungen daiff formuliert.
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Lemma 14 :Gegeben seien die Untéume H,H, € C2© CN mit der Dimension
dim(H12) = M12, wobei{| LIJiﬁ),iLz =1,...,2N — My} gleichzeitig eine Basis

der orthogonalen Komplemente von Hst. Dann gilt:

1. Falls My +M3 > 3N ist, existieren unendlich viele Produktvektotenf)
Hi, so dalj e, f) € Hy;

2. Falls My + M, < 3N ist, existiert ein Produktvektofe, f) € Hy, so dal
|e*, f) € Hy vorausgesetzt da man eiro finden kann, so dal maximal
N — 1linear unablangige Vektorefia (W} 0)+ (W!|1),a* (W2 |0) + (W2 |1)}
existieren.

Beweis:Gegeben sei die Basis
[97) = 3 [AL100 + B o) (8.11)

WobeiAilf und Bilk‘2 (2N — M1 2) Matrizen sind. Verlangt man numifalle Indizes
die Orthogonalit (e, f|W!) = 0 und(e*, f|W?) = 0, so gelangt man zu folgendem
Gleichungssystem:

[o(AY)"+(BY)'] (8.12)

(o (A%)" +(B?)"] (8.13)

welches i T als AN — My — M, Gleichungen angesehen werden karur. M7 +

M, > 3N hat man weniger Gleichungen als Unbekannte, und deshalb existieren
fur allea Losungen. Ist nuMy + M, < 3N, dann existieren nur dann nichttriviale
Losungen, wenn der Rang der Math&(a,a*), welche aus den(Al)* + (Bt)*
unda*(A?)* + (B?)* zusammengesetzt ist, kleiner ist BlsDies istdquivalent zur
Aussage im Lemmagegq.

f=0
f=o0,

8.6 Resultate
Lemma 15 :Falls p aufC?® CN unterstitzt wird, ist {p) > N.

Beweis:Man nehme an, daf§p) < N ist. Dann folgt, dafK (p) eine Dimension
besitzt, welche gder ist aldN, und es enthlt deshalb einen Produktvektor. Aus
diesem Grund edit man einen Operatdy;,, welcher aufC2 @ CN=1 unterstitzt
wird. Nun hat abeK(p;) eine Dimension, welche gRer ist aldN — 1. Deshalb
existiert wiederum ein Operat@®, welcher aulC2 @ CN-2 unterstitzt wird. Man
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fuhrt diese Prozedur sukzessiv weiter fort, bis man an einem Zugiandan-
gelangt ist, welcher auf C2 @ C* unterstitzt wird undr(pn_1) < 1 besitzt, was
natirlich unnoglich istqeq.

8.6.1 Der PPT-Zustand mitr(p) =N

Dieses Unterkapitel ist besonders wichtig, da wirei C2 © C2 @ CN-Zustinde
diskutieren werden.

Theorem 10 :Wird p aufC2®CN unterstitzt, und ist fp) = N, dann istp sepa-
rabel.

Beweis:Den Beweis eralt manuber vollstindige Induktion. Bi'N = 1 ist die
Aussage wahr. Angenommen wird nun, daf3 die Aussaghl + 1 wahr sei. Nun
seipauf C?®CN unterstitzt. Dann hak (p) die DimensiorN und deshalb einen
Produktvektor|e, f). Es folgt, dal}p separabel ist, fallp separabel istp ist aber
auf C2®CN-1unterstitzt und hat den Rany — 1. Laut Induktionsannahme ist
dieser aber separabel und somit apfe.q.

Korollar 2 : Istp aufC2@ CN unterstitzt, und fp) = N, dann ist p*) = N.

Korollar 3 : Wird p auf C? @ CN unterstitzt und ist es nicht separabel, dann ist
r(p) > N.

8.6.2 Der PPT-Zustand mitr(p) +r(p*) < 3N

Es wird angenommen, daf¥p),r(p*) > N sind. Nun seiH; = R(p) und H, =
R(p*). Jetzt kann man herausfinden, wie viele Produktvektoren gleichzeitig im
Rang vonp und p* liegen. Das Problem reduziert sich auf Nullstellensuche von
Polynomen ino unda*. Im Anhang wird beschrieben, wie man feststellen kann,
wie viele maximale bsungen eadi'den Fall, dafl3 das Polynom generisch ist, geben
kann. Ist die Anzahl der Produktvektoren kleiner als das Minimumngpi? und
r(p®)?, dann hat man ein hinreichendes Kriterium flie Separabilét.

Es wird nun gezeigt, da? manrfden Fall, dafN < 10 gilt, flr ein generisches
p immer Produktvektoren finden kann, so dal3 deren Anzahl kleiner ist als das
Minimum vonr(p) undr(p*). O.B.d.A. kann man annehmen, de(p) = X >
k(p*) =Y. Ebenso wird natrlich auch angenommen, daR kein Produktvektor im
Kern vonp liegt, weil ansonsten das Problem &iffo CN reduziert werden kann.

63



EsistalsdN > X >Y >0undX+Y > N. Nun werden zwei &lle separat betrachtet
(s. Anhang A):

1. X+Y = N: Dann muf < X < [N/2] sein, wobe[N] den ganzzahligen An-
teil von N bedeutet. Aus dem Anhang folgt, daf3 es nicht mehr polynomiale
Losungen geben kann a2 [N2+ (N — X)2— X (N — X)]. Dies sollte nicht
groRer sein al$N + X)2. Fir N < 10 ist dies immer etflt.

2. X+Y > N: In diesem Fall hat maf(N+1)/2] <Y < NJ. Man erlalt also
zwei polynomiale Gleichungen vom Gradke—Y in a undY in ao*. Die
Anzahl der losungen kann also nichtazér werden al&2N —Y)2. Die zwei
Polynome kihnen zu einem Polynom vom Grad&2Y gebracht werden.
Die Anzahl der losungen sollte also nichtaér werden al@2N —Y)?, was
immer der Fall €ir N < 10 ist.

8.6.3 Der PPT-Zustandr(p) +r(p*) > 3N

In diesem Fall existiert immer ein Produktvektor, welchen man pabziehen
kann. Durch sukzessives Abziehen wird man dann zum i)l +r(p) < N
geftihrt. Dort einmal angekommen, kann man die gleiche Prozedur dimehf,
um die Separabilitt festzustellen.

Wir sahen, dal sichasitliche Bedingungen ausschlie3lich auf die Dimensio-
nalitat der Bildbereiche vop und p* stiitzen. Natitlich gibt es einen Zusammen-
hang zwischen diesen beidendBen, welcher durch die partielle Transposition
gegeben ist. Dieser ist aber explizit von der Struktur der Dichtematrizeanghgh”
und deshalb aulRerordentlich komplex. Aus diesem Grund sind mathematische Un-
tersuchungen solcher Zusammangé von enormem Interesse, weil sie weitere
Bedingungen an die Multipolynomialgleichungen stellen und dadurch weitere In-
formationenuber die Separabilt’liefern. Nichtsdestotrotz gibt es einen Zusam-
menhang, der sich sehr leicht formuliereaf3t.” Dies ist der Fall, wenn der Zu-
stand unter einer partiellen Transposition tglich Alices Basis invariant ist. Im
nachsten Abschnitt wird darauf eingegangen.

8.7 Invarianz unter partieller Transposition

Das folgende Theorem beweist, dal wenn@» CN-Zustand unter einer par-
tiellen Transposition bemjlich Alices Basis invariant ist, er dann auch separabel
ist. Dadurch wird besonders deutlich, wie wichtig es ist, die Zusamaregghzwi-
schen den jeweiligen Bildbereichen vprundp* zu kennen.
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Theorem 11 :Falls p = p* ist, istp separabel.

Beweis:Den Beweis eralt mantber vollstindige Induktion. Isp aufC?®C?
unterstitzt, so ist dies offensichtlich wahr. Nun wird angenommen, daf} dies auch
fur einauf C2?®CN-1 unterstitzbareg wahr ist. Falls num(p) = N ist, so istp
bereits separabel. Nun sollp) > N. Dann existiert ein Produktvektde,g) mit
|er,9) = |€,0). Nun kann man diesen abziehen, und marakersihen Operator,
welcher auf C? @ CN-1 wirkt und zusitzlich unter partieller Transposition in-
variant ist. Dieser ist aber nach Induktiosannahme schon separabel, also gilt das
Theoremyed.

Man beachte an dieser Stelle, dalR man auch eine andere Badis partielle
Transposition htte wahlen lohnen. Da die Separabdit'nicht von lokalen inver-
tierbaren Transformationen aQf abkengig ist, eralt man:

Korollar 4 : Ist[(A@)p(Aa )" = (Ao 1)p(A@1)T fur einen nicht singdren
Operator A, dann isp separabel.

Aus dem letzten Theorem gewinnt man nun den Eindruck, daf’ wemcht
zu sehr vorp™ unterschiedlich ist, es dann separabel sein sollte. Dies wird sich in
Kiurze als wahr erweisen und somit eine sehr starke Bedingurtef Separabilét
liefern. Bevor dies aber gezeigt wird ussen noch einige GBen definiert werden.

Ein C? @ CN-Zustandp kann immer geschrieben werden als:

A _nta
=p+2p P 2p = ps+0}y ©B. (8.14)

Y

Dabei istps = 2£%, o} =i(|0)(1] — |1)(0])a und B = 4B" = tra[oy(p — p*)].
Der OperatoB besitzt die spektrale Zerlegung

B= S N W) w|. (8.15)

Nun kann man mit Hilfe der Spektralzerlegufity, |vi)} ; und einer Menge von
reellen Zahle{a }X ; den folgenden Operator definieren:

K
Clarv) = Zl|}\i|(ai2|o><0| +a 2|11 @ |vi)vil, (8.16)

welcher positiv definit ist. Nun folgt
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Theorem 12 Gegeben sei eine Spektraldarstellufiy, |vi)}X; von B und eine
Menge von reellen Zahlefe; }K ;. Ist nun||CY2(a,\,v)ps ¥2||2 < 1, dann istp

separabel.

Beweis: Definiert wird der separable Zustapd = ps— C(a,A,v) = p22 > 0.
Sei nun|w;) = | 0) —ia; tsign(A;)| 1). Jetzt ist es leicht, nachzugen, daR

K
pP=pPs+ Z|)\i|Wi,Vi><Wi,Vi|. (8.17)
i=

Dies beweist die Separabditvonp.qegd.
Es ergibt sich nun folgendes Korrollar.

Korollar 5 : Istp+ p* von vollem Rang](p+p*) || < 1und||(p—p®) Y| <
1, dann istp separabel.

Daraus ergibt sich, daR wemprvon vollem Rang und nahe g ist, es dann
auch separabel ist. Dies ist eine wichtige Erkenntibisr 'die geometrische Struktur
von separablen Zustiden.

8.8 Beispiel: C2@C4

In diesem Unterkapitel werden die aus den letzten Abschnitten entwickelten Me-
thoden fir den C?® C*-Fall vorgestellt. Desweiteren werden die Resultate aus
diesem Abschnitt siér fir die Untersuchungen von C2® C2® C2 verwendet.

Angenommen wird natfich, da? C?® C# keine Produktvektoren im Kern
enthdlt. Hatte man Produktvektoren, smikite man das ganze Problem auf
C?® C3 reduzieren, und dort aré der Zustand ja schon separabel. Ebenso ist
r(p),r(p*) > 4, da man andernfalls auch auf die SeparatikithlieRen arinte.
Betrachtet werden in diesem Unterkapitel:
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Wie tiblich sind{| W), i=1... k(p)} und{|W2),i=1... k(p®)} Basen vorK(p)
und K(p*). Es existiert nach Lemma ein Produktvekia f) in R(p), so daR
|e, f) in K(p*) liegt. Falls eina existiert, erlalt man maximal zwei linear un-
ableingige Vektoren von der Forfio (WL [0) -+ (W 1)} und{o* (W2 |0) + (W2 |1)}
(generischer Zustand).

8.8.1 DerFallr(p)=r(p*)=5

Jeder der beiden Kerne besitzt Dimension 3. @seli ist also die Gleichung
M(a,a*)f =0, wobei

a(W1]0) + (Wil1)
a(W3/0) +(W3|1)
a(W3[0) + (W3[1)
a*(W0) +(W3|1)
a*(W3]0) + (W3|1)
a*(WZ/0) +(W3]1)

M(a,a”) =

eine 6x 4-Matrix ist. Nun mu@M mindestens drei linear unadhgige Vektoren
enthalten, damit ein Produktvektor im Rang existiert, so daf man ihn abziehen
kann. Dies istaquivalent zur Forderung, dafd die folgenden drei MinorenMus
verschwinden:

det(a,0%) = defMy(a,a”)]
deb(a,0”) = defMy(a,a")]
deg(a,0”) = defMs(a,a”)]

0
0
0

M1 23 sind 4x 4—Matrizen, welche aus den letzten drei Zeilen Wdnund der
ersten, zweiten und dritten Zeile geformt sind. Wie man leicht sieht, sind die De-
terminanten Polynome, welche lineamirund kubisch iro* sind. Deshalb schreibt
man nun

det = aPi(a*)+Pd(a")

deb = aPi(a’)+Pd(a”)

deg = aPi(a’)+Pd(a"),
wobei der untere Index den Grad des Polynonts‘ikennzeichnet. Nun betrachtet
mana unda™* als unabhhgige Variablen. Multipliziert man die erste Gleichung mit

P}(a*) und die zweite Gleichung mR3(a*) und subtrahiert diese voneinander, so
erhélt man eine polynomiale Gleichungdrf vom Grade 6. Wiederholt man diese
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Prozedur jetzt noch einmal mit der ersten und dritten Gleichung, sdt enlan ein
zweites Polynom vom Grade 6 an°. Durch geeignete Subtraktion dieser beiden
Gleichungen erdlt man ein Polynom vom Grade 5 an. Dies bedeutet, dal3 es
maximal 5 Produktvektoren geben kann.

8.8.2 Der Fallr(p) +r(p*) < 12, wobeir(p) # r(p')
In diesem Abschnitt werden die folgendealle betrachtet:

e r(p) =6 undr(p*) =5 oderr(p) =5 undr(p*) =6
e r(p) =7 undr(p®) =5 oderr(p) =5 undr(p®) =7
Fur den Fall, da(p) = 6 undr(p®) = 5, gilt k(p) = 3 undk(p'*) = 2. Dieser Fall

hat nur zwei Minoren. Durch die gleiche Prozedur wie im letzten Abschnittlierh”
man ein Polynom vom Grade 6. Man hat also maximal 6 Produktvektoren.

Fur den zweiten Fall gilk(p) = 1 undk(p*) = 3. Daraus folgt nur ein Minor
von der Form
0=aP3(a*) +P3(a*).

Laut Anhang A folgt daraus ein Polynom vom Grade 10.

8.8.3 Der Fallr(p) =r(p*) =6

In diesem Fall hat man zwei Vektoren im Kern voandp*. Es muR also folgende
Gleichung gelten:

0 = detM(a,0%)) =a®PZ(a*)+aPy(a*) + PS(a*) (8.18)
(a)Q3(ar) +a" Q3(ar) + Q3(ax). (8.19)
Komplex konjugiert man nun die erste Gleichung,adtimian:
(a")*Q3(a) +a"Q3(a) + Q4(a) = 0
(a)*Q3(0) +a"Q3(a) + Q(a) = 0

Die erste Gleichung wird nun m@% und die zweite rpiQ% multipliziert und da-
nach subtrahiert. Dann wird die erste Gleichung @§tund die zweite mitQ9
multipliziert und danach subtrahiert. Danach dividiert man dercind erfalt:

o [Q3Q5 - QBQ3 + Q% - Q% = 0 (8.20)
o [QBQ) - B+ AP -QFQ: = O (8.21)
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Multipiziert man die erste Gleichung n@Q3— Q3Q9 und die zweite miQ3Q3 —
Q3Q% und subtrahiert diese voneinander, scadiriian am Ende ein Polynom vom
Grade 8. Dies kann bedeuten, dald sich die ahdt notwendigerweise nicht nur
durch 6 Produktvektoren schreiben lassen.

8.8.4 Zusammenfassung

Die letzteren Beispiele weisen eineoiglichkeit auf, wie sich die Separabiditvon
PPT-Zustihden mit niedrigem Rang explizit nachfen EfRt. Diese Methode wur-
de auch it CM  CN-Zustinde [103] verallgemeinert und wird im letzten Kapitel
iberC?® C?®CN noch einmal dif weitere Untersuchungen benutzt. Dort wer-
dendhnliche Bedingungen an dieaRge der Dichtematrizen gestellt ung fifen
C?® C2® C?-Fall genauer untersucht.
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Kapitel 9

Dreifach zusammengesetzte
Systeme

9.1 Inhalt dieses Kapitels

Fir die Quanteninformationstheorie sifid @ C? @ CN-Systeme von besonderer
Bedeutung, weil sie eine Kopplung zwischen zwei g-Bits und einem N-Niveau-
System beschreiben (z.B. zwei g-Bits in einer lonenfalle ([9], [10])). Mit solchen
Systemen lassen sich komplexere Quantengatter (z.B. XOR [110]) beschreiben,
die flir Quantenrechner benutzt werdesnkten.

Aus diesem Grund ist es wichtig, ausgiehiget die physikalische Struktur
und die Eigenschaften vo@2 @ C? @ CN informiert zu sein. In diesem Kapitel
untersuchen wir solche Systeme nach deren Sepaaabilit”

9.2 C2®C2wCN-Quantensysteme

In diesem Abschnitt wird eine kanonische Struktur Eeparable Zuatide in
C2®C2®CN mitr(p) = N abgeleitet. Dadurch wird esaglich sein, die explizite
Zerlegung nach Produktprojektoren zu erhalten. In weiterem Verlauf werden wie
vereinbart die drei Teitime nach Alice, Bob und Charlie benannt.

Lemma 16 :JedeC?®C?®CN-PPT-Dichtematrixp mit r(p) = N und solch einer
Basis, wo 0.B.d.A.((1a, 15 |p| 1a,1g) = N gilt , kann durch eine reversible lokale
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Operation auf die folgende kanonische Form gebracht werden:

B'c'cB B'c'c Bc'B B'CT

CB i B T
AR ICRE
CB C B 1

BiCt
ct

= Vb 5+ |(cB C B 1)VD, (9.2)
1

wobei[B,B'] = [C,C"] = [C,B] = [C,B"] = 0und D= D" gilt. Die B,C und D sind
Operatoren in Charlies System.

Beweis:Die Dichtematrixp wird geschrieben als:

E. Es Es E;
E% E% Es Eo
El Ef Es Ep |’
T T T

El Bl El, &

wobei dieE’s N x N-Matrizen sind. Nach einer Projektigh= (1a|p|1a) erksilt

man den Zustand
. < Es Eio )
EIO Es )

Durch die reversible FiIteroperatiogLE auf Charlies Seite kann die Matrixge-

schrieben werden als:
. (A B
P={B 1 /)

Diese ERt sich dann schreiben @s= > + diag, 0], wobeiA = A— BB und
B'B Bf
5 - ( 58 ) |
p muB nun RandN besitzen. Dies istuf'~ durch dieN Kernvektoren|os) =

|1)| f) —|2)B| f) gewdhrleistet. Gezeigt wird, da8= 0 ist.

Die Dimension des Bildes vanistr (Z) = N. Wegen der Positivitt vonp folgt,
daBA > 0 sein muf3. Da aber(p) = r(Z), gilt fur die Bildbereiche, daR(p) =
R(Z) D R(diagA, Q]), alsoK (diagA, 0]) 2 K(Z). Nun wirdK (%) von den Kernvek-
toren| @) = | 1)| f) — | 2)B| f) aufgespanntui'welche danries |diag/A, 0]| ¢r) =0
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gelten muf3. Dies aber bedeutet, daf8) = O fur alle| f) sein muf3 und deshalb ist
A=0.

Die Normalitit vonB erhélt man durch die Forderung, dai ein positiv defi-
niter Operator ist. Diese Bedingung liefert, dBB" — B'B > 0 gilt. Dieser positiv
definite Operator besitzt aber die Spur Null und muf3 deshalb auch verschwinden,
d.h.[B,B"] =0.

Ebenso muss sich durch die Projektiti |p|1g) aus gleichen Guriden die

Matrix
_ cict cf
=(%¢ 9)

mit [C,C'] = 0 ergeben. Man et nach der lokalen Filteroperati()y% folgende

Form:
Es. Bs Es E;

_ | el clc B c
P=1 €l €l 8B B
El ¢t B 1
Es wird wiederp = p gesetzt.
Nun soll p die Kernvektorerj10)| f) — |11)B| f) und|01)|g) — | 11)C|g) fur
alle | f),|g) enthalten. Daraus egibt sich, dBg = C'B, Eg = E;B undEs = E;C
sein mul3p hat nun die Form:

E, EC EB E
c’el cfc cfc ct
B'El B'Cc BB Bf
El ¢ B 1

Jetzt betrachten wir die partiell Transponiertedmgich Alice, welche gegeben

ist durch:

E. EC B'E] BfC
c'tel cic g cf

EB E BB B

cB ¢ B 1
Da sich bemglich (1a|p|1a) nichts geihdert hat, mSsen die Kernvektoren
|10)| f) — |11)B| f) aufgrund der Positivét von p** wieder enthalten sein. Dies
liefert dann die Beziehung, dd® = BYC" ist. Nun hatp folgende Form:

E. B'c'c Bfc'B BC’
| clecB cc cB
P=| gtce B'c BB B

CB C B 1

pi =
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Diese kann aber auch geschrieben werden als:

B'ctcB B'c'c Bfc'B B'CT
| ccB cc cB Cf
P=| BcB BC BB B

CB C B 1

+diagA, 0,0,0],

wobeiA = E; — B'CTCBIist. Dies Eft sich schreiben als:

BfCt
ct o~

p= Bt (CB C B 1)-+diagA,0,0,0].
1

Der erste Teil vorp ist PPT und besitzt die folgendemMN3&ernvektoren @i alle
| ).19) und|h):

(W) = [00)]f)+[11)CBf)
@) = [0D)]g)+[11)Clg)
IX) = [10)[h) +|11)B[h).

Nun folgt aus der vorherigebberlegung zu\, daRA verschwinden muR, so daR
letzten Endegp die Gestalt:

Bfc'cB B'c'c Bfc'B B'Ct

clce cc cB
P = BlcB Bc BB B (©:3)
CB C B 1
BTCT
CT
= gt |(CB C B 1) (9.4)
1

annimmt. Es bleibt noch, die KommutatorrelatiofBnC] = [B,C'] = 0 zu zeigen.
Dies geschieht bei der Ausnutzung der PPT auf allen Teilsystemep.von

p* laRt sich schreiben als:
B'C
ph = e (cB Cc' B 1), (9.5)
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was offensichtlich positiv definit ist.
Nun laRt sichp®® schreiben als:
B'c'cB C'cB B'C'B C'B
B'clc c'c Bfct ct
g __
PP=| BcB cB BB B | (9.6)
BfC C B 1

p* muR wegen der PPT-Bedingung auch den Kernvelaay|g) — |11)C|g) ent-
halten, so daR sich daraus die Kommutatorrelal@] = 0 ergibt.p'e lalt sich
somit schreiben als:

Cc'B

"
ple = % (Blc c B" 1), (9.7)
1

wodurch die Positivit gewahrleistet wird. Bleibt noclp™e.

Dieses &3t sich schreiben als:

Bfc'cB C'CB B'CB CB

Bfc'c c'c Bfc cC ©.8)
B[C'B CB BB B |- '
BfCt ct Bf 1

tAB

Nun muR wiederum aus der Positatition p*® folgen, daR 10) — | 11)B'| f) ein
Kernvektor ist, so daR sich die Kommutatorrellati@i,C] = 0 ergibt. Damit &Rt

sichp"e schreiben als:

CB
C
plee = B (Bfct c' B" 1). (9.9)
1
Dieser Zustand ist wiederum positiv definit, so da3 damit das Lemma bewiesen

wareg.ed.
Nun laft sich folgendes Lemma beweisen:

Lemma 17 : Jeder PPT-Zustang in  C?®C2®CN, welcher p) = N und
0.B.d.A. eine Produktbasjga, fg) besitzt, so dal3(Kea, fg |p| €, fz)) = N betiégt,

ist separabel.
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Beweis:Der Zustandg kann mit Zuhilfenahme des Lemmas (16) geschrieben wer-
den als

BfC?
CT
p= e (CB C B 1). (9.10)

1

Da nun alle Operatoren kommutieren, folgt daraus, daf} es gemeinsame Eigenvek-
toren| f,) gibt.

Daraus ergibt sich dann:

brch
o
n
1

Dies ist aber ein Produktzustand in Alices und Bobs Hilbertraum, sopdal@®

P = N 1 [Wn){Wn|®|@h){en| @] fn)(fn| geschrieben werden kann. Da nun die lo-
kale Transformation, die man am Anfang angewendet hat, reversibel war, muf3 der
Anfangszustand separabel gewesen sein. Soari Was Lemma bewiesg@g.

Um nun zu beweisen, dai alle PPT-zustép mitr(p) = N, welche au?®
C2?® CN unterstitzt werden, separabel sind, muR bewiesen werden, dal man eine
Produktbasis finden kann, so daf? 0.B.d-Aea, fs |p|€a, fs)) = N gilt. Dies wird
im weiteren Verlauf aber nicht geschehen. Stattdessen wird die Sepatabititkt
bewiesen, woraus dann die angestrebte kanonische Form automatisch bewiesen ist.
Zu diesem Zweck benutzt man die Resultate aus den vorherigen Kapiteln und das
folgende Theorem [103].

Theorem 13 : Alle Rang-N-PPT-Zuande p welche auf Mx N (M < N) un-

terstitzt werden, besitzen eine Produktbasis, so dal? 0.B.d(Ax|p|1a)) = N
gilt und p separabel von der Form

N
p:_Z|Q,bi><&abi| (9.12)

ist, wobei alle|b;) linear unabl&ngig sind. Diese Zerlegung ist Aiglich noch
eindeutig.

Das letztere Theorem kann nuwr das folgende Lemma benutzt werden:
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Lemma 18 : Jede PPT-Dichtematrig, welche auf2@ C2@ CN unterstitzt wird
und r(p) = N > 4 erfullt, ist separabel.

Beweis:Ein C2@ C2®CN-System kann als ein* @ CN-System aufgefalt werden.
Benutzt man nun Theorem 13, so &lthhian 0.B.d.A. folgende Struktur:

N
P = Wag,)(Was, | ©[Cr)(C1] +-Zz| Wag,Ci) (Was,,Ci | (9.13)

Nun I&Rt sich ein Vektor|C) in Charlies Raum finden, so daf€|p|C) ~

| Was, ) (Wag, | ist. Da aber der Zustangd beaziglich aller Systeme PPT ist, muf
dieser ein Produktzustand sein. Da sich dies auf alle Projektoren in der konvexen
Summeubertragendl3t, mul? der Zustamulseparabel seigeq.

Nun nuissen die Blle N = 2,3 gesondert untersucht werden. Das darauf fol-
gende Korollar und Lemma besdtigen sich mit denN = 2 Fall:

Korollar 6 : Gegeben sei eine PPT-Dichtematpixwelche auf2® C2® C2 un-
tersiitzt wird und (p) = 2 erflllt. Dann besitzt dieser Zustand einen Kernprodukt-
vektor|e, f,Q).

Beweis:Ist | e f,g) ein Kernvektor, so mul dieser auf den zwei Hilbertvektoren
{|W1),|W2)} senkrecht sein, welche das Bild venaufspannen. \afilt man|e)
beliebig und setztf) = |0) + a| 1), so erfalt man folgende zwei Gleichungen:

Dieses Gleichungssystem istwlf,"wenn die Determinante Null ergibt. Dies lie-
fert eine quadratische Gleichunganwelche immer eine dsung besitz§eq.

Lemma 19 : Jede PPT-Dichtematrip, welche auf2® C2® C2 unterstitzt wird
und r(p) = 2 erfullt, ist separabel.

Beweis: Fur den Kernvektorte, f,g) folgt nun, dalkp's| e, f,g) = O gelten muR.
Daraus ergibt sich, da@®"|p®|e*, f,g) = 0 gilt. Diese Gleichung ist abeaqui-
valent zu (e|p|é f,g) = 0. Dies bedeutet wiederum, dgi$é f,g) = |élgc)
gelten muf3, wobejygc) ein beliebiger Hilbertvektor in Bobs und Charlies
System ist. NundRt sich laut Lemma 11 aus Kapitel 8, das VoA® CN-
Systemen handelt, der Projektpg Wgc)(€ Wpc| von p abziehen, so da@ =
p— WM'é’ Wec) (€, Wec| ein Projektor ist und zugleich PPT hegich
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Alices System. Allgemein kann man ansetzen, daBA|&)(&| @ | Pgc)(Pac| +

N| & Wgc) (& Pac| ist. Nun erfalt man 0.B.d.A(e|p|e) ~ | Psc)(Ppc|. Dap aber
beziglich aller Systeme PPT sein soll, mul3 dieser Projektor ein Produktzustand
sein. Das gleicheal3t sich nun auchuf’|Ygc) (Wec| zeigen. Die Projektion auf
|&)(&| liefert namlich (&]p| &) ~ | Wec) (Wec|. Also muR| Wsc)(Wec| auch ein Pro-
duktzustand sein. Damitavé das Lemma bewiesggg.

Zu guter Letzt bleibt noch der Fall = 3. Um diesen Fall zu beweisen, wird
daR folgende Korollar und Lemma hait:

Korollar 7 : Jede PPT-Dichtematrip, welche auf2® C2 C2 unterstitzt wird
und r(p) = 3 erfllt, besitzt einen Kernvektde, f,g).

Beweis: Seip ein PPT-Zustand ii£? © C2 © C2. Dieser kann als ei€Z © Ci.-
Zustand aufgefalt werden. Dieser Zustand wird laut Theorem 1€2afC3-
unterstitzt. Daraus ergibt sich folgende Form:

3
pZ_Z\leA)(eAl@IUJBQNUJBQl- (9.15)

Nun wahlt man 0.B.d.A]e) orthogonal aufea,). Dies bedeutet, da[¥,g) ortho-
gonal auf| Ypc, ) und | Wgc,) sein muf3. Setzt man den Ansafg) = |0)g + 0| 1)p
voraus, so erdlt man folgendes Gleichungssysteun ffg):

((Wsg |0g) +a(WBg|18))|9) =0 (9.16)

furi =1,2. Diese Gleichung besitzt ein@kling fir den Fall, daf? die Determinante
Null ergibt. Dies liefert aber eine quadratische Gleichwngpdf, welche immer eine
Losung besitzt, und damitawé das Korollar bewieseqq.

Die Existenz solch eines Produktvektors wird nun im folgenden Lemma
berotigt.

Lemma 20 :Jede PPT-Dichtematrip, welche au 2@ C2® C2 unterstitzt wird
und r(p) = 3 erfullt, ist separabel.

Beweis: Aus der Bedingung|e, f,g) = O fur den Produktkernvektor, folgen die
Bedingungen:

(elple,f,g) = O
(flple.f,g) = O
(glple f,6)

|
o
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Dies bedeutet, dal

p|éa fag> = |éA>|lIJBC>
p|e7 fvg> = | fB>|qJAC>
ple f,g) = |Gc)|Was)
gilt. Nun definiert man:
P=p—Al€)(Ea| @ |Wrc)(Wae], (9.17)

. _ l . ~ . .
\iVObeI)\ = @nteclp Tentied) ist (s. Lerpma (12))p ist nun ein PPT-Zustand bzgl.
p% und besitzt (p) = 2. Nun KRt sichp schreiben als:

p=A1| fa)(fa| @ |Wac) (Wac| + 2| Gc) (Gc| @ | Was) (Was|- (9.18)

Durch die Redefinitionea) = | 0) und|éa) = | 1) der Basis in Alices System, lassen
sich die Vektoren yac) und|Wags) schreiben als:

[Wac) = [0)|Wg)+[1)|wg) (9.19)
|Was) = |0)|@B) +|1)| ). (9.20)
In Matrixform siehtp wie folgt aus:
< Ml fe)(fe| @ [WEN(WE| ) ( Al fe)(fe| @ [WE)(WE| )
5= +A2 98) (98| @ |gc><gc| +A2 98) (98| © | Gc) (e |
( M| fe)(fa] @ [WE) (WE] ) ( M| fe) (fa] @ |WE) (WE] )
+A2| ) (98| @ | Gc)( gcl +A2| 8) (98| @ | Gc) (Gc |

Aus der Positividt des Operatorp und p* folgt, da wenn der diagonale Block

Al fa)(fa] o WE)(WZ] ) PO _
<N durch die Multiplikation mit verschwindet,
< +A2|98) (@B © | dc) (Gc P | Bd2)

dann auch die Nebendiagonalbke verschwinden ossen. Ebenso gilt das gleiche

fur den diagonalen BIoc( iigfégfﬁpﬁéféi §ngQéc|| ) mit | @& (2). Dies liefert

folgendes System von Gleichungen:

(fel@b)(WE|dE) = O (9.21)
(9Bl@B) (dclPe) = 0 (9.22)
(fel@B)(WEIPE) = O (9.23)
(O8] @) (dc|PE) = O. (9.24)



Dieses triviale Gleichungssystem besagt, dald mindestens einer der Projektoren
| Wag) (Wag| und | Wac){Wac| ein Produktzustand sein muB. Sei dies 0.B.d.A der
Projektor| Wag)(Was|. Dann ERt sichp schreiben als

p = M|fe)(fa|®|Wac)(Wac| + A2l Ea)(Ea| @ | fa)(fe| @ |Gc)(Ec |
+ A€)(&] | wec)(Wecl
= | fa)(fs]| @ (M| Wac)(Wac| +A2| Ea)(Ea] @] Gc) (G )

(@)

+ A€)(é[®|Wsc)(Wec| (9.25)

o ist nun ein Rang £2?® C2-PPT-Zustand. & diese Zusiide gelten folgende
Falle:

e Im Hilbertraum vono existiert nur ein Produktvektoa ware damit NPPT.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, da®RPT sei.

e Im Hilbertraum vono existieren zwei Produktvektord® undP,. Die erste
Moglichkeit were dann, daf3 0.B.d.R; = |Wac) und P, = |&x) @ | Gc) ist.
Damit ware| Yac) ein Produktvektor. Die zweite blichkeit wére 0.B.d.A
folgende Gestalt:

O':)\]_(|GP1+BP2><GP1+BP2|+)\2|P1><P1|. (9.26)

Zu diesem Zustand existiert aber eine lokale reversible niclameniEilter-
operationA® B, so dalfo = f|Wmax (Umax| + (1 — )| 00)(00| ware. Diese
ist aber nur eilPPT-Zustand &iir f = 0.

¢ Im Hilbertraum vono existieren unendlich viele Produktvektoren. Dies be-
deutet aber, daf3 0.B.d.&.= |€a)(Ea| @ (A1]Gc)(Gc | +A2|6c)(Gc|) ist, also
ware in diesem Falleac) ein Produktvektor.

Dies bedeutet, daf3 sich 0.B.dpfschreibendf3t als:

p = MlE) (|| fe)(fa]|@|8c)(Gc|+M2|Ea)(En| @ | ) (fa] @ |Gc)(Ge]
+ A€)(é]©|Wsc)(Wec-

Fur die Beweisfihrung ist Alice naiilich in keiner Art und Weise ausgezeichnet.
Dies bedeutet, dal3

P = p-Ma)(&lo|fe)(fs]@]6c) (G|
Ml@) (@l @ | o) (fa] @) (@ | +A18) (€] © | Wac) (Wecl.

79



wobei\ = Ao = —— }1 —— (ilt, ein PPT Zustand bzgl. Charlie sein muf3.
(GafeGclptléafede) ~ "

Die Projektion vorp auf | €) liefert (€|p| €) ~ | Wsc) (Wsc|. Dies bedeutet aber, dal

| Wec) ein Produktvektor sein muf und somiawe der Beweis abgeschlossgsy.

Da aberp ein PPT-Zustand beglich aller Systeme sein soll, musc) ein
Produktzustand sein. Durch weiterguivalentes Vorgehen ett'man auch, daf3
| Wac) ein Produktzustand sein soll. Damiawe das Korollar bewiesefyq.

Nun laRt sich deN = 3 Fall beweisen, wie das folgende Lemma gleich zeigen
wird.

Lemma 21 :Jede PPT-Dichtematrip, welche au2© C2® C?3 unterstitzt wird
und r(p) = 3 erfullt, ist separabel.

Beweis: Man faRt dasC? @ C2? @ C3-System als eilC 4z © C3-System auf. Laut
Theorem (13) &innen nun drei &le der Untersttzung auftreten:

e Das System wird au€3; © CZ unterstitzt. Dann hat die Dichtematrix fol-
gende Form:
P = Aifens) (€ | @] fe))(fe, |+ N2l €n,) (€aB, | @ | fc,) (fe, |
+  Nsleas;)(€as | @] fey) (s |-

Dadie| fc;) linear unabhngig sind, &3t sich solch ein VektdC) in Charlies
System finden, so daf3 0.B.d.£&C|p|C) ~ | eas,)(€as, | gilt. Da der Zustand
aber bemglich allen Systemen PPT ist, mul3 er also auch separabel sein.

e Das System wird au€2; @ C2 unterstitzt. Auch hier &Rt sich das obige
Verfahren durch geschickte Projektion ausnutzen, um die Sepaatlilit”
zeigen.

e Das System wird aut 3, @ C2 unterstitzt. Dies ist aber nichts weiter als ein
C?®C?®C2-System mit Rang 3. Deren Separahilitiurde aber im letzten
Korollar schon bewiesen.

Somit ware das Lemma bewiesggg.
Nun lassen sich die einzelnen Korollars zu einem Theorem zusammenfassen:
Theorem 14 : Jeder PPT-Zustand, welcher atif © C2 @ CN unterstizt wird und
r(p) = N besitzt, ist separabel und besitzt die kanonische Form
BfctcB Bc'c Bfc'B BfC'
clce clc c¢cB Cf
o= VDl gcg Bc B B |YP O
CB C B 1
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BiCt
ct

= VD| g |(cB C B1)VvD (9.28)
1

aus Lemma (16), wobéB, B'] = [C,C"] = [C,B] = [C,B'] = 0 und D= D" gilt.
Die B,C und D sind Operatoren in Charlies System.

Im nachsten Abschnitt werdeahnlich wie bei derC? @ CN-Zustinden die
Bildbereiche nach Produktvektoren untersucht.

9.3 Separabilitatskriteria und Separabilit atstiberprufun-
gen von generischen C2® C2g CN-zZustanden

In diesem Abschnitt werden PPT-Dichtematrizen untersucht, welche eine endli-
che Anzahl von Produktzumtden{|g, fi,g)} € C2® C2® CN besitzen, so dal

e, fi,g) € R(p).|&, fi,gi) € R(p™),|e, fi,gi) € R(p®) und|e, T, gi) € R(p*®)

erfillt sind. Gezeigt wird, daR Zustide, die der Ungleichung(p) +r(p*) +

r(p®) 4 r(p“e) < 15N — 1 genigen, genau die letztere Eigenschaft besitzen
konnen. Die gesamte Frage nach den Produktvektgenf;,g;)} € C2@C2&CN
reduziert sich auf dasdsen von multipolynomialen Gleichungen. Existiert eine
endliche Menge solcherdsungen, so wird der Zustaggnerischgenannt.

9.3.1 Generische Zusinde

Seien dig Kj),| Ka ),|Kg,) und|Kag ) linear unabhngige Kernvektoren vop, p',
p'e undp®e, d.h. es gilt:

K(p) = spard|Ki),i=1,....k(p)},

K(p*) = spaq|Ka),i=1,....k(p")},
K(p®) spar{|Kg,),i =1,...,k(p®)},
K(p"®) = spar{|Kag),i=1.....k(p"®)}.

Nun lassen sich die Kernvektoren ligich einer Basis in Alices und Bobs Raum
schreiben als:

IKi) = [00)|k™) +|01)| k™) + | 10)[ k") + [ 11)| K
IKa) = [00)K3O) +[01)|KRY) + | 10) | k) + | 11)| kK™
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[Ke) = |00)Kg)+[01)|kg') +]10) [ kg’) + | 11)[ kg)
[Kag) = [00)|KRg) +|0)|Kag) + 110 [kag ) +[11)| kg )-

Ein Produktvektote, f,g) € V[p] muR nun orthogonal auf allen Kernvektoren sein,
so daf? folgende Gleichungenif'sein missen:

<Ki|ea fag> = 07
<KA||e*7 f7g> = 07
<KBi|ea f*vg> 07
(Kag €', f,0) = O. (9.29)
Nun entwickelt mane, f,g) nach der lokalen Basis in Alice und Bob:
lefg = (a|0)+|1)@(B]0)+[1)@|g)
= (ap|00)+a|01) +B|10) + |11)) @ | Q).
Jetzt B3t sich (9.29) schreiben als:
Ala,B;0",B%)|g) =0, (9.30)

wobeiA(a, B;a*,B*) eine(k(p) +k(p*) +k(p'8) +k(p'e)) x N-Matrix ist, welche
folgende Form besitzt:

aB(k® [+ a (k| + B[ + (K
o BKRO |+ o (KR |+ B(KRY | + (kx|
B (k3| + okt + B (kg2 | + (kB! |
o B (KRG, |+ o (K3g |+ B (kad, | + (kag |

Falls nun (9.29) di einige|e) # 0,| f) # 0 und|g) # 0 erflillt ist, muf3 der Rang
vonAkleiner sein aldN. Dies bedeutet, dalR maxinfd 1 Spaltenvektoren aus der
Matrix A linear unabhingig sein ra$sen. Daraus ergibt sich, dé&p) + k(p*) +
k(p'e) + k(p*e)) — N+ 1-Minoren aus der MatriA verschwinden mssen.

Nun betrachtet man den Fall, in dé«tp) +k(p*) +k(p'e) +k(p"e) =2+ (N —
1) gilt.

Es wird z.B. zu den erstdd — 1-Zeilen jede weitere derbriggebliebenen zwei
Zeilen vonA hinzugetigt. Gleichzeitig fordert man, dal? diese zwei Zeilen linear
abléngig zu den ersteN — 1 sind. Dies kann immer durch die Parameatennd
B gewdhrleistet werden. Auf diese Art und Weise wird der Rang Addeiner als
N — 1 gemacht. Der Fall, in derk(p) +k(p") +k(p's) + k(p*e) > 2+ (N — 1),
bzw.

Ala,B;a”,B7) =

(r(p)+r(p*) +r(p®) +r(p"s) <15N -1 (9.31)
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beinhaltet, hat dann noch mehr Einsatikiingen und kann nur eine noch kleinere
Menge an losungen besitzen.

Wichtig ist nun, daR di&(p) + k(p*) +k(p'e) + k(p*e) — N + 1-Minoren eine
endliche Anzahl von bSungen irot und 3 besitzen m$sen. Zustriide, welche dies
beinhalten, werden in diesem Konteédnerischgenannt. Dadurch wird versucht,
eine endliche Anzahl von Produktvektoren im Bildbereich zu erhalten.

Nun kann man wie bei de@? @ CN-Zustinden eine Analyse auf Separahilit”
durchfiihren. Dies wird im folgenden Unterabschnitir £2 © C? @ C2-Zustinde
durchgetihrt.

9.4 Separabilititstests fir C2® C2® C2-Zustande

Als spezielles Beispiel vofi? @ C2 CN-PPT-Zustinden werden in diesem Ab-
schnitt dreig-Bit-Systeme untersucht. Dabei werden zu deren Analyse die Er-
gebnisse aus den letzteren Kapiteln benutzt. Die ghiit-Systeme sind deshalb
von besonderem Interesse, weil sie der erstarlietté Schritt zu mehrfach ver-
schi@nkten Zusihden, sowohl wie in der Theorie als auch im Labor, darstellen.
Desweiteren kann der dritte g-Bit als Ancilla aufgefal3t werden, um auf den Zwei g-
Bit-Systemen komplexere POVM-Operationen durcbhhuén. Nun wird abarigig

vom Rang des jeweiligen Zustandes auf die Separatsiiedingungen eingegan-
gen.

9.4.1 DerkFallr(p)=2

Fur diesen Zustand weil3 man, daf3 er separabel sein muf3.

9.4.2 DerkFallr(p)=3

Dieser Zustand ist laut Korollar 20 separabel.

9.4.3 DerkFallr(p)=4
Ein dreig-Bit-System mit Rang 4 kann als €iif © C#-System mit Rang 4 angese-

hen werden. Laut Theorem (13) ist aber bekannt, dal3 dieser Zustand eine eindeuti-
ge Produktzerlegung beglich  C2® C3. besitzt. Da aber der Zustand in Bezug
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auf alle Teilsysteme PPT ist, muR dies auch f'C3®CZ.und C&®CZ; gel-
ten. Dies bedeutet daf? dieser PPT-Zustand biseparabel daargestellt werden kann in
Bezug auf allen drei Systemen.

9.4.4 DerFallr(p) =r(p") =r(p®) =r(pe) =7

Es wird nun die mgliche Anzahl von Produktzustden untersucht, die dieser Fall
beinhalten kinnte. Die MatrixA ist gegeben durch:

aBOCO |+ (K2 + B + ()

o gy | QBRR o (kR Bk |+ (k|

AOBBI=1 ap 00l +aget]+poed + ()
a B 065, |+ ok, |+ B (I, |+ (K,

Bezeichnet man die Polinome vom Gr&dundY in den Variablenz und z* mit
Pxy(z,z"), dann lassen sich die drei Minoren vArschreiben als:

1 2 3
a?P{ (B)+aPTy (B)+ P (B) =0 (9.32)
s ~(1 2 + (3 4
aa* Qg (B) +aQ(g), (B) +a QS (B)+ Qg (B) =0 (9.33)
1 0 (9.34)
Nun multipliziert man (9.34) miQEé?l)(B) und (9.33) mitREi)l)(B) und subtra-
hiert dann diese Gleichungen voneinander. Dadurcalienten eine Gleichung der
folgenden Form:
1 2 3
GSEL)Z) (B) +a SEL)Z)(B) + Sﬁl.)z)(B) =0. (935)

Nun bildet man das komplex Konjugierte der Gleichung (9.35) undieeirie wei-
tere unabhigige Gleichung von der gleichen Form wie (9.35). Durch die gleiche
Prozedur entledigt man sich des und erlalt dadurch ein Polynom, welchesdn
linear ist, von folgender Form:

(0) (1 _
GT(3~3)(B) +T(3‘3) =0. (9.36)

Nun lait es sich nacki auflésen und in (9.32) einsetzen. Dadurchadtrhiian
eine Polynomialgleichung vom Grade 7 [ und B*. Diese kann laut An-
hang A 896 mogliche Losungen dif 3 besitzen, was erheblich afsér ist als
min(r(p)?,r(p™)%,r(p®)%,r(p4e)?) = 49.

Dies bedeutet, dafl man eine PPT-BSA-Analyse dutulefi sollte, nachdem
man die Menge der Produktvektoren analysiert hat.
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9.5 Zusammenfassung

Die Untersuchungen vo@? @ CN-PPT-Zustinden erwiesen sich bei der Untersu-
chung vorC?® C2» CN-PPT-Zustinden als ntzlich. Desweiteren scheint die Me-
thode “der lokalen Projektionen” auf die jeweiligen zusammengesetzteadi@ié™
zusammen mit der Bedingung der Erhaltung der PPT-Eigenschaft deandest”
mafgebend uf” die hier erworbenen Separalaliskriterien. Die beiden Unter-
suchungen @&rinten als besonders starkes mathematisches Hilfsmittel fungieren,
wenn es um die PPT-BSA-Untersuchungen von dreifach zusammengesetzten Sy-
stemen geht. Jegliche Informatiobéer die so erworbene kanonische Struktur von
PPT-BSA-Resten, kann bei einer Konstruktion von Witness Operatoren in dreifach
zusammengesetzten Systemen beitragen.
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Kapitel 10

Ausblick

Durch die PPT-BSA-Formulierung ist esoglich geworden, Witness Operato-
ren flir verschankte PPT-Zusiride zu beschreiben. Deactiste natfliche Schritt
ware, die minimale Menge von Witness Operatoren zu finden, die eineavallge
Charakterisierung von vers@nkten Zusinden zu3t. Die Untersuchungen von
niedrigringigen verscharikten PPT-Zustiden (hie€2 @ CN-undC2@C2® CN-
Zustinden) spielen dabei eine wichtige Rolle. Der Grundidafarum dies wich-

tig ist, liegt darin, dal® niedrigrigige versctarikte PPT-Zusitride die Oberdiche

der konvexen Menge aller verseimkten PPT-Zustide bilden. Kennt man die
Oberfche einer konvexen Menge, so kennt man auch die konvexe Menge sel-
ber. Man erkennt also, wie wichtig die Untersuchungen derafwig mit niedrigen
Rangen ist. Ebenfalls wurde gezeigt, wie man Produktvektoren aus dem Bildbe-
reich der PPT-Zustide ermitteln kann. Eine PPT-BSA-Zerlegung egiicht dann

die Konstruktion eines eventuell vorhandenen PPT-BSA-Restes, wodurch man
einen Witness konstruieren kann. Kennt man nun die Eigenschaften der minima-
len vollsindigen Menge von Witness Operatoren, soenés prinzipell radlich,

aus einer kleinen Menge von konkret gegebenen PPTaddsti diese Menge von
Witness Operatoren explizit zu bestimmen. Dadurehide ' man das lang ersehn-
ten Ziel der kompletten Charakterisierung von veraoktén Zustnhden erreichen.

Die ersten Schritte in diese Richtung wurden in den Arbeiten von M. Lewenstein,
B. Kraus, J. I. Cirac und P. Horodecki gemacht ([107] und [108]). Der Isomorphis-
mus, der zwischen den Witness Operatoren und den positiven Abbildungen ([80]
und [71]) existiert, &Rt uns hoffen, dal3 in naher Zukunft auch alle positiven Abbil-
dungen dadurch klassifiziert werdearkien. Dies wide bedeuten, dal man eine
der wichtigsten offenen Fragen det-Algebra beantwortenddinte.

Eines ist auf jeden Fall sicher: Die Quanteninformationstheorie wird uns auch
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in Zukunft eine Menge faszinierender Fragen und Antworttkar das Wesen der
Quantenmechanik liefern!
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Anhang A

Reduktion von Polynomen

In diesem Anhang wird gezeigt, da jedes generische Poly®onio,a*) vom
GradX undY ina unda* (d.h. ein Polynom, das nach einer komplexen Konjugati-
on wiederum ein verschiedenes Polynom liefert) maxinfal2x + Y (Y — X + 1)]
Nullstellen haben mul3, wobei 0.B.d.A. angenommen wurde,Ydaf3X sei. Die
Idee basiert auf einem Verfahren, in dem man ein Polyr@fm) vom Grade
XX +Y(Y — X +1)] findet, so daR die Nullstellen vddauch Nullstellen von

Q sind. Dieses Verfahren wird nun beschrieben.

Die Gleichung, die zud$en ist, lautet

0="Py(a,a") = %akw(a*) (A1)
k=0
N

— “Q¥(a), A2

k;(o‘ Qx(a) (A.2)

wobei P¥ und Q¢ Polynome vom Grad¥ und X sind. Wenn man die letzte Glei-
chung komplex konjugiert, so eatt’man

Y
0= k;akékx(a*). (A.3)

dist das gleiche Polynom wi® nur mit komplex konjugierten Koeffizienten. Von
nun an werdermm und a* als unabhhngige Variablen betrachtet, dfi= a*. Auf
diese Art und Weise edit'man folgende zwei Gleichungen:

iakp'y‘(ﬁ) =0 (A.4)

k=
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Y
3y a*Qk(B) =0. (A.5)
k=0

Sei nunX #Y. Dann lassen sich die beiden letzten Gleichungen auf die Form
& kek
k=0

transformieren, wobed = X +-Y (Y — X) gilt. Um zu diesem Polynom zu gelangen,
wird als erstes (A.4) mieY~*Q¥ (B) und (A.5) mitR*(B) multipliziert. Nun zieht
man diese beiden Gleichungen voneinander ab unaltesb ein Polynom vom
GradeY —1 ina undY + X in B. Nun benutzt man wieder das Polynom (A.4),
um ein Polynom vom Grad¥ — 2 zu erhalten. Durch sukzessive Wiederholung
gelangt man dann zur gemschten Form (A.6). i "den Fally = X erhélt man
automatisch den Fall = X.

Nun wird (A.4) mitR$(B) und (A.6) mitRX(B) multipliziert und danach sub-
trahiert. Ebenso wird (A.5) mRS(B) und mitPd(B) multipliziert und danach sub-
trahiert und durctu dividiert. Auf diese Art und Weise edit'man zwei Polynome
vom GradX — 1 ina undY +Z in 3. Nun wiederholt man die gleiche Prozedur
mit diesen zwei Polynomen bis man ein Polyn@(B) = 0 von Grad 2-1(Z +Y)
erhdlt. Nun missen alle Nullstellen des originalen Polynoms auch Nullstellen von
Q sein.
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Anhang B

Der Algorithmus der paarweisen
PPT Maximierung

Nun werden die verschiedenealle'der Paarweisen-PPT-Maximalitvorgestellt.
Diese missen gesondert vom Algorithmus untersucht werden.

SeienP; = |ey, f1) (e, f1| und P, = | &, f2) (e, f2| Projektoren. Die Bedin-
gung, dal?\1 in Bezug aufp — A,P> maximal ist, und\, in Bezug aufp — A1 P;
maximal ist, liefert die folgende Bedingung Aa undA:

F(A1,A2) = 1—ADYY — ApDY + AADO = 0. (B.1)
Dabei ist Dy = (e, falp~Yer, f1), DY = (e, faolp 7Y e, fo), Dy =
(€1, T2l ez, f2)|? undD'® = DY”D;” — DI
Ebenso gilt aber auch, da® in Bezug aufp' —AZP;A und A\, in Bezug auf
pla — AlPiA maximal ist. Dies liefert eine weitere Bedingung/anundA;:

F(A1,A2) =1—ADY — ADY + AiADY =0, (B.2)

Dabei ist DY = (], f1|(p%)"2[e}, 1), DY = (&5, f2](p%)2|e5, fa), DY =
(€1, f1l(p*) | €, 2) 2 und D' = Dy'D5” — DI

Fall 1: Eine der beiden MannigfaltigkeiteR = 0 undF = 0 ist echt goRRer
oder goRer gleich der anderen. Sei 0.B.d.A. dies die Mannigfaltigkeit0. Dann
ergibt sich die in Abbildundg.1 undB.2 dargestellte Situation. Tritt dieser Fall auf,
so ist die Paarweise-BSA-MaximalitvonF = 0 zu nehmen (Lemma 4).
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1 1
Y o

Abbildung B.1: Fall 1 mit echt gif3er. Hier muf3 die Mannigfaltigkeit = 0 benutzt
werden, um die PPT zu erhalten.

Abbildung B.2: Fall 2 mit goRRer gleich. Die Mannigfaltigkeiten besitzen einen
Schnittpunkt am Rande der konvexen Menge.

: R

Abbildung B.3: Fall 2 mit Schnittpunkt. Hierbeiussen die jeweiligen Teile der
Mannigfaltigkeiten gewhlt werden, welche untehalb der maximalen liegen. Da-
durch wird die PPT-Eigenschatft erhalten.
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Fall 2. Die beiden Mannigfaltigkeiten schneiden sich in einem Punkt, welcher
nicht am Rande liegt. Sei 0.B.d.A. dann die Situation in AbbildBrzutreffend.
Der Schnittpunkfs ist durch den folgenden analytischen Ausdruck gegeben:
1

Ae = D!+ DD - D% DIDY

+ /(D +DID} — DO~ DIDY) — 4(DID* — DIDO)(D} - DY)),

wobei)s natirlich nur fiir den Fall 0< As < min( (#, é)) zu bericksichtigen ist.

Die resultierende Mannigfaltigkeit (durch die volle Linie gekennzeichnet) besitzt
nun die Eigenschaft, dal’ sie im Schnittpunkt nicht differenzierbar ustdie"Er-
mittlung der Paarweisen-PPT-Maximalais auf dieser Mannigfaltigkeit sind nun

folgende Rlle zu beutcksichtigen:

e Fir den Fall, dal3 beide Maxima “links” vom Schnittpunkt liegen, ist das
BSA-Maxima vonF = 0 zu nehmen.

e Fir den Fall, daf beidg Maxima “rechts” vom Schnittpunkt liegen, ist wie-
derum das Maxima voR = 0 zu nehmen.

e Fir den Fall, dal das Maximum v@¥ “rechts” und das Maximum von
p “links” vom Schnittpunkt liegt, &llt das Maximum mit dem Schnittpunkt
uberein.

e Der Fall, daR das Maximum vop* “links” und das Maximum vonp
“rechts” vom Schnittpunkt liegt, kanuf'diesen Fall nicht eintreffen.

Der letzte Fall ist, dal3 beide Maxima im Schnittpunkereinstimmen.
Dieser Algorithmus kann auchufimehrfach zusammengesetzte Systeme aus-

gearbeitet werden. Durch die PPT-Bedingungenalerhian mehrere Schnitt-
flachen, die wiederum gesondert untersucht werdesseTi.
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