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Abstract

The main aspect of this thesis is the development of a coupled grid adaptation method
and therefore the adaptive simulation of strongly coupled multifield problems in fractured—
porous media. The initial grid for a finite element simulation is adapted a posteriori to all
field values by superimposing the refinement indicators and consequently the refined grids.
This coupled grid adaptation method is based on a hierarchical concept for refining and
coarsening conformly coupled elements of different dimensions.

The complexity of such strongly coupled multifield problems requires an easy-to-handle
adaptive algorithm. This affects in particular the choice of the refinement indicators. In
the context of a coupled grid adaptation method, so-called heuristic refinement indicators
based on gradients or curvatures of the solution function have significant advantages when
compared with analytical error indicators, i.e. the superimposition of heuristic refinement
indicators can be realized in a simple way.

In addition to the memory requirement and the time an engineer needs to prepare the
numerical simulation (e.g. for the grid generation) the computation time is an important
criterion for the development of grid adaptive algorithms, particularly with regard to the
numerical simulation of strongly coupled multifield problems. The development of special
adaptive algorithms leads to a significant reduction in computation time.

The possibilities of the coupled grid adaptation method are demonstrated with a set of
examples dealing with weakly as well as strongly coupled multifield problems.

First transport processes of an ideal tracer in fractured—porous media are considered (weakly
coupled multifield problem). The application of the coupled grid adaptation method to
sinks and sources and fracture/matrix interaction areas (conformly coupled elements) is
discussed. Additionally the characteristics of so-called 2.5 d—fracture networks are treated.
The efficiency of the developed algorithms is demonstrated using several examples dealing
with density driven flow (saltwater intrusion, thermal convection) in saturated and partly
saturated porous media (strongly coupled multifield problem).

keywords:
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Zusammenfassung

Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines gekoppelten gitteradaptiven
Algorithmus und damit die adaptive Modellierung stark gekoppelter Mehrfeldprobleme in
gekliiftet—pordsen Medien. Das Ausgangsgitter fiir eine FE-Simulation wird a posteriori an
alle Feldgréen angepafit, indem die Verfeinerungsindikatoren und infolgedessen die ver-
feinerten Gitter tiberlagert werden. Diese Methode der gekoppelten Gitteradaption basiert
auf einem hierarchischen Konzept zur Verfeinerung und Vergroberung konform gekoppelter
Elemente unterschiedlicher Dimension.

Die Komplexitét solcher stark gekoppelten Mehrfeldprobleme erfordert einen einfach zu
handhabenden adaptiven Algorithmus. Dies betrifft insbesondere die Wahl der Verfeine-
rungsindikatoren. Im Rahmen eines gekoppelten gitteradaptiven Algorithmus haben soge-
nannte heuristische Verfeinerungsindikatoren, die auf Gradienten oder Kriimmungen der
Losungsfunktion basieren, grofle Vorteile im Vergleich zu analytischen Fehlerindikatoren;
so ist w.a. die Uberlagerung heuristischer Verfeinerungsindikatoren einfach zu realisieren.

Neben dem Speicherplatzbedarf und der Zeit, die ein Ingenieur benétigt, um die numerische
Simulation vorzubereiten (z.B. fiir die Gitternetzgenerierung), ist die Rechenzeit ein wich-
tiges Kriterium bei der Entwicklung gitteradaptiver Algorithmen, insbesondere im Hinblick
auf die numerische Modellierung stark gekoppelter Mehrfeldprobleme. Die Entwicklung spe-
zieller adaptiver Algorithmen fithrt zu einer erheblichen Reduzierung der Rechenzeit.

Die Moglichkeiten der gekoppelten Gitteradaption werden an einer Reihe von Beispielen zu
sowohl schwach als auch stark gekoppelten Mehrfeldproblemen dargestellt. Zundchst wird
der Transport eines idealen Tracers in gekliiftet—porosen Medien betrachtet (schwach ge-
koppeltes Mehrfeldproblem).

Die Anwendung der gekoppelten Gitteradaption auf Quellen und Senken und Kluft /Matrix—
Ubergangsbereiche (konform gekoppelte Elemente) wird diskutiert. Zusitzlich werden die
Besonderheiten sogenannter 2.5 D-Kluftnetzwerke behandelt.

Die Leistungsfahigkeit des entwickelten Algorithmus wird schliellich an mehreren Beispielen
zu dichteinduzierten Stromungen (Salzwasserintrusion, Thermokonvektion) in gesittigten
und teilgeséttigten Systemen demonstriert (stark gekoppelte Mehrfeldprobleme).

keywords:
Gitteradaption, gekoppelte Mehrfeldprobleme, gekliiftet—porose Medien
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Seit Mitte der 80er Jahre werden am Institut fiir Stromungsmechanik und Elektronisches
Rechnen im Bauwesen der Universitdt Hannover numerische Modelle zur Berechnung von
Strémungs— und Transportprozessen in pordsen und gekliftet-pordsen Medien entwickelt
(WOLLRATH 1990, KrROHN 1991, HELMIG 1993, SHAO 1994, LEGE 1995).

Hieraus entstand das zunéchst in der Programmiersprache FORTRAN realisierte Pro-
grammsystem RockFlow, bestehend aus jeweils einem Stromungsmodul zur numerischen
Berechnung inkompressibler und kompressibler Stromungen (SM, GM), einem Transport-
modul (TM) und einem Dichtestromungsmodul (DM), das notwendigerweise Stromungs—
und Transportberechnung umfafite. Die Interaktion zwischen den einzelnen Modulen war
nur iiber Ein— und Ausgabefiles moglich, wodurch mit wachsender Komplexitéit der zu mo-
dellierenden physikalischen Prozesse, wie z.B. der reaktive Stofftransport (HABBAR 2001)
oder dichteinduzierte Stromungen in teilgeséttigten Systemen (THORENZ ET AL. 2000),
eine Weiterentwicklung dieses Programmsystems so nicht mehr sinnvoll erschien.

Einen ersten Schritt in eine neue Richtung stellte das von SCHULZE-RUHFUS (1996) und
BARLAG (1997) entwickelte adaptive Transportmodell (aTM) dar, das die sog. h—Methode
der Gitteradaption (Verfeinerung durch Elementteilung) fiir die numerische Berechnung von
Transportprozessen in gekliiftet—pordsen Medien bereitstellte.

Obwohl gitteradaptive Methoden ihre Anfiange bereits Ende der 70er Jahren haben, kamen
sie erst in den 90er Jahren bei der numerischen Simulation von Strémungs— und Transport-
prozessen in Geosystemen zum Einsatz. So wurden unterschiedliche Methoden der Gittera-
daption bei der Modellierung des Stofftransports (MANZINI & ROSELLA 1994, PEPPER
& STEPHENSON 1995), des reaktiven Stofftransports (WOLFSBERG & FREYBERG 1994)
und der dichteinduzierten Stromung (TROMPERT ET AL. 1993, THIELE 1999, LI ET AL.
2000) in porosen Medien verwendet.

LEGE (1995) und KosAKOWSKI (1996) haben in ihren Modellanwendungen auf die Not-
wendigkeit gitteradaptiver Methoden bei der numerischen Simulation von Stromungs— und
Transportprozessen in gekliifteten Medien hingewiesen. Insbesondere bei hoch—advektiven
Transportprozessen in Kluftsystemen ist die Nutzung der Gitteradaption im Hinblick auf
Rechenzeit— und Speicherplatzbedarf unausweichlich.

Folgerichtig fiithrte dies zur Entwicklung des aTM als neues Modul fiir das bereits beste-
hende Programmsystem. Da aber auch hier die Interaktion mit dem Strémungsmodul iiber
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2 1.2 Zielsetzung

Ein— und Ausgabefiles stattfand, war die Gitteradaption zunéchst auf die Modellierung des
Stofftransports beschrinkt.

Allerdings eréffnete die Verwendung der Programmiersprache ANSI-C und die Modularitét
dieses Programms den Weg zu einer kompletten Neuentwicklung des Programmsystems
RockFlow, die von der Arbeitsgruppe Grundwassermodellierung des Instituts seit Mitte
der 90er Jahre vorangetrieben wird (KoLDITZ ET AL. 1998). Die Nutzung dynamischer
Datenstrukturen und die Realisierung objektorientierter Ansdtze machte die Entwicklung
einer Vielzahl von Modellen méglich, fithrte damit aber auch, im Hinblick auf die Model-
lierung gekoppelter Prozesse in gekliiftet—pordsen Medien, zu neuen Anforderungen an die
Gitteradaption.

1.2 Zielsetzung

Die Zielsetzung dieser Arbeit ergibt sich zwangsldufig aus der Neuentwicklung des Pro-
grammsystems RockFlow, das auch in Zukunft stetig weiterentwickelt wird. Zunéchst wur-
de die von SCHULZE-RUHFUS (1996) und BARLAG (1997) im aTM realisierte und in
das RockFlow iibernommene h—adaptive Methode 'gekapselt’ und damit fiir die numerische
Simulation einer Vielzahl physikalischer Prozesse (z.B. Ein— und Mehrphasenstromung,
Gasstromung, Dichtestromung, reaktiver Stofftransport, Wéarmetransport) zugénglich ge-
macht. Dies erdffnete die Moglichkeit einer vielfaltigen Weiterentwicklung des verwendeten
gitteradaptiven Algorithmus im Hinblick auf die Modellierung beliebig gekoppelter Pro-
zesse in pordsen und gekliiftet—porosen Medien, wie z.B. den "Transport mehrerer mit-
einander reagierender Komponenten (reaktiver Stofftransport)’ (HABBAR ET AL. 1998)
oder den "Transport idealer Tracer in dichteinduzierten Stromungen in teilgesdttigten Sy-
stemen’ (THORENZ ET AL. 2000). Die Komplexitat der zugehorigen numerischen Modelle
erfordert einen einfach zu handhabenden und auf alle Modelle gleichermafien anwendbaren
gitteradaptiven Algorithmus. Dies gilt insbesondere fiir zukiinftige Modellentwicklungen,
die auch bodenmechanische Prozesse beriicksichtigen werden.

Wiéhrend die bisher bekannten gitteradaptiven Algorithmen das Berechnungsgitter in der
Regel nur fiir jeweils eine Feldgrofie (z.B. Druck, Konzentration, Temperatur) einer nume-
rischen Berechnung adaptieren, wird hier ein Algorithmus vorgestellt, der bei der Model-
lierung gekoppelter Prozesse das Berechnungsgitter an alle an den betrachteten Prozessen
beteiligten Feldgrofien gleichermaflen anpafit.

1.3 Gliederung der Arbeit

In der Arbeit werden folgende Punkte behandelt:
e In der Einleitung wird das Thema motiviert und das Ziel der Arbeit definiert.

e Das Kapitel Gekoppelte Prozesse wird sich mit dem in RockFlow realisierten Soft-
warekonzept beschiftigen. Aulerdem werden die zum Verstdndnis dieser Arbeit not-
wendigen mathematischen Formulierungen der betrachteten physikalischen Prozesse
bereitgestellt. Aufgrund des grolen Umfangs der inzwischen in RockFlow realisierten
Prozesse kann hier allerdings nur ein Uberblick gegeben werden. Entsprechendes gilt
fiir die Darstellung des verwendeten numerischen Modells.



1.3 Gliederung der Arbeit 3

e Im Kapitel Gitteradaptive Methoden wird ein Uberblick iiber die wichtigsten
gitteradaptiven Methoden gegeben. Es werden Vor— und Nachteile und damit auch
die Einsatzmoglichkeiten diskutiert und notwendige Begriffe zum Verstdndnis dieser
Methoden erlautert.

e Mit der in RockFlow realisierten h—adaptiven Methode beschéftigt sich das Kapitel
Gitteradaption fiir die Modellierung gekoppelter Prozesse. Der auf den Arbei-
ten von SCHULZE-RUHFUS (1996) und BARLAG (1997) basierende und im Rahmen
der vorliegenden Arbeit auf gekoppelte Prozesse erweiterte Algorithmus wird dar-
gestellt und anhand einfacher Beispiele erlautert. Die hier vorgestellte Methode der
gekoppelten Gitteradaption findet ihre Anwendung bei der numerischen Modellierung
beliebig gekoppelter Prozesse (Mehrfeldprobleme) in pordsen und gekliiftet—pordsen
Medien (gekoppelte geometrische Systeme).

e Das Kapitel Gitteradaptive Modellierung schwach gekoppelter Mehrfeld-

probleme in gekliiftet—portsen Medien ist eines von zwei Kapiteln, das sich
mit den Anwendungsmoglichkeiten des in dieser Arbeit realisierten gitteradaptiven
Algorithmus beschéftigt. Dazu soll zunéchst der Transport eines idealen Tracers in
einer (inkompressiblen) Grundwasserstromung betrachtet werden, wobei besonders
auf die Anwendung der Gitteradaption im Bereich von Singularititen (Quellen und
Senken) und in Kluft/Matrix-Ubergangsbereichen (gekoppelte geometrische Systeme)
eingegangen wird. Optimierungen des verwendeten Algorithmus im Hinblick auf eine
Reduzierung der Rechenzeit werden ebenso diskutiert wie die Einsatzmdoglichkeiten
weiterer, in dieser Arbeit nicht realisierter, gitteradaptiver Methoden.
AuBerdem soll in diesem Kapitel eine erste Anwendung der Gitteradaption auf grofirau-
mige sog. 2.5D—Kluftnetzwerke dargestellt werden. Hier wird der vorgestellte gittera-
daptive Algorithmus sowohl bei der Modellierung der Grundwasserstromung (im Be-
reich von Quellen und Senken) als auch des Stofftransports angewendet und damit
eine erste Kopplung der Gitteradaption demonstriert.

e Anhand einer Reihe von Beispielen zu dichteinduzierten Stromungen werden im Ka-
pitel Gitteradaptive Modellierung stark gekoppelter Mehrfeldprobleme in
pordsen Medien die Moglichkeiten der gekoppelten Gitteradaption bei der Modellie-
rung dieser stark gekoppelten Mehrfeldprobleme dargestellt. Wie im vorangegangenen
Kapitel sollen auch hier notwendige Optimierungen des gitteradaptiven Algorithmus
im Hinblick auf eine Rechenzeitersparnis diskutiert werden.

e Die Arbeit schlieffit mit Zusammenfassung und Ausblick.






Kapitel 2

Gekoppelte Prozesse

2.1 RockFlow — Konzept

Die wachsende Komplexitdt der zu modellierenden physikalischen Prozesse in Geosystemen
macht seit Mitte der 90er Jahre eine Neuentwicklung des Grundwassersimulators Rock-
Flow notwendig. Das in ANSI-C entstandene Programm (KOLDITZ ET AL. 1998) bie-
tet die Moglichkeit, bei der Entwicklung neuer Modelle auf verschiedene sog. Rechenkerne
(FE-Kernels) zuzugreifen und diese miteinander zu koppeln. Diese Rechenkerne liefern fiir
einzelne Prozesse, wie z.B. der Ein— oder Mehrphasenstromung, dem Stofftransport oder
dem reaktiven Stofftransport, die mittels einer Finite-Elemente—Formulierung hergeleite-
ten diskreten Gleichungssysteme, die beliebig zu neuen Modellen (Models) zusammengefiigt
werden konnen (Abbildung 2.1).

InTerf(]CGS Operating System, Input-Output Files, Real-ime Graphic
: : MathLio FEMLib  Adaptlib
Libraries DG I odopﬁa
avdilable to all renumber.c elements.c indicatr.c
kernels and models solvers.c refine.c
— MMM
Models GMTM
internal interface | SMTM
FE- SM GM || MM RTM || HTM
L — —
Kernels Groundwater  Gas Multiohase Reactive Heat
basic modules Flow Flow Flow Transport Transport
Fluid Flow Transport

Abbildung 2.1: RockFlow—Konzept fiir die numerische Simulation gekoppelter Prozesse in Geo-
systemen (KOLDITZ ET AL. 1998)

Auflerdem besteht die Moglichkeit, neben der hier verwendeten semidiskreten Finite—FEle-
mente—Methode (FEM) weitere numerische Verfahren zu realisieren und iiber entsprechende
Rechenkerne allen Modellen gleichermaflen zur Verfiigung zu stellen.

5



6 2.2 Mathematisches Modell

Sowohl die Umsetzung dieses Konzeptes als auch die Entwicklung der in RockFlow imple-
mentierten Gitteradaption, die ebenfalls allen Modellen zur Verfiigung steht, erfordert die
in ANSI-C realisierbaren dynamischen Datenstrukturen.

2.2 Mathematisches Modell

Im folgenden werden die zum Verstandnis dieser Arbeit, insbesondere der Anwendungsbei-
spiele, notwendigen Bilanzgleichungen bereitgestellt. Aufgrund der Vielzahl der in RockFlow
realisierten Modelle kann nur ein kleiner Uberblick gegeben werden. Deshalb soll hier auf
weiterfithrende Arbeiten von WOLLRATH (1990) und HELMIG (1993) zur Grundwassermo-
dellierung und von KROHN (1991) und SHAO (1994) zur Modellierung des Stofftransports
bzw. HABBAR ET AL. (1998) des reaktiven Stofftransports verwiesen werden. Die Herlei-
tung der Bilanzgleichung fiir den Warmetransport in gekliiftet—porosen Medien findet sich
in KoLpiTz (1997). Die Ausfithrungen zur dichteinduzierten Stromung in teilgesittigten
Systemen basieren auf der Arbeit von THORENZ ET AL. (2000).

2.2.1 Grundwasserstromung

Aus der Bilanzierung der Fluidmasse iiber ein gegebenes rdumlich und zeitlich konstantes
Kontrollvolumen (REV, reprdsentatives Elementarvolumen) ergibt sich die integrale Form
der Bilanzgleichung:

d(np) .
‘/ [7 +div(npva) — pQ,| dV =0. (2.1)

mit der Fluiddichte p, der effektiven Porositéit n, der Abstandsgeschwindigkeit v, und ei-
nem Quellterm @,.

Aufgrund der willkiirlichen Grole und Gestalt des ortsfesten Volumens mufl der Integrand
verschwinden. Damit ergibt sich die Kontinuitditsgleichung zu:

d(np)
ot

+div(npva) — pQ, =0. (2.2)

Unter der Voraussetzung einer konstanten Fluiddichte p ergibt sich hieraus die Druckfor-
mulierung der Stromungsgleichung

0 )
pSp a_Zt? +div(npva) — pQ, =0 (2.3)
und nach Division durch p
0
Sp a—]t? +div(nva) —Q, =0. (2.4)

Der Speicherkoeffizient S, beschreibt die Kompressibilitdt des Fluids und die druckabhéngi-
ge Verdnderlichkeit des Porenvolumens. Bei inkompressiblen Fluiden héngt der Speicherko-
effizient nur von der Kompressibilitdt des Porenraumes ab. Eine Herleitung des Speicher-
koeffizienten ist u.a. bei KROHN (1991) zu finden.



2.2 Mathematisches Modell 7

Nach dem DARcCYschen Filtergesetz ergibt sich fiir einen unbeweglichen Grundwasserleiter
die Filtergeschwindigkeit v¢ = n v, zu

k
Vi = —;(gradp - r8) (2.5)

mit dem Tensor der spezifischen Permeabilitdt k, der dynamischen Viskositidt p und dem
Vektor der Erdbeschleunigung g.

Nach Einsetzen von Gleichung (2.5) in Gleichung (2.4) erhélt man schlieBlich die Strémungs-
gleichung fiir die Grundwasserstrémung zu:

dp

SPE

- div(* (gradp - pg)) ~ Q, = 0. (2.6)

2.2.2 Konservativer Stofftransport

Analog zu der Bilanzierung der Fluidmasse ergibt sich fiir die geldste Masse eines Inhalts-
stoffes folgende Bilanzgleichung;:

d(nC')
ot

+div(nv,C) —div(nDgrad C) — Q¢ =0 (2.7)

bzw. mit C' = pc die Bilanzgleichung fiir die Massenkonzentration c:

% + div(n v, pe) — div(n D grad (pc)) — pQ. = 0. (2.8)

Nach Anwendung der Produktregel der Differentialrechnung und der Kontinuitéatsgleichung
(2.2) folgt hieraus

0
np 8—; —div(npDgradc) + npvagradc+ cpQ, — pQ. =0 (2.9)
bzw.
oC :
N —div(nDgrad C) + nvagradC + CQ, — Q¢ = 0. (2.10)

Der Tensor D = D,, + Dp der hydrodynamischen Dispersion setzt sich zusammen aus dem
Tensor der molekularen Diffusion

D,, =D, 1, (2.11)

mit der Tortuositidt 7 und dem molukularen Diffusionskoeffizienten D,,, und dem Tensor
der mechanischen Dispersion (SCHEIDEGGER 1961)

DD = DDij = OéT|Va|5ij + (OéL — OéT) (212)
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Dieser Tensor nimmt im #sotropen Medium Diagonalform an, wenn eine der Koordinatenach-
sen in die Stromungsrichtung fallt. Falls die x—Achse die ausgezeichnete Koordinatenachse
ist, gilt damit fiir den Tensor der mechanischen Dispersion

ar|val 0 0
DD = 0 OéT|Va‘ 0 s (213)
0 0 ar|Val

mit der longitudinalen und der transversalen Dispersionsliange aj und arp.

2.2.3 Wirmetransport

Der Thermodispersionstensor E fiir ein pordses Medium ist entsprechend dem Tensor der
mechanischen Dispersion gegeben durch:

V#iUfs
B = Eyj = frlveldy; + (B, = B) = (2.14)

mit der longitudinalen und der transversalen Thermodispersionsliange 3, und Sr.

Aus der Energiebilanz fiir ein pordses Medium ergibt sich nach KoLpitz (1997) folgende
Gleichung fiir den Warmetransport:

orT

cp sy +c"p" vegrad T — div(D" grad T) — pQr =0, (2.15)

mit der Warmekapazitit des porosen Mediums
cp=nc’p” + (1 —n)c’p®, (2.16)
dem Tensor der hydrodynamischen Wérmedispersion des pordosen Mediums
D" := D], = n\"0;; + (1 — n) X}, + ¢“p" Ej; (2.17)
und dem Wéarmequellterm
pQr = np“Qp + (1 —n)p*Q7. (2.18)

2.2.4 Dichtestromung in gesittigten und teilgesittigten Syste-
men

Ein Mehrphasensystem liegt vor, wenn der Porenraum nicht wie bei der geséttigten Grund-
wasserstromung durch nur eine Phase ausgefiillt ist. Fiir jede Phase mufl dann analog zur
Kontinuitéitsgleichung (2.2) fiir ein Einphasensystem eine Kontinuitdtsbeziehung aufgestellt
werden:

9(n"p)

5 +div(np®vy) — p*Q5 = 0. (2.19)
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Da Phase «a nicht den gesamten Porenraum ausfiillt, tritt an die Stelle der effektiven Poro-
sitdt n der Porenanteil n® dieser Phase. Der Sattigungsgrad S mit

n® =S (2.20)

ist definiert als der Anteil des Porenraums, der mit Phase « gefiillt ist. Daraus folgt fiir die
Kontinuitdtsbeziehung der Phase «

I(S*np®)

5 + div(p® vy) — p*Q5 = 0. (2.21)
Fiir die Zeitableitung ergibt sich
d(S*np®) op~ on 0S5
——— =nSY— 4+ p*S* — o . 2.22
ot S G TS G T (2.22)
—_———
I 7 1

Die Terme I (Speicherterm) und I1 (Korngeristterm) lassen sich entsprechend der Herlei-
tung des Einphasensystems zusammenfassen zu

Damit erhélt man fiir die Kontinuitatsgleichung des Mehrphasensystems
np® +pSSpW+d1V(/J ve) —p*Q, =0, (2.24)

Fiir die Filtergeschwindigkeit v§ der Phase a ergibt sich das erweiterte DARCY-Gesetz

ke k

vi = ——— (gradp” — p"g), (2.25)

mit der relativen Permeabilitét £, die die spezifische Permeabilitat k fiir die Phase o mit
der fluidunabhéngigen spezifischen Permeabilitéit k {iber

k* = k°k (2.26)

in Beziehung setzt. Nach Einsetzen von Gleichung (2.25) in Gleichung (2.24) erhélt man
die Kontinuitatsgleichung der Phase «

aSa (67 « apa : akgk (07 (0% (0% (0%
5 T P55 5 —div(p P (gradp® — p“g)) — p*Q; = 0. (2.27)

np®

Fiir ein Zweiphasensystem, bestehend aus einer Gas— und einer Fluidphase (hier Luft und
Wasser), wird diese Gleichung fiir jede der beiden Phasen aufgestellt. Der Sattigungsgrad
der jeweiligen Phase hiangt dabei vom Kapillardruck

pe=p" —p" (2.28)
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ab, der die Druckdifferenz aus dem Druck p™ der nicht benetzenden (non-wetting) und p*
der benetzenden (wetting) Phase beschreibt.

Fiir porése Medien mit Verbindung zur Erdoberfliche kann nach RICHARDS (1931) an-
genommen werden, dafl der Druck in der Gasphase konstant ist. Damit reduziert sich das
System mit einer weiteren Vereinfachung der Zeitableitung (Sdattigungsterm I11I)

95 L 050p. 05 0p"

o = ~ 2.29
"o T ap, ot T ope o (2.29)

auf eine Gleichung fiir die benetzende Phase:
PSSy + W)W — div(p u—w(gradp —p"g)) —p*Q) =0. (2.30)

Dichtednderungen werden iiber die sog. BOUSSINESQ-Approximation beriicksichtigt, bei
der die Dichte in allen Termen aufler dem Auftriebsterm als konstant angenommen wird.

Die Dichte errechnet sich nach

Be

p=po{l+B,(p—po) — Br(T —Tp) + m(C—CO)}a (2.31)
mit dem isothermen Kompressibilitatskoeffizienten
7, = % g—g N (2.32)
dem isobaren Warmeausdehnungskoeffizienten
Br = 1o (2.33)
p OT|, -
und der Massendichteverhéltniszahl
B, =1 % , (2.34)
P oc i,

die die Dichtednderung infolge Konzentrationsidnderung beschreibt.

Fiir die Transportgleichung ergibt sich

d(nsSv(C)

5 div(nS“ D grad C) + v’ grad C + CQ, — Q¢ = 0. (2.35)
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2.3 Numerisches Berechnungsverfahren

Ein grofier Vorteil der Finite—Elemente—Methode (FEM) ist die flexible Behandlung kom-
plexzer Modellgeometrien, wie sie bei geklifteten geologischen Formationen auftreten. Im
Rahmen dieser Arbeit wird eine semidiskrete FEM verwendet, mit unterschiedlichen nume-
rischen Verfahren fiir die Orts— und die Zeitdiskretisierung. Dazu wird zunéchst die zeitliche
Diskretisierung mittels eines Differenzen—Ansatzes und anschlieBend die Ortsdiskretisierung
mittels einer FEM-Formulierung durchgefiihrt.

Die ausfiihrliche Entwicklung der Finite-Elemente-Gleichungen fiir Transportprobleme ist
in den Arbeiten von KROHN (1991) (Stofftransport) und KoLpirz (1990) (Wérmetrans-
port) zu finden. Fiir die Grundwasserstromung sei auf die Arbeit von WOLLRATH (1990)
und fiir Mehrphasenstromungen auf Arbeiten von HELMIG (1993) und THORENZ (2001)
verwiesen. Letztere schliefit die Behandlung dichteinduzierter Strémungen mit ein.
Aufgrund der Vielfalt der Arbeiten, die sich ausfiihrlich mit der numerischen Modellie-
rung der beschriebenen Prozesse beschéftigen, sollen im folgenden nur einige grundlegende
Erlauterungen zu der verwendeten semidiskreten FEM gegeben werden:

Zeitdiskretisierung

Die zeitliche Diskretisierung erfolgt mittels eines Differenzen—Ansatzes fiir die jeweilige
Unbekannte u:
Ou _ Au  u(t+ At) —u(t)

Fiir die zeitliche Auswertung der iibrigen Terme wird mit der Wahl der Kollokationsstelle
0 eine Wichtung zwischen alter und neuer Zeitebene herbeigefiihrt:

uOu(t+At)+ (1 —-0)u(t), 0<6<1. (2.37)

Die Wahl der Kollokationsstelle und das damit definierte Differenzen—Verfahren haben
einen starken Einflul auf das Losungsverhalten der numerischen Berechnung. Folgende
Zeitschrittverfahren kénnen unterschieden werden:

EULER (vorwérts): 6 =0  explizit
CRANK-NICOLSON: 6 = 0.5 semi-implizit (2.38)
EULER (riickwérts): 6 =1  implizit

Waihrend sowohl das explizite als auch das implizite EULER—Verfahren von erster Genauig-
keitsordnung sind, fiithrt die Verwendung des CRANK—-NICOLSON—Verfahrens auf eine Ge-
nauigkeit zweiter Ordnung. Gleichzeitig kann bei geeigneter Wahl der Kollokationsstelle
(0 > 0.5) eine Stabilitit des Differenzen—Verfahrens herbeigefithrt werden. So bildet das
CRANK-NICOLSON-Verfahren bei hoher Genauigkeitsordnung die untere Grenze der stabi-
len Verfahren (vgl. KoLpiTz 1997). Um bei der Modellierung advektiv—dispersiver Trans-
portprozesse (Stofftransport) Oszillationsfreiheit zu erreichen, muff bei Verwendung des
CRANK—-NICOLSON—Verfahrens auflerdem die Bedingung

PgCr < 2 (2.39)
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mit der Gitter-PECLET-Zahl

vh
Pg=— 2.4
9="5 (2.40)
und der COURANT-Zahl
Cr = UTN (2.41)

erfiillt sein und der Zeitschritt At entsprechend gewéhlt werden.

Die gitteradaptive Modellierung dominant—advektiver Transportprozesse fithrt durch Redu-
zierung der charakteristischen Elementlinge h zu einer Verringerung der Gitter-PECLET—
Zahl Pg, aber gleichzeitig zu einer Erhohung der COURANT-Zahl Cr. Deshalb ist darauf
zu achten, dafl der Zeitschritt entsprechend dem COURANT—Kriterium

Cr<1 (2.42)

jeweils an das sich dndernde Berechnungsgitter angepafit wird. Entsprechendes gilt fiir
dominant—dispersive Transportprozesse. Hier ist das NEUMANN—Kriterium

DAt 1
= <
h? — 2

Ne (2.43)

einzuhalten. Bei der Modellierung gekoppelter Prozesse ist hingegen der minimale Zeitschritt
aller betrachteten Prozesse, z.B.

At = min(At,, Ate, Aty), (2.44)

vorzugeben und ebenfalls an das sich éndernde Berechnungsgitter anzupassen.
Ortsdiskretisierung

Nach der zeitlichen Diskretisierung ist die unbekannte Grofle v formal nur noch von den
Ortskoordinaten abhéingig, so dafl die Ortsdiskretisierung mittels Finiter Elemente durch-
gefiihrt werden kann.

Die unbekannte Funktion u einer Randwertaufgabe, wie z.B. der Po1ssoN—Gleichung

—div(gradu) = f mit «w=0 auf 09, (2.45)

wird zunédchst mit Hilfe geeigneter Ansatzfunktionen w; durch eine Naherungsfunktion der
Form

Nkno

i=1
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approximiert (RITz’scher Ansatz). Die Néherungslosung wuy, wird die urspriingliche Bilanz-
gleichung nicht mehr exakt erfiillen, statt dessen gilt

R :=div(gradu,) + f #0. (2.47)

Die beste Naherungslosung wird demnach diejenige sein, fiir die das Residuum R zu einem
Minimum wird.

Nach der Methode der gewichteten Residuen wird die betrachtete Differentialgleichung in

eine Funktionalgleichung iiberfithrt. Dazu wird die Orthogonalitit des Residuums R zu den
linear unabhéngigen Wichtungsfunktionen ¢; gemaf

/ RpdV =0 (2.48)
1%

gefordert (Minimierung des Residuums im integralen Mittel iber das Berechnungsgebiet).

Linienelement Viereckelement Hexaederelement

Abbildung 2.2: Elementtypen

Um das Berechnungsgebiet einerseits durch hinreichend viele Knoten zu diskretisieren, an-
dererseits den Grad der Ansatzfunktionen moglichst gering zu halten, wird es in einzelne
sich nicht iiberschneidende Teilgebiete (Finite Elemente) zerlegt. Zur Beschreibung der
Geometrie des zu modellierenden Gebietes stehen zur Zeit die folgenden Elementtypen zur
Verfiigung (Abbildung 2.2):

e Linienelemente zur Nachbildung von ausgeprégten linienféormigen FlieSkanélen oder
Bohrléchern (3D-Modell) und zur Modellierung von Kliiften (2D-Modell)

o Viereckselemente zur Modellierung ebener Kliifte (3D-Modell) und zur Darstellung
der Gesteinsmatrix als Kontinuum (2D-Modell)

e Hezaederelemente zur Darstellung der Gesteinsmatrix (3D-Modell)

Die einzelnen Elementtypen kénnen, unter Beriicksichtigung der Konformitdtsbedingung
(vgl. Kapitel 4), beliebig miteinander kombiniert werden (Abbildung 4.1).
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Als Ansatzfunktionen werden lineare LAGRANGEsche Ansatzfunktionen w; mit der Eigen-
schaft

0 fiir j#1

1 fir j=i (2.49)

wi(zj,Y5,2) = 0ij = {

vorgegeben. LAGRANGEschen Ansatzfunktionen sind normiert, d.h. die Summe aller An-
satzfunktionen ist an jedem Punkt des Raumes eins.

Die FEM 148t sich in verschiedene Losungstechniken unterteilen. So kénnen bei der Behand-
lung von parabolischen Anfangsrandwertaufgaben (instationédre Grundwasserstromung, rein
diffusiver Stofftransport) die Ansatzfunktionen w gleich den Wichtungsfunktionen ¢ gew#hlt
werden (Standard—GALERKIN-FEM).

Uberwiegt dagegen der advektive Transportanteil, kommt es zur Ausbildung scharfer Fron-
ten. Die hier auftretenden grofien Gradienten der Transportgrofe fithren zu Oszillationen
in der Vermischungszone. Fiir die numerische Simulation dominant—-advektiver Transport-
prozesse bieten sich neben der Nutzung gitteradaptiver Methoden deshalb sog. Upwind-
Verfahren an. Upwind-Verfahren modifizieren die Wichtungsfunktionen derart, dal nume-
rische Ostzillationen durch die Erzeugung numerischer Dispersion gedampft werden. Die
Losungen werden ‘glatter’.

Ganz allgemein bezeichnet man Verfahren, bei denen die Wichtungsfunktionen von den
Ansatzfunktionen verschieden sind als PETROV-GALERKIN—Verfahren.

Das Streamline Upwind/PETROV-GALERKIN—Verfahren (SU/PG-Verfahren) von BROOKS
& HUGHES (1982) modifiziert die Wichtungsfunktionen stromungsgerichtet durch den An-
satz

Va

¢=w+a—gradw (2.50)

Va

mit dem Upwindparameter a. Die Wahl des Upwindparameters bestimmt entscheidend die
Stabilitédt des Verfahrens. BROOKS & HUGHES (1982) schlagen hier

(2.51)

o= =
2

VOr.

BARLAG (1997) gibt fiir advektiv—dispersive Transportprozesse in pordsen Medien den
Upwindparameter in Abhéngigkeit von der Gitter-PECLET-Zahl Pg an:

fir Pg <2
a:{ 0 ur g < (2.52)

%—% fir Pg > 2

Damit erhélt man bei dominant—dispersivem Transport das fiir parabolische Gleichungen
optimale BUBNOV—-GALERKIN—Verfahren, wihrend bei dominant—advektiven Prozessen das
SU/PG—Verfahren zum Tragen kommt.



Kapitel 3

Gitteradaptive Methoden

3.1 Allgemeines

Gitteradaptive Methoden haben ihre Anfiange bereits Ende der 70er Jahre. BABUSKA &
RHEINBOLDT (1978) haben erstmalig eine Methode angegeben, bei der aus einer Schéitzung
des lokalen Fehlers einer numerischen Berechnung auf notwendige Gitterverfeinerungen in
bestimmten Regionen geschlossen werden kann. Das Ziel der Gitteradaption ist es also, das
Berechnungsgitter, gesteuert durch Fehler- bzw. Verfeinerungsindikatoren, a posteriori so zu
verdndern, daf sich bei einer geringstmoglichen Anzahl an Freiheitsgraden eine grofitmogli-
che Genauigkeit der numerischen Losung ergibt.

Die Finite-Elemente—Methode (FEM) hat aufgrund der Verwendung unstrukturierter Git-
ternetze den Vorteil einer groflen Flexibilitdt bei der Netzerstellung. Die Knotendichte der
Berechnungsgitter mufl ausreichen, um einerseits die Geometrie des Modellgebietes ange-
messen aufzulésen, andererseits den Diskretisierungsfehler der numerischen Lésung gering
zu halten. Allerdings kann die Genauigkeit einer Nédherungslosung aufgrund der verschie-
denen Einflulparameter, wie z.B. der Geometrie des Modellgebietes oder der vorgegebenen
Materialdaten, nur selten a priori abgeschétzt werden. Damit ist die Erstellung eines opti-
malen, problemangepafiten Berechnungsgitters insbesondere bei instationdren Problemstel-
lungen a priori sehr aufwendig. Dies fithrt hdufig, um den Aufwand fiir die Netzerstellung zu
reduzieren, zu sehr fein aufgelosten Berechnungsgittern mit den bekannten Auswirkungen
auf Rechenzeit und Speicherplatzbedarf.

Nach RANK (1985) muf} die sog. Ingenieurzeit, die u.a. fir die Erstellung des Berechnungs-
gitters benotigt wird, neben der Rechenzeit und dem Speicherplatzbedarf deshalb auch zu
den Berechnungskosten einer numerischen Berechnung gezéhlt werden. Um diese Berech-
nungskosten gering zu halten, bieten sich gitteradaptive Methoden (h—m~—,r—Methode) an.
Neben der Moglichkeit, durch Netzverfeinerung Konvergenz bei FE-Berechnungen zu er-
halten, hat in den letzten Jahren aber auch die sog. p—Methode als sukzessive Erh6hung des
Polynomgrades der Ansatzfunktionen und die hp—Methode als Kombination von Netzver-
feinerung und Ansatzgraderhohung grofles Interesse gefunden.

All diese Methoden geben dem Anwender die Moglichkeit, das Startgitter fiir eine nume-
rische Berechnung mit einer geringen Anzahl an Elementen und damit auch Knoten zu
modellieren. Die Knotendichte muf} lediglich ausreichen, um die Geometrie des Modellge-
bietes aufzultsen, iiber einen evtl. Diskretisierungsfehler der Losung muf§ sich der Anwender
a priori keine Gedanken machen.

15
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3.2 Verfeinerungsstrategien

Grundlegend lassen sich drei Verfeinerungsstrategien (gitteradaptive Methoden) unterschei-
den:

e die Verschiebung vorhandener Knoten in Richtung kritischer Stellen (r—Methode)
e die Neuvernetzung kritischer Bereiche mittels eines Gittergenerators (m-Methode),

e und die Netzverdichtung durch Elementteilung und die damit einhergehende Redu-
zierung der charakteristischen Elementabmessungen h (h—Methode).

Als weitere Methoden kénnen die Subgrid—und die Moving Grid—Methode genannt werden.
Um a posteriori optimale Berechnungsgitter zu erzielen, besteht bei Bedarf aulerdem die
Moglichkeit, die genannten Methoden miteinander zu kombinieren.

3.2.1 r—Methode

Die in einem Ausgangsgitter vorhandenen Knoten werden in Richtung kritischer Stellen
verschoben (Abbildung 3.1). Dadurch bleibt die Zahl der Freiheitsgrade in allen Berech-
nungsschritten gleich. Da sich die Geometrie der vorhandenen Elemente durch die Kno-
tenverschiebung veréndert, konnen auch stark verzerrte Elemente entstehen. Bei Vorhan-
densein von Materialheterogenitéiten kann es, da sich die Materialdaten im Ausgangsgitter
auf bestimmte Elemente beziehen, auflerdem zu einer Verschiebung der Materialgrenzen

yaiss
L+
]
7//

R
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ﬁ
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1
[

Abbildung 3.1: Verfeinerung durch Verschiebung der Knoten (r—Methode)

|
AL
— T

Die r—Methode wird in der Regel in Verbindung mit der Finite-Differenzen—Methode ver-
wendet. Bei der FEM ist die r—Methode nur fiir kleine Problemgroéfien effektiv und deshalb
nur fiir Subprobleme, wie z.B. bei hierarchischen hp—Ansdtzen, in der Nahe von Singula-
ritdten (z.B. punktuelle Quellen und Senken) sinnvoll (STEIN ET AL. 1994).
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3.2.2 m-Methode

Die m—Methode bendtigt einen Gittergenerator zur lokalen oder globalen Neuvernetzung
des betrachteten Gebietes. Damit konnen die Berechnungsgitter an evtl. Verdnderungen
des Berechnungsgebietes (z.B. bei freien Oberflichen) angepafit werden. Die numerische
Losung auf dem Ausgangsgitter mufl auf das neue Gitter interpoliert werden. Eine weitere
Verbesserung des Berechnungsgitters 148t sich schlieflich mit Hilfe der h—Methode erzielen.

3.2.3 h-Methode

Einfiigen neuer Elemente

Die Genauigkeit der FE-Losung ist u.a. von der charakteristischen Elementabmessung h
abhéingig. Bei adaptiver Netzverdichtung durch Elementteilung liegt die h—Methode vor.
Um die Stetigkeit einer FE-Losung zu garantieren, mufl die sog. geometrische Kompatibi-
litdtsbedingung an die Elemente erfiillt sein. Dazu miissen zwei Elemente, die sich in mehr
als einem Eckknotenpunkt beriihren, eine ganze Kante gemeinsam haben (RANK 1985).

Abbildung 3.2: Verfeinerung durch Einfiigen neuer Elemente (h—Methode)

Die in Abbildung 3.2 dargestellte Verfeinerung (Einfiigen neuer Elemente) erfiillt zwar die
Kompatibilitatsbedingung, hat aber den Nachteil, dal nach wenigen Verfeinerungsschritten
stark verzerrte Elemente auftreten konnen. Dadurch wird gerade in den kritischen Berei-
chen, in denen eine Netzverfeinerung notwendig ist, die Genauigkeit der numerischen Losung
stark vermindert.

Verfeinerung durch Elementteilung

Dagegen bleibt bei der in Abbildung 3.3 dargestellten Elementteilung die Qualitdt des
Ausgangselements auch nach mehreren Verfeinerungsschritten erhalten.

Abbildung 3.3: Verfeinerung durch Elementteilung (h—Methode)
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Allerdings ist hier die geometrische Kompatibilitdtsbedingung verletzt, so dafl die Stetig-
keit der numerischen Losung in den sog. irrequldren oder hdngenden Knoten sichergestellt
werden muf.

Anmerkung: Ein Knoten eines bilinearen Viereckselements wird als requldrer Knoten be-
zeichnet, wenn er Eckknoten aller angrenzenden Elemente ist. Alle anderen Knoten
heiflen rrequldr.

Die Stetigkeit der Losung in den irreguliren Knoten (Abbildung 3.4, Mitte) kann entwe-
der durch Ubergangselemente (RUST 1991, BASTIAN 1994) oder durch Elimination der
zugehorigen Freiheitsgrade im Gesamtgleichungssystem bzw. bereits beim Aufbau der Ele-
mentmatrizen erfolgen (RANK 1985, DEVLOO ET AL. 1987). Dabei wird gefordert, da8
sich die Losung im irreguldren Knoten durch Interpolation der Losungswerte in den benach-
barten requldren Knoten ergibt.

irreguléare
Knoten

/\

Abbildung 3.4: Behandlung irregularer Knoten

Bei der Verwendung von Ubergangselementen (Abbildung 3.4, rechts) ist darauf zu achten,
daB diese Elemente vor jedem weiteren Adaptionsschritt aufgelost werden, um das Entste-
hen von verzerrten Elementen durch erneute Verfeinerung zu verhindern.

Diese Methode (Verfeinerung durch Elementteilung) ist in Verbindung mit der FEM sehr
gut auf geometrisch komplexe Gebiete anwendbar. Deshalb wird sie bevorzugt zur git-
teradaptiven Modellierung von Stromungs— und Transportprozessen in porésen (PEPPER
& STEPHENSON 1995, L1 ET AL. 2000) und gekliiftet—pordsen (BARLAG 1997) Medien
verwendet.

3.2.4 Subgrid—Methode

Die Subgrid-Methode (Abbildung 3.5), die auf BERGER & OLIGER (1984) zuriickgeht, wur-
de fiir die Finite-Differenzen—Methode und damit fiir strukturierte Gitternetze entwickelt.
Hierbei wird ein grobes Ausgangsgitter durch feinere ’‘subgrids’ iiberlagert, auf denen ge-
trennt voneinander die numerischen Berechnungen durchgefiihrt werden.

Je nach Feinheit dieser Gitter wird mit unterschiedlichen Zeitschritten gerechnet. Da nur
die lokal begrenzten feinen Gitter mit einem entsprechend kleinen Zeitschritt versehen wer-
den, kann dadurch Rechenzeit eingespart werden. Die ’‘subgrids’ miissen mit geeigneten
Randbedingungen versehen und die Ergebnisse nach erfolgter Rechnung auf das grobe Aus-
gangsgitter interpoliert werden. Da die ’subgrids’ beliebig orientiert sein konnen, besteht die
Méglichkeit, diese Gitter an den Stromlinien auszurichten. MANZINI & ROSELLA (1994)
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und WOLFSBERG & FREYBERG (1994) haben die Subgrid-Methode verwendet, um einer-
seits Stofftransport, andererseits reaktiven Stofftransport in porésen Medien zu modellieren.
Allerdings ist diese Methode auf geometrisch komplexe Gebiete, wie gekliiftet—porose Me-
dien, nur eingeschrinkt anwendbar.

Abbildung 3.5: Subgrid—Methode

3.2.5 Moving Grid—Methode

Im Unterschied zu der Subgrid-Methode haben bei der von GROPP (1980) entwickelten
Mowving Grid-Methode die feineren Gitter eine Geschwindigkeit, mit der sie sich durch das
néchst grobere Gitter bewegen. Die zunéchst nur fiir eine Verfeinerungstiefe entwickelte Me-
thode wurde schlieBlich auf eine beliebige Anzahl von Verfeinerungstiefen erweitert (GROPP
1987). Dabei findet eine Neuvernetzung des Gebietes erst dann statt, wenn ein Gitter auf-
grund seiner Geschwindigkeit das grobere Gitter, in dem es sich bewegt, verlafit oder zwei
Gitter kollidieren.

3.3 Fehler— und Verfeinerungsindikatoren

Um auf notwendige Gitterverfeinerungen in bestimmten Regionen des Berechnungsgebietes
schlieen zu koénnen, sind Fehler— oder Verfeinerungsindikatoren notwendig, mittels derer
man den lokalen Fehler einer numerischen Berechnung abschétzen oder zumindest eine Git-
ternetzanpassung steuern kann.

Eine grofle Gruppe von Fehlerschétzern stellen die sog. Residualen Schdtzer dar, die auf BA-
BUSKA & RHEINBOLDT (1978) zuriickgehen. Hierbei wird der auf ein Element E bezogene
Fehler iiber die Grofle des Residuums im Elementinnern Rz und der Kantenspriinge Ry fiir
K € OF abgeschitzt. Auf die genaue Herleitung dieser Fehlerschétzer soll hier nicht weiter
eingegangen, sondern auf die Literatur verwiesen werden (z.B. BABUSKA & RHEINBOLDT
1978, BABUSKA & MILLER 1981, BIETERMAN & BABUSKA 1982, JOHNSON 1990).

Zum besseren Verstéindnis dieser Arbeit miissen die Begriffe Fehlerindikator und Verfeine-
rungsindikator eindeutig geklart werden. Die nun folgenden Definitionen findet man u.a.
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bei BABUSKA & MILLER (1981) und RANK (1985):

Eine aus einer FE-Né&herung berechenbare Grofle n heifit Fehlerestimator bzw. Fehlerschidtzer,
wenn es zwei Konstanten C7 und Cy gibt, so daB fiir e := u;, — u gilt:

Cin < lel] < Can. (3.1)

Fiir C; = 1 und Cy = 1 gibt n die Gréenordnung des Fehlers der FE-Néherung an. Ein
Fehlerschatzer heifit asymptotisch exakt, falls gilt
n

lim —— = 1. (3.2)
h=0 |lel|

Ein Fehlerindikator bzw. lokaler Fehlerschdtzer n; ist eine Grofle, die sich fiir jedes Ele-
ment aus der FE-Losung berechnen 148t. Der Zusammenhang zwischen Fehlerestimator
und Fehlerindikator ist durch die Gleichung

Nele

”= 0 (3.3)

i=1
gegeben.

LaBt sich mittels 7; zwar eine Aussage iiber die Fehlerverteilung machen, ohne daf§ zu-
gleich die linke Seite der Ungleichung (3.1) fiir einen zugehorigen Fehlerestimator gezeigt
wird, so spricht man von einem Verfeinerungsindikator. Obwohl damit keine Abschétzung
des Gesamtfehlers vorgenommen werden kann, kann mit Hilfe dieser analytischen Verfeine-
rungsindikatoren eine automatische Gitternetzanpassung gesteuert werden.

Im Gegensatz hierzu geben heuristische Verfeinerungsindikatoren keine Information iiber
die tatsdchliche Fehlerverteilung. Vielmehr wird von der Annahme ausgegangen, daf in Be-
reichen grofler Gradienten oder Gradienten—Spriinge mit einem Fehler in der numerischen
Loésung zu rechnen ist.

Uber das Residuum R einer numerischen Losung lassen sich bereits einfache heuristi-
sche Verfeinerungsindikatoren herleiten. Betrachtet man auch hier wieder die POISSON—
Gleichung

—div(gradu) = f mit w=0 auf 09, (3.4)

so erhilt man, wenn die FE-Losung w; in die Differentialgleichung eingesetzt wird, das
Residuum R mit

R := R(up,) :=div (gradup) + f . (3.5)

Da wuy, hier eine stiickweise lineare Funktion ist, ist die zweite Ableitung wj, nicht definiert.
Deshalb wird die Sprunghdhe von u), als zweite Ableitung verstanden (Abbildung 3.6). Das
Residuum R setzt sich somit aus zwei Anteilen zusammen. Im Elementinnern ist
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RE = RE(Uh) = f7 (36)

und auf dem Rand der Elemente ergibt sich das kantenbezogene Residuum Ry mit

Guh

Ry == Ric(up) := h‘ﬂ fir K € dE. (3.7)

Betrachtet man lediglich das kantenbezogene Residuum Ry, so erhélt man hieraus bereits
einen sog. Sprung—Indikator mit den Gradienten—Spriingen [duy/0n].

Uy

u',

u'h

Abbildung 3.6: Funktionsverlauf der FE-Losung sowie erste und zweite Ableitung bei linearen
Ansatzfunktionen (nach RANK 1985)
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Kapitel 4

Gitteradaption fiir die Modellierung
gekoppelter Prozesse

4.1 Allgemeines

Der von SCHULZE-RUHFUS (1996) und BARLAG (1997) entwickelte h—adaptive Algorith-
mus zur Modellierung des Stofftransports im Kluftgestein wurde im Rahmen dieser Arbeit
zunéchst von konform gekoppelten 1D—/2D—-/3D-Elementen (Abbildung 4.1 (links)) auf
sog. 2.5D-Kluftnetzwerke (Abbildung 4.1 (rechts)) und schliefllich auf beliebig (konform)
gekoppelte geometrische Systeme erweitert (KAISER ET AL. 1998, KAISER ET AL. 1999).

Abbildung 4.1: Kopplung verschiedener Elementdimensionen (1D, 2D, 3D)

Die stetige Weiterentwicklung des Grundwassersimulators RockFlow machte zudem um-
fangreiche Erweiterungen des gitteradaptiven Algorithmus notwendig, um die Gitteradap-
tion auf beliebig gekoppelte Prozesse (Mehrfeldprobleme) in porésen und gekliiftet-pordsen
Medien (gekoppelte geometrische Systeme) anwenden zu kénnen (KAISER ET AL. 2000a,
KAISER ET AL. 2000b). In diesem Zusammenhang soll im folgenden von gekoppelter Git-
teradaption die Rede sein.

23
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4.2 Awusgangsgitter

Die numerische Simulation gekoppelter Prozesse in portsen oder gekliiftet—porosen Medien
erfordert Gitternetze, die die Geometrie dieser komplexen geologischen Formationen ab-
bilden. Dabei miissen Kliifte, Materialheterogenitéten (Porositaten, Durchlissigkeiten) der
unterschiedlichen Bodenschichten sowie Injektions— und Extraktionsstellen (Quellen und
Senken) beriicksichtigt werden.

Die Komplexitat dreidimensionaler geologischer Strukturen kann nur mittels unstrukturier-
ter Gitternetze gut erfafit werden. Da bereits die Erfassung der Grobstruktur eines hete-
rogenen Aquifers einen hohen Diskretisierungsaufwand erfordert (KASPER ET AL. 1996,
ROTHER ET AL. 2000), kann insbesondere bei der Modellierung instationérer Prozesse

die zu erwartende Nédherungslosung bei der rdumlichen Diskretisierung nicht beriicksichtigt
werden.
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Abbildung 4.2: 2.5 D—Kluftnetzwerk

Das Losungsverhalten einer numerischen Simulation wird durch die Gitternetzgeometrie
stark beeinflufit. Die besten numerischen Ergebnisse ergeben sich bei gedrungenen Element-
formen. So sollten die Elemente in Vierecksnetzen moglichst quadratisch oder zumindest

rechtwinklig sein. Auflerdem sind zu grofle Unterschiede in der Gréfle benachbarter Elemen-
te gleicher Dimension zu vermeiden.

Fiir die Diskretisierung eines 3 D-Kluftaquifers stehen drei Typen von Strukturelementen
zur Verfiigung. So wird
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e die Gesteinsmatrix dreidimensional ( Volumen—FElemente),
e angrenzende Kluftebenen zweidimensional (Fldchen—Elemente)

e und bevorzugte Flief— und Transportpfade eindimensional (Linien—Elemente)

dargestellt (Abbildung 4.1).

Eine grundlegende Voraussetzung fiir die Anwendung der Finite-Elemente—Methode ist die
Konformitit der Elementverkniipfungen. Sie besagt, dafi Knoten, Kanten und Flachen be-
nachbarter Elemente miteinander korrespondieren miissen (konform gekoppelte Elemente).
Diese Bedingung mufl auch durch 2.5D-Kluftnetzwerke (Abbildung 4.2) erfiillt sein. Da-
bei handelt es sich um diskrete Kluftnetzwerke (2D—Elemente) ohne Beriicksichtigung der
Gesteinsmatrix (3D-Elemente), die z.B. im Falle geringer Durchléssigkeiten vernachlissigt
werden kann.

4.3 Verfeinerungs— und Vergroberungsalgorithmus

Insbesondere die Modellierung instationédrer Prozesse macht ein sich stdndig anpassendes
Berechnungsgitter erforderlich. Damit das Berechnungsgitter in jedem Zeitschritt optimal
an zeitabhéngige Prozesse angepafit werden kann, mufl neben der Elementverfeinerung die
Moglichkeit bestehen, Elemente durch Vergroberung wieder aufzulosen.

SCHULZE-RUHFUS (1996) hat, basierend auf Arbeiten von DEVLOO ET AL. (1987), einen
Algorithmus entwickelt, der diese Moglichkeit fir konform gekoppelte 1 D—/2D—/3 D-Elemen-
te bereitstellt. Dieser Algorithmus (Abbildung 4.4) wurde in modifizierter Form in den
Grundwassersimulator RockFlow {ibernommen und derart erweitert, dafl er sowohl fiir
2.5D—-Kluftnetzwerke und beliebig gekoppelte geometrische Systeme als auch zur numeri-
schen Simulation beliebig gekoppelter Prozesse (Mehrfeldprobleme) verwendet werden kann.

4.3.1 Anforderungen an den Verfeinerungs— und Vergroberungs-
algorithmus

Die im wesentlichen von SCHULZE-RUHFUS (1996) definierten und im Rahmen dieser Ar-
beit erweiterten Anforderungen an den verwendeten Algorithmus sollen hier der Vollsténdig-
keit halber erldutert werden. Dies macht zunéchst einige Begriffserklirungen notwendig:

o Ausgangselemente sind Elemente, die bereits vor dem ersten Verfeinerungsschritt exis-
tieren (Elemente des Ausgangsgitters) und somit keine Vorgéingerelemente besitzen.
Diesen Elementen wird der Verfeinerungslevel 0 zugewiesen.

e Jedes Element, das durch eine Elementverfeinerung entstanden ist, erhélt den um 1
erhohten Verfeinerungslevel seines Vorgéngerelementes (Abbildung 4.3). Ein Element
mit dem Verfeinerungslevel 4 ist folglich durch die vierte Verfeinerung des hierarchisch
dariiberliegenden Ausgangselementes entstanden. Uber die Vorgabe eines mazimalen
Verfeinerungslevels lev,,., besteht die Moglichkeit, die maximale Anzahl an Elemen-
ten zu begrenzen.
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4.3 Verfeinerungs— und Vergréberungsalgorithmus

e Die durch die Verfeinerung eines Elementes entstandenen Elemente werden als Kind-
elemente bezeichnet.

e Elemente, die nicht verfeinert wurden und somit keine Kinder haben, heiflen aktive
Elemente. Alle verfeinerten Elemente sind dagegen inaktiv.

Level 0 Level 1
o
Level 2 Level 3

Abbildung 4.3: Verfeinerungslevel

o Geschwisterelemente zueinander sind die Kinder desselben Vorgéngerelementes. Sie
besitzen den gleichen Verfeinerungslevel.

e Als Nachbarelemente werden bei reinen 1D-Netzen aktive Elemente bezeichnet, die
iiber einen Knoten zusammenhéngen, bei gekoppelten 1D-/2D— und 1D-/2D—/3D-
Netzen aktive Elemente, deren Kanten zusammenfallen.

Anforderungen an den Algorithmus

1. Elementverfeinerung

(a)

Die aktuellen Verfeinerungslevel zweier benachbarter Elemente diirfen sich nur
um maximal einen Level unterscheiden. Damit ist sichergestellt, dafl benachbarte
Elemente keine zu grofien Groflenunterschiede aufweisen und pro Kante und
Flache nicht mehr als ein irrequldrer Knoten auftritt.

Elemente, die den mazimalen Verfeinerungslevel lev,,q, erreicht haben, diirfen
nicht weiter verfeinert werden. Dadurch wird sowohl die maximale Anzahl an
Elementen und damit auch an Knoten als auch die Grofie des kleinsten durch
Verfeinerung entstehenden Elementes begrenzt.

Ein Element, das zum Verfeinern markiert wurde, wird auf jeden Fall verfei-
nert, es sei denn, der mazimale Verfeinerungslevel lev,,,, ist bereits erreicht.
Das bedeutet, dafl benachbarte Elemente, deren Verfeinerungslevel zu niedrig
ist, ebenfalls verfeinert werden miissen (Anforderung 1(a)).
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Verfeinerungs- und \

Vergroberungsalgorithmus

Verfeinerungsalgorithmus

Anpassung der Randbedingungen

Korrekturalgorithmus
fur die Vergréberung

Vergréberungsalgorithmus

Nachlaufalgorithmus
(Nachbarschaftsbedingungen)

Abbildung 4.4: Verfeinerungs— und Vergroberungsalgorithmus (FluBdiagramm)

2. Elementvergroberung

(a) Da Ausgangselemente (Verfeinerungslevel 0) keine Vorgingerelemente besitzen,
diirfen sie nicht vergrobert werden.

(b) Ein Element, das zum Vergrobern markiert wurde, darf nur vergrobert werden,
wenn alle Geschwisterelemente ebenfalls markiert wurden.

(c) Geschwisterelemente, die zum Vergrobern markiert wurden, werden nur dann
vergrobert, wenn sich der Verfeinerungslevel zweier benachbarter Elemente nach
der Vergroberung um nicht mehr als 1 unterscheidet. Dadurch werden ebenfalls
zu groffe GroBlenunterschiede benachbarter Elemente vermieden.

(d) Elemente, die Kinder haben, (inaktive Elemente) diirfen nicht aufgelost werden.
3. Weitere Anforderungen

(a) Wenn bei gekoppelten 1D—/2D—Netzen ein 2D—-Element, das keine Kinder hat,
mindestens n 2D-Nachbarn aufweist, die Kinder haben, so wird es ebenfalls
verfeinert. Damit wird die Anzahl der irrequldren Knoten im Gebiet reduziert.
(Glattung der Verfeinerungszonen fiir n = 2 und n = 3).

Bei gekoppelten 1D—/2D—/3D-Netzen gilt entsprechendes fiir die iiber die Fl&-
chen definierten 3D—Nachbarn. Hier sorgt ein Wert von n = 4 oder n = 5 fiir
glatte Grenzen.
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(b) Werden Elemente unterschiedlicher Dimension miteinander gekoppelt, so darf es
keine irreguldren Elementmittelknoten geben. Fiir gekoppelte 1D—/2D-Netze be-
deutet das, dal die einem 1D-Element benachbarten 2D-Elemente den gleichen
Verfeinerungslevel aufweisen miissen, wie das 1D—Element. So kann auf einem
1D-Element kein irreguldrer Knoten liegen.

Bei gekoppelten 1D—-/2D—/3D—Netzen werden auf diese Weise irregulire Kno-
ten auf den Réandern von 2D-Elementen mit direkt angrenzendem 1D-Element
sowie als Flachenmittel- und Fldchenrandknoten von 3D-Elementen mit direkt
angrenzendem 2D— bzw. 1D-Element verhindert.

Eine Beschreibung der fiir den Verfeinerungs— und Vergroberungsalgorithmus notwendigen
Datenstrukturen, wie z.B. die Realisierung der Knoten—, Kanten— und Fléchenverzeichnis-
se, kann ebenfalls im wesentlichen der Arbeit von SCHULZE-RUHFUS (1996) entnommen
werden.

4.3.2 Elementverfeinerung

Die Verfeinerung eines Elementes erfolgt durch gleichmdfige Teilung. Dazu werden Knoten
im Mittelpunkt der Kante, im Schwerpunkt der Fliche und im Schwerpunkt des Volumens
erzeugt. Hieraus entstehen die Kindelemente des zu verfeinernden Elementes, wobei aus
jedem 1D-Element zwei, aus jedem 2D-FElement vier und aus jedem 3D-Element acht
neue Elemente hervorgehen (Abbildung 4.5).

2D-Element 3D-Element
\ e
/
/
P . A— e = P =

e irregulare Knoten

Abbildung 4.5: Verfeinerungsstrategie

Die Qualitat der Elemente des Ausgangsgitters entscheidet dabei iiber die Qualitéit aller
hierarchisch darunter liegenden Elemente und damit {iber die Qualitit der Ergebnisse einer
numerischen Berechnung.

Um im Falle gekoppelter Netze irreguldire Element—Mittelknoten entsprechend Anforderung
3(b) zu vermeiden, wird gefordert, daf die Verfeinerung eines Elementes mit geringerer Di-
mension die Verfeinerung der benachbarten Elemente hoherer Dimension nach sich zieht.
Hier wird von einer Hierarchie der Elementdimensionen (BARLAG 1997) ausgegangen,
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die besagt, dafl numerisch schwieriger zu erfassende advektive Transportvorginge in den
Kliiften (2D-Elemente) und diffusive Vorgénge in der Gesteinsmatrix (3D-Elemente) statt-
finden.

Bei jeder Elementverfeinerung werden Prozefidaten, wie Materialparameter (Durchléssig-
keitsbeiwerte, Porositéiten, Diffusions— und Dispersionsbeiwerte), elementbezogene numeri-
sche Parameter (Anzahl der GauBi-—Punkte) und Geometriedaten (Querschnittsflachen der
1D-Elemente, Dicken der 2D-FElemente), an die Kindelemente vererbt. Notwendige Ele-
mentmatrizen werden fiir die neu entstandenen Elemente berechnet.

AuBlerdem werden bei der Erzeugung neuer Knoten die am jeweiligen zu modellierenden
Prozef beteiligten Feldgrofien (z.B. 'Druck’, 'Séttigung’, 'Konzentration’, "Temperatur’) in
den neuen Knoten durch lineare Interpolation gewonnen. Entsprechend wird bei einem neu-
en Knoten zwischen zwei Randbedingungsknoten vorgegangen, der dann als neuer Rand-
bedingungsknoten definiert wird.

Wie bereits erwahnt, entstehen bei der hier vorgestellten h—adaptiven Methode irrequldre
Knoten, in denen die Stetigkeit der numerischen Losung sichergestellt werden mufl. Da die
Verwendung von Hexaedern als Ubergangselemente bei 3D-Netzen und insbesondere bei ge-
koppelten 1D—-/2D—/3D—Netzen sehr aufwendig ist, werden die zugehorigen Freiheitsgrade
entweder im Gesamtgleichungssystem oder bereits beim Aufbau der Elementmatrizen eli-
miniert (RANK 1985, DEVLOO ET AL. 1987, BARLAG 1997). Die Losung im irreguldren
Knoten ergibt sich durch Interpolation der Losungswerte der benachbarten reguldren Kno-
ten. Durch Einfiigen einer entsprechenden Zwangsbedingung in das Gesamtgleichungssystem
steht, nachdem das Gleichungssystem gelost wurde, die numerische Losung in diesen Knoten
direkt zur Verfiigung (THORENZ 2001).

4.3.3 Elementvergroberung

Eine Elementvergroberung bedeutet die Auflésung von zur Vergroberung markierten Ge-
schwisterelementen und die Wiederherstellung des bis dahin inaktiven Vorgingerelementes.
Aufgrund der oben aufgefithrten Anforderungen an die Elementvergroberung ergibt sich
eine deutliche Bevorzugung der Verfeinerung. Dies ist notwendig, um eine Konkurrenz zwi-
schen Verfeinerung und Vergroberung zu vermeiden. Damit wird zugunsten eines feineren
Berechnungsgitters entschieden.

Die Vergroberung von zuvor verfeinerten Elementen fiihrt in der Regel zu einem geringen
Fehler in der numerischen Lésung, der sich bei der numerischen Simulation des Stofftrans-
ports als Massenfehler darstellt. BARLAG (1997) hat nach einer Idee von BRAUN (1993)
einen Korrekturalgorithmus fiir mehrdimensionale Probleme realisiert, der im Rahmen die-
ser Arbeit beliebigen Feldgrofien zugénglich gemacht wurde. Fiir die Naherungsfunktion uy,
mit

up = Z Wiw; (4.1)

muf fiir den zu vergréobernden Bereich die Bedingung

/uh,fein dv = /uh7grob av (42)
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erfiillt sein. Dazu wird, wie in Abbildung (Abbildung 4.6) dargestellt, in den betreffenden
Knoten zu der numerischen Losung ein Korrekturwert addiert, so daf Bedingung (4.2)
erfiillt ist. Randbedingungsknoten diirfen dabei nicht ‘korrigiert’ werden.

Uh Uh

/

Fehlerkorrektur
bei Vergroberung

~

durch die
Vergroéberung
entstehender
Fehler

zu entfernender
Knoten

Abbildung 4.6: Fehlerkorrektur bei Elementvergroberung

Da durch die Elementverfeinerung neue Randbedingungsknoten entstehen kénnen, ist diese
Korrektur nach der Aktualisierung der Randbedingungen und vor der eigentlichen Ver-
groberung durchzufiithren (Abbildung 4.4).

Wie bei der Elementverfeinerung werden bei gekoppelten 1D/2D/3D—Netzen Elemente
mit geringerer Dimension gegeniiber Elementen mit hoherer Dimension bevorzugt. Dazu
zieht, gemifl der Hierarchie der Elementdimensionen, die Vergroberung eines Elementes
geringerer Dimension die Vergroberung eines benachbarten Elementes hoherer Dimension
nach sich.

o irregularer Knoten

v

Abbildung 4.7: Nachbarschaftsbedingung
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4.3.4 Nachbarschaftsbedingung

Irregulire Knoten fiihren unweigerlich zu numerischen Ungenauigkeiten in den betreffenden
Bereichen, insbesondere dann, wenn an einem Element mehrere irrequldre Knoten entste-
hen (Abbildung 4.7). Deshalb ist es sinnvoll, durch eine Glittung der Verfeinerungszonen
(Anforderung 3(a)) die Anzahl der irreguldren Knoten im Gesamtgleichungssystem klein
zu halten. Gleichzeitig wird dadurch der Rechenaufwand zur Eliminierung dieser Knoten
reduziert.

4.4 Verfeinerungs— und Vergroberungskriterien

Um eine Gitternetzanpassung mittels des beschriebenen h—adaptiven Algorithmus durch-
fithren zu kénnen, sind Verfeinerungs— und Vergriberungskriterien notwendig. Hierzu zédhlen

o Fehler— oder Verfeinerungsindikatoren ng zur Bestimmung der lokalen Fehler einer
numerischen Berechnung und damit einer Fehlerverteilung iiber das Berechnungsge-
biet

o und Verfeinerungs— und Vergréberungstoleranzen tolf und tol? zur Bestimmung der
Gebiete, in denen eine Gitternetzanpassung notwendig ist.

Dies sind neben der maximalen Verfeinerungstiefe lev,,., die wesentlichen Kriterien, iiber
die ein Anwender den Verlauf der Gitteradaption steuern kann (Abbildung 4.8).

Adaption des FE-Gitters \

Berechnung der Indikatoren
und
Markierung
der zu verfeinernden und
vergrobernden Elemente

|

Verfeinerungs- und
Vergréberungsalgorithmus

v

Abbildung 4.8: Adaption des FE-Gitters (FluBdiagramm)
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4.4.1 Verfeinerungsindikatoren

Insbesondere grofiraumige Berechnungen erfordern mehr und mehr den Einsatz gittera-
daptiver Methoden. Um einem Anwender den Zugang zu diesen Methoden zu erleichtern,
sind einfach zu handhabende Algorithmen notwendig. Dies betrifft insbesondere die oben
genannten Kriterien zur Steuerung der Gitteradaption und hier im wesentlichen die ver-
wendeten Indikatoren.

Neben Fehlerindikatoren (z.B. Residuale Schitzer nach BIETERMAN & BABUSKA 1982,
JOHNSON 1990) kénnen heuristische Verfeinerungsindikatoren (Differenzen, Gradienten,
Gradienten—Spriinge) zur Bestimmung der zu verfeinernden oder vergrobernden Elemente
verwendet werden:

Fehlerindikatoren haben den Vorteil, daf} sie analytisch abgesichert sind, so dafl damit der
lokale Fehler einer numerischen Berechnung abgeschitzt werden kann. Daraus 148t sich
auf notwendige Gitternetzanpassungen schliefen. Ein zugehoriger Fehlerestimator liefert
zudem eine Abschétzung des globalen Fehlers, der zur Steuerung der Gitteradaption ge-
nutzt werden kann. Die Gitteradaption wird so lange fortgefiihrt, bis der globale Fehler der
Néherungslosung unterhalb einer vorgegebenen Toleranzgrenze liegt.

Allerdings gelten Fehlerindikatoren und —estimatoren nur fiir die zugrunde gelegte Differen-
tialgleichung (z.B. parabolisch/hyperbolisch, linear/nichtlinear) und das verwendete nume-
rische Verfahren (Finite-Elemente-Methode, Finite-Volumen-Methode). Auch im Hinblick
auf die rdumliche Dimension sind Fehlerindikatoren nicht allgemeingiiltig, es sei denn, sie
wurden bereits fiir beliebige Raumdimensionen hergeleitet. Ist letzteres nicht der Fall, so
muB der zugehorige Fehlerestimator im Falle einer Ubertragung auf unterschiedliche raum-
liche Dimensionen analytisch neu abgesichert werden (GROSSMANN & Ro00s 1992).

I

| [ Gradienten-Indikator [ Sprung-Indikator

-0.5 0.0 0.5

Abbildung 4.9: Vergleich Gradienten—/Sprung-Indikator (Modellierung des Stofftransports zwi-
schen einer Brunnendublette nach HOOPES/HARLEMNAN 1967)

Heuristische Verfeinerungsindikatoren (Differenzen, Gradienten, Gradienten—Spriinge) be-
rechnen sich direkt aus der numerischen Losung und sind damit vom numerischen Verfah-
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ren unabhéngig. Auflerdem hat man festgestellt, daf§ diese Indikatoren fiir unterschiedliche
Typen von Differentialgleichungen funktionieren. Damit sind sie auf alle Feldgréfien, insbe-
sondere bei der numerischen Simulation gekoppelter Prozesse (Mehrfeldprobleme), gleicher-
maflen anwendbar.

Allerdings geben sie keine Information iiber den tatséchlichen lokalen und globalen Feh-
ler einer numerischen Berechnung, so daf§ auch kein Fehlerestimator zur Verfiigung steht.
Die Gitteradaption kann somit nicht {iber eine vorgegebene Fehlertoleranz gesteuert werde.
Vielmehr wird von der Annahme ausgegangen, dafl insbesondere in Bereichen grofier Gra-
dienten oder Gradienten—Spriinge mit einem Fehler in der Naherungslésung zu rechnen ist.

Aufgrund der Komplexitét der hier betrachteten gekoppelten Prozesse sind méglichst einfa-
che heuristische Verfeinerungsindikatoren den weitaus komplexeren Fehlerindikatoren vor-
zuziehen. Einerseits sind heuristische Verfeinerungsindikatoren weitaus einfacher in ein be-
stehendes Programm zu implementieren (KAISER & ZIELKE 1996) als Fehlerindikatoren,
andererseits fiir einen Anwender des Programmsystems erheblich einfacher zu handhaben,
da hier keine vertieften Kenntnisse iiber deren Funktionsweise notwendig sind.

Bei einem Vergleich eines Residualen Schétzers nach JOHNSON (1990) mit einem heuristi-
schen Verfeinerungsindikator (Sprung—Indikator) konnte BARLAG (1997) im Falle der Mo-
dellierung eines advektiven Stofftransports auflerdem zeigen, dafi der Sprung—Indikator bei
gleicher Giite der Naherungslosung weitaus weniger Rechenzeit und Speicherplatz bendtigt
als der verwendete Fehlerindikator.

Markierung
der Elemente

\ Ueberlagerung /

+

Abbildung 4.10: Uberlagerung von Indikatoren bei gekoppelter Gitteradaption
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Obwohl mittels heuristischer Verfeinerungsindikatoren keine wirkliche Fehlerabschétzung
durchgefiithrt werden kann, werden Bereiche, in denen man einen Fehler in der Nahe-
rungslosung erwarten kann (Bereiche grofler Gradienten oder grofier Kriimmungen bzw.
Gradienten—Spriinge) durch entsprechende Verfeinerungsindikatoren gut erfafit (Abbildung
4.9).

Hinzu kommt, dafl die bei der gitteradaptiven Modellierung gekoppelter Prozesse notwen-
dige Uberlagerung von Indikatoren bei Verwendung heuristischer Verfeinerungsindikatoren
einfach zu realisieren ist (Abbildung 4.10). Dabei kénnen einerseits die Indikatoren der je-
weils betrachteten Feldgrofien (‘Druck’, *Séttigung’, "Konzentration’, "Temperatur’), ande-
rerseits fiir jede der betrachteten Feldgréfien mehrere Indikatoren (Differenzen, Gradienten,
Gradienten—Spriinge) beliebig miteinander kombiniert werden. Die jeweiligen Elementmar-
kierungen zur Verfeinerung bzw. Vergroberung werden derart iiberlagert, dafl auch hier die
Verfeinerung eines Elementes gegeniiber der Vergroberung bevorzugt wird.

Aus den genannten Griinden werden im folgenden ausschlieBlich heuristische Verfeinerungs-
indikatoren verwendet:

e Differenzen—Indikator
Nach JOHN (1994) ergibt sich fiir jedes Element F der folgende Differenzen—Indikator:
NE ::%§¥X|ai__ﬁj| u7j ::17-“7nE)' 013)

Betrachtet man dagegen die Differenz zum Mittelwert, erhdlt man einen Differenzen—
Indikator der Form

ng

TZEIZ

i=1

>5E 1y

ng

i — (4.4)

ng beschreibt hier die Anzahl der Knoten des betrachteten Elementes.

e Gradienten—Indikator

Aus den Gradienten der Néherungslosung uy, im Schwerpunkt Sg des Elementes E
ergibt sich folgender Gradienten—Indikator (vgl. JOHN 1994, BARLAG 1997):

NE ::hE|gra£1uh(SE)|. (4f”
e Sprung-Indikator

Mit den kantenbezogenen Springen der Richtungsableitung (Gradienten—Spriinge)
von uy, in Richtung des Einheitsnormalenvektors n, (|n,| = 1) erhdlt man den Sprung—

Indikator
8uh
on.

=hp max |[gradu,]-n.| . (4.6)

r = hp max
U TG@EQQ|

TEIENQ
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Der Sprung-Indikator findet sich als wesentlicher Bestandteil in residualen Fehlerschéatzern
wieder, woraus sich die gute Anwendbarkeit als Verfeinerungsindikator erklért.

Fiir alle Indikatoren wird die charakteristische Elementlinge hg wie folgt gewéhlt:

VA fiir 2D-Elemente

L fiir 1D—Elemente
hp =
JV fiir 3D-Elemente

(4.7)

mit der Lange L eines 1 D—-Elementes, der Fliche A eines 2D—Elementes und dem Volumen
V' eines 3D-Elementes.

-~ - 7 7
AN\ &/
N &
& 057 NN
e e
NN & N
i\\\\’\‘.‘ \*\‘\‘ﬁi“\‘\’\ .‘
N RO
N Y
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X

Abbildung 4.11: Gitteradaptive Berechnung der Druckverteilung in einem 2.5 D—Kluftnetzwerk
unter Verwendung eines modifizierten Sprung-Indikators

Soll die Gitteradaption zur numerischen Berechnung des Druckfeldes in 2.5 D—Kluftnetzwer-
ken genutzt werden, um z.B. die Bereiche um Quellen und Senken (Singularititen) zu a-
daptieren, ist ein modifizierter Sprung—Indikator notwendig. Aufgrund der unterschiedlichen
Neigungen der Einzelkliifte im Raum, kommt es bereits durch die hydrostatische Druck-
verteilung zu unterschiedlichen Druckgradienten in den einzelnen Kliiften. Ein Gradienten—
Indikator fiithrt deshalb unweigerlich zu einer iiberméfligen und nicht gewollten Verfeinerung
des Kluftnetzwerks, ohne dabei gezielt die Quellen und Senken zu erfassen. Weitaus bessere
Ergebnisse liefert dagegen der Sprung-Indikator, der allerdings, aufgrund der unterschied-

lichen Druckgradienten in den Einzelkliiften, die Verschneidungsbereiche zu stark erfafit
(Abbildung 4.11, links).
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Um eine Uberbewertung dieser Bereiche zu vermeiden, wurde der Sprung-Indikator fiir die
Druckberechnung dahingehend modifiziert, dafy die Schnittkanten bei der Berechnung die-
ses Indikators nicht beriicksichtigt werden. Die Elemente in den Verschneidungsbereichen
werden zwar weiterhin von der Gitteradaption erfaf$t, allerdings kann durch Verwendung
dieses modifizierten Indikators eine iiberméBige Verfeinerung verhindert werden (Abbildung
4.11, rechts).

4.4.2 Verfeinerungs— und Vergroberungstoleranzen

Zur Steuerung der Gitteradaption miissen vom Anwender neben einer mazimalen Verfei-
nerungstiefe levmq, Verfeinerungs— und Vergréberungstoleranzen tol/ und tol? vorgegeben
werden. Das Berechnungsgitter soll in jedem Zeitschritt At in moglichst wenig Iterations-
schritten Ia; derart adaptiert werden, daf die fiir jedes Element E berechneten Indikator-
werte ng innerhalb des Toleranzbereiches liegen.

Anmerkung: Hier ist bewuft der Begriff Indikatorwert eingefithrt worden, da die verwen-
deten heuristischen Verfeinerungsindikatoren keine direkte Aussage iiber die lokalen
Fehler machen. Vielmehr wird, wie bereits erlautert, aus der Erfahrung heraus 'ange-
nommen’, dafl in Bereichen grofler Gradienten oder Gradienten—Spriinge mit einem
Fehler in der numerischen Losung zu rechnen ist. Eine Verfeinerung der betreffen-
den Gebiete wird demnach auch Bereiche erfassen, in denen ein Fehler in der Néahe-
rungslosung auftritt.

Neben der Moglichkeit, den Toleranzbereich fiir die absoluten Indikatorwerte vorzugeben,
konnen diese Werte zunéichst am Maximal— oder Mittelwert (7),,q.,77) normiert werden:

e Absolutwert

> tol/  verfeinern (4.8)
B < tols vergrobern -’ '
mit
tol! > tol?, tol’ € [00,0.0], tol? € [00,0.0] .
e Maximalwert
> tolf . verfeinern
15/ lmaa { <toly,,  vergrobern ’ (4.9)

mit

tol . > tol? tolf .~ €11.0,00], tol?, €]1.0,00].

maxr — max? max max
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e Mittelwert

| >tol! . verfeinern
e 4.10
/1 { < tol?,  vergrobern (4.10)

mit

tol! > tol? tol! ., € [00,1.0[, tol, €]1.0,0.0] .

mat»

Die Betrachtung der absoluten Indikatorwerte bringt den Nachteil mit sich, dafl deren
Grofenordnung nur sehr schwer einzuschétzen ist.

Deshalb bietet sich die Betrachtung der normierten Indikatorwerte an. So wird im Falle der
Normierung am Maximalwert die Skalenbreite der vorzugebenden Toleranzen auf Werte
zwischen 0. und 1. beschrankt. Nachteilig ist aber, dafl in den betroffenen Gebieten stets
der maximale Verfeinerungslevel lev,,,, erreicht wird.

Dieses Problem tritt dagegen bei einer Normierung am Mittelwert nicht auf. Die Verfei-
nerungstoleranz tol/ sollte hier gréfier und die Vergroberungstoleranz tol? kleiner als 1.
vorgegeben werden.

4.5 Adaptionsalgorithmen

Bisher wurden der h—adaptive Verfeinerungs— und Vergroberungsalgorithmus und die Verfei-
nerungs— und Vergroberungskriterien (Verfeinerungsindikatoren, Verfeinerungstoleranzen)
betrachtet. Nun ist es an der Zeit daraus den eigentlichen Adaptionsalgorithmus zusam-
menzufiigen, der die Schnittstelle zu den einzelnen in RockFlow realisierten Modellen bildet
(Abbildung 4.12). Hier liegen vier Varianten dieses Algorithmus vor, die im folgenden be-
schrieben und mit Werten von 1 bis 4 bezeichnet werden sollen. Dies ist notwendig, um an
spéiterer Stelle auf diese Algorithmen Bezug nehmen zu kénnen.

Allen Algorithmen ist gemeinsam, dafl im ersten Zeitschritt lev,, ., gitteradaptive Iteratio-
nen durchgefithrt werden, um, ausgehend vom Ausgangsgitter, bereits hier ein optimales
Berechnungsgitter zu erzeugen. In allen weiteren Zeitschritten wird das Berechnungsgitter
mit einer vorgegebenen Anzahl an Iterationen 5, adaptiert. Dabei hat sich in der Regel
‘eine Iteration pro Zeitschritt (In, = 1) als ausreichend erwiesen.

e Algorithmus 1
In jedem Zeitschritt werden, ausgehend von einer ersten numerischen Rechnung am
Anfang des Zeitschritts, maximal lev,, ., gitteradaptive Iterationen durchgefithrt. Wih-
rend im ersten Zeitschritt mit lev,,,, [terationen ein optimales Berechnungsgitter er-
zeugt wird, werden in allen weiteren Zeitschritten Ia; = n Iterationen mit n < lev,,q.
durchgefiihrt. Jeder Zeitschritt wird mit einer letzten Rechnung abgeschlossen, bevor
der néchste Zeitschritt beginnt (Abbildung 4.12, links).

e Algorithmus 2
In jedem Zeitschritt werden, ausgehend von der numerischen Losung des vorange-
gangenen Zeitschritts, maximal lev,,,, gitteradaptive Iterationen durchgefiihrt. Jeder
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Zeitschritt beginnt also mit einer Anpassung des Berechnungsgitters, wodurch jeweils
ein Rechenschritt zu Beginn des Zeitschritts eingespart wird. Dadurch kann, insbeson-
dere bei nichtlinearen Prozessen (z.B. dichteinduzierten Stréomungen), die Rechenzeit
erheblich reduziert werden. Auch hier wird im ersten Zeitschritt mit lev,,,, Itera-
tionen ein optimales Berechnungsgitter erzeugt. Da zu Beginn des ersten Zeitschritts
noch keine numerische Losung zur Verfiigung steht, wird das Ausgangsgitter zunéchst
anhand der vorzugebenden Anfangs— und Randbedingungen adaptiert. Dies macht
'sinnvolle’ Anfangsbedingungen notwendig.

In allen weiteren Zeitschritten werden, entsprechend Algorithmus 1, Io; = n Iteratio-
nen mit n < lev,,,, durchgefithrt. Jeder Zeitschritt wird mit einer letzten Rechnung
abgeschlossen (Abbildung 4.12, rechts).

Ausgangsagitter Ausgangsgitter
| !
Anfangs- und Anfangs- und
Randbedingungen Randbedingungen
Zeitschleife Zeitschleife
Adaptionsschleife Adaptionsschleife
i Nein
--  Stréomung | Adaption ? >5=5=== g
Ja
| 1 UEEEe] | |Adaption des FE-Gitters |
!
; Nein P :
Adaption ? o Strémung | B :
l Ja : T A
L |Adaption des FE-Gitters | - '| Transport |

Abbildung 4.12: Gitteradaptive Algorithmen (FluBdiagramme)

e Algorithmus 3

Dieser Algorithmus entspricht Algorithmus 1, mit der zuséitzlichen Moglichkeit, nur
in jedem m-ten Zeitschritt eine Anpassung des Berechnungsgitters durchzufiihren.
Dadurch kann zusétzlich Rechenzeit eingespart werden. Allerdings sollte dieser Algo-
rithmus mit Vorsicht eingesetzt werden, um eine zu ’spite’ Anpassung des Berech-
nungsgitters zu vermeiden.

Algorithmus 4
Algorithmus 4 entspricht Algorithmus 2. Auch hier besteht zusétzlich die Moglichkeit,
das Berechnungsgitter nur in jedem m—ten Zeitschritt anzupassen.
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4.6 Gekoppelte Gitteradaption

Die numerische Simulation gekoppelter Prozesse (Mehrfeldprobleme) macht eine iiberlager-
te oder gekoppelte Gitteradaption notwendig, die das Berechnungsgitter bei Bedarf an eine
beliebige Anzahl an Feldgrofen wie 'Druck’, ’Séttigung’, 'Konzentration’ (n Komponen-
ten) und "Temperatur’ anpafit. Dazu werden die Verfeinerungsindikatoren der betrachteten
Feldgrofien, wie in Abbildung 4.10 dargestellt, iiberlagert, wobei fiir jede der Feldgréfien
und, bei gekoppelten 1D—/2D—/3D-Netzen (gekoppelte geometrische Systeme), zusétzlich
fiir jede rdumliche Dimension unterschiedliche Verfeinerungstiefen lev < lev,,q, vorgegeben
werden konnen.

Da dadurch die Verfeinerung eines Elementes durch mehrere Verfeinerungsindikatoren her-
vorgerufen werden kann, ist eine Vergroberung dieses Elementes nur dann moglich, wenn
es von allen betroffenen Verfeinerungsindikatoren (entsprechend den Anforderungen an die
Vergroberung) wieder freigegeben wird (Abbildung 4.13).

Indikator 1 Indi rl Indi ri
Indikator 2 Indikator 2 Indi T2
Verfeinerung Vergréberung

Abbildung 4.13: Vergroberung bei iiberlagerten Indikatoren

Anhand zweier Beispiele soll im folgenden die gekoppelte Gitteradaption genauer erlautert
werden. Einerseits wird dazu ein

e Dipol-Problem mit Stérungszone,
andererseits
e cin Dipol-Problem in einem heterogenen Medium

betrachtet.

4.6.1 Beispiel 1: Dipol-Problem mit Stérungszone

Das hier betrachtete System entspricht einem von BARLAG (1997) vorgestellten zweidi-
mensionalen Dipol-Problem, das von einer eindimensionalen Stérungszone (z.B. einer Kluft)
durchzogen wird.

Die Stoérungszone hat eine weit hohere Durchléssigkeit als das sie umgebende Gestein, das
im folgenden als Gesteinsmatrix (kurz: Matrix) bezeichnet werden soll (Abbildung 4.14).
Das (stationdre) Stromungsfeld wird von einer Injektions— zu einer Extraktionsstelle (Quel-
le und Senke) erzeugt.
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Abbildung 4.14: Systembeschreibung Dipol-Problem mit Stérungszone

An diesem Beispiel kann sowohl die gitteradaptive Behandlung von Singularititen (Quel-
le/Senke) als auch gekoppelter geometrischer Systeme (Kluft/Matrix—System) sehr gut ge-
zeigt werden.

O]
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Abbildung 4.15: A priori Verfeinerung (BARLAG 1997)

Sowohl im Ubergangsbereich groBer Materialheterogenitiiten als auch im Bereich punktfor-
miger Quellen und Senken kénnen im Geschwindigkeitsfeld grole Gradienten auftreten. Au-
Berdem kann es in Kluft/Matriz—Interaktionsbereichen zu groen Kriimmungen der Strom-
linien (Richtungsdnderungen der Geschwindigkeitsvektoren) kommen. Deshalb ist in derar-
tigen Bereichen, um das Stromungsfeld optimal fiir eine nachfolgende Transportsimulation
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zu approximieren, ein angepafites Berechnungsgitter erforderlich.

BARLAG (1997) hat das Berechnungsgitter deshalb in den stromungskritischen Bereichen
a priori angepaBt (Abbildung 4.15). Dazu wurde die Quelle als Knotenpunkt und die Senke
als Innenrand diskretisiert.

Da bei einer statischen Diskretisierung Bereiche erfafit werden konnen, die nur kurzzeitig
fiir die Genauigkeit der Losung von Bedeutung sind, wurde fiir die numerische Simulation
des Stofftransports die Gitteradaption verwendet.

Mittels der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten gekoppelten Gitteradaption bietet sich
nun die Moglichkeit, das Berechnungsgitter sowohl an das Stromungsfeld als auch an den
Stofftransport a posteriori anzupassen. Damit wird eine a priori Verfeinerung, wie sie von
BARLAG (1997) vorgestellt wurde, vermieden.

Um eine Anpassung des Berechnungsgitters (Abbildung 4.16, oben) in den stromungskriti-
schen Bereichen der Quelle und der Senke zu erreichen, wird es fiir die Feldgrofle 'Druck’
mit einem Verfeinerungslevel lev,q.2p, = 3 (2D-Elemente) adaptiert (Tabelle 4.1). Dies
fithrt auflerdem zu einer Gitternetzanpassung im Kluftbereich (Abbildung 4.16, unten).

Tabelle 4.1: Adaptionsparameter Dipol-Problem mit Stérungszone

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel (global) | leviqr = 3

Druck (2D)
Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfmt =25, tol? ., =05
max. Verfeinerungslevel levmaz2Dp = 3

Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolf;m =14, tolﬂm =04
max. Verfeinerungslevel levmaz2D,c =1

Dadurch ist fiir die gitteradaptive Modellierung des Stofftransports ein weitaus geringerer
Verfeinerungslevel fiir die Feldgrofle "'Konzentration” moglich. Hier ist ein max. Verfeine-
rungslevel von lev,,q,2p = 1 (2D-Elemente) ausreichend (Abbildung 4.17, oben).

Um bei Bedarf eine weitere Verbesserung der numerischen Losung im Kluftbereich zu errei-
chen, besteht die Moglichkeit, fiir die Feldgrofe "Konzentration’ zusétzlich eine Adaption
der 1D-Elemente und damit des Kluft/Matrix-Ubergangsbereiches zu bewirken. In Ab-
bildung 4.17 (unten) werden die 1D-Elemente deshalb mit einem Verfeinerungslevel von
levmaz1p,c = 2 adaptiert.
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Abbildung 4.16: Dipol-Problem mit Stérungszone (Ausgangsgitter und a posteriori an das Druck-

feld (Stromungsfeld) angepaBtes Berechnungsgitter)
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Abbildung 4.17: Dipol-Problem mit Stérungszone (A posteriori an den Stofftransport angepaBte

Berechnungsgitter)
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4.6.2 Beispiel 2: Dipol-Problem in einem heterogenen Medium

In einem weiteren Beispiel soll nun, wie in Abbildung 4.18 dargestellt, ein Dipol-Problem in
einem heterogenen Medium betrachtet werden. Die Materialgruppen I — I'V unterscheiden
sich hier durch unterschiedliche Durchléssigkeiten.

Im Ubergangsbereich groBer Materialheterogenitéiten kénnen, wie bereits erwihnt, groBe
Gradienten im Geschwindigkeitsfeld auftreten, so dafl hier eine Anpassung des Berech-
nungsgitters im Bereich der Materialgrenzen, aber auch im Bereich der Quelle und Senke,
notwendig ist.
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Abbildung 4.18: Systembeschreibung Dipol-Problem in einem heterogenen Medium

Diese Gitternetzanpassung erfolgt zunéchst a posteriori fiir das Stromungsfeld, gefolgt von
einer gitteradaptiven Simulation des Stofftransports.

Da das Ausgangsgitter (Abbildung 4.19, links) nach dem ersten Zeitschritt, und damit
nach lev,,,, gitteradaptiven Iterationen, bereits optimal an das hier betrachtete stationére
Stromungsfeld angepaBt ist (Abbildung 4.19, rechts), wird sich in allen weiteren Zeitschrit-
ten die Gitteradaption weitestgehend auf den Stofftransport beschrinken.

Die stromungskritischen Bereiche werden iiber die Feldgrofie 'Druck’ mit einem Verfeine-
rungslevel von lev,,q,2p, = 3 (Tabelle 4.2) bereits gut erfait. Deshalb reicht hier fiir die
gitteradaptive Simulation des Stofftransports ein Verfeinerungslevel von lev,,422p.. = 1 aus
(Abbildung 4.20).
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Tabelle 4.2: Adaptionsparameter Dipol-Problem in einem heterogenen Medium

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel (global) | levye = 3

Druck (2D)
Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfm.t =18, tol? ., =04
max. Verfeinerungslevel levmaz2Dp = 3

Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfm-t = 2.0, tol? ., = 0.6
max. Verfeinerungslevel levmaz2D,c =1
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Abbildung 4.19: Dipol-Problem in einem heterogenen Medium (Ausgangsgitter und a posteriori
an das Druckfeld (Stromungsfeld) angepaBtes Berechnungsgitter
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Abbildung 4.20: Dipol-Problem in einem heterogenen Medium (A posteriori an den Stofftrans-
port angepaBtes Berechnungsgitter)

Ohne die Moglichkeiten der gekoppelten Gitteradaption wére auch hier eine a priori Gitter-
netzanpassung notig. Andernfalls miiite die gitteradaptive Modellierung des Stofftransports
mit einem entsprechend gréfleren max. Verfeinerungslevel durchgefiihrt werden, um, beim
Durchlaufen der stromungskritischen Bereiche, fiir ein optimal angepafites Berechnungsgit-
ter zu sorgen. Da der Verfeinerungslevel wiahrend der gesamten Simulation beibehalten wird,
kann dies, auflerhalb der kritischen Bereiche, zu einer iibersteigerten Gitternetzanpassung
fithren.



Kapitel 5

Gitteradaptive Modellierung schwach
gekoppelter Mehrfeldprobleme in
gekliiftet—porosen Medien

Das vorliegende Kapitel beschéftigt sich in einer Reihe von Beispielen mit der gitteradapti-
ven Modellierung schwach gekoppelter Mehrfeldprobleme (Transport idealer Tracer in einer
inkompressiblen Stromung (Grundwasserstromung)). Dabei wird besonders auf die Anwen-
dung der gekoppelten Gitteradaption im Bereich von Singularititen (punktuelle Quellen
und Senken) und Kluft/Matrix—Systemen (gekoppelte geometrische Systeme) eingegangen.
Folgende Problemstellungen wurden dazu ausgewéhlt:

e instationdre Grundwasserstromung im Bereich eines Extraktionsbrunnens (Senke),
e hoch—advektiver Stofftransport zwischen Brunnendubletten,
e advektiv-diffusiver Stofftransport in Kluft/Matrix—Systemen.
In einem Beispiel zum
e Stofftransport in 2.5 D-Kluftnetzwerken

wird auflerdem eine erste Kopplung der Gitteradaption fiir die Feldgréfien "Druck’ und "Kon-
zentration’ in groffrdumigen 2.5 D-Kluftnetzwerken dargestellt, wobei insbesondere auf die
Moglichkeiten der gekoppelten Gitteradaption im Nahfeld von Quellen und Senken (Singu-
larititen) eingegangen wird.

Bei der Steuerung des Zeitschritts sind in den Beispielen zum advektiv—dispersiven Stoff-
transport (parabolisch/hyperbolische Problemstellungen) sowohl das NEUMANN- als auch
das COURANT—Kriterium einzuhalten. Mittels einer automatischen Zeitschrittsteuerung
kann der Zeitschritt unter Beachtung dieser Kriterien an das jeweilige verfeinerte Berech-
nungsgitter automatisch angepafit werden (vgl. BARLAG 1997).

5.1 THEIS’ Problem

Der sensitivste Eingabeparameter in ein Transportmodell ist das Stromungsfeld (KINZEL-
BACH 1992), dessen Erfassung daher besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden mufi.

47
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Da punkt— und linienférmige Quellen und Senken Singularitéiten in der Losung darstellen,
mufl deren Nahfeld gesondert betrachtet werden. Der zu erwartende Fehler in der numeri-
schen Losung kann sowohl durch die Modellierung der Brunnen mit einem endlichen Radius
als auch durch eine erhchte Verfeinerung des Nahfeldes reduziert werden.

Standrohrspiegelhdhe Standrohrspiegelhdhe
vor Pumpbeginn lQ nach Pumpbeginn

_ / ________________
Aquiclude \_ /

Aquifer

Aquiclude

Abbildung 5.1: Definition THEIS" Problem

Die Gitteradaption soll deshalb zunéchst an einer instationdren Stromung im Bereich eines
Extraktionsbrunnens (Senke) in einem unendlich ausgedehnten gespannten Aquifer demon-
striert werden (Abbildung 5.1). Als analytische Vergleichslosung wird die sog. ”Brunnen-
formel nach THEIS” verwendet.

5.1.1 Analytische Losung (Brunnenformel nach THEIS)

Fiir einen unendlich ausgedehnten gespannten Aquifer (homogen, isotrop) hat THEIS (1935)
folgende analytische Losung angegeben:

h(t,r) = ho— 47TQKfW(u)
+0o0 . 2 IS
W(u) = ! %{) d¢ mit u= ZKfOt : (5.1)
W(u) = —C —In(u)+ JrZO:<)(—1)"_1 - Z,' ,
i=1 :

mit

k
C = 0.57721566... (Eulerkonstante), Ky = ﬂ, So=S,pg, r=\x2+y2.
L

Die Grundwasserneubildung durch Niederschlag wurde vernachléssigt und die Entnahme
von Grundwasser aus dem Brunnen als konstant angenommen.
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Abbildung 5.2: Vergleich der numerischen mit der analytischen Lésung (THEIS' Problem)

Tabelle 5.1: Absenkung der Standrohrspiegelhdhe (r = 9.639m)

numerisch [m]
Zeit in [s] | analytisch [m] feines Gitter | 4 Verf.—Level | 5 Verf.—Level
10. 0.0302 0.0322 0.0096 0.0272
50. 0.6789 0.6577 0.6578 0.6664
100. 1.2664 1.2415 1.2379 1.2521
500. 2.9929 2.9586 2.9491 2.9640
1000. 3.8037 3.7669 3.7562 3.7758
5000. 5.7315 5.6727 5.6727 5.6920
10000. 6.5690 6.5135 6.5117 6.5316
50000. 8.5184 8.1445 8.1329 8.3289
100000. 9.3587 8.3172 8.3019 8.7576
500000. 11.3103 8.3281 8.3124 8.8435
1000000. 12.1508 8.3281 8.3124 8.8435
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5.1.2 Numerische Simulation

Vor der eigentlichen gitteradaptiven Modellierung wird eine erste numerische Simulation
auf einem feinen Ausgangsgitter mit 246 Knoten und 200 2 D—Elementen durchgefiihrt. Die
Simulationsparameter kénnen der Tabelle 5.2 entnommen werden.

Tabelle 5.2: Simulationsparameter THEIS' Problem

Symbol | Bezeichnung Wert

Q Pumprate 1.4158 - 1072 m3/s

Sp Speicherkoeffizient 1.01937 - 10" m 52 /kg
k spezifische Permeabilitit | 9.470234 - 10~ m?

Das a priori verfeinerte Berechnungsgitter (Abbildung 5.3), das vor allem im Nahbereich
des Brunnens sehr fein aufgelost ist, wurde bereits mehrfach fiir entsprechende Berechnun-
gen verwendet (KorLbiTz 1994, KAISER 1996) und hat auch hier ausgereicht, um eine
gute Ubereinstimmung der numerischen Néherungslosung mit der analytischen Losung zu
erzielen (Abbildung 5.2). Die Abweichung der numerischen von der analytischen Losung
fiir t > 10° s ist auf den Einflu der Druck— bzw. Standrohrspiegel-Randbedingung auf den
Beobachtungspunkt bei » = 9.639 m zuriickzufiihren.

Abbildung 5.3: A priori verfeinertes Berechnungsgitter (THEIS' Problem)

Fiir die gitteradaptive Modellierung wird ein weitaus groberes Ausgangsgitter mit 27 Kno-
ten und 16 2D-Elementen verwendet (Abbildung 5.4). Es werden zwei Berechnungen mit
unterschiedlichen max. Verfeinerungsleveln (levy., = 4 und lev,,,, = 5) bei sonst identi-
schen Adaptionsparametern durchgefiihrt (Tabelle 5.3).

Der verwendete Sprung-Indikator erfafit die strémungskritischen Bereiche in Brunnennihe
sehr gut (Abbildung 5.5). Auch hier ist der Einflu der am rechten Rand vorgegebenen
Randbedingung zu erkennen; es erfolgt eine nicht gewollte Verfeinerung der zugehorigen
Randelemente.
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Tabelle 5.3: Adaptionsparameter THEIS' Problem

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel | levyqr = 4 und levyge = 5

Druck (2D)

Verfeinerungsindikator | Sprung—Indikator

Verfeinerungstoleranzen | tol} .. = 0.7, told,,. = 0.2

Brunnen
r=0.3048

/

r=9.639m

~

Beobachtungspunkt

/

=

r=304.8m

Abbildung 5.4: Ausgangsgitter fiir die gitteradaptive Modellierung (THEIS' Problem)

Abbildung 5.5: Adaptiertes Berechnungsgitter (5 Verf.—Level)
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Bereits ein max. Verfeinerungslevel von lev,,., = 4 ergibt eine gute Ubereinstimmung von
numerischer und analytischer Losung (Tabelle 5.1). Eine Erhohung des max. Verfeinerungs-
levels auf lev,,q,, = 5 fithrt allerdings erwartungsgeméfl zu einer weiteren Verbesserung der
numerischen Losung, die der Giite der Losung auf dem a priori verfeinerten Gitter ent-
spricht und sogar geringfiigig tibertrifft (Abbildung 5.2).

Die Anpassung des Berechnungsgitters im Nahfeld von Quellen und Senken kann also ei-
nerseits a priori erfolgen oder, wie hier dargestellt, a posteriori durch eine gitteradaptive
Berechnung des Druckfeldes. Neben der h—Adaption ist hier aber auch die Verwendung der
r—Adaption (Verschiebung der Knoten) denkbar, da sich dadurch die Anzahl der Knoten
und Elemente des Berechnungsgitters nicht erhoht.

5.2 Stofftransport zwischen Brunnendublette

Hoores & HARLEMAN (1967) haben in Laborversuchen den advektiv—dispersiven Stoff-
transport zwischen Brunnendubletten untersucht. Ein von ihnen mit einem Sand—Modell
durchgefiihrtes Experiment (Abbildung 5.6) lieferte die Daten zur Verifikation einer ver-
einfachten analytischen Losung, die ihrerseits oftmals zur Verifikation numerischer Modelle
verwendet wird (HUYAKORN ET AL. 1986, SEGOL 1994, KOoLDITZ 1994, THORENZ 1995).

0O - Piezometer Taps
e — Conductivity Probes

Screen Boundary —

. Head Control for
of Sond Bed Hiz7 m T8 Sand Bed
| Rad ,' 25cm. wide

Open Chaonnel

/R/\ )Sismm Rod. /
\ /

Impervious Boundary
of sond bed

!
b&ﬂl&&l\

Rechorge Well

Pumping Well

Abbildung 5.6: Darstellung des Laboraquifers (HOOPES & HARLEMANN (1967))

KRAUSE (1996) hat, unter Verwendung des aTM (adaptives Transportmodell) (BARLAG
1997), eine gitteradaptive Modellierung des Stofftransports zwischen einer Brunnendublette
durchgefiihrt. Deshalb bietet es sich an, diese analytische Losung auch zur Verifikation des
in RockFlow implementierten gitteradaptiven Algorithmus zu verwenden. Die numerischen
Berechnungen werden auf horizontale 2 D-Stromungen beschrankt.
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5.2.1 Analytische Losung (HOOPES & HARLEMAN (1967))

Die von HOOPES & HARLEMAN (1967) angegebene analytische Losung fiir den advektiv—
dispersiven Stofftransport zwischen Brunnendubletten 1&8t sich wie folgt (in kartesische
Koordinaten) schreiben:

a—T
c(x,y,t) = ¢ - erfc 5.2
(wn0) = o ente{ T 52
mit
inh h 1
a = cscé [1 + coshsgl—i—?Z:osf — cot & {arcsin(cos £) — arcsin (C(c)zshnncisfo: ¢ ) H
VO <&<2m
1 i 1
= — |[l+tanh (= 14—
“ T3 l e (2){ +coshn+1H
§=0,2m (5.3)
. 15} sinh n
~ 2sin?¢ | (coshn + cos€)?
3 cos& ) sinhn . (coshn cos& + 1
— 1 —cot _— t
SnZE { cot & arcsin(cos &) + cosh 1) + cos€ + cot & arcsin ( cosh 1)+ oS €
1 ) . (coshncosé+1
+ ——qarcsin(cos§) — arcsin
sin & coshn + cos &
N ¥ sinhn
3 sin?¢ | (coshn + cos €)3
) sinh 7 . [coshncos€+1
1 — cot R E— t
+ 7 { cot & arcsin(cos§) + cosh 1 & cosE + cot € arcsin ( cosh ) - cosE
~ Scosé sinhn
2 sin?¢ | (coshn 4+ cos &)?2
3 cosé ) sinhn . [coshn cosé + 1
— 1 — cot _— t
2 s’ e { cot & arcsin(cos§) + coshi ] + costE + cot £ arcsin < cosh 1] § cosE
h 1
+ 5 Smé {arcsin(cos £) — arcsin <C(c)zshnncj—sc§o:§ )}H
VO<&<2m
6|2 sinh n 1 2 2
b = = |= -
513 * coshn+1 | (coshn+ 1)2 * 3 (coshn+1) N 3
n v |2 n sinhn 1 n 3 n 2 n 2
715 coshn+1 | (coshn+1)>  (coshn+1)2 coshn+1 5

£€=0,2n (5.4)
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und
2dy 1 (x +d)? + o>
— arctan | ——2Y S (WYY .
£ arcan(dz_($2+y2>>, n 2n<(:v—d)2+y2 (5.5)
D, 2rmn or, Qt
7 Q P T ormnd®’ (56)

mit dem halben Brunnenabstand d, der Aquiferdicke m, der molekularen Diffusion D,,, der
longitudinalen Dispersionsldnge «y, der effektiven Porositit n und der Pumprate Q).

5.2.2 Numerische Simulation

Fiir die gitteradaptive Modellierung wird ein von THORENZ (1995) generiertes Finite—
Elemente-Gitter verwendet. Dazu hat THORENZ (1995) einen Gittergenerator entwickelt,
der fiir advektive Transportvorginge in Brunnensystemen das FE-Gitter mit Hilfe von
Strom— und Potentiallinienverfolgungen optimal an das Stromungsfeld anpafit (Abbildung
5.7).

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

x [m]
Abbildung 5.7: Ausgangsgitter Brunnendublette (THORENZ 1995)

Da in Brunnennéhe, wo grofle Geschwindigkeitsgradienten auftreten konnen, das Ausgangs-
gitter bereits eine feinere 6rtliche Auflosung aufweist und damit in diesem Bereich Oszilla-
tionen weitestgehend vermieden werden, ist hier eine auf das Strémungs— bzw. Druckfeld
bezogene Gitteradaption nicht notwendig.

Die Simulations— und Adaptionsparameter fiir die folgenden Berechnungen kénnen den Ta-
bellen 5.4 und 5.5 entnommen werden. Die Ergebnisse werden mit der analytischen Losung
in den Beobachtungspunkten A(0m, 0m), B(0m,0.1524m), und C'(0m, 0.3048m) verglichen.
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Tabelle 5.4: Simulationsparameter Brunnendublette

Symbol | Bezeichnung Wert
Allgemeines

2d Brunnenabstand 0.61m
Qin, Qout | Pumpraten 2-2.339-107%m3 /s
Cin Randbedingung Transport 1.0

Materialdaten
m Dicke des Aquifers 0.089 m
k spezifische Permeabilitat 1.019 - 10712 m?2
n effektive Porositit 0.374m3>m=3
ag, longitudinale Dispersionslinge | 1.54 - 1073 m

Tabelle 5.5: Adaptionsparameter Brunnendublette

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel | levy,q, = 4

Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator | Sprung—Indikator

Verfeinerungstoleranzen tolf;it =25, tol? ., = 0.5

Zunichst wird fiir die gitteradaptive Modellierung des Stofftransports eine max. Verfeine-
rungstiefe von lev,,,, = 4 vorgegeben (Tabelle 5.5).

Abbildung 5.8 zeigt, bei Verwendung des Sprung-Indikators, eine gute Ubereinstimmung
zwischen numerischer und analytischer Losung, die auch durch eine Erhéhung des max.
Verfeinerungslevels lev,,,, nicht weiter verbessert werden kann. Dagegen fiihrt eine Redu-
zierung des max. Verfeinerungslevels zu einer deutlichen Verschlechterung der Ergebnisse
(Abbildung 5.9).

Da die dem analytischen Modell zugrunde liegenden Voraussetzungen nicht vollstéandig auf
das numerische Modell iibertragen werden konnen (siche auch KorLpitz 1997), sind die
vorhandenen Abweichungen (Abbildung 5.8) zwischen numerischer und analytischer Losung
nicht zu vermeiden. So wird fiir das analytische Modell ein unendlich ausgedehnter Aquifer
mit punktueller Quelle und Senke betrachtet, wohingegen das numerische Modell einen
begrenzten Aquifer simuliert, in dem die Brunnen einen endlichen Radius besitzen.

Die Konzentrationsverteilungen einschliellich der adaptierten Berechnungsgitter sind fiir
unterschiedliche Zeiten ¢ in Abbildung 5.10 dargestellt. Sowohl die durch den verwendeten
Sprung-Indikator hervorgerufene Verfeinerung im Frontbereich als auch die Vergréberungen
sind sehr gut zu erkennen.
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Abbildung 5.8: Vergleich analytischer und numerischer Ergebnisse in den Beobachtungspunkten
A(Om,0m), B(0m,0.1524m), und C(0m,0.3048m) (Brunnendublette)
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Abbildung 5.9: Vergleich der numerischen Ergebnisse in den Beobachtungspunkten A(0m, 0m),
B(0m,0.1524m), und C(0m,0.3048m) bei verschiedenen maximalen Verfeinerungsleveln

(Brunnendublette)
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Abbildung 5.10: Konzentrationsverteilungen und adaptierte Berechnungsgitter (Brunnendublet-
te)
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5.3 Stofftransport in Kluft/Matrix—Systemen

Unter dem Begriff der Matrixdiffusion werden Problemstellungen verstanden, die den Ein-
flul des Stoff— aber auch Warmeaustausches zwischen Grundwasserleitern und wenig oder
nicht durchflossenen Aquiferteilen untersuchen (KorLpirz 1997). Hierunter fallen Syste-
me wasserfithrender Kliifte mit angrenzender nahezu undurchléssiger Festgesteinsmatrix
(Abbildung 5.11).

Abbildung 5.11: Kluft/Matrix-System (BARLAG 1997)

Analog zu einer von TANG ET AL. (1981) angegebenen analytischen Losung zum Problem
der Matrixdiffusion in einem Kluft/Matrix—System haben GILLHAM ET AL. (1984) eine
analytische Losung fiir einen porésen Grundwasserleiter hergeleitet. Dabei betrachteten sie
eine Bodenschicht hoher Durchléssigkeit, die von einer wenig durchléssigen Schicht umgeben
ist. Diese analytische Losung la8t sich ihrerseits auf ein Kluft/Matrix—System iibertragen
(KrROHN 1991).

BARLAG (1997) hat eine zweidimensionale gitteradaptive Berechnung des advektiv—diffusi-
ven Stofftransports in einem Kluft/Matrix—System durchgefiihrt. Dazu wurde die Kluft
mit eindimensionalen und die Gesteinsmatrix mit zweidimensionalen Elementen modelliert.
Im folgenden sollen u.a. anhand einer entsprechenden dreidimensionalen Simulation die
Moglichkeiten und Grenzen der h-Adaption aufgezeigt werden.

5.3.1 Analytische Losung (GILLHAM ET AL. (1984))

Fiir die analytische Losung wird angenommen, dafl eine rechteckféormige Anfangsverteilung,
die um den Nullpunkt angeordnet ist, mit einer Stromung konstanter Geschwindigkeit durch
eine Kluft beférdert wird (vgl. Abbildung 5.12). Dabei kommt es zu einem diffusiven Stoff-
austauch mit der Gesteinsmatrix. Die Durchlissigkeit der Matrix soll so klein sein, daf§ der
Stofftransport hier hauptséchlich durch molekulare Diffusion stattfindet.

Die Kluft wird durch einen eindimensionalen Strang représentiert, wahrend in der Ge-
steinsmatrix nur eindimensionale Diffusion orthogonal zu Kluft beriicksichtigt wird. Der
Diffusionsstrom parallel zur Kluft wird vernachléssigt. Dazu gibt GILLHAM ET AL. (1984)
folgende analytische Losung an:
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Die Losung fiir die Konzentrationsverteilung in der Kluft ergibt sich, wenn z = b gesetzt
wird. Die hier verwendeten Symbole und ihre Bezeichnungen sind in Tabelle 5.6 (Simula-
tionsparameter) zu finden.

5.3.2 Numerische Simulation

Der Stofftransport entlang der Kluft findet entsprechend der Annahmen fiir die analytische
Losung rein advektiv statt. Der Austausch mit der schwach durchléssigen Gesteinsmatrix
ist dagegen rein diffusiv. Zunéchst wird die Kluft mit eindimensionalen und die Gesteins-
matrix mit zweidimensionalen Elementen modelliert. Dadurch wird im Gegensatz zur ana-
lytischen Losung ein Diffusionsstrom in der Matrix zugelassen, der nicht orthogonal zur
Kluft verlduft. Aufgrund der hohen Fliegeschwindigkeit in der Kluft ist aber damit zu
rechnen, dafi der Stofftransport infolge Diffusion trotzdem iiberwiegend senkrecht zur Kluft
stattfindet (KROHN 1991). Damit sind numerische und analytische Losung miteinander
vergleichbar.
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Die numerischen Berechnungen werden aufgrund der Symmetrie der geometrischen und
physikalischen Eigenschaften entsprechend der Berechnungen von BARLAG (1997) nur am
halben System (Symmetrieachse SA — SA) durchgefiithrt (Abbildung 5.12). Fiir die erste
gitteradaptive Berechnung wird ein in x— und z—Richtung jeweils dquidistantes Ausgangs-
gitter (Abbildung 5.13) verwendet. Die Simulations— und Adaptionsparameter kénnen den
Tabellen 5.6 und 5.7 entnommen werden.

50m
L |
I 1
Gesteinsmatrix
y 0.12m
Kluft
\!
— — ] —| Y — Vs et e e e d] —_
SA X = SA

Gesteinsmatrix

Abbildung 5.12: Systembeschreibung Kluft/Matrix-System

210 0.0 1.0 2.0 3.0 20
x [m]

Abbildung 5.13: Ausgangsgitter Kluft/Matrix-System (1D /2D)

In den Abbildungen 5.14 (oben) fiir die 1D-Kluft und 5.18 (oben) fiir die 2D-Matrix ist
eine gute Ubereinstimmung von numerischer und analytischer Losung erkennbar.
Aufgrund der Matrixdiffusion wird die advektiv durch die Kluft transportierte Anfangs-
konzentration ¢y (gestrichelte Linie) mit der Zeit abgebaut (Abbildung 5.14), bis, infolge
des sog. 'tailing’-Effekts, die von der Matrix aufgenommene Substanz zuriick in die Kluft
diffundiert.
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Tabelle 5.6: Simulationsparameter Kluft/Matrix-System (1D/2D)

Symbol | Bezeichnung Wert
Allgemeines
Co Anfangsbedingung 1.0fir —a<z<amta=02m
Kluft (1D)
b halbe Kluftéffnungsweite | 0.0075m
nip effektive Porositat 1.0m3m=3
V1D Abstandsgeschwindigkeit | 2.5-107%m/s
Gesteinsmatrix (2D)
nop effektive Porositat 0.1m3m=3
D,ap molekulare Diffusion 1.40625 - 1079 m?/s

Tabelle 5.7: Adaptionsparameter Kluft/Matrix-System (1D /2D)

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel (global) | leviya: =5

Konzentration (1D /2D)

Kluft (1D)
Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolf:“-t’lD =1.2, tolgmle =0.5
max. Verfeinerungslevel (1D) levmaz, 1D = 5 (gleichmaBiges Gitter)
leVmaz,1p = 5 (vorverfeinertes Gitter)

Gesteinsmatrix (2D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolgm op = 1.2, tol? ., o5, = 0.5
max. Verfeinerungslevel (2D) levmaz,2p = 5 (gleichmaBiges Gitter)

levmaz,2p = 3 (vorverfeinertes Gitter)
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Abbildung 5.14: Konzentrationsverteilung in der 1 D—Kluft zu den Zeitpunkten ¢; = 1.0 - 10° s,
ty =5.0-10°s und t3 = 1.0 - 10% s ('gleichmaBiges’ und 'vorverfeinertes’ Ausgangsgitter)

Die Wiedergabe der rechteckférmigen Anfangsverteilung der Konzentration kann nur als
Trapez erfolgen, dessen Flanken um so steiler werden, je feiner das Ausgangsgitter aufgelost
wird. Ein fiir die Gitteradaption ausreichendes 'grobes’ Ausgangsgitter fiihrt folglich zu einer
nicht korrekten Wiedergabe der Anfangskonzentration, so dafy die numerische Lésung nicht
mit der analytischen iibereinstimmen kann.

cl] cl] cl]

Co

Abbildung 5.15: Anpassung der Anfangsbedingung im ersten Zeitschritt

Deshalb werden im ersten Zeitschritt die Anfangsbedingungen nach jedem Adaptionsschritt
aktualisiert und so an das adaptierte Berechnungsgitter angepafit (Abbildung 5.15).

Die Genauigkeit der Anfangsbedingung héngt dabei von der Anzahl der im ersten Zeitschritt
durchgefiihrten gitteradaptiven Iterationen /o, und damit vom maximalen Verfeinerungs-

level lev,,q. ab.
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Abbildung 5.16: Konzentrationsverteilungen in der 1D-Kluft ('gleichmaBiges’ Ausgangsgitter)
fiir verschiedene In; (Anzahl gitteradaptive Iterationen pro Zeitschritt)
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Bisher wurde, nachdem bereits im ersten Zeitschritt mit lev,,,, gitteradaptiven Iterationen
ein optimal angepafites Berechnungsgitter erzeugt wurde, mit einer gitteradaptiven Iteration
(In; = 1) in jedem weiteren Zeitschritt eine gute Ubereinstimmung zwischen numerischer
und analytischer Losung erzielt.

Tabelle 5.8: cpu—Zeit-Vergleich (normiert) fiir verschiedene Ix; (t = 1.0 - 105 5)

cpu—Zeit | Knoten | 1D-Elemente | 2D—-Elemente
5 lter. pro Zeitschritt 1 15762 | 344 15205
3 Iter. pro Zeitschritt 0.66 15797 | 335 15229
1 Iter. pro Zeitschritt 0.22 14921 | 343 14260
1 Iter. in jedem 3. Zeitschritt || 0.09 14668 | 352 13942

Eine Erhohung von Ia; fithrt zu keiner wesentlichen Verbesserung der numerischen Losung
(Abbildung 5.16), hat aber eine Erhohung der Rechenzeit zur Folge, da nach jeder Anpas-
sung des Berechnungsgitters eine numerische Berechnung der betrachteten Prozesse (hier
des Stofftransports) durchgefiihrt wird. So fithrt eine Erhohung von Ia; = 1 auf Ix, = 5 in
dem hier betrachteten Fall zu einer fiinf mal hoheren Rechenzeit bei nahezu gleichbleiben-
der Anzahl an Knoten und Elementen (Tabelle 5.8).

Eine weitere Reduzierung der Rechenzeit ergibt sich, wenn fiir o, = 1 zusétzlich nur in
jedem m-—ten Zeitschritt (hier m = 3) eine Anpassung des Berechnungsgitters durchgefiihrt
wird.
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Abbildung 5.17: A priori im KIuft/Matrix—Ubergangsbereich verfeinertes Ausgangsgitter
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Abbildung 5.18: Konzentrationsverteilung und adaptiertes Berechnungsgitter in der 2 D—Matrix
('gleichmaBiges' (oben) und 'vorverfeinertes’ (unten) Ausgangsgitter)
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Bisher wurde fiir die gitteradaptiven Berechnungen ein ’gleichméfliges’, d.h. ein in x— und
z—Richtung jeweils dquidistantes, Ausgangsgitter verwendet. Da die Ausbreitungsvorginge
in z-Richtung (2D-Matrix) im Vergleich zur x—Richtung (1D-Kluft) sehr langsam ablau-
fen und auch nur in einem sehr schmalen Ubergangsbereich stattfinden, ist hier eine ent-
sprechend feinere Auflosung des Ausgangsgitters notwendig. Diese Auflosung reicht jedoch
noch nicht aus, um die Anfangskonzentration fiir den Ubergangsbereich korrekt wiederzu-
geben. Deshalb ist, um die Anfangsbedingung an ein optimales Berechnungsgitter anzupas-
sen, sowohl fiir die 1D-Kluft als auch fiir die 2D-Matrix ein max. Verfeinerungslevel von
levmaz 1D = leUnaz 2D = leUnq,; = 5 notwendig.

Tabelle 5.9: Vergleich der adaptierten Berechnungsgitter bei 'gleichmaBigem’ und 'vorverfeiner-
tem’' Ausgangsgitter

Zeit [s] Anzahl Knoten | Anzahl 1D—-Elemente | Anzahl 2D-Elemente

gleichméBiges Gitter

0.0 130 25 100
100000.0 | 2132 107 1936
500000.0 | 8485 227 8068
1000000.0 | 14921 343 14260

vorverfeinertes Gitter

0.0 182 25 150
100000.0 | 1021 79 882
500000.0 | 2292 155 2052
1000000.0 | 3055 178 2751

Um, im Hinblick auf die gitteradaptive Modellierung des dreidimensionalen Kluft/Matrix—
Systems (2D-Kluft, 3D-Matrix), eine Reduzierung des max. Verfeinerungslevels fiir die
Matrix zu erreichen, ist eine Vorverfeinerung des Kluft/Matrix-Ubergangsbereiches not-
wendig (Abbildung 5.17). Dies kann, wie hier geschehen, einerseits a priori erfolgen, an-
dererseits ist auch in diesem Fall die Verwendung der r-Adaption denkbar, um damit die
Knoten in Richtung der Kluft zu verschieben.

Aufgrund der Vorverfeinerung des Ubergangsbereiches ist es nun méglich, den max. Verfei-
nerungslevel fiir die Matrix von levy,, 2p = 5 auf lev,q,0p = 3 zu reduzieren, wéhrend fiir
die Kluft auch weiterhin levy,q, 1p = 5 notwendig ist (Tabelle 5.7). Diese Vorgehensweise
fithrt, bei ebenfalls guter Ubereinstimmung von numerischer und analytischer Losung (Ab-
bildung 5.14 und 5.18, unten), zu einer erheblichen Reduzierung der Knoten und Elemente
(Tabelle 5.9) und folglich auch der Rechenzeit.

Fiir die Modellierung des Stofftransports in einem dreidimensionalen Kluft/Matrix—System
werden die Simulationsparameter aus Tabelle 5.6 entsprechend iibertragen. Die Adaptions-
parameter sind der Tabelle 5.10 zu entnehmen.
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Tabelle 5.10: Adaptionsparameter Kluft/Matrix-System 2D /3D

Adaptionsalgorithmus 1

max. Verfeinerungslevel (global) | levyar = 4

Konzentration (2D/3D)

Kluft (2D)
Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolf;imD =1.2, tolgm,QD =0.3
max. Verfeinerungslevel (2D) leVmaz 2D = 4

Gesteinsmatrix (3D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfmt,?,D =12, tolgm,?,D =0.3
max. Verfeinerungslevel (3D) levmaz,ap = 2

Auch hier wird sowohl fiir die gitteradaptive Berechnung des advektiven Stofftransports in
der Kluft als auch des diffusiven Stofftransports in der Matrix ein Sprung-Indikator ver-
wendet. Die Vorverfeinerung des Ausgangsgitters (Abbildung 5.20, oben) im Ubergangs-
bereich ermoglicht die Verwendung unterschiedlicher max. Verfeinerungslevel fiir die Kluft
(levmaz2p = 4) und die Matrix (levymazsp = 2). Die Anzahl der gitteradaptiven Iteratio-
nen pro Zeitschritt wird aufgrund der vorab durchgefiihrten Untersuchungen mit Ia; = 1
vorgegeben.

1.00 ¢ analytisch
numerisch
0.75j
Iy 0.505
0.25
0.00 ——— —
-1.0 0.0 10 m 20 3.0 4.0

Abbildung 5.19: Konzentrationsverteilung in der 2D—Kluft zu den Zeitpunkten ¢; = 1.0 - 10° s,
ty =5.0-10°%s und t3 = 1.0 - 10° s (2D /3 D-Kluft/Matrix—System)

In Abbildung 5.19 ist auch hier eine gute Ubereinstimmung von numerischer und analyti-
scher Losung zu erkennen. Auch wird die diffusive Ausbreitung des Tracers in der Matrix
sehr gut wiedergegeben (Abbildung 5.20 und 5.21). Die zuletzt genannten Abbildungen
stellen sowohl einen Schnitt durch die Matrix als auch die 2D-Kluft dar.
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Abbildung 5.20: Ausgangsgitter und Konzentrationsverteilung (adaptiertes Berechnungsgitter)

im Kluft/Matrix-System (2D/3D)
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Abbildung 5.21: Konzentrationsverteilung und adaptiertes Berechnungsgitter im Kluft/Matrix—

System (2D/3D)
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5.4 Stofftransport in 2.5 D—-Kluftnetzwerken

Auf der franzosischen Seite des Rheingrabens im nordlichen Elsaf befindet sich die Geother-
mie—Lokation SOULTZ-SOUS—FORETS. Im Rahmen eines européischen Hot—Dry—-Rock—Pro-
jektes hat sich das Institut fiir Geologische Gemeinschaftsaufgaben (GGA) u.a. mit der
Modellierung von Stromung, Stoff- und Warmetransport im Kluftgestein (KoLbiTZ 1997,
PRIBNOW ET AL. 2001a, PRIBNOW ET AL. 2001b) beschiiftigt.

Fiir die numerische Simulation von Tracerexperimenten, die der Erkundung dominanter
FlieBwege und damit der Parameteridentifikation dienen, wurden am Institut fiir Stromungs-
mechanik 2.5D-Kluftnetzwerke (ROTHER ET AL. 2000) generiert, die die Kliftung des
SouLTZer Granits unter Vernachlissigung der Gesteinsmatrix abbilden (Abbildung 5.22).

Diskrete Kluftnetzwerke zur Berechnung von Strémungen und Transportprozessen im kliifti-
gen Gestein sind, selbst bei einer geringen Anzahl an Kliiften und bei Vernachléssigung der
Gesteinsmatrix, auf kleinrdumige Untersuchungen begrenzt, da Computerleistung und Spei-
cherkapazitdt hdufig nicht ausreichen, um grofirdumige Prozesse zu modellieren. Deshalb
bieten sich hier in besonderem Mafle gitteradaptive Methoden an.

Zur Darstellung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Gitteradaption fiir 2.5 D—Kluft-
netzwerke, wird das von ROTHER fiir das GGA-Institut generierte Kluftnetzwerk, das sich
iiber ein Gebiet von 10.0 km x 10.0 km x 5.0 km erstreckt und aus sieben Kliiften besteht,
verwendet. Die Simulationsparameter (Tabelle 5.11) werden zunéchst frei gewéhlt.

Tabelle 5.11: Simulationsparameter 2.5 D—Kluftnetzwerk

Symbol | Bezeichnung Wert
Allgemeines

Qin, Qout | Pumpraten 1.55-103m3/s

Cin Randbedingung Transport 1.0
Materialdaten

2b Kluftdicke 2.0-107%m

k spezifische Permeabilitit 3.5-107%m?

n effektive Porositat 1.om3m™3

Dy, molekulare Diffusion 5.0-107%m?/s

ar, longitudinale Dispersionslange | 20.0m

ar transversale Dispersionslange | 2.0m

Dies reicht jedoch aus, um die Moglichkeiten der Gitteradaption bei der Modellierung des
Stofftransports in 2.5 D-Kluftnetzwerken zu zeigen.
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Abbildung 5.22: Ausgangsgitter fiir die Gitteradaption (2.5 D—Kluftnetzwerk)
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Tabelle 5.12: Adaptionsparameter 2.5 D—Kluftnetzwerk

Adaptionsalgorithmus

4 (Gitteradaption in jedem 10. Zeitschritt)

max. Verfeinerungslevel (global)

leVmar = D

Druck (2D)

Verfeinerungsindikator

Sprung—Indikator fiir Kluftnetzwerke

Verfeinerungstoleranzen

tol! i = 4.0, tol?

m mat

= 0.0

max. Verfeinerungslevel

leUmaa:QD,p =93

Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator

Sprung—Indikator

Verfeinerungstoleranzen

tolf .. =12, tol?, = 0.4

max. Verfeinerungslevel

levmax,QD,c =3

Waéhrend in den vorangegangenen Beispielen die Gitteradaption jeweils nur auf eine Feld-
groffe angewendet wurde, wird hier bereits eine erste Kopplung der Gitteradaption fiir den
"Druck’ und die "Konzentration” durchgefiihrt. Die zugehorigen Adaptionsparameter finden

sich in Tabelle 5.12.
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Abbildung 5.24: A posteriori an den Stofftransport angepaBtes Berechnungsgitter (ausgewahlte

Kliifte)
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Fiir die gitteradaptive Berechnung ist bei Verwendung des Sprung-Indikators eine ma-
ximale Verfeinerungstiefe von lev,,,., = 5 vorgegeben. Um Rechenzeit einzusparen, wird
Adaptionsalgorithmus 4 verwendet und nur in jedem 10. Zeitschritt eine Anpassung des

Berechnungsgitters durchgefiihrt.

Die Gitteradaption erfolgt fiir die Feldgrofle "Druck’ mit

leVmaq,p = 5 und fiir die Feldgrofle "Konzentration’ mit lev,qq. = 3.

Die Quelle wird als Punkt, die Senke als Innenrand modelliert. Um eine gezielte Verfeine-
rung dieser Bereiche zu erreichen, wird fiir die gitteradaptive Berechnung des Druckfeldes
(Stromungsfeldes) der speziell fiir Kluftnetzwerke entwickelte Sprung-Indikator verwendet.
Dadurch wird eine iiberméflige Verfeinerung im Bereich der Kluftverschneidungen verhin-
dert (Abbildung 5.23). Gleichzeitig kann auf eine a priori Verfeinerung im Bereich von
Quelle und Senke, wie sie am Beispiel der Brunnendublette gezeigt wurde, verzichtet wer-
den. Allerdings bietet sich auch hier die Verwendung der r-Adaption an, um durch die
Verschiebung der Knoten einerseits eine bessere Anpassung des Berechnungsgitters an das
Stromungsfeld zu erzielen, andererseits Knoten und Elemente einzusparen.

Da in den stromungskritischen Bereichen auf diese Weise bereits eine gute Anpassung des
Berechnungsgitters erfolgt ist, reicht fiir die gitteradaptive Berechnung des Stofftransports
eine geringere Verfeinerungstiefe von levy,q. . = 3 aus (Abbildungen 5.24, 5.25).
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Die Funktionsfahigkeit des genannten Warmetauschers in Soultz wurde 1997 durch einen
Zirkulationstest demonstriert, bei dem iiber einen Zeitraum von 4 Monaten ca. 25[/s in
GPK1 (Injektionsstelle) injiziert und aus GPK2 (Extraktionsstelle) produziert wurden (vgl.
Abbildung 5.28).

Im Rahmen dieses Zirkulationstests wurden auflerdem eine Reihe von Tracertests durch-
gefithrt. In einem ersten Test wurden dazu 150 kg Flourescein und 300 kg Benzolsdure mit
15m? Wasser vermischt und mit einer FlieBrate von @ = 1.21/s iiber einen Zeitraum von
1.5 Stunden in GPK1 injiziert (BAUMGARTNER ET AL. 1997). Der Tracerdurchbruch in
GPK2 erfolgte nach 70 bis 80 Stunden, der Maximalwert fiir Benzolsdure wurde nach 10
Tagen erreicht (Abbildung 5.26).
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Abbildung 5.26: Gemessene (schwarz) und berechnete (rot) Durchbruchskurve in GPK2

Anhand dieses Tracertests soll das vorgestellte deterministische Modell (2.5D—-Kluftnetz-
werk) iiberpriift werden. Aufgrund der geringen geometrischen Auflésung des beschriebenen
2.5 D—Kluftnetzwerkes (Abbildung 5.27) ist hier die Verwendung der Gitteradaption unaus-
weichlich. Damit 148t sich eine gute Anpassung an die gemessene Durchbruchskurve fiir
Benzolséure in GPK2 erzielen (Abbildung 5.26). Die Ergebnisse dieser gitteradaptiven Be-
rechnungen und die zugehérigen Simulationsparameter sind in PRIBNOW ET AL. (2001)
zu finden.

In Abbildung 5.28, in der die Ausbreitung des Tracers (Benzolsidure) zu einem ausgewéahl-
ten Zeitpunkt (¢t = 239 h) dargestellt ist, ist die automatische Gitternetzanpassung (Gitter-
adaption) sehr gut zu erkennen. Aufgrund einer besseren Darstellbarkeit wurden hier nur
drei von den insgesamt sieben Kliiften beriicksichtigt (vgl. Abbildung 5.27).
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Abbildung 5.27: Ausgangsgitter fiir die numerische Modellierung des Tracertests mittels gittera-

daptiver FEM und ausgewahlte Kliifte (rot)
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Abbildung 5.28: Konzentrationsverteilung (Benzolsdure) in den drei ausgewahlten Kliften zum

Zeitpunkt t = 239 h
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Kapitel 6

Gitteradaptive Modellierung stark
gekoppelter Mehrfeldprobleme in
porosen Medien

Anhand mehrerer Beispiele zu dichteinduzierten Strémungen in porésen Medien werden
die Moglichkeiten der gekoppelten Gitteradaption bei der Modellierung stark gekoppelter
Mehrfeldprobleme dargestellt. Dazu werden im wesentlichen folgende Problemstellungen
betrachtet:

e Salzwasserintrusion in geséttigten Systemen,

e Salzwasserintrusion in geséttigten/teilgesattigten Systemen (einschlieBlich des Trans-
ports idealer Tracer),

e Salzwasserintrusion/Thermokonvektion.

In allen Beispielen wird eine automatische Zeitschrittsteuerung eingesetzt, die sich am ’Ite-
rationsfortschritt’ orientiert (vgl. THORENZ 2001). Dabei wird der Zeitschritt jeweils so
gewéhlt bzw. (automatisch) angepafit, daf} eine vorgegebene Anzahl an Iterationen zwi-
schen den zu modellierenden Prozessen eingehalten wird.

6.1 HENRY—Problem

Das HENRY-Problem stellt den abstrahierten Fall einer Meerwasserintrusion in einen Kiis-
tenaquifer dar und wurde mittels dimensionsloser Parameter fiir einen zweidimensionalen
Schnitt senkrecht zur Kiistenlinie definiert. Die semi—analytische Losung fiir die stationére
Verteilung der Salzkonzentration im Kiistenaquifer wurde in Form einer Reihenentwicklung
angegeben (HENRY 1960, HENRY 1964).

Das Problem des in ein Siiflwasseraquifer eindringenden Salzwasserkeils hat sich zur Verifi-
kation von Transportmodellen etabliert, die den dichtedndernden Einflul des Inhaltsstoffes
"Salz’ beriicksichtigen (dichteinduzierte Stromungen). Deshalb soll es auch hier der Verifika-
tion der Gitteradaption dienen. Dazu wird zunéchst eine numerische Simulation auf einem
a priori sehr fein aufgelosten Ausgangsgitter (Ax = Az = 0.025m) durchgefiihrt, deren
Ergebnisse mit aus SEGOL (1994) entnommenen analytischen Werten verglichen werden.
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Q =6.6E-05m*/ s

p=0.0Pa

C=00kg/n C=250kg/m’
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Abbildung 6.1: Untersuchungsgebiet und Randbedingungen zum HENRY-Problem

In Abbildung 6.1 sind das Untersuchungsgebiet und die zugehorigen Randbedingungen sche-
matisch dargestellt. Auf der rechten Seite des betrachteten Vertikalschnitts wird eine dem
Meerwasser entsprechende (ps = 1025.0 kg/m?) hydrostatische Druckverteilung vorgege-
ben, wihrend am linken Rand ein Einstrom von Frischwasser erfolgt. Die Konzentrations—
Randbedingung an der rechten Seite ist nicht iiber den gesamten Rand vorgegeben, sondern
nur bis zu einer Hohe von 0.6 m. Am linken Rand ist die Konzentration 0. Alle weiteren
Simulationsparameter konnen der Tabelle 6.1 entnommen werden.

Tabelle 6.1: Simulationsparameter HENRY—Problem

Symbol | Parameter Wert
Erdbeschleunigung 9.81m/s?
spezifische Permeabilitat | 1.020408 - 1079 m?

n effektive Porositat 0.35m3 m=3

m dyn. Viskositit 1.0-1073 kg/(ms)

00 Dichte SiiBwasser 1000.0 kg/m?

Ps Dichte Salzwasser 1025.0 kg/m3

Dy, molekulare Diffusion 6.6 -10"%m?/s

Da {iber den rechten Rand sowohl StiBwasser austritt als auch Salzwasser eintritt, ist hier
eine Vorgabe der Konzentrations-Randbedingung schwierig, da die Lage des Randpunktes,
an dem der Umschlag von einem Ausstrom zu einem Einstrom erfolgt, nicht von vorn-
herein bekannt ist. Deshalb wird hier eine von THORENZ (2001) entwickelte Methode
zur Bestimmung des Umschlagpunktes und damit zur Aktualisierung der Konzentrations—
Randbedingung verwendet. Je nach Vorzeichen der Fliisse iiber den rechten Rand (Ein-
strom (+), Ausstrom (-)) wird der Umschlagpunkt bestimmt und die Konzentrations—
Randbedingung angepafit.
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Abbildung 6.2: Ergebnisse der auf einem a priori verfeinerten Ausgangsgitter durchgefiihrten
numerischen Berechnung (HENRY—Problem)

Die Ergebnisse dieser ersten numerischen Berechnung stimmen, nach Erreichen des sta-
tiondren Zustandes, sehr gut mit den analytischen Werten von SEGOL (1994) {iberein
(Tabelle 6.2). Deshalb werden im folgenden die Ergebnisse der gitteradaptiven Berechnun-
gen mit den hier gewonnenen numerischen Ergebnissen, die in Abbildung 6.2 noch einmal
dargestellt sind, verglichen.

Tabelle 6.2: Vergleich analytischer und numerischer Ergebnisse fiir das zweidimensionale
HENRY—Problem (stationdrer Zustand)

C [kg/m?|
x[m} | z|m) analytisch (SEGOL 1994) | numerisch (feines Gitter)
1.0 0.0 5.32 5.17
1.0 0.3 0.75 0.79
1.2 0.0 14.53 14.38
1.2 0.3 4.26 4.28
1.4 0.0 20.27 20.22
1.4 0.3 10.50 10.45
1.4 0.7 0.28 0.33
1.6 0.0 23.23 23.28
1.6 0.3 17.20 17.1
1.6 0.7 1.34 1.47
1.8 0.0 24.53 24.62
1.8 0.3 22.16 22.28
1.8 0.7 5.13 5.38

Anhand des HENRY—Problems sollen die zwei grundlegenden Adaptionsalgorithmen (1 und
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2) im Hinblick auf Genauigkeit und Rechenzeitbedarf miteinander verglichen werden. Die
zugehorigen Adaptionsparameter konnen der Tabelle 6.3 entnommen werden. Das Aus-
gangsgitter hat eine Auflosung von Ax = Az = 0.1 m. Der max. Verfeinerungslevel wird
fiir die Feldgrofie "Konzentration’ mit lev,,,, = 2 vorgegeben, so dafl in den Bereichen, in de-
nen eine Verfeinerung notwendig ist, die Auflésung des feinen Ausgangsgitters (Abbildung
6.2) erreicht wird. Damit sind die Ergebnisse miteinander vergleichbar.

Tabelle 6.3: Adaptionsparameter HENRY—Problem

Adaptionsalgorithmus 1 und 2
max. Verfeinerungslevel | levq, = 2
Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator

Sprung—Indikator

Verfeinerungstoleranzen

toll . =25 tol? 0.6

mat

mit —

In der ersten gitteradaptiven Berechnung mit Adaptionsalgorithmus 1 wird eine gute Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen auf dem a priori verfeinerten Berechnungsgitter erzielt
(Abbildung 6.3, oben). Gleichzeitig kann durch Einsatz der Gitteradaption die Rechenzeit
erheblich reduziert werden (Tabelle 6.4); bei Verwendung des Adaptionsalgorithmus 1 um
mehr als 75%. Dieser Adaptionsalgorithmus beno6tigt, wie bereits beschrieben, zu Beginn je-
des Zeitschrittes eine erste Berechnung der betrachteten Prozesse, um, aufgrund der hieraus
gewonnenen Ergebnisse, das Berechnungsgitter anzupassen.

Dagegen beginnt im Adaptionsalgorithmus 2 jeder Zeitschritt mit der Anpassung des Be-
rechnungsgitters an die Ergebnisse des vorangegangenen Zeitschritts.

Da bei der numerischen Simulation stark gekoppelter Prozesse, wie der hier dargestellten
dichteinduzierten Stromung, in jedem Zeitschritt mehrere Iterationen zwischen den betrach-
teten Prozessen (hier Stromung und Stofftransport) notwendig sein konnen, kann dadurch
weitere Rechenzeit eingespart werden.

Tabelle 6.4: cpu—Zeit-Vergleich fiir das HENRY—Problem (normiert)

cpu—Zeit | Knoten | 2D—-Elemente
A priori verfeinertes Berechnungsgitter || 1 3321 4200
Adaptionsalgorithmus 1 0.23 1223 1408
Adaptionsalgorithmus 2 0.13 1217 1400

Bei der numerischen Simulation des HENRY—Problems fiihrt dies, verglichen mit Adaptions-
algorithmus 1, bei gleicher Genauigkeit der numerischen Ergebnisse (Abbildung 6.3, unten)
zu einer weiteren Rechenzeitersparnis von mehr als 40% (Tabelle 6.4).

Deshalb soll in allen folgenden numerischen Simulationen Adaptionsalgorithmus 2 verwen-
det werden.
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Abbildung 6.3: Vergleich der gitteradaptiven Berechnungen mit den Ergebnissen auf dem a priori

verfeinerten Berechnungsgitter
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6.2 Dichteinduzierte Stromungen in teilgesittigten Sy-
stemen

Ein wichtiges Kriterium bei der Entwicklung gitteradaptiver Methoden ist ein einfach zu
handhabender Algorithmus, der dem Anwender, besonders im Hinblick auf die Modellie-
rung beliebig gekoppelter Prozesse, den Zugang zu diesen Methoden erleichtert und damit
die Bereitschaft erhcht, die Gitteradaption fiir numerische Berechnungen zu nutzen.

Im folgenden Beispiel haben THORENZ ET AL. (2000) zu einem von ihnen durchgefiihrten
Laborversuch numerische Berechnungen angestellt. Die Modellierung dieser dichteinduzier-
ten Stromung in einem geséttigten/teilgesittigten System wurde mit Hilfe der in dieser
Arbeit entwickelten gekoppelten Gitteradaption durchgefiihrt.
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1 5 9 13

| —

Injection tubes

~
T .

0.13

013
0.45

Freshwater chamber

4

%X
Saltwater barrel\

Sink

‘ 0.01 0.13

0.1325 ‘ 0.2 0.2 0.2 0.1325 0.05
T

0.965 4\

Freshwater barrel

Abbildung 6.4: Laborversuch zu dichteinduzierten Stromungen in gesattigten /teilgesattigten Sy-
stemen (THORENZ ET AL. 2000)

Fiir den Laborversuch wurde die in Abbildung 6.4 dargestellte 'Sandbox’ mit den Abmes-
sungen 0.958 m (0.865m) x 0.105m x 0.478 m verwendet. An der rechten sowie linken Seite
dieser Box befindet sich jeweils eine Kammer, die bis auf halbe Hohe einerseits mit Frisch—,
andererseits mit Salzwasser gefiillt sind. Uber eine perforierte Trennwand kann das Wasser
in das eigentliche Untersuchungsgebiet eindringen, bis sich ein stationdrer Zustand einstellt.
Dieser stationére Zustand ist gekennzeichnet durch einen geséttigten Bereich in der unteren
Hilfte der Box und einem dariiber liegenden teilgesattigten Bereich. Aulerdem bildet sich
in der unteren Hilfte, wie bereits im vorangegangenen Beispiel (HENRY—Problem) darge-
stellt, ein Salzwasserkeil aus.

Um das Stromungsverhalten des Fluids nach Erreichen des stationédren Zustandes untersu-
chen zu kénnen, wurde schliellich an 16 Stellen ein idealer Tracer in das Untersuchungsge-
biet eingeleitet. Weitere Details zu diesem Versuch finden sich bei THORENZ ET AL. (2000)
und THORENZ (2001).

Die numerische Simulation des Laborversuches wurde von THORENZ ET AL. (2000) un-
ter Verwendung der gekoppelten Gitteradaption durchgefithrt. Die Simulationsparameter
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konnen der Tabelle 6.5 entnommen werden. Das Untersuchungsgebiet und die zugehori-
gen Randbedingungen sind in Abbildung 6.5 dargestellt. Auch hier sei fiir weiterfithrende
Informationen auf die bereits zitierten Arbeiten von THORENZ verwiesen.

C=30.0kg/m? C=00kg/m?
(bei Einstrom (+)) (bei Einstrom (+))
p =0.0 Pa p =0.0 Pa
0.478 m
0.24m 0.243 m
p =2582.8 Pa p =2543.5 Pa
! 0.865m !

Abbildung 6.5: Untersuchungsgebiet und Randbedingungen zum Laborversuch

Tabelle 6.5: Simulationsparameter Laborversuch

Symbol | Parameter Wert

g Erdbeschleunigung 9.81m/s?

k spezifische Permeabilitat 0.5-10719m?

Sy res. Sattigung 0.15

Simaz max. Sattigung 1.0

k, rel. Permeabilitat (S —S,)/(Smaz — Sr))*
n effektive Porositit 0.36 m3m=3

w dyn. Viskositat 1.0- 1073 kg/(ms)
£0 Dichte SiiBwasser 1067.0 kg/m3

Ps Dichte Salzwasser 1097.0 kg/m?

Dy, molekulare Diffusion (Salz) 3.6-1079m?/s
D,, molekulare Diffusion (Tracer) | 4.0-10719m?/s
ar, longitudinale Dispersionslinge | 1.0 - 1073 m

ar transversale Dispersionslinge | 1.0-107*m
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Abbildung 6.6: Ergebnisse des Laborversuches und der numerischen Simulation (THORENZ:
2000)

Die Ergebnisse der numerischen Simulation (Abbildung 6.6, unten) zeigen eine gute Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen des Laborversuches (Abbildung 6.6, oben).

Die gekoppelte Gitteradaption wurde auf die Feldgréflen 'Druck’, *Séttigung’, "Salzkonzen-
tration” und 'Konzentration des eingeleiteten Tracers’ angewendet. THORENZ hat, aus-
gehend von einem Ausgangsgitter mit 25 Elementen, eine max. Verfeinerungstiefe von
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levq.: = 6 vorgegeben. Das adaptierte Berechnungsgitter mit ca. 7000 Elementen ist in
Abbildung 6.6 (mitte) dargestellt.

Sowohl die Verfeinerung im Bereich des Salzwasserkeils (vgl. HENRY-Problem) als auch
des eingeleiteten Tracers ist sehr gut zu erkennen. Das Gleiche gilt fiir die "Séttigung’.
Hier wurde der Ubergang vom gesittigten zum teilgesittigten Bereich adaptiert. Um ohne
Verwendung der gekoppelten Gitteradaption entsprechende Ergebnisse zu erzielen, wére ein
6-fach feineres Ausgangsgitter mit 102400 Elementen notwendig gewesen.

6.3 Dichteinduzierter Schadstoffeintrag in einen Grund-
wasserleiter

L1 ET AL. (2000) betrachten den in Abbildung 6.7 dargestellten quaderformigen Aquifer
mit den Abmessungen 200.0m x 100.0m x 40.0 m, in dessen Oberfléche sich in der Mitte
eine rechteckige Grube (40.0m x 20.0m x 5.0 m) befindet, die bis zu einer Héhe von 1.1 m
mit Salzwasser gefiillt ist. Nach dem Versagen der Abdichtung im Boden der Grube kann
Salzwasser in den Grundwasserleiter infiltrieren. Dabei wird der Wasserstand in der Grube
wéahrend der gesamten Simulation konstant gehalten, so dafl permanent Salz nachgeliefert
wird.

Abbildung 6.7: Untersuchungsgebiet (Dichteinduzierter Schadstoffeintrag in Grundwasserleiter)
nach L1 ET AL. (2000) und Ausgangsgitter fiir die gitteradaptive Berechnung

Als Randbedingungen haben L1 ET AL. (2000) am rechten Rand eine Standrohrspiegelhéhe
von h = 38.0m, am linken Rand h = 30.0m und am Boden der Grube h = 35.22m
vorgegeben, wodurch in diesem Prinzipbeispiel Potential- (erzwungene Konvektion) und
Dichtestromung (freie Konvektion) zusammenwirken.

Mit einer Konzentrations—Randbedingung (Massenkonzentration) in der Grube von ¢ = 1.0
ergibt sich mit

Ps = PO(l + 606)
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und
po = 1000.0 kg/m?® (SiiBwasser), (.= 0.2

eine Salzwasserdichte von p, = 1200.0 kg/m?. Die Anfangskonzentration im Aquifer wurde
mit ¢ = 0.0 vorgegeben.
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Abbildung 6.8: Ergebnisse der numerischen Berechnungen von L1 ET AL. (2000) (ohne und
mit Gitteradaption)
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Abbildung 6.9: Konzentrationsverteilung und Stromlinien einer zweidimensionalen Vergleichs-
rechnung zum dichteinduzierten Schadstoffeintrag (MITTENDORF 2000)
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L1 ET AL. (2000) haben das Versickern des Salzwassers und die dadurch hervorgerufene
dichteinduzierte Stromung im Grundwasserleiter mit Hilfe der Gitteradaption (h—Methode)
numerisch simuliert. Das Ergebnis dieser dreidimensionalen gitteradaptiven Berechnung ist
in Abbildung 6.8 dargestellt.

Entsprechende Berechnungen wurden von MITTENDORF (2000) durchgefiihrt, um die M6g-
lichkeiten der im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten gekoppelten Gitteradaption
zu demonstrieren. Die aus dem Literaturbeispiel abgeleiteten Simulationsparameter konnen
der Tabelle 6.6 entnommen werden. Die Randbedingungen fiir die Standrohrspiegelhéhen
wurden auf Druck—Randbedingungen iibertragen.

Tabelle 6.6: Simulationsparameter Dichteinduzierter Schadstoffeintrag nach L1 ET AL. (2000)

Symbol | Parameter Wert
Erdbeschleunigung 9.81m/s?
spezifische Permeabilitat 2.31481 - 10712 m?

n effektive Porositat 0.35m3m=3

U dyn. Viskositat 1.0- 1072 kg/(ms)

20 Dichte SiiBwasser 1000.0 kg/m?

Ps Dichte Salzwasser 1200.0 kg/m3

B. Massendichteverhiltniszahl 0.2

Caz maximale Konzentration 200 kg/m3

ar, longitudinale Dispersionsldange | 5.0m

ar transversale Dispersionslange | 0.5m

D, molekulare Diffusion 5.787037 - 108 m? /s

Wie im Literaturbeispiel wird davon ausgegangen, dafi der Wasserstand in der Grube wéh-
rend der Simulation konstant bleibt. Als Anfangsbedingung fiir die Séttigung wird ein
vollgeséattigtes Aquifer angenommen. Die Konzentrations—Randbedingung in der Grube ist
mit C' = 200.0 kg/m? vorgegeben. Die Gitteradaption wird sowohl fiir die Feldgréfie *Sétti-
gung’ als auch fiir die Feldgrofie "Konzentration’ durchgefiihrt (Tabelle 6.7).

Eine zunéchst als Vorstudie fiir das dreidimensionale Modell durchgefiihrte zweidimensio-
nale Berechnung (Abbildung 6.9) zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
von L1 ET AL. (2000) (Abbildung 6.8). Deutlich erkennbar ist die Ausbildung der Konvek-
tionszelle unterhalb der Grube.

Fiir die dreidimensionale gitteradaptive Berechnung wird ein max. Verfeinerungslevel von
levmae = 4 vorgegeben. Aufgrund der vorab durchgefiithrten Untersuchungen im Rahmen
des HENRY—Problems wird, um Rechenzeit einzusparen, Adaptionsalgorithmus 2 verwen-
det.
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Schnitt 1: x =100.0 m
Schnitt2:y = 50.0m
= 350m

Schnitt 3: z

t=94977.0s

Clkg/m®: 3.7 293 549 80.5 106.1 131.7 157.3 182.9

Schnitt
Schnitt
Schnitt

1:x
2y
3.z

t=1.06794E+07 s

Clkg/m¥: 3.7 29.3 549 805 106.1 131.7 157.3 182.9

Abbildung 6.10: Adaptiertes Berechnungsgitter und Konzentrationsverteilung (Dichteinduzierter
Schadstoffeintrag in Grundwasserleiter)
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Schnitt 1: x =100.0 m
Schnitt 2: y 0.0m
Om

Schnitt 3: z =

t=94977.0s

S[]: 0.20.30.30405050.60.70.70.80.80.91.0

Schnitt 1: x =100.0 m -
Schnitt 2: y = 50.0m
Schnitt3: z= 35.0m

t=1.06794E+07 s

S[]: 0.20.30.30.405050.60.70.70.80.80.91.0

Abbildung 6.11: Adaptiertes Berechnungsgitter und Verteilung der Sattigung (Dichteinduzierter
Schadstoffeintrag in Grundwasserleiter)
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Die Gitteradaption wird fiir die Feldgroe "Séttigung’ mit levy,q, 5 = 3 und fiir die Feldgroie
"Konzentration’ mit lev,,qp ¢ = l€Upq, = 4 durchgefiihrt (Tabelle 6.7).

Tabelle 6.7: Adaptionsparameter Dichteinduzierter Schadstoffeintrag

Adaptionsalgorithmus 2

max. Verfeinerungslevel (global) | levye, = 4

Sattigung (3D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfm-t =3.0, tol? ., = 1.0
max. Verfeinerungslevel levimaz,s = 3

Konzentration (3D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tol! =25, tol? ., = 0.9
max. Verfeinerungslevel levmaz,c = 4

In Abbildung 6.10 ist fiir die Zeiten t; = 94977.0 s (1 Tag) und t, = 1.06794-107 s (123 T'age)
das adaptierte Berechnungsgitter und die Konzentrationsverteilung dargestellt. In Abbil-
dung 6.11 findet sich die zugehorige Verteilung der Séttigung. In beiden Abbildungen ist die
Uberlagerung der Berechnungsgitter fiir die *Séttigung’ und die *Konzentration’ (gekoppelte
Gitteradaption) sehr gut zu erkennen.

6.4 Thermohalines ELDER—Problem

ELDER (1967) hat experimentelle und numerische Studien zur thermischen Konvektion
durchgefiihrt, die oft zur Priifung von Simulationsprogrammen herangezogen werden. Dazu
wird die Aufgabenstellung nach ELDER (1967) in der Regel auf das Problem der Salzwas-
serintrusion iibertragen.

Die Berechnungsergebnisse des sog. ELDER—Problems (’Fingerungsproblem’) sind duflerst
sensitiv beziiglich der Diskretisierungsdichte des Untersuchungsgebietes (vgl. Abbildung
6.14). So erzielte KOLDITZ (1997) erst bei dquidistanten Berechnungsgittern mit 4400 Ele-
menten konvergente Ergebnisse (Abbildung 6.12). Aufgrund dieser Sensitivitéit bietet sich
hier die Verwendung der Gitteradaption an, so dal das Ausgangsgitter fiir die numerische
Simulation mit nur 100 Elementen modelliert werden kann. Diese Diskretisierungsdichte
reicht aus, um bei der gitteradaptiven Simulation des ELDER-Problems konvergente Er-
gebnisse zu erzielen (Abbildung 6.13), bei gerade einmal 1633 Elementen zum Zeitpunkt
t=20a.

Zur Formulierung einer thermohalinen Modellaufgabe haben DIERSCH & KoLDITZ (1998)
das ELDER—Problem erweitert. Neben dem Konzentrationsgefille wurde dem Modellaquifer
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(©

(b)

(a)

N

Abbildung 6.12: Diskretisierungseffekte bei der numerischen Simulation des ELDER—Problems
(20 % und 60 % lIsohalinen) — A priori verfeinerte Berechnungsgitter mit (a) 1100, (b) 4400
und (c) 9990 Elementen (KoLpiTZ (1997))
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Abbildung 6.13: Simulationsergebnisse (20 % und 60 % Isohalinen) und adaptierte Berechnungs-
gitter fiir das ELDER—-Problem (4, 10 und 20 Jahre)
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auch ein Temperaturgradient aufgeprigt. Diese Modellaufgabe soll im folgenden in leicht
modifizierter Form zur Darstellung der gekoppelten Gitteradaption verwendet werden.

} 300.0 m |
C=200.0kg/m?
T=0.0K T=00K T=0.0K ‘
150.0 m
C=0.0kg/m?* C=0.0kg/m?* C=0.0kg/m? ‘
T=200.0K
I 600.0 m |

Abbildung 6.14: Untersuchungsgebiet und Randbedingungen zum thermohalinen ELDER—Pro-
blem
Tabelle 6.8: Simulationsparameter Thermohalines ELDER—Problem
Symbol | Parameter Wert
Erdbeschleunigung 9.81m/s?
spezifische Permeabilitit 4.845 - 1071 m?

n effektive Porositat 0.1m3m=3

] dyn. Viskositat 1.0- 1073 kg/(ms)
0 Dichte SiiBwasser 1000.0 kg/m?

Ps Dichte Salzwasser 1200.0 kg/m?

p° Dichte Feststoff 2520.0 kg/m3

D, molekulare Diffusion 3.565 - 107%m?/s
c? spez. Warmekapazitat Fluid 4.2-10%J/(kg K)
c* spez. Warmekapazitat Feststoff 1.0-103 J/(kg K)
AW Warmeleitfahigkeit Fluid 0.65.J/(m s K)

A* Warmeleitfahigkeit Feststoff 1.591J/(ms K)
AT Temperaturdifferenz 200.0 K

B. Massendichteverhiltniszahl 0.2

Craz max. Konzentration 200.0 k:g/m3

Br isobarer Warmeausdehnungskoeffizient | 5.0 - 1074 1/K
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Abbildung 6.15: Simulationsergebnisse (20 % und 60 % Isohalinen und Isothermen) und adap-
tierte Berechnungsgitter fiir das thermohaline ELDER—Problem (4, 10 und 20 Jahre)
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Im Unterschied zu der von DIERSCH & KoOLDITZ (1998) beschriebenen Modellaufgabe
wird hier die Temperatur-Randbedingung am unteren Rand des Untersuchungsgebietes
nicht iiber den gesamten Rand vorgegeben, sondern, entsprechend der Konzentrations—
Randbedingung, nur auf einer Strecke von 300.0 m (Abbildung 6.14).

Das Ausgangsgitter wird, wie bereits beim ELDER—Problem zur Salzwasserintrusion dar-
gestellt, mit 100 Elementen diskretisiert. Die Simulationsparameter, die in Tabelle 6.8 auf-
gefithrt sind, wurden aus DIERSCH & KoLDITZ (1998) entnommen.

Fiir die gitteradaptive Simulation des thermohalinen ELDER-Problems wird sowohl fiir die
FeldgroBle "Temperatur’ als auch fiir die Feldgrofie "Konzentration’ ein max. Verfeinerungsle-
vel von levygz.c = l€Umae,r = leUnq, = 3 vorgegeben, so daf bei vollsténdiger Verfeinerung
des Untersuchungsgebietes maximal 6400 Elemente entstehen konnen. Alle weiteren Adap-
tionsparameter finden sich in Tabelle 6.9.

Tabelle 6.9: Adaptionsparameter Thermohalines ELDER—Problem

Adaptionsalgorithmus 2

max. Verfeinerungslevel (global) | leviae = 3

Temperatur (2D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolfm-t =12, tol? ., =05
max. Verfeinerungslevel levmaz,r = 3

Konzentration (2D)

Verfeinerungsindikator Sprung—Indikator
Verfeinerungstoleranzen tolj;it = 1.5, tol? ., = 0.6
max. Verfeinerungslevel levmaz,c =3

Salzwasserintrusion und Thermokonvektion haben gegenldaufige Wirkungen. Wiahrend die
mit Salz befrachtete Losung absinkt (Abbildung 6.13), ist die erwérmte Sole bestrebt auf-
zusteigen. Dies fiithrt gegeniiber dem ELDER—Problem zu einer verdnderten Konzentra-
tionsverteilung des Salzes im Untersuchungsgebiet (Abbildung 6.15). Mit Hilfe der ge-
koppelten Gitteradaption werden auch hier konvergente Ergebnisse erzielt. Sowohl die
Konzentrations— als auch die Temperaturverteilung wird durch die Gitteradaption sehr
gut erfafit. Zum Zeitpunkt ¢ = 20a sind lediglich 3352 Elemente notwendig, um das Be-
rechnungsgitter an die betrachteten gekoppelten Prozesse anzupassen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein gitteradaptiver Algorithmus entwickelt, der es ermog-
licht, bei der FE-Modellierung beliebig gekoppelter Prozesse (Mehrfeldprobleme) in ge-
kliiftet—pordsen Medien das Berechnungsgitter a posteriori an alle beteiligten Feldgrofien
(z.B. Druck, Sattigung, Konzentration (n Komponenten), Temperatur) gleichermafien an-
zupassen. Dies erfolgte durch eine Uberlagerung der jeweiligen Verfeinerungsindikatoren
und damit der adaptierten Berechnungsgitter.

Damit hat der Anwender die Moglichkeit, das Startgitter fiir eine numerische Simulation
mit einer geringen Anzahl an Elementen zu modellieren. Die Diskretisierungsdichte mufl
lediglich ausreichen, um die Geometrie des Modellgebietes aufzulosen; iiber einen evtl. Dis-
kretisierungsfehler in der numerischen Losung mufl sich der Anwender a priori keine Ge-
danken machen.

Um einem Anwender aber den Zugang zu gitteradaptiven Methoden zu erleichtern, sind
einfach zu handhabende Algorithmen notwendig. Dies betrifft u.a. die verwendeten Indika-
toren, um auf notwendige Gitterverfeinerungen in bestimmten Regionen des Berechnungs-
gebietes schlielen und eine Gitternetzanpassung steuern zu konnen.

Aufgrund der Komplexitit gekoppelter Prozesse sind moglichst einfache heuristische Ver-
feinerungsindikatoren den weitaus komplexeren (analytischen) Fehlerindikatoren vorzuzie-
hen. Insbesondere der sog. Sprung-Indikator (Gradienten—Spriinge) hat sich hier in einer
Vielzahl von Anwendungsbeispielen bewéhrt. Hinzu kommt, dafl die bei der gitteradaptiven
Simulation gekoppelter Prozesse notwendige Uberlagerung von Indikatoren bei Verwendung
heuristischer Verfeinerungsindikatoren einfach zu realisieren ist.

Neben der Ingenieurzeit, die u.a. fiir die Erstellung des Berechnungsgitters benotigt wird,
und dem Speicherplatzbedarfist aber auch die bendtigte Rechenzeit ein wichtiges Kriterium
bei der Entwicklung gitteradaptiver Algorithmen. Dies gilt insbesondere fiir die Model-
lierung stark gekoppelter Mehrfeldprobleme, die in der Regel in jedem Zeitschritt mehre-
re Iterationen zwischen den einzelnen zu modellierenden Prozessen notwendig macht. Die
Entwicklung spezieller Adaptionsalgorithmen fiihrte hier zu einem erheblichen Rechenzeit-
gewinn.

Anhand einer Reihe von Anwendungsbeispielen wurden die Moglichkeiten des in dieser Ar-
beit fiir die Modellierung gekoppelter Prozesse entwickelten gitteradaptiven Algorithmus
(gekoppelte Gitteradaption) dargestellt. Dazu wurden zundchst schwach gekoppelte Mehr-
feldprobleme (Transport eines idealen Tracers in einer inkompressiblen Stromung (Grund-
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wasserstromung)) in porosen und gekliiftet—porésen Medien betrachtet. Es wurde einerseits
auf die Anwendung der Gitteradaption im Bereich von Singularititen (punktuelle Quellen
und Senken) und in Kluft/Matrix-Ubergangsbereichen (gekoppelte geometrische Systeme),
andererseits auf die Besonderheiten sog. 2.5 D—Kluftnetzwerke eingegangen.

Schwerpunkt dieser Arbeit war jedoch die gekoppelte Gitteradaption und damit insbeson-
dere die gitteradaptive Modellierung stark gekoppelter Mehrfeldprobleme, die an mehreren
Beispielen zu dichteinduzierten Stromungen (Salzwasserintrusion, Thermokonvektion) in
gesattigten und teilgesattigten Systemen demonstriert wurde.

In den Anwendungsbeispielen wurde deutlich, dafl mit der gekoppelten Gitteradaption ein fle-
xibles Instrument zur numerischen Simulation beliebig gekoppelter Prozesse zur Verfiigung
steht. Allerdings besteht u.a. im Hinblick auf eine weitere Reduzierung der Rechenzeit auch
in Zukunft Entwicklungsbedarf. Folgende weiterfithrenden Arbeiten sind denkbar:

e Sowohl im Bereich von Quellen und Senken als auch in Kluft/Matrix-Ubergangsbe-
reichen bietet sich die Verwendung der r—Adaption (Verschiebung der Knoten) an,
da sich dadurch die Anzahl der Knoten und Elemente des Berechnungsgitters nicht
erhoht. Eine weitere Verbesserung der numerischen Ergebnisse in diesen Bereichen
kann schlieBlich durch die h-Adaption (Verfeinerung durch Elementteilung) erzielt
werden.

e Bei der in dieser Arbeit vorgestellten gekoppelten Gitteradaption werden die jewei-
ligen Verfeinerungsindikatoren und damit die adaptierten Berechnungsgitter fiir alle
betrachteten Prozesse iiberlagert. Dies bedeutet fiir den einzelnen zu modellieren-
den Proze3, dafl dessen numerische Berechnung unter Umsténden auf einem zu stark
verfeinerten Berechnungsgitter erfolgt. Um dies zu vermeiden, ist die gitteradaptive
Simulation der einzelnen miteinander gekoppelten Prozesse auf verschiedenen Berech-
nungsgittern denkbar, die ihrerseits in geeigneter Weise miteinander gekoppelt werden
miissen (Interpolation der Ergebnisse).

e Bisher erfolgt die Verfeinerung eines Elementes durch gleichmdfige Teilung, wobei aus
jedem 2D-Element vier und aus jedem 3D-Element acht neue Elemente hervorgehen.
Dabei wird weder die Richtung der Grundwasserstrémung noch die Richtung des
Stofftransports beriicksichtigt. Um die Anzahl der durch Verfeinerung entstehenden
Elemente weiter zu reduzieren, bietet sich die sog. anisotrope h—Adaption an, bei
der 2D-Elemente richtungsabhéngig (in Richtung des grofiten Gradienten oder des
grofiten Gradienten—Sprungs einer Feldgrofie) in zwei oder vier und 3D-Elemente
entsprechend in zwei, vier oder acht neue Elemente unterteilt werden.

o [rrequlire Knoten fithren, trotz des vorgestellten Verfahrens zur Eliminierung dieser
Knoten im Gesamtgleichungssystem, zu numerischen Ungenauigkeiten in den betref-
fenden Bereichen. Deshalb ist es sinnvoll, die Anzahl der irreguldren Knoten klein zu
halten oder geeignete Ubergangselemente zu verwenden, um #rrequlire Knoten gar
nicht erst entstehen zu lassen.

Zur Zeit werden im Grundwassersimulator RockFlow Finite Dreiecks— und Tetraeder—
Elemente realisiert, so daf§ in Zukunft auch Berechnungsgitter aus gemischten Ele-
menttypen (Dreiecke/Vierecke, Tetracder/Hexaeder) denkbar sind. Da die in dieser
Arbeit vorgestellte gekoppelte Gitteradaption auf Vierecks— und Hexaeder—Elemente
beschrankt ist, ist dann auch eine Erweiterung auf Dreiecks— und Tetraeder—Elemente
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sinnvoll. Aber auch ohne Erweiterung der Gitteradaption lassen sich diese Elementty-
pen als Ubergangselemente zur Eliminierung der irrequliren Knoten nutzen. In drei-
dimensionalen Berechnungsgittern sind dann zusétzlich zu den Tetraeder—Elementen
"Pyramiden’-Elemente notwendig, um die Konformitdit der Elementverkniipfungen si-
cherzustellen. Vor einer weiteren Verfeinerung sind diese Elemente allerdings wieder
aufzulosen.
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Symbolverzeichnis

In der nachfolgenden Tabelle sind diejenigen Symbole aufgefiihrt, die dem Gesamtverstand-
nis dieser Arbeit dienen. Hier nicht aufgefiihrte Bezeichnungen sind an entsprechender Stelle
im Kontext erlautert.

Lateinische Symbole

A
b

m?]

m]
kg/kg]
kg/kg
g/m?|
g/m’|
g/m?]

]

/(kg K)]
/(kg K)]
]

OIS

~ S

3

m?/s]
?/s]
?/s]
?/s]
?/s]
J/(ms K)]
?/s]

?/s]
m?/s]

g

—

= LS

’]

[
[
[
[
[
[
[
-
[
[
[
[
[m
[m
[m
[m
[
[m
[m
[
[
[
-
=
[
[m
[m”]

Flédche eines 2D—Elementes

halbe Kluftoffnungsweite
Massenkonzentration

Anfangskonzentration (Massenkonzentration)
Volumenkonzentration
Referenzkonzentration

maximale Volumenkonzentration
COURANTZahl

spezifische Warmekapazitiat des Fluids
spezifische Warmekapazitéit des Feststoffs
halber Brunnenabstand

Tensor der hydrodynamischen Dispersion
Tensor der molekularen Diffusion

Tensor der mechanischen Dispersion
hydrodynamische Dispersion

molekulare Diffusion

Tensor der hydrodynamischen Warmedispersion
Thermodispersionstensor
Erdbeschleunigung

Vektor der Erdbeschleunigung
Standrohrspiegelhche

charakteristische Elementlange
Einheitstensor

Anzahl adaptiver Iterationen pro Zeitschritt
Durchlassigkeitskoeffizient

Tensor der spezifischen Permeabilitét

Tensor der spezifischen Permeabilitdt (Phase «)
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k, -] relative Permeabilitét

ko -] relative Permeabilitit (Phase «)

kY -] relative Permeabilitit (benetzende Phase)
L [m] Lénge eines 1D-Elementes

leVmaz -] maximaler Verfeinerungslevel

m [m] Dicke des Aquifers

n -] effektive Porositét (Volumenanteil des mobilen Porenwassers)
n® -] Porenanteil der Phase «

ng -] Anzahl der Knoten eines Elementes
Nele -] Anzahl Elemente

Nkno -] Anzahl Knoten

Ne -] NEUMANN-Zahl

P [Pal] Druck

Do [Pa] Referenzdruck

De [Pal] Kapillardruck

P~ [Pal Druck der Phase «

p" [Pal] Druck der nicht benetzenden Phase (non—wetting)
p* [Pal] Druck der benetzenden Phase (wetting)
Pg -] Gitter-PECLET-Zahl

Q [m3/s] Volumenstrom (Pumprate)

r [m] Radius

R -] Residuum

Rg [—] Residuum im Elementinnern

Rk -] kantenbezogenes Residuum

Sg -] Schwerpunkt eines Elementes

So [1/m] spezifischer Speicherkoeffizient

S, [(m s?)/kg] Speicherkoeffizient

Se -] Séttigungsgrad (Phase «)

Sv [—] Sattigungsgrad (benetzende Phase)

T [K] Temperatur

Ty (K] Referenztemperatur

tol” [—] Verfeinerungstoleranz

tol? -] Vergroberungstoleranz

u -] Losungsfunktion

Up -] Néherungslosung

U; -] Knotenfreiwerte

a -] Vektor der Knotenfreiwerte

1% [m?] Volumen eines 3D-Elementes

Va [m/s] Vektor der Abstandsgeschwindigkeiten
Ve [m/s] Vektor der Filtergeschwindigkeiten
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<

[m/ s Vektor der Abstandsgeschwindigkeiten (Phase «)
[m/s] Vektor der Filtergeschwindigkeiten (Phase «)

<
-Q PO

Griechische Symbole

ag, [m] longitudinale Dispersionslange

ar [m] transversale Dispersionsldnge

a [—] Phase

Or, [m] longitudinale Thermodispersionslange
Br [m] transversale Thermodispersionslédnge
B, [1/Pal isothermer Kompressibilitéitskoeffizient
B [1/K] isobarer Warmeausdehnungskoeffizient
3. [—] Massendichteverhéaltniszahl

dij [—] KRONECKER-Symbol

n [—] Fehlerestimator (globaler Fehlerschétzer)
i [—] Fehlerindikator (lokaler Fehlerschétzer)
NE [—] Verfeinerungsindikator

0 [—] Kollokationsstelle (Zeitwichtungsfaktor)
A® [J/(ms K)] Wirmeleitfdhigkeit Feststoff

AY [J/(ms K)] Wiérmeleitfihigkeit Fluid

i [kg/(m s)] dynamische Viskositét

et [kg/(ms)] dynamische Viskositédt der benetzenden Phase
p [kg/m?] Dichte

Po [kg/m?] Referenzdichte, StiBwasserdichte

Ps [kg/m?] Salzwasserdichte

p° [kg/m?] Dichte der Phase «

pY [kg/m?] Dichte der benetzenden Phase

p° [kg/m?] Dichte Feststoff

pv [kg/m?] Dichte Fluid

T [—] Tortuositét

bi [—] Wichtungsfunktionen

¢ [—] Vektor der Wichtungsfunktionen

Wi [—] Ansatzfunktionen

w [—] Vektor der Ansatzfunktionen
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