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Zusammenfassung

Helmut Storr

Modellierung der Entstehung rotationssymmetrischer Filamente
in der Ziindphase grofivolumiger Hochdruckglimmentladungen

Es wird ein Modell zur zweidimensionalen Simulation von rotationssymme-
trischen Hochdruckglimmentladungen entwickelt und auf eine XeCl*-Entla-
dung angewandt. Einbezogen werden Konvektion und Diffusion der Elek-
tronen, Reaktionskinetik von Elektronen sowie positiven und negativen lo-
nen und die Berechnung der Raumladungsfeldverteilung. Die Verwendung
von Transport- und Reaktionskoeffizienten, die lediglich von der reduzierten
Feldstarke abhéngen, beschrankt die Anwendbarkeit ebenso wie die Local-
Field-Approximation auf die Ziindphase der Entladung.

In diesem Institut durchgefiihrte Experimente belegen, dafl die homogen vor-
ionisierte Entladung zeitlich von Instabilitaten begrenzt wird, die ihren Ur-
sprung in der Kathodenschicht haben. Diese Arbeit zeigt anhand von Mo-
dellrechnungen, dafl lokale Erhohungen des Sekundaremissionskoeffizienten
durch Ionenaufprall auf die Kathode (Townsend ) Ionisationswellen unter-
schiedlicher Geschwindigkeit verursachen, an deren Rand es zum Vorschie-
Ben einer eng begrenzten, hohen Elektronendichte auf die Kathode kommt.
Gleichzeitig dehnt sich eine Storung in das tibrige Entladungsvolumen aus.
Bereits eine um 10 % erhohte Sekundérelektronenemission fithrt zur Ausbil-
dung eines Stiels zur Kathode.

Ferner wird der Einflu8 inhomogener Vorionisation untersucht. Eine radi-
al ausgedehnte Uberhhung der Vorionisationsdichte verursacht einen Kanal
erhohter Ladungstragerdichte, wahrend eine axial ausgedehnte Vorionisati-
onsstorung vergleichsweise geringe Auswirkungen auf die weitere Entwicklung
der Entladung hat.

Schlagworte: Entladung, Instabilitit, Kathode



Abstract

Helmut Storr

Modelling the development of rotationally symmetric filaments
in the ignition phase of large volume high pressure glow discharges

A model to simulate two-dimensional high pressure glow discharges with rota-
tionally symmetry is worked out and applied to a XeCl* discharge. Included
are electron convection and diffusion, reaction kinetics of electrons as well as
positive and negative ions, and computation of the space charge field distri-
bution. The use of transport and reaction coefficients depending solely on
the reduced field and the local field approximation limits the applicability to
the ignition phase of the discharge.

Experiments conducted in this institute prove, that the homogeneously prei-
onized discharge is temporally restricted by instabilities originating in the
cathode sheats. It is shown in this thesis by model calculations, that local
enhancements of the secondary emission coefficient due to flux of ions onto
the cathode (Townsend ) will cause ionization waves with different veloc-
ities, of whose edges narrow, high electron densities shoot to the cathode.
Simultaneously a disturbance expands into the bulk. Increasing the second-
ary emission coefficient by 10 % already results in the formation of a stem to
the cathode.

In addition the influence of an inhomogeneously preionization is examined.
A radially extended superelevation of preionization density leads to a chan-
nel of increased charge density, whereas an axially extended preionization
disturbance in comparison has minor effects on the discharge.

Catchwords: discharge, instability, cathode
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Kapitel 1
Einfiihrung

Stationare Gasentladungen mit Gasdriicken von 1bar und mehr erzeugen bei
Stromen von einigen Ampere einen Plasmazustand nahe dem lokalen ther-
mischen Gleichgewicht. Die elektrisch eingebrachte Leistung geht zu einem
groffen Anteil in die Aufrechterhaltung einer hohen Translationstemperatur
der schweren Teilchen ein. Dies ist fiir eine Reihe von Anwendungen uner-
wiinscht. Zur Erzeugung von Laserstrahlung und fiir plasmachemische Pro-
zesse wird gefordert, die primar in das Elektronengas eingekoppelte Leistung
iiberwiegend zur Erzeugung von Ionen und elektronisch angeregten Atomen
und Molekiilen und zur Vibrationsanregung zu benutzen. Solche Entladun-
gen werden als Hochdruckglimmentladungen bezeichnet, sie sind prinzipiell
nicht stationar zu betreiben.

Fiir Anwendungen in der Plasmachemie sind die sogenannten dielektrisch be-
hinderten Entladungen (DBE) wegen ihrer relativ einfachen experimentellen
Konfiguration gut geeignet. Einen Uberblick zu diesem Entladungstyp gibt
[KOGELSCHATZ97]. Die DBE bestehen aus diinnen stromfithrenden Fila-
menten mit einem Durchmesser von ca. 100 um, die sich nach einer Strom-
pulsdauer von etwa 100 ns infolge der Gegenspannung, die durch Aufladung
einer dielektrischen Schicht auf einer der Elektroden entsteht, selbstandig
abschalten.

Homogen gepulste Hochdruckglimmentladungen mit Volumina bis zu einigen
Litern bieten im Hinblick auf den Massendurchsatz in einem plasmachemi-
schen Reaktor grofie Vorteile. Die hierzu notwendige Konfiguration ist sehr
ausfithrlich bei der Entwicklung von Excimerlasern untersucht worden. Ein

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Beispiel ist der XeCl*-Laser, der in einem Gemisch aus Neon, Xenon und
Chlorwasserstoff betrieben wird.

Bei der Entwicklung dieser Laser erwies es sich als sehr schwierig, Entla-
dungen zu ziinden, die bis zum Beginn des storenden Anstiegs der Schwer-
teilchentemperatur raumlich homogen bleiben. Zur homogenen Ziindung ist
eine durch externe Ultraviolett- oder Rontgenstrahlung erzeugte Vorionisa-
tion von 10° oder besser mehr Elektronen pro Kubikzentimeter notwendig.
Das Experiment zeigt, dafl sich in der Entladung aus Storungen der Homoge-
nitat der Vorionisation oder durch Inhomogenitaten der Kathodenoberflache
Kanéle erhohter Leuchtdichte, d.h. erhohter elektrischer Stromdichte, aus-
bilden. Diese Beobachtungen werden unter der Bezeichnung Filamentierung
zusammengefa$t [BOTTICHER93)].

Alle Modellrechnungen zur zeitlichen Entwicklung vorionisierter Hochdruck-
glimmentladungen gehen je nach Zielsetzung von starken Vereinfachungen
aus. Die vollstandige Ionisations- und Reaktionskinetik von mit Neon gepuf-
ferten XeCl-Entladungen ist z. B. in den Arbeiten des Instituts fiir Plasma-
physik der Universitat Hannover entwickelt und experimentell an einer klei-
nen Modellentladung verifiziert worden [BOTTICHER92, LUCK92, LUCK94,
SCHWABEDISSEN94, SCHWABEDISSEN95, BACKHAUS92, LOFFHAGEN94].
Dabei wurde ein raumlich homogenes Modell benutzt, das Filamentierungs-
prozesse nicht erfassen kann.

Makroskopisch inhomogene Entladungen konnen unter Verwendung der vol-
len Reaktionskinetik mit dem sogenannten Parallel- R-Modell behandelt wer-
den. In diesem Modelltyp werden eine Reihe in sich homogener Entladungs-
segmente (d. h. Widersténde R;) iiber die gemeinsamen Elektroden gekoppelt
[GORTCHAKOVIS]. Einfliisse durch in der Entladung aufgebaute elektrische
Felder aus Raumladungen sind nicht berticksichtigt.

Raumladungseffekte werden durch raumlich inhomogene Vorionisationsdich-
ten und von den Elektroden hervorgerufen. Sehr grofien Einflufl haben Raum-
ladungsfelder vor der Kathode. Wegen des Aufwands zur Losung der Pois-
songleichung wird in diesen Modellen nur die Zindphase behandelt. Sie ist
durch die Forderung definiert, daf§ die Teilchenzahldichten der von der Entla-
dung erzeugten Teilchensorten (sogenannte Sekunddrspezies) noch so niedrig
sind, dafl Stofle von Elektronen mit diesen Teilchen die Elektronenvertei-
lungsfunktion nicht beeinflussen. Diese ist dann als Funktion des Fiillgas-



gemischs und der reduzierten elektrischen Feldstérke E/N (N: Gesamtteil-
chenzahldichte) berechenbar. Das erleichtert die numerische Modellierung
auflerordentlich. Ein zweidimensionales Modell dieser Art wurde von Simon
entwickelt [SIMON93, SIMON94]. Er behandelt Entladungsgeometrien, die in
einem Schnitt senkrecht zu den Elektrodenoberflachen zweidimensional und
in der dazu senkrechten Richtung, d.h. beim Laser der Emissionsrichtung,
homogen sind.

Ein wesentliches Resultat von Simon ist die Reproduktion der von Dreiskem-
per [DREISKEMPER95, DREISKEMPER95A]| experimentell gefundenen soge-
nannten Schichtzindung vor der Kathode. Bei diesem Effekt handelt es sich
um eine durch die Elektronenauslosung infolge Ionenaufpralls sehr schnell
entstehende Schicht mit sehr hohen Raumladungsfeldern. Sowohl Simon als
auch Dreiskemper haben gezeigt, dafl der Zeitpunkt der Schichtziindung von
dem Sekundéremissionskoeffizienten (Townsend ) der Elektrodenoberfliche
abhangt. Die Experimente von Dreiskemper belegen, dafi die starke Fila-
mentierung in der voll entwickelten Entladung aus einer Struktur entsteht,
die die Form eines auf der Kathode wachsenden Stiels hat, der sich zu einem
Kelch erweitert und in der Ziindphase von kleinen, eng lokalisierten Unre-
gelmafigkeiten der Kathodenoberflache ausgelost wird. Diese Beobachtung
kann mit der Geometrie des Modells von Simon nicht behandelt werden.

Kernstiick dieser Arbeit ist die Entwicklung eines zweidimensionalen Mo-
dells der Ziindphase von vorionisierten Hochdruckglimmentladungen, mit
dem die raumladungsbestimmte zeitliche Entwicklung rotationssymmetri-
scher Storungen behandelt werden kann. Im Gegensatz zu Akashi et al.
[AKASHIO7, AKASHIIOTA| postuliert diese Arbeit keine zu Feldemission fiih-
renden Mikrospitzen auf der Kathode als Ausloser einer Filamentierung.

Im Kapitel 2 wird das Modell vorgestellt. Die detaillierte Darstellung wurde
gewahlt, da die Erfahrung gezeigt hat, dafl in der Literatur gefundene Model-
le wegen unvollstandiger und teilweise fehlerhafter Beschreibung sich nicht in
lauffahige numerische Programme umsetzen lieen. Als entscheidendes Pro-
blem stellte sich heraus, dafl ein geringer Fehler in der Berechnung eines Pro-
zesses wie der Konvektion der Elektronen iiber andere Programmteile wie die
Losung der Reaktionskinetik oder Raumladungsfeldstarke riickkoppeln und
sich unkontrollierbar verstiarken kann. Daher werden hohe Anforderungen an
die Genauigkeit einzelner Verfahren und ihre Verkniipfung gestellt.



4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Im Kapitel 3 und 4 werden Resultate der Anwendung dieses Modells vorge-
stellt. Dabei wird in Kapitel 3 die Entwicklung einer lokalisierten Storung der
Vorionisation im Volumen behandelt. Um diese Prozesse isoliert betrachten
zu konnen, wird dabei die Kathodenfallentwicklung numerisch unterdriickt.

Im Kapitel 4 wird die raumlich eng begrenzte Schichtziindung aufgrund einer
lokalisierten Variation des Townsendschen Sekundaremissionskoeffizienten ~
behandelt und mit Experimenten verglichen.

Im Kapitel 5 werden die Resultate bewertet und die fiir die Entwicklung eines
mit weniger Naherungen behafteten Modells notwendigen Schritte beschrie-
ben und begriindet. Zum Schluf} erfolgt eine Zusammenfassung.



Kapitel 2
Modellierung

In diesem Kapitel werden, ausgehend von einer Beschreibung der physikali-
schen Gegebenheiten in Unterkapitel 2.1, die Grundgleichungen in Unterkapi-
tel 2.2 angegeben. Thre numerische Losung in Unterkapitel 2.3 gliedert sich in
fiinf Teile mit der Behandlung der Konvektion der Elektronen in Abschnitt
2.3.1, ihrer Diffusion in Abschnitt 2.3.2, der Teilchenkinetik in Abschnitt
2.3.3, der elektrischen Feldverteilung in Abschnitt 2.3.4 und der Sekundér-
elektronenemission in Abschnitt 2.3.5. Die Kopplung der Verfahrenselemente
zum Gesamtprogramm wird in Abschnitt 2.3.6 beschrieben. Unterkapitel 2.4
zeigt die in der behandelten Modellentladung auftretenden und in den Rech-
nungen benutzten Feldstérken in Abschnitt 2.4.1, Reaktions- und Transport-
koeffizienten in Abschnitt 2.4.2 und Standardeingabeparameter in Abschnitt
2.4.3. In Unterkapitel 2.5 schliefllich wird die zur Umsetzung des Computer-
programms verwendete Hard- und Software aufgefiihrt.

2.1 Physikalisches Modell

Betrachtet werden zwei unendlich ausgedehnte planparallele Elektroden im
Abstand d, die eine vorgegebene zeitlich variable Spannung U(t) tragen.
Ziel der Untersuchungen ist die Beschreibung rotationssymmetrischer Effek-
te, daher erfolgt eine Beschrankung auf Zylindersymmetrie, d.h., auf den
(r, z)-Raum. Der Vektor der angelegten elektrischen Feldstérke Eext weist in
—z-Richtung.



6 KAPITEL 2. MODELLIERUNG

Das Entladungsgefafl ist gefiillt mit einer Mischung der Gase Neon, Xenon
und Chlorwasserstoff. Im Verlauf des Aufbaus einer Entladung bilden sich
daraus eine Vielzahl verschiedener Atome und Molekiile im Grund-, ange-
regten und ionisierten Zustand, die als Sekundarspezies bezeichnet werden.
Es existieren umfangreiche Arbeiten zur Behandlung der Kinetik, die Dut-
zende Schwerteilchen und Hunderte Reaktionen zwischen ihnen enthalten
[HAMMERS7, BACKHAUS92|. Die zugehorigen Ratengleichungen bilden ein
System steifer Differentialgleichungen und erfordern als wesentliche Kompli-
kation wegen der nichtthermischen Elektronenenergieverteilung mit jeder An-
derung in den Konzentrationen der Sekundarspezies eine erneute Losung der
Boltzmanngleichung [BACKHAUS92]. Der erhebliche numerische Aufwand ist
nur fiir raumlich homogene oder eingeschrankt eindimensionale Untersuchun-
gen [GORTCHAKOVIS| zu vertreten.

In dieser Arbeit wird ein vereinfachtes Modell der Kinetik verwendet. In dem
mit konstanter Temperatur und konstantem Druck angenommenen Hinter-
grundgas werden die Dichten von Elektronen n., positiven Ionen n,,, d. h. Xe™,
und negativen lonen n,, d.h. C17, betrachtet und im Rahmen eines Fluid-
modells mit jeweils einer Teilchenzahlerhaltungsgleichung beschrieben. Die
Beschrankung auf drei Spezies bedingt, dafl das vorgestellte Modell nur fir
die Townsend- und Ziindphase, nicht jedoch fiir die Brenn- und Rekombina-
tionsphase der Entladung giiltig ist [BACKHAUS92].

Diese Beschriankung erlaubt es, die Koeffizienten fiir Ionisation oo und Attach-
ment 7 sowie Beweglichkeit p, und Diffusion D, der Elektronen fiir ein spe-
zifisches Gasgemisch im Rahmen der Local-Field-Approximation (LFA) als
Funktion der lokalen reduzierten Feldstérke F'/N zu berechnen. Zahlenwerte
dieser Koeffizienten wurden von Loffhagen mit dem vollstandigen raumlich
homogenen Modell in quasistationdrer Naherung [BACKHAUS92] berechnet
und als Tabelle zur Verfligung gestellt (Abschnitt 2.4.2). Die LFA erlaubt zur
Berechnung der Elektronengeschwindigkeit v, eine Beschrankung der Impuls-
gleichung auf den Drift- und Diffusionsterm. Sie vernachlassigt den Einfluf3
von Gradienten der reduzierten Feldstéarke auf die Elektronenverteilungsfunk-
tion. Die Verwendung der LFA wird bei den starken ortlichen Variationen
der Feldstarke im Bereich des Kathodenfalls fragwiirdig [SIMON93]. In die-
ser Arbeit wird aber kein Versuch unternommen, die nichtlokalen Effekte zu
berechnen.
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In der typischen Zeitskala der Ziindung einer Entladung von einigen 10 ns laft
sich die Bewegung der Ionen vernachlassigen. Fiir die Ionendichten werden
im Modell nur Erhéhungen aufgrund von lonisation bzw. Attachment, aber
keinerlei Verlustprozesse berticksichtigt.

Im Kathodenfall und gegebenenfalls auch im Volumen entstehen Raumladun-
gen, deren Feldstarke die angelegte elektrische Feldstarke tibertreffen kann.
Dies ist ein die Entwicklung der Entladung entscheidend bestimmender Ef-
fekt. Uber die Losung der Poissongleichung gelangt man zum elektrischen
Raumladungspotential ¢ und zur Raumladungsfeldstéarke Eg). Als Dielektri-
zitatskonstante des Grundgases wird die des Vakuums angenommen.

Photoionisation im Volumen und an der Kathode ist aufgrund einer starken
Vorionisierung nicht berticksichtigt. Elektronenauslosung an der Kathode
durch Ionenbeschuf tiber den Sekundaremissionskoeffizienten v wird dagegen
berechnet.

Das vorgestellte Modell basiert auf Publikationen zur Simulation von Stre-
amern [DHALIS7, DHALI8S, Wu88, WANGI0]. Einige zusétzliche Informa-
tionen zu den Verfahren von Kunhardt et al. konnten einer freundlicherweise
iiberlassenen Diskette entnommen werden. Leider waren diese Programme
teilweise fehlerhaft und nicht lauffahig.

2.2 Grundgleichungen

Aus den Annahmen und Definitionen des letzten Unterkapitels ergibt sich
folgendes System gekoppelter partieller Differentialgleichungen:

0 B
pl + V- (n.) = (a—n)ne | U] (2.1)
Enp = ane || (2:2)
0 -
Bp'tn = e || (2.3)

—

n,, = —D, - ﬁne — pene (2.4)
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E = Euq + En (2.5)
- U
Eext = Eez (26)
Ep=-V¢ (2.7)
Vip = —? (np — M, — Ne) (2.8)
0

2.3 Numerisches Modell

In diesem Unterkapitel wird eine Vorgehensweise zur Losung des Gleichungs-
systems (2.1)—(2.8) beschrieben, die in dieser Arbeit entwickelt und benutzt
wurde. Die physikalischen Phanomene werden dabei getrennt bearbeitet und
jeweils mit einem geeigneten numerischen Algorithmus behandelt.

Fiir Gleichungen, die Zeitableitungen enthalten, werden explizite Differen-
zenverfahren eingesetzt. Die Konvektion der Elektronen wird mit einem
fluBkorrigierten Verfahren gelést (Abschnitt 2.3.1), ihre Diffusion mit Vor-
wartsdifferenzen in der Zeit und zentralen Differenzen in den raumlichen Ko-
ordinaten diskretisiert (Abschnitt 2.3.2) und die Reaktionskinetik mit einem
modifizierten Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit integriert
(Abschnitt 2.3.3).

Zur Berechnung der elektrischen Feldverteilung wird eine Fourier-Analyse der
Raumladungsverteilung in axialer Richtung und eine Approximation durch
kubische Splines in radialer Richtung durchgefithrt (Abschnitt 2.3.4). Die
Kopplung der Routinen zum Gesamtprogramm erfolgt mit der Methode der
fraktionierten Schritte (Abschnitt 2.3.6).

Die zu untersuchende Entladungsgeometrie ist in Abbildung 2.1 mit Koordi-
natenachsen und Schaltkreis skizziert. Betrachtet wird eine rotationssymme-
trische Konfiguration in Zylinderkoordinaten (r, z). Die Kathode bei z = 0
und die Anode bei z = d tragen eine zeitabhidngige Spannung U (¢).

Gleichung (2.6) beschreibt ein homogenes, von aufien angelegtes, elektrisches
Feld, die Elektroden werden daher als planparallel und unendlich ausgedehnt
angenommen (Rg = 00).

Im Entladungsvolumen erfolgt eine ortsabhangige Vorionisation in einem ra-
dial begrenzten Bereich (r < R,). Experimentell beobachtet man auch au-
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""""""""""""""""" Anode
Kathode

/ Halo

vorionisierter Kanal

d

Abbildung 2.1: Skizze der Entladungsgeometrie, nicht mafistabsgetreu. Es
gilt: R, < Ry <d < Rp < Rg.

Berhalb des vorionisierten Kanals Entladungsphanomene, den sogenannten
Halo. Zur Beriticksichtigung dieser Effekte ist es moglich, das Rechengebiet
tiber den vorionisierten Bereich hinaus zu verlangern (r < Ry). In den vor-
gelegten Rechnungen wurde diese Option nicht wahrgenommen.

Wihrend einer Entladung entstehen Raumladungen, die Storungen des an-
gelegten homogenen elektrischen Feldes bis weit auflerhalb des zu untersu-
chenden Bereichs verursachen. Schwierigkeiten bei der Wahl der radialen
Randbedingungen zur Feldverteilung werden umgangen durch die Einfiih-
rung eines erweiterten Rechengebietes (Ry < r < Rp), in dem lediglich die
Poissongleichung gelost wird (Abschnitt 2.3.4). Rp ist um den Faktor 390
hoher als Ry gewahlt.

In Abbildung 2.2 ist das verwendete Rechengitter skizziert. Die Losungs-
methode der Poissongleichung bedingt eine aquidistante Diskretisierung in
z-Richtung und die zusatzliche Forderung, dafl die Zahl der axialen Gitter-
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Axiale Ortsschritte

0 j—1j57+1 N,
Rp L1 N,
:Grenze der Raumladungsfeldberechnung

S

@ e

@ : : e

5 R 5

< F 0 e - Ngr =

» A Halo 2

5 Kathode Anode g

g

= ; ; ; 2
: ; : <

L T S Vorionisierter Kanal | E

< | | | =

(B4 D) AT e i+ 1

1 —

(= D)Ar-f Li—1

L Achse
0 I I l 0
0 (J—1DAz jAz (j+1)Az d

Abstand zur Kathode (z)

Abbildung 2.2: Skizze des Rechengitters. Die Schrittweiten sind dquidistant
mit Ausnahme exponentiell wachsender radialer Punktab-
stande im Gebiet Ry < r < Rp. Eingezeichnet ist die zwei-
dimensionale Gitterzelle um (i, ).

zellen eine Potenz von 2 ist. Mit der Schrittweite Az wird die Strecke von
der Kathode bei z = 0 zur Anode bei z = N,-Az = d in N, + 1 Gitterpunkte
unterteilt.

In radialer Richtung gibt es keine prinzipiellen Einschrankungen. Zwischen
der Achse bei r = 0 und dem Entladungsrand bei r = N, - Ar = Ry ent-
halt die radiale Koordinate N, + 1 Gitterpunkte im aquidistanten Abstand
Ar. Auf diesem Rechengitter wird das vollstdndige Grundgleichungssystem
gelost. Zusatzlich wird im Gebiet Ry < r < Rp in radialer Richtung mit
N, — Ngi Punkten in exponentiell anwachsender Ortsschrittweite der an Be-
deutung verlierenden Raumladungsfeldstarke Rechnung getragen.

Die Zeit ist in Schritten von At unterteilt, wobei sich die Zeitschrittweite im
Verlauf einer Rechnung &ndern kann (Abschnitt 2.3.6).
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In den Verfahrensformeln wird bei den abhangigen Variablen der Zeitpunkt
mit einem oberen Index und Ortskoordinaten mit unteren Indizes bezeichnet,
i steht fiir die radiale vor j fiir die axiale Dimension. Damit gibt n.; ; die Elek-
tronendichte am Ort (r =¢-Ar, z = j-Az) zur Zeit t an. Fiir die weiteren
Betrachtungen ist es niitzlich, ein temporares Hilfsgitter auf den halbzahli-
gen Zwischengitterpunkten einzuftihren. n, ; 148t sich dann interpretieren
als die Dichte im Zentrum einer Zelle mit (i — 15) - Ar < r < (i + ») - Ar
und (5 — h) - Az <z < (j + ) - Az

2.3.1 Konvektion

Im angelegten elektrischen Feld driften Elektronen in axialer Richtung zur
Anode. Spielen Raumladungsfelder eine Rolle, erfahren sie zuséatzlich eine
radiale Bewegung. Dieser Teilchentransport wird beschrieben von der Kon-
tinuitétsgleichung (2.1) ohne Quellterm und der Teilchenstromdichte (2.4)
ohne Diffusionsanteil

0 . .
0_7; =-V.-(nv), mit n=n,, U=—pkE, (2.9)
mit der Anfangsbedingung

n(r,z,t =0) = ng(r, 2). (2.10)

v bezeichnet die Elektronendriftgeschwindigkeit, und n wird in diesem Ab-
schnitt als Kurzschreibweise fiir die Elektronendichte n,. eingefiihrt. Die Elek-
tronenbeweglichkeit p. héngt von der reduzierten Feldstirke ab (Abschnitt
2.4.2), daher ist die Driftgeschwindigkeit eine nichtlineare Funktion der loka-
len Feldstarke.

In Zylinderkoordinaten ohne Winkelanteil lautet Gleichung (2.9) mit v, als
Axial- und v, als Radialdriftgeschwindigkeit der Elektronen

on 0 19

a9 (nv.) — ror (rnvy) . (2.11)

Diese Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung vom
hyperbolischen Typ.

Sind Raumladungen zu vernachlassigen und ist das angelegte elektrische Feld
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zeitunabhéngig, so ist v, = konst und v, = 0. Dann vereinfacht sich die
Gleichung zu

on B on

und die allgemeine Losung beschreibt eine Verschiebung der anfanglichen
Dichteverteilung ohne Anderung der Form mit der Geschwindigkeit v,:

n(r, z,t) = no(r, z — v,t). (2.13)

Diese geschlossene Losung ist niitzlich fiir Vergleiche mit numerischen Ver-
fahren. In den nachsten Unterabschnitten werden dazu einige Beispiele ge-
nannt. Weitergehende analytische Losungen sind moglich, auch fiir gewisse
nichtkonstante Geschwindigkeitsfelder [KUNHARDT87, YANG92].

Die charakteristische Zeit Tkony., in der sich eine Struktur iiber die Lange A
bewegt, ergibt sich aus Gleichung (2.13) einfach zu

A
onv. — 7 - 2.14
TK |vz| ( )

Mit maximaler angelegter Feldstarke iiber die volle Entladungsdauer ohne
Berticksichtigung von Raumladungen 143t sich die Driftlange eines Elektrons
nach oben abschatzen zu

Akonv. = TEnul. * || < 18 ns - 68300 o 1,2mm,
s

sie ist damit deutlich kiirzer als die Entladungslange mit 18 mm. Fiir Ionen
ist die Driftlinge mit einem Faktor pon/pe &~ 1/250 zu versehen (Abschnitt
2.4.2), betragt also nur etwa 5 um. Dies rechtfertigt die Naherung vernach-
lassigbarer Ionenbewegung im Volumen.

Fiir zeit- und ortsabhangige elektrische Felder ist eine numerische Losung der
Gleichung (2.11) zu suchen. Zahlreiche Algorithmen wurden zur kompressi-
blen Gasdynamik entwickelt mit besonderem Augenmerk auf der Behandlung
von StoB- und Kontaktfronten. Ubersichten und Vergleiche enthalten z. B.
[WOODWARDS84, ZALESAK87, FLETCHERI91, YANG92].

Die Ubertragung von sogenannten shock-capturing-Verfahren, die Unstetig-
keiten tiber mehrere Gitterpunkte verschmieren, auf die hier vorliegende Si-
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tuation ist moglich und vorteilhaft. Zwar treten keine Stoiwellen auf, doch
ist mit sehr steilen Gradienten der Elektronendichte iiber einen grofien Dy-
namikbereich in Raumladungsschichten zu rechnen. Diese Arbeit verwendet
eine flukorrigierte Transporttechnik in der Variante nach Kunhardt und Wu
[KUNHARDT87]. Vor der Beschreibung der Rechenvorschriften werden die
Grundideen anhand einfacherer Verfahren eingefiihrt.

2.3.1.1 Flusse

Gleichung (2.9) gibt die differentielle Form des Erhaltungssatzes fiir die Elek-
tronen im Entladungsvolumen an.

—

f=n-7 (2.15)

ist die Teilchenstromdichte der Elektronen, sie wird in diesem Unterkapi-
tel der numerischen Literatur folgend als Fluf§ bezeichnet. Integration der
umgeschriebenen Gleichung (2.9)

on [

— =-V- 2.16

=¥ (2.16)
tiber ein Kontrollvolumen €2, ; um den Punkt (4, j) mit der Ausdehnung i— 1/
bis i + 15 und j — 1/ bis j + 5 in den Zeiten von ¢ bis t + At liefert die
Differenzengleichung in Fluiform [ORAN87, REALE9O]

nﬁ;At = n;j - QA_lt (Frzq_%,j - Fri_%,j> - Qilt <in7]‘+% — le}j—%) (2.17)
Am'-s-l,j y t+At , , !
F”-*‘%,j - Atz /t fm‘—i—%,j(t ) dt (2.18)
Azi,ﬂé t+At o
gl = A—t/t fZi,j—i—%(t )dt’. (2.19)

n;; findet hier die Interpretation einer mittleren Dichte in der Zelle um den
Punkt (7,7). fr; 41y und fi; 50 sind die Fliisse in radialer und axialer Rich-
tung an den jeweiligen Zellgrenzen. Die sogenannten transportiven Fliisse
Friv1 und F; 1 sind die mit einem Geometriefaktor gewichteten Fliisse
aus der Zelle um (i, j) iiber die Grenze zur Nachbarzelle. Es handelt sich um
Funktionen der Fliisse f,; ; bzw. f,; ; auf den Gitterpunkten zu einem oder
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mehreren Zeitpunkten, die genaue Abhéangigkeit legt das Differenzenverfah-
ren fest.

€2;; ist das Volumenelement um den Punkt (7,j). A, 11, bezeichnet die
Querschnittsflache, die der Flufl an der Zellgrenze in radialer Richtung als
Normale durchquert, A, ;. 1 gilt entsprechend fiir den axialen Fluf}. Als
orthogonales Basissystem werden hier Zylinderkoordinaten benutzt, dann ist

Q;=m ((Ti+%)2 — (ri_%)2> Az =2rrArAz  fiir i >0 (2.20)

A 2
Qo = (77”) Az (2.21)
Asijpr=m ((ri+%)2 - (7}'—%)2) =2rrAr fir i >0 (2.22)
Ar\’
Mugjer =T (7 (2.23)
A”#%’j = 27T7“i+% Az. (2.24)

Gleichung (2.17) entnimmt man, daf ein transportiver Flul von einer Zelle
in eine benachbarte ausgeglichen wird durch einen bis auf das Vorzeichen
identischen Flufl in Gegenrichtung. Gewinne und Verluste halten sich mit
Ausnahme von Randfliissen exakt die Waage. Das Differenzenschema erfiillt
den Erhaltungssatz der Differentialgleichung, man nennt es daher ein kon-
servatives Verfahren. Dies gilt unabhéangig von der Wahl der funktionalen
Abhéngigkeit F'(f).

Die Behandlung der Zweidimensionalitat erfolgt mit einem Time-Splitting-
Verfahren, in dem beide Ortskoordinaten getrennt berechnet werden (Ab-
schnitt 2.3.6). Die weitere Diskussion der Algorithmen beschrénkt sich in
diesem Abschnitt auf den eindimensionalen Fall. Dargestellt werden Formeln
fiir die axiale Komponente. Die in den néchsten Unterabschnitten behandel-
ten Differenzenverfahren sind folglich von der Art

At
nirat =t — = (Fy = Fy). (2.25)

Der Geometriefaktor A ist zur Vereinfachung der Schreibweise aus den trans-
portiven Fliissen vor die Klammer gezogen worden. Formeln fiir die radiale
Koordinate sind mit den Gleichungen (2.17)—(2.24) zu gewinnen.
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2.3.1.2 Lineare Verfahren

Ein einfaches Verfahren zur Berechnung der Fliisse entsteht durch Anwen-
dung des vorderen Differenzenquotienten, auch Donor-Cell-Verfahren ge-
nannt, z. B. in [ORAN87, KUNHARDT87|:

t t . t t t
vt nt fir »* , >0 vt 4+ ot
1184 1= . +1
Fiii= i+2 . ?2 mit v;.Jrl = % (2.26)
1 A . 1
V1M fiir Uit <0

Die Richtung der Geschwindigkeit bestimmt, aus welcher Zelle Teilchen ab-
flieBen. Dieses Verfahren ist explizit und von erster Ordnung in Raum und
Zeit, es ist stabil fiir Zeitschrittweiten

A
At —=2 (2.27)
max V41
oder mit der Courantzahl C
At

Dies ist die Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Bedingung, die sich aus Glei-
chung (2.14) erklért: die Zeit fiir Materietransport iiber einen Gitterpunktab-
stand muf} tiber der Zeitschrittweite liegen. Anders formuliert darf das Ab-
héngigkeitsgebiet der Differenzengleichung fiir einen Punkt nicht kleiner als
das der zugrundeliegenden Differentialgleichung sein.

Wiéhrend die analytische Losung eine einfache Translation vorgibt, kann
Donor-Cell diese zwar nachvollziehen, doch wird das ehemals rechteckige
Profil extrem breit verschmiert. Eine starke unphysikalische, durch den nu-
merischen Algorithmus bedingte, Diffusion ist fiir stabile Verfahren erster
Ordnung nicht zu vermeiden [POTTERT73|

Donor-Cell ist das am wenigsten diffusive lineare Schema, das noch monoton
ist. Es reproduziert eine weitere Eigenschaft der Differentialgleichung (2.16),
die Positivitat. Sie besagt, dafl eine Losung nirgends negativ werden kann,
wenn sie im gesamten Bereich positiv war. Erkauft werden diese wichtigen
Qualitaten mit einer erheblichen numerischen Diffusion.

Zur genaueren Behandlung steiler Dichtegradienten liegt es nahe, auf Sche-
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mata hoherer Ordnung umzusteigen, etwa auf das Lax-Wendroff-Verfahren.

Zwar werden die Flanken tatsachlich etwas besser beschrieben, doch geht
auch hier eine Rechteckform verloren. Am Rand der Flanken zeigen sich Di-
spersionsfehler in Oszillationen, die zu einem Vorzeichenwechsel der Dichte
fiihren [POTTERT3]. Geht man mit diesen negativen Elektronendichten in
die Losung anderer Programmiteile wie der Reaktionskinetik oder des Raum-
ladungsfeldes ein, sind katastrophale Folgen zu befiirchten.

2.3.1.3 Flux-Corrected-Transport nach Zalesak

Einer moglichst genauen Losung der Konvektionsgleichung (2.11) kommt fiir
das Gesamtprogramm entscheidende Bedeutung zu. Kleine Fehler in der Er-
mittlung der Elektronendichte verfilschen die Raumladung und damit das
Raumladungsfeld. Da die Ionisationsrate exponentiell vom lokalen elektri-
schen Feld abhangt, konnen nachfolgende Berechnungen der Elektronendich-
te grofle Fehler aufweisen. Gberschwinger in der Dichte sind unbedingt zu
vermeiden.

Steile Gradienten werden bei Benutzung von Differenzen erster Ordnung
durch numerische Diffusion abgeflacht, Verfahren hoherer Ordnung entwik-
keln dort Oszillationen oder erfordern die Einfithrung einer zusatzlichen nu-
merischen Diffusion. Die Forderungen nach Positivitat und Genauigkeit
scheinen sich gegenseitig auszuschliefen. Das Dilemma 14t sich auflosen,
wenn man auf die Linearitdat des Verfahrens verzichtet. Bei flachem Ver-
lauf der zu bestimmenden Grofle kann die gute Genauigkeit von Verfahren
hoher Ordnung und niedriger numerischer Diffusion genutzt werden, an stei-
len Gradienten muf3 auf ein diffusiveres Verfahren zuriickgegriffen werden,
das ein Entstehen von Oszillationen verhindert und eine monotone Losung
garantiert.

Berechnet wird eine Linearkombination der Fliisse niedriger und hoher Ord-
nung an jeder Zellgrenze mit Wichtungsfaktoren, die nichtlineare Funktionen
der lokalen Bedingungen sind. FEntscheidendes Kriterium ist es, das Auf-
treten unphysikalischer neuer Extrema in der Losung zu verhindern. Die
Kombination der Verfahren geschieht anhand der Fliisse, um die Erhaltungs-
eigenschaft der Differentialgleichung in der Differenzengleichung beibehalten
zu konnen; so begriindet sich der Name fluffkorrigierter Transport (englisch:
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fluz-corrected transport, FCT).

Das Verfahren niedriger Ordnung kontrolliert gewissermaflen das Verfahren
hoher Ordnung, indem es angibt, welchen Eigenschaften jener Losung Glau-
ben zu schenken ist. Das zusammengesetzte Verfahren reproduziert steile
Gradienten, aber es ist in seinem Auflosungsvermogen durch das Verfahren
niedriger Ordnung begrenzt, was sich bei der Wechselwirkung von Fronten
steiler Gradienten unangenehm bemerkbar machen kann [WOODWARDS84].

Das erste FCT-Verfahren wurde zwischen 1973 und 1976 von Boris, Book
und Hain [BORIS73, BOOK75, BORIS76] verdffentlicht in Form einer Anti-
diffusionsoperation, die als Korrektor ibermaflige Diffusion eines Pradiktors
beseitigt. 1979 flexibilisierte Zalesak [ZALESAKT9] den Ansatz mit der Be-
schreibung als gewichteter Kreuzung zweier Verfahren zu einer ganzen Klasse
verwandter Algorithmen [YANG92]. Kunhardt und Wu erweiterten die Re-
chenvorschrift 1987 [KUNHARDT&7| mit dem Ziel einer héheren Genauigkeit,
ihrem Vorgehen soll hier gefolgt werden.

Das Verfahren gliedert sich in sechs von Zalesak definierte Schritte:

1. Berechne die transportiven Fliisse mit einem monotonen Verfahren
niedriger Ordnung (L: low order)

FE

Jt+3°

2. Berechne die Dichte zum neuen Zeitpunkt mit den Fliissen des mono-
tonen Verfahrens

nk = hﬁ(F%—FLl). (2.20)

3. Berechne die transportiven Fliisse mit einem dispersiven Verfahren ho-
her Ordnung (H: high order)

F.
i+

4. Definiere die antidiffusiven Flisse

—FL . (2.30)
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5. Begrenze die antidiffusiven Fliisse

c _ A
FG,=CpaFhy, 0<C,, <1 (2.31)

6. Wende die begrenzten antidiffusiven Fliisse auf die Losung niedriger
Ordnung an

. ) . (2.32)

Die Wahl der Verfahren niedriger und hoher Ordnung in Punkt 1 und 3 sowie
die Spezifikation der FluBbegrenzung in Punkt 5 charakterisiert das jeweilige
FCT-Verfahren. Der kritische Schritt ist der flinfte. In ihm wird gesichert,
dafl Schritt 6 nur soviel an iiberméafig diffusivem Fluf§ riickgangig macht, daf3
kein Extremum in der Dichte entsteht, welches nicht bereits in der Losung
zum alten Zeitpunkt oder in der Dichte aus dem Verfahren niedriger Ordnung
enthalten ist.

Die transportiven Fliisse des Gesamtverfahrens tauchen im Algorithmus nicht
explizit auf, sie lassen sich angeben zu

_ H L
F}Jr%_Cj+%Fj+%+<1_Cj+%)F;’+%' (233)

An dieser Gleichung wird die Interpretation der C; 1 als Wichtungsfaktoren
deutlich. In den Grenzfallen C; 1= =0 und C, il = 1 enthalt die Losung nur
den Anteil des Verfahrens niedrlger bzw. hoher Ordnung

Im weiteren wird das Rezept zur Bestimmung der C; 11 angegeben, zuvor
jedoch erfolgt die Betrachtung eines Sonderfalls.

Falls zugleich F]ﬁ% (”fﬂ - nJL) <0 (2.34)
und F]i% (nf, —nky) <0 (2.35)

oder  Ffii (nj —nj,) <0 (2.36)

dann Fjﬁé =0 (2.37)

F ! gibt den antidiffusiven Fluf3 aus der Zelle j in die Zelle 41 an, also den
Fluﬁ der die Dichte des Verfahrens niedriger gemafl dem hoher Ordnung von
der tiberméfigen Diffusion befreit. Das angegebene Kriterium verlangt, an-
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tidiffusive Fliisse zu unterdriicken, falls sie die Steigung einer kontinuierlich
ansteigenden oder fallenden Dichte mindern wiirden. Antidiffusive Fliisse
werden also nur angewandt, wenn sie das Dichteprofil aufsteilen. Das Krite-
rium (2.34)—(2.37) ist vor Gleichung (2.31) auszuwerten.

Es werden nun je drei Groflen fiir den FluB in die Zelle j hinein (Index +)
und aus ihr heraus (Index —) definiert. Die Summe aller antidiffusiven Fliisse
in die Zelle j ist

J

P = max(0, F,) — min(0, F4 ,) (2.38)
und aus j heraus

P~ =max(0, F4,) —min(0, F4,). (2.39)
J+3 J—3

J
Seien n;** und n;«mn die noch zu bestimmende hochste und niedrigste to-
lerierbare Dichte in der Zelle j zum neuen Zeitpunkt, dann lassen sich die
maximal hinnehmbaren antidiffusiven Fliisse in die Zelle und aus ihr heraus
definieren zu

_Az

0f = 2 (up — ) 2.40)
und
A .
0 =52 (nt - ). a1)

Es ist n™ < n} < n* zu gewihrleisten, so daf die Fliisse Q) und @

nichtnegativ sind.

Der maximal zu erlaubende Bruchteil des antidiffusiven Flusses in die Zelle
J betragt somit

Qf
min | 1, =% fir P >0
RI = ( P* J (2.42)

J

0 fur P;r:O

und aus j heraus
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min | 1, Q—{ fir P >0
R; = P; (2.43)

J
0 fiir P, = 0.

Unbegrenzter antidiffusiver Flufl verlalt eine Zelle und konnte dort eine zu
niedrige Dichte verursachen. Er tritt in eine Nachbarzelle ein und ist dort
gegebenenfalls fiir eine zu hohe Dichte verantwortlich. Um sowohl Uber- als
auch Unterschwinger der Dichte zu vermeiden, ist nur der kleinste der beiden
moglichen antidiffusiven Fliisse durch die Zellgrenze j+ 1/» zu berticksichtigen.
Die C 1 werden daher berechnet als

min (R}, Ry) - fiie FA, >0

LR
.= " (2.44)
+= . — .
its min (R;-r, Rj+1) fiir F]ﬁ% < 0.
Der entscheidende Schritt zur FluBbegrenzung, die Bestimmung der n}*** und

n™", steht noch aus. [BORIS73] schligt vor, die Dichte zur neuen Zeit am

Punkt j durch die Dichte der diffusiven Losung niedriger Ordnung zur neuen
Zeit in j und den beiden Nachbarpunkten zu beschréanken:

n® =max (nf_y,n¥, nk,) (2.45)
n}nin — min (ngL—h nJL7 nf+1) . (2.46)

Diese Wahl ist einfach und wirksam, aber zu restriktiv, sie fithrt unter an-
derem zum Abschneiden spitzer Dichteprofile [ZALESAK79]. Letztgenannte
Arbeit zieht zur Begrenzung der Dichte zum neuen Zeitpunkt zusatzlich die
Dichte zum alten Zeitpunkt mit heran:

nj = max (ng, nJL) (2.47)
n;nax — max (n;‘b—lﬁ n?’ n?+1) (248)
ng = min (né, nJL) (2.49)
n;nin — min (n2717 n?’ nsdrl) . (250)

Damit sind die Rechenvorschriften zur FluBkorrektur komplett.

Um einen FCT-Algorithmus vollstandig zu charakterisieren, sind noch die
Verfahren niedriger und hoher Ordnung zu spezifizieren. [BORIS73] ver-
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wendet Donor-Cell und ein auf Lax-Wendroff zweiter Ordnung basierendes
Verfahren. [ZALESAK79] benutzt Donor-Cell mit einem zusétzlichen nume-
rischen Diffusionsterm und als Verfahren hoher Ordnung einen Leapfrog-
Trapezoidal-Algorithmus vierter oder sogar achter Ordnung in den raum-
lichen Ableitungen (siche auch [ZALESAK84|) und zweiter Ordnung in der
Zeit.

Die Nichtlinearitat der FluBlkorrektur macht es schwierig, Eigenschaften des
Gesamtverfahrens anzugeben. Die explizite Zeitdiskretisierung impliziert ei-
ne obere Grenze der Zeitschrittweite, [BORIS73] schligt vor, die Courantzahl
kleiner 15 zu wéhlen, d. h.:

Az

TR
max V411

At <05- (2.51)

so daf3 der FluBl durch eine Zellgrenze nur von der Dichte und Geschwindigkeit

in den beiden benachbarten Gitterpunkten abhéngt. [YANG92] erwdhnt ein
geringfiigig strengeres Kriterium, empfiehlt
A

At<04. — =2 (2.52)

m}ax |vj+%|

und gibt an, daf eine weitere Verringerung der Zeitschrittweite keine signifi-
kante Verbesserung der Genauigkeit bewirkt.

Eine konvektierte Rechteckform bleibt im wesentlichen erhalten, Flanken
werden nur iiber wenige Punkte verschmiert, und die Dichte ist an jedem
Ort positiv. Jedoch tritt ein neues Problem auf, steile Flanken werden durch
mehrere Stufen unterbrochen. Der Grund ist, daf§ die Fliisse hoher Ordnung
dazu tendieren, Flanken aufzusteilen und die Flulbegrenzung in den Glei-
chungen (2.45)—(2.46) bzw. (2.47)—(2.50) dies erlaubt, bis die Dichte in einem
Punkt die des Nachbarpunktes erreicht hat, so kann sich ein Plateau bilden.

Die Algorithmen von [BORIS93] und [ZALESAKT79] wurden fiir die Berechnun-
gen dieser Arbeit isoliert und im Zusammenspiel mit der Losung des Glei-
chungssystems (2.1)—(2.8) getestet. Dabei erwies sich die Wechselwirkung
mit der Losung der Reaktionskinetik und der Poissongleichung als kritisch.
Insbesondere in der Nahe steiler Gradienten kam es zu uniiberwindlichen
numerischen Schwierigkeiten. Offenbar stellt die Losung des vollstdndigen
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Gleichungssystems hohere Anforderungen an die Genauigkeit der Konvekti-
onsberechnung, als sie die bisher vorgestellten Verfahren befriedigen konnen.

2.3.1.4 Flux-Corrected-Transport nach Kunhardt et al.

Im folgenden wird eine Weiterentwicklung des Algorithmus von Zalesak in
Hinblick auf die Behandlung steiler Gradienten aus dem Jahre 1987 wieder-
gegeben [KUNHARDTS87]. Die Autoren stellen fest, dafi das entscheidende
Problem in der numerischen Losung von Gleichung (2.16) die korrekte Be-
rechnung der Fliisse an den Zellgrenzen ist. Ihre Verbesserungsvorschlage
lauten:

e Die Dichte und Geschwindigkeit an der Zellgrenze sollten unabhéngig
voneinander interpoliert und erst dann das Produkt genommen werden.

e Die Interpolation der Dichte und Geschwindigkeit an der Zellgrenze
sollte nicht an den Groflen selbst, sondern an Funktionen dieser Grofien
durchgefiithrt werden, die bei steilen Gradienten langsamer in Raum
und Zeit variieren.

e Dichte und Geschwindigkeit sollten innerhalb einer Zelle als variabel
angesehen werden. So ist zwischen der mittleren Dichte in der Zelle
und der Dichte der Zellmitte zu unterscheiden.

e Die maximal und minimal zuléssige Dichte in den Gleichungen (2.45),
(2.46) bzw. (2.47)—(2.50) wird unter anderem aus den Dichten der Nach-
barpunkte bestimmt. Angesichts der laut Gleichung (2.51) hochsten
Geschwindigkeit von Az/(2 At) sind diese aber doppelt so weit entfernt
wie notig, um moglichst enge Schranken vorzugeben. Die FluBlbegren-
zung im Punkt j sollte daher nur mit Dichten an den Stellen j — 1/, j
und j + 1/ erfolgen.

Statt der Elektronendichte, die zwischen zwei Gitterpunkten stark variieren
kann, wird ihr natiirlicher Logarithmus interpoliert. Das ist gleichbedeutend
mit der Annahme raumlich exponentiell steigender bzw. fallender Elektronen-
dichte. Um Schwierigkeiten bei einer Dichte 0 zu vermeiden, wird In (1 + n’)
verwendet. n’ = n/ng ist die entdimensionierte Teilchendichte mit einem
Skalenfaktor, der in dieser Arbeit zu ny = 1lcm™ gesetzt ist. Aus einer
Entwicklung von In (1 +n') in eine Umgebung dz um z; bis zum linearen
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Glied
ln(l +n'(z + 52)) =In(14n}) +ajdz+... mit nj=n'(z) (2.53)
folgt die Interpolationsformel:
n'(z;+02) = (L+n}) e’ — 1. (2.54)

Mit 6z = Az ergibt sich eine Berechnungsvorschrift fiir den Exponentialfak-
tor:

In (1 + n;H) —1In (1 + n;)
Az ’

(2.55)

a; =

Aus diesen Gleichungen 1&8t sich mit dz = Az/2 eine Dichte an der Grenze
J + 15 der Zellen j und j + 1 bestimmen und damit, wie gefordert, die obere

und untere Schranke der Dichte n™** eingrenzen. [KUNHARDT87] gibt an:
max __ t t L _t
n ™ = max (njfé,nj, n; ,nﬁ%) (2.56)
min __ : t t L t
ni"™ = min (nj_%,nj,nj ,nj+%> (2.57)

Auch die Geschwindigkeit kann sich zwischen zwei Gitterpunkten stark an-
dern und soll exponentiell interpoliert werden. Da sie positive und negati-
ve Werte annehmen kann, ist eine Fallunterscheidung vorzunehmen. Ange-
strebt wird eine Interpolation zwischen den Punkten j und j + 1. Haben
beide Geschwindigkeiten das gleiche Vorzeichen, entwickelt man den Aus-
druck In (1 + [v']) um den Punkt j, ist v} positiv oder Null und v}, negativ,
nimmt man In (1+ v — QU}JA) und im umgekehrten Fall In (1 + o' — 221;).
Diese Wahl stellt sicher, dafl im untersuchten Intervall stets der Logarithmus
einer positiven Gréfle genommen wird. v = v/vy ist die entdimensionierte
Geschwindigkeit mit einem Skalenfaktor, der zu vy = 1cm/s angenommen
wird. Es resultiert die Interpolationsformel:

V(2 + 02) = s((1 - Jol] 4 255 [V ]) €97 — 1 — 28, [vf] — 28, yv;Hy)
(2.58)

mit
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In (1 + ]v}H\ +25; ]v;\) —1In (1 + \'U;] + 255 "U;_HD

b; = 2.59
J Az ( )
und den vier moglichen Fallen

S1=0, S=0, S=1 fﬁrv}ZO, U}HZO

Sp=0, Sp=0, S=-1 fiir v; <0, vi, <0 (2.60)

S1=0, S9=1, S=1 fir v; >0, o7, <0
Si=1, S9=0, S=1 fir o7 <0, vj,, >0.

Mit §z = Az/2 148t sich die Geschwindigkeit an der Zellgrenze ermitteln und
fiir das Donor-Cell-Verfahren in Gleichung (2.26) benutzen. Die resultierende
Formel wird in dieser Arbeit zur Berechnung der Fliisse niedriger Ordnung

eingesetzt:
t t t
vt o nt fir ' , >0 Az
1705 1= .
Fhy=q 70 T mit v 1 = vov'(z; + T’t)‘ (2.61)
2 ] ] 2
V1M fiir Uip < 0

Das Verfahren hoher Ordnung entstammt ebenfalls [KUNHARDT87], die Au-
toren geben allerdings Formeln nur fiir den Fall positiver Geschwindigkeiten
an. Zwar sind negative Geschwindigkeiten in den Berechnungen eher selten,
doch sind auch sie zu beriicksichtigen. Den Hinweisen der Autoren folgend
werden nun die Rechenvorschriften fiir alle in (2.60) definierten Félle herge-
leitet.

Grundlage des Verfahrens hoher Ordnung sind die gezeigten Interpolations-
formeln. n; und v; werden interpretiert als Mittelwert der Groflen in einer
Zelle zwischen j — 15 und j + 4. Bei steilen Gradienten sind sie von den
Werten n§ und v§ im Zentrum der Zelle zu unterscheiden. In Gleichung (2.54)
wird dann n/; durch n§" ersetzt. Unterlifit man diese Anpassung bei der Be-
rechnung der a; in Gleichung (2.55) und extrapoliert Gleichung (2.54) in den
Bereich von j — 1/ bis j, folgt:

Az

", = é / C 0(z + 62) d(62)

>

z

>
M‘N L

~ é ((1 +nS') % 0z _ 1) d(6z)

ol
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: As
Tl U D Y
Jj o

und die Dichte in Zellmitte ergibt sich zu:

Az
a/._
1+n)) —22 -1 fiir a;#0
ns = ( i) sinh (a;42) ! (2.62)
n; fir a; = 0.

Eine dhnliche Herleitung ist fiir v{" méglich unter der Annahme, daf8 v§" das
Vorzeichen von v} besitzt und mit vf,; = v’ ;:

/

sinh (b, 42
Ué — (S—|— 25, |U;~+1D (76&—]2 2 ) — 1)
72 .
1-28 fir b; # 0
oy = (72 s (5,5) e
N — 25
b %
(V) fir b; = 0.

(2.63)

Die Falle a; = 0 und b; = 0 lassen sich mit einer Grenzwertbildung behan-
deln, sie bedeuten gleiche Dichte bzw. Geschwindigkeit in zwei benachbarten
Punkten. Damit ist die mittlere Dichte gleich der Dichte in der Zellmit-
te. [KUNHARDT87] empfiehlt, offenbar aus Rechenzeitgriinden, bei kleinen
Gradienten grundsétzlich diese Annahme und gibt als Kriterium fiir die Na-
herung 7/, /n < 5 oder n,/n} > 0,2 und zugleich n},n},, < 1 sowie
eine entsprechende Bedingung fiir die Geschwindigkeit an. In dieser Arbeit
wird jedoch auf die angegebene Naherung bis zu einer willkiirlichen Gren-
ze verzichtet, denn an der Schwelle beider Berechnungsmethoden kam es zu
numerischen Stérungen.

Es soll nun der Teilchenfluf§ durch die Zellgrenze bei j + 1/ in der Zeitspanne
7 betrachtet werden. Sei z;+ z; der Ort zur Zeit ¢, der am Zeitpunkt ¢ +7 die
Position z; + Az/2 erreicht, dann flieit genau die Materie zwischen z; + 2,
und z; + Az/2 in die Zelle um j + 1. Nimmt man fiir diesen Raumbereich
konstante Geschwindigkeit an, linearisiert die Exponentialfunktion und setzt
vf’ fiir v}, folgt mit Gleichung (2.58):
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~ U()S((l + 05|+ 285 [0 44 ])e% 7 — 1 — 281 [uf'| — 255 |’U;~+1|)
~ voS((l + [vf'| + 285 [V}, )iz + (1 — 251)|vjc»'|).

Damit erhalt man einen Ausdruck fiir die unbekannte Lange:

% - S(l - 251)U0|’U;,|T

~ 1+ Svob; (1 + [0S+ 285 [0 )T

Zr

(2.64)

Mit dieser Beziehung und Gleichung (2.54) 18t sich nun die Teilchenzahl pro
Einheitsflache angeben, die in der Zeitspanne 7 durch eine Zellgrenze stromt:

Az

AN%’I'Lo/ : ((1"‘77/;,) eaj5z_1) d(é‘z)

e%2 —e%*m Az
_ No (1 + nj’) aj — 7 + ZT) fllI' CL]' # 0
A
nong’ (72 — zT) fir a; =0

Es folgt direkt die Formel zur Berechnung von Fliissen hoher Ordnung:

n U — et Az
- (1 + ngl) I —2 + ZT> fir a; 7é 0
c/ c/\ __ T a;
Fag507) = nt /A : G
- 7 — Zr ur a; = u.

(2.65)

Der Begriff ,,hohe Ordnung” ist irrefiihrend, denn die gegeniiber dem Verfah-
ren niedriger Ordnung beziiglich der raumlichen Diskretisierung genauere Be-
rechnung des Flusses an einer Zellgrenze wird hier nicht wie in [ZALESAKT79]
durch Einbeziehung der Fliisse einer grofleren Zahl benachbarter Gitterpunk-
te erreicht, sondern mit einer aufwendigeren Interpolation zwischen lediglich
zwei Punkten.

Genauigkeit von zweiter Ordnung in der Zeit wird nach einem Schema aus
[KUNHARDT87] gewéhrleistet. Mit dem Flufl von Gleichung (2.65) 148t sich
die Dichte zum halben Zeitschritt berechnen:
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n; ? =n;— A, <Fj+%(n§/,v§’) - Fj_%(nj/,v;’/)) . (2.66)

Aus diesem Wert und der Dichte im Zentrum der Zelle zum Zeitpunkt ¢ wird
ein nichtnegativer Zwischenwert der Dichte bestimmt:
t+ 5t

n, 2 —|—n§

: 0 2.67
] (2.67)

nj = max

mit dessen Hilfe schlielich die transportiven Fliisse hoher Ordnung ermittelt
werden, die in die FluB3korrektur eingehen:

H _
Fj+§_Fj+

%(njz»', vf'). (2.68)
Das verwendete Verfahren zur naherungsweisen Berechnung der eindimen-
sionalen Konvektionsgleichung (2.11) ist damit fiir innere Punkte vollstandig
beschrieben. Im Programm werden die aufgefithrten Gleichungen in folgender
Reihenfolge gelost: (2.58)—(2.61), (2.29), (2.54)—(2.57), (2.62)—(2.68), (2.30),
(2.34)—(2.44), (2.31) und (2.32).

Das von [ZALESAKT79] entwickelte Verfahren zur Flubegrenzung erlaubt eine
direkte Erweiterung auf mehrere Dimensionen, die auch in der hier prasen-
tierten modifizierten Fassung moglich ist. [KUNHARDTS&7] gibt jedoch an,
daB die Anwendung auf zwei Dimensionen Uberschwinger in der Dichte er-
zeugen kann, Erfahrungen im Rahmen dieser Arbeit bestitigen dies. Statt
dessen wird ein Time-Splitting-Verfahren benutzt (Abschnitt 2.3.6).

Die Konvektionsgleichung stellt eine Anfangsrandwertaufgabe. Vorzugeben
ist die Elektronendichte in Gleichung (2.10) an allen Gitterpunkten zu einem
Zeitpunkt Null und fiir jeden Zeitpunkt an den Réndern des Rechengebie-
tes. Ebenfalls vorausgesetzt wird zu jedem Zeitpunkt die Geschwindigkeit
an allen Orten. Die Anfangsbedingung entspricht der Elektronenverteilung
im Volumen zu Beginn der Entladung, sie wird durch die Vorionisation be-
stimmt. Es sind insgesamt vier Rander zu betrachten, je zwei fiir die axiale
und radiale Komponente.

Die Achse bei r = 0 ist nur im mathematischen Sinne als Rand zu verstehen.
Wiéhrend dort in der Differentialgleichung (2.11) noch eine isolierte Singu-
laritét auftritt, weist sie die Diskretisierung (2.17)—(2.24) nicht mehr auf.
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Die bei der Berechnung neuer Dichten auf der Achse in der konservativen
Darstellung (2.17) auftretenden Fliisse aus einer Zelle mit negativer radialer
Komponente werden zu Null gesetzt.

Am auBeren radialen Rand ist angenommen, dafl die Dichte und Geschwin-
digkeit der Elektronen im ersten Ortsschritt auflerhalb des Rechengebietes
identisch mit denen am Rand sind. Damit ist gewéhrleistet, dal bei posi-
tiver Geschwindigkeit Elektronen das Entladungsvolumen verlassen kénnen
und bei negativer Geschwindigkeit durch eine konstante Elektronennachlie-
ferung keine Storungen das Volumen beeintréachtigen.

An der Kathode werden Fliisse von der Elektrode ins Volumen betrachtet,
aber nicht innerhalb der Kathode. Fliisse mit negativer axialer Komponente
sind daher zu Null gesetzt. Sollte eine negative Geschwindigkeit auftreten,
konnen Elektronen in die Kathode driften, fiir den tiblichen Fall positiver
Geschwindigkeiten ist an dieser Stelle kein Austrittsmechanismus von Elek-
tronen vorgesehen (siehe Abschnitt 2.3.5).

Fiir den ersten Punkt auflerhalb des Entladunsgsvolumens in der Anode wird
eine Dichte von Null und eine Geschwindigkeit gleich der unmittelbar an
der Anode angenommen. Damit konnen Elektronen ungestort in die Anode
eindringen.

Zusammengefafit lauten die Randbedingungen:

i=0  (innerer Rand): F. 1 ;=0

i =N, (auBerer Rand): ny,41; = 1N, , UrN,+15 = UrN,. (2.69)
j=0 (Kathode): in,—% =0 '
j=N. (Anode): nin.+1 =0, Vzi,No+1 = Vzi N, -

Das Symbol F' steht an dieser Stelle fiir alle Fliisse, die in der Rechenvor-
schrift auftreten, das betrifft die Gleichungen (2.29), (2.32), (2.38), (2.39)
und (2.66).

Dariiberhinaus ist eine Sonderbehandlung in den Gleichungen (2.34)—(2.37),
(2.44), (2.56) und (2.57) erforderlich, es bleiben hier jeweils die Werte fiir
auferhalb des Rechengebietes liegende Punkte unberticksichtigt.
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2.3.2 Diffusion

Die Erhaltungsgleichung (2.1) enthélt in Verbindung mit der Gleichung zur
Teilchenstromdichte (2.4) einen Anteil, der fiir die Elektronenkomponente
den diffusiven Transport infolge von Dichtegradienten beschreibt:

a;e V- (De : ﬁne) . (2.70)
Ohne elektrisches Feld erfolgt die Diffusion isotrop, und der Diffusionskoef-
fizient D, ist eine skalare Konstante. In Gegenwart eines elektrischen Feldes
jedoch wird die Diffusion anisotrop, und D, ist ein Tensor mit zwei Kompo-
nenten, einem longitudinalen Diffusionskoeffizienten Dy, in Feldrichtung und
einem transversalen Diffusionskoeflizienten Dy senkrecht dazu. Beide Kom-
ponenten sind abhéngig von der reduzierten elektrischen Feldstiarke E /N,
wobei N die Gesamtteilchendichte bezeichnet. In Zylindersymmetrie lautet

Gleichung (2.70)
on. 0 on, 10 on,
%~ o (DL az) o (TDT o ) (2.71)

Die Diffusionsgleichung ist eine partielle Differentialgleichung vom parabo-

lischen Typ, ihre numerische Losung ist Gegenstand von Standardwerken,
z.B. [POTTER73, PRESS95].

In dieser Arbeit erfolgt die Zeitintegration explizit mit der Eulerschen Metho-
de, also Vorwartsdifferenzen in der Zeit. Die raumlichen Ableitungen werden
durch zentrale Differenzenquotienten genahert. [DHALI87] gibt im Rahmen
eines ahnlichen numerischen Modells eine Formel fiir Zylinderkoordinaten an
mit der Einschrankung, dafl D; und Dr als konstant angenommen werden.
Eine Erweiterung auf variable Diffusionskoeffizienten ist z. B. in [ORAN87|
beschrieben.

Die Rechenvorschrift 1a3t sich direkt aus der Diskretisierung der Diffusions-
gleichung (2.71) gewinnen, fiir Gitterpunkte im Volumen erhélt man:

t+At t
Neijj = Neiyj 1 t ¢ ¢
’ ’ Dyr: o 1(Ney iq — Nej i)
Lz,]—&-%( €i,j+1 €i,J

At ~ (Az)?

t t t
~ Dy 1(neij— ”ei,j—l))
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1
+ ri (Ar)? <Ti+;D ripy(Peivng = Ne)

mit dem arithmetischen Mittel fir die Diffusionskoeffizienten an den Zell-

grenzen
1
DL;H% 9 (DLE,j + DLE,j+1) (2.73)
1
DTL%J ~ 9 (Drij+ Drisay) - (2.74)

Die Gleichung (2.72) 1d8t sich einfach nach der Elektronendichte zum neuen
t+At
1]

zum Zeitpunkt ¢, das Verfahren ist explizit.

Zeitpunkt n. auflosen. Auf der rechten Seite stehen nur bekannte Grofien

An den Réandern sind spezielle Betrachtungen notwendig. Fiir die Kathode,
Anode und den aufleren Rand bei r = Ry wird angenommen, dafl die Diffu-
sion der Elektronen einseitig in die Elektroden bzw. aus dem Entladungsvo-
lumen heraus erfolgt. Gleichung (2.72) 148t sich formal auch an diesen drei
Réandern verwenden, wenn man fiktive Punkte neben dem Rechengebiet ein-
fithrt, die Elektronendichte dort zu Null setzt und das arithmetische Mittel
des Diffusionskoeffizienten mit dem Wert am Rand belegt:

j=0 (Kathode): ne; =0, DL;_% =Dp}y
j=N.—-1 (Anode): net n. =0, DLE’NZ_% =Drin._1  (2.75)

i=N,—1 (duBerer Rand): n.fy ; =0, Dry . = Driy, 1,
’ 2 ’

Fir die radiale Diffusion an der Symmetrieachse ist wegen einer isolierten
Singularitat bei r = 0 eine gesonderte Uberlegung erforderlich. Anwendung
der Produktregel auf Gleichung (2.71) liefert drei Terme:

2
% — DTE%"Q + a;)T %”e +DT%";. (2.76)
Ay A

Beide radialen Ableitungen im zweiten Term sind aus Symmetriegriinden auf
der Achse identisch Null, es bleiben der erste und dritte Term zur Diskreti-

sierung. Die Elektronendichte wird durch eine Taylorentwicklung um r = 0
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bis zum zweiten Glied genéhert:

on. 1 0%°n, )
ne(r) - neJ r=0 + WJ e r+ 5 a2 JTZO T+ Rg('f’). (277)
———

=0

Der lineare Term verschwindet aus Symmetriegriinden. Wendet man diese
Entwicklung auf den ersten Gitterpunkt neben der Achse an, erhalt man eine
Néherung fiir die zweite Ableitung

d’n. Neyj — Neo,j
— =2—2 2.78
aTQ Jr 0 (AT)2 ( )
Die Taylorentwicklung reduziert sich damit auf
Neq i — Neg.
Ne(r) = neg; + — "0 (2.79)

(Ar)?

Eingesetzt in Gleichung (2.76) wird die Singularitédt entfernt, und es ergibt
sich als Ausdruck fir die Diffusion von der bzw. zur Achse

t+At t t t
Negj  — Meg,j -
: = =4D 2.80
At T (2.80)
Der Diffusionskoeffizient wird erneut an der Grenze der betrachteten Git-
terzellen ausgewertet. Die axiale Diffusion auf der Achse 14t sich wie in
Gleichung (2.72) diskretisieren, somit sind die Verfahrensformeln dieses Dif-
ferenzenschemas vollstandig.

Das beschriebene Verfahren erfordert die Einhaltung eines Stabilitatskriteri-
ums, das die Wahl der Zeitschrittweite begrenzt [PRESS95, NOYES2]

2
At S &
2max Diy g

(2.81)

Ein analoges Kriterium besteht fiir die radiale Diffusion, ist in dieser Arbeit
jedoch nicht relevant, da in allen Untersuchungen Az < Ar gilt (D, ~ Dr).

Definiert man eine Diffusionszeit mg. einer Struktur mit Linge A in einem
Medium mit Diffusionskoeffizient D durch
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)\2
TDiff. ~ 67 (282)

findet die Stabilitdtsbedingung (2.81) eine physikalische Erklarung in der
Forderung, dafl die Zeitschrittweite kleiner als die Diffusionszeit tiber einen
Gitterpunktabstand sein sollte.

Mit Gleichung (2.82) 148t sich die Bedeutung der Diffusion in den Berech-
nungen dieser Arbeit abschétzen. Unter der Annahme konstanter maximaler
externer Feldstérke iber die gesamte Entladungsdauer 7gpg. (Abschnitt 2.4.1)
erhalt man mit dem Diffusionskoeffizienten aus Abschnitt 2.4.2 fiir die grofite
Ausdehnung einer diffundierenden Struktur

2
A= /D - 7o < 1/0,24— - 1815 A 66 . (2.83)
S

Diffusion spielt daher im Volumen der Entladung nur eine untergeordnete
Rolle, auch ihre vollstdndige Abschaltung im Programm fiihrt zu nahezu
tibereinstimmenden Ergebnissen. Im Kathodenfall (Kapitel 4) hingegen tre-
ten temporar kleinere Strukturen auf.

Das angegebene Verfahren ist von zweiter Ordnung in den raumlichen Ab-
leitungen, aber nur erster Ordnung in der Zeitdiskretisierung. In fast allen
Berechnungen liegt die Zeitschrittweite aufgrund strengerer Kriterien anderer
Verfahren um Groflenordnungen niedriger als in Bedingung (2.81) gefordert.
Trotz der geringen zeitlichen Konvergenz ist somit eine ausreichende Genau-
igkeit der Berechnung gewéahrleistet.

Einen Sonderfall stellen die Rechenlaufe zum Kathodenfall dar, in denen
mit feiner rdumlicher Auflosung gearbeitet werden mufl. Hier kann die Sta-
bilitatsbedingung (2.81) dominant werden, und es ist wiinschenswert, nahe
der Stabilitatsgrenze mit trotzdem guter Genauigkeit zu rechnen. An dieser
Stelle kann man sich eine besondere Eigenschaft des beschriebenen Algorith-
mus zunutze machen. Fiir Zeitschrittweiten von einem Drittel des maximal
erlaubten Wertes ist das Verfahren von zweiter Ordnung in der Zeit und
vierter Ordnung beziiglich der rdumlichen Koordinate [NOYE82], so daf als
Kriterium

Ap < (Az)?

Y
6max Dy, ., 1
i,j LZvJ+§

(2.84)
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Verwendung findet.

Ein Nachteil des Verfahrens ist die quadratische Abhéngigkeit der hochsten
zeitlichen von der rdumlichen Schrittweite. Wird die Zeitschrittweitensteue-
rung des Gesamtprogramms (Abschnitt 2.3.6) von der Stabilitdtsbedingung
zur Diffusion bestimmt, hat eine Halbierung der Ortsschrittweite eine Vierte-
lung der Zeitschrittweite und damit eine Verachtfachung des Rechenaufwan-
des zur Folge.

Tests des implementierten Verfahrens sind auf verschiedene Weise moglich.
Die Differenzengleichung reproduziert gewisse Eigenschaften der zugrundelie-
genden Differentialgleichung, deren Einhaltung ein Kriterium fiir die korrekte
Implementation ist: die diffundierende Teilchenzahl bleibt, bis auf Verluste
an den Randern, streng erhalten; Amplituden nehmen monoton ab; Phasen-
fehler entstehen nicht; Positivitét der Dichten bleibt erhalten [ORANST].

2.3.3 Reaktionskinetik

Veranderungen der Teilchenzahlen durch Stéf8e werden von den Quelltermen
in den Kontinuitatsgleichungen (2.1)—(2.3) angegeben:

on, .

= — 2.
" — (o )il ne (2.85)
ony, .

— 2.
g a |Te| me (2.86)
on,,

=nlv . 2.
g = "0l ne (2.87)

Ionisation durch Elektronenstof an Neon und vorwiegend Xenon, beschrie-
ben durch den Ionisierungskoeffizienten a(FE/N), erhoht die Dichte der po-
sitiven Ionen, und Elektronenanlagerung an Chlorwasserstoff, beschrieben
durch den Attachmentkoeffizienten n(E/N), erhoht die Dichte der negativen
Ionen. Die Elektronendichte verandert sich abhangig vom effektiven Ionisie-
rungskoeffizienten «(E/N) — n(E/N), bei niedrigen Feldstirken {iberwiegt
die Verminderung durch Attachment, bei hohen Feldstéarken die Vermehrung
durch Ionisation (Abschnitt 2.4.2).

Die betrachteten Prozesse sind lokal, d.h., in den Gleichungen (2.85)—(2.87)
zur Beschreibung der Reaktionsraten treten nur Ableitungen nach der Zeit,
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nicht nach den Ortskoordinaten auf. Sie konnen daher wie gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen behandelt werden.

Unter der Annahme einer zeitlich unveranderlichen Gesamtfeldstiarke und zu
vernachlassigender Diffusion sind «, 1 und v, Konstante, und das Ratenglei-
chungssystem ist analytisch losbar:

Ne(t) = ne(0)el@=MITl 2.88)
ny(t) = n,(0) + - 77ne(O) (elamlelt — 1) (2.89)
() = na(0) + — 1 1c(0) (elemImelt _ 1) (2.90)

Je nach Vorzeichen des effektiven lonisierungskoeffizienten wachst oder fallt
die Elektronendichte exponentiell. Mit ihr gehen die Tonendichten ebenfalls
in ein exponentielles Wachstum tiber oder streben einem Gleichgewichtswert
entgegen. Die charakteristische Zeit Tkinetik, in der die Teilchendichten um
einen Faktor e wachsen oder fallen, betragt

1

S — (2.91)
la =] |U]

TKinetik —
Bei maximaler angelegter Feldstarke ohne Berticksichtigung von Raumladun-
gen lafit sich diese Spanne nach unten abschatzen zu

1
22600 & — 184 £ | - 68300 2

~ 0,65 ns.

TKinetik Z

Die Zeitskalen der drei Prozesse stimmen tiberein und liegen im Bereich der
iibrigen betrachteten physikalischen Vorgange. Im Gegensatz zu Untersu-
chungen an raumlich homogenen Entladungen mit umfangreichem Reakti-
onskatalog und Giiltigkeit fiir die Brennphase [WUTTKE90, BACKHAUS92]
ist das Ratengleichungssystem in dieser Arbeit nicht steif.

Fiir zeitabhangige elektrische Felder ist eine numerische Losung der gewohn-
lichen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung (2.85)—(2.87) erforder-
lich. Es wird ein explizites Einschrittverfahren verwendet ein Runge-Kutta-
Verfahren zweiter Ordnung, das sogenannte verbesserte Polygonzugverfahren
[CoLLATZ55, POTTER73, DHALI8T|, welches in Hinblick auf die Einbettung
in das Gesamtprogramm modifiziert wird. Die Diskretisierung fiir alle Raum-
gitterpunkte lautet:
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At At

Ane 2 = 5 (@ =) [ (2.92)
ntE = nt + AnfrT + % (Akon. ™" + Apigng ") (2.93)
nttA = nf 4 At - (a + ol tA gt — pttah) - L |vt\ + |5 ) n 2

(2.94)
mr =+ A (ot ot 3 ([ )l @0s)
R T U FY (LA R o E A S D

In den Gleichungen (2.92) und (2.93) wird die Elektronendichte mit einer
expliziten Eulerintegration zur halben Zeitschrittweite bestimmt. Anschlie-
Bend ist es moglich, die Teilchendichten in den Gleichungen (2.94)—(2.96)
durch Anwendung der Mittelpunktregel iiber die volle Schrittweite zeitzen-
triert zu integrieren. Die Dichte beim halben Zeitschritt wird nach dieser
Rechnung nicht weiter benutzt.

Vor der Losung der Kinetik werden im Gesamtprogramm Drift, Diffusion
und Feldverteilung zum neuen Zeitpunkt berechnet. Daher ist es in den
Gleichungen (2.94)—(2.96) méglich, auch die Reaktionskoeffizienten und die
Elektronengeschwindigkeit im zeitlichen Mittel zu beriicksichtigen. Zur en-
geren Verzahnung der Verfahren werden in Gleichung (2.93) die Anderungen
der Elektronendichte aufgrund von Drift- (Agen.nit2) und Diffusionsvor-

t+At)

gangen (Apig.n aus Nachbarpunkten zwischen den Zeiten ¢ und t + At

zur Hélfte eingespeist.

Bei bekannten «, n und v, handelt es sich um ein Anfangswertproblem. Vor-
zugeben sind die drei Teilchendichten an jeder Ortskoordinate zum Startzeit-
punkt.

Zur weiteren Betrachtung ist es niitzlich, die Schrittkennzahl x, auch natiir-
liche Schrittweite genannt, einzufiihren:
dy

of bei — = f(y,t). (2.97)

= At
‘ dy dt

Mit Gleichung (2.85) folgt

k= At|a —n||v]. (2.98)
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Eine Stabilitdtsanalyse (z.B. [Potter73|, [Oran87]) ergibt fur g—i < 0 mit
der Forderung nach einer betragsmaflig begrenzten Losung die Bedingung
k < 2. Soll zusatzlich die Positivitdat der Dichte gewahrleistet bleiben, ist
verschéarfend x < 1 anzunehmen. Dies entspricht der Forderung nach einer
Zeitschrittweite, die kleiner als die charakteristische Zeit Tiipeti in Gleichung

(2.91) sein mu$.

Die Differentialgleichungen sind mit mdoglichst hoher Genauigkeit durch die
Differenzengleichungen zu approximieren, dies erfordert eine weitere Verrin-
gerung der Zeitschrittweite. In der Literatur finden sich empirische Krite-
rien zur Wahl der Schrittweite. [COLLATZ55] empfiehlt 0,05 < x < 0,1,
[GRIGORIEFF72] gibt 0,05 < xk < 0,15 an und [ENGELN-MULLGES85] be-
gniigt sich mit 0,05 < k < 0,2. In dieser Arbeit wird das scharfere Kriterium
von Collatz gewahlt. Unter Beriicksichtigung der Zweidimensionalitat des
Modells und Vernachlassigung des Drift- und Diffusionsterms lautet damit
die Zeitschrittweitenforderung dieses Abschnitts

0,1

At < —
max (‘ai,j - Ui,jHUeM
,L?] ’

(2.99)

In groflen Teilen der durchgefithrten Rechnungen ist aufgrund strengerer Kri-
terien anderer Programmteile sogar k < 0,05 erfiillt. Solange Rundungsfehler
nicht dominant werden, steigt damit zwar die Genauigkeit der Kinetikberech-

nung weiter, doch macht es sich aufgrund der Verfahrensfehler in den anderen
Algorithmen nicht positiv bemerkbar.

2.3.4 Elektrisches Feld

Die elektrische Feldstirke E im Entladungsvolumen setzt sich, wie in Glei-
chung (2.5) beschrieben, aus zwei Anteilen zusammen. Zum einen wird durch
eine zeitabhangige Spannung an den Elektroden eine duflere Feldstéarke Eext
vorgegeben, die sich unter der Annahme eines unendlich ausgedehnten Plat-
tenkondensators in Gleichung (2.6) exakt angeben lafit. Zum anderen entste-
hen wéhrend der Entladung Raumladungsdichten p = ey(n, —n, —n.), die zu
einer betrachtlichen Raumladungsfeldstéarke Elp fithren kénnen. In Abwesen-
heit magnetischer Felder erlauben die Maxwellgleichungen mit V x ERl =0
die Einfithrung eines elektrischen Raumladungspotentials ¢ in Gleichung
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(2.7) und mit V - Eg = p/eo die Herleitung der Poissongleichung (2.8). Die
numerische Losung der letzten beiden Gleichungen ist das Thema dieses Ab-
schnitts. In Zylinderkoordinaten ausgeschrieben ohne Winkelanteil lautet die
Poissongleichung

9% 19 9%  p

LA 2.1
orz2  ror +8z2 € (2.100)

und die Feldstarke berechnet sich aus dem Raumladungspotential zu

——., (2.101)
wobei €, und €, die Einheitsvektoren in radialer und axialer Richtung sind.

Die Poissongleichung ist eine partielle Differentialgleichung vom elliptischen
Typ. Sie enthélt keine Zeitableitung, beschrieben wird das durch die aktuelle
Raumladungsverteilung und die Randbedingungen bestimmte statische elek-
trische Feld. Eine Storung an einem Ort beeinfluffit instantan alle anderen
Punkte. Es ist daher notig, bei der Berechnung des Raumladungspotentials
an einer Stelle das gesamte Rechengebiet zu beriicksichtigen. Die Losung
der Poissongleichung stellt ein Randwertproblem. In dieser Arbeit wird da-
zu eine Dirichlet-Bedingung vorgegeben, das Raumladungspotential an den
Elektroden und am aufleren radialen Rand ist zu Null gesetzt:

z=0 (Kathode): é(r,0) =0
z=d (Anode): o(r,d) =0 (2.102)
= Rp (&uferer Rand): ¢(Rp,z) = 0.

Fiir den inneren Rand an der Achse erfolgt auf Seite 41 eine Sonderbetrach-
tung.

Zur Losung der Poissongleichung existiert eine grofie Zahl von Verfahren,
Ubersichten enthalten z. B. [POTTER73, PRESS95]. Als grobe Unterteilung
lassen sich direkte Matrixmethoden, Relaxationsmethoden und schnelle Me-
thoden (englisch: rapid methods) unterscheiden. Die Anforderungen in dieser
Arbeit an die Feldberechnung sind gute Genauigkeit auch bei steilen Raum-
ladungsgradienten und hohe Ausfiihrungsgeschwindigkeit fiir grofe Rechen-
gitter. Sogenannte schnelle Methoden erfiillen diese Bedingungen, sind aber
nur anzuwenden, wenn die Koordinaten separierbar sind und Grenzlinien
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mit Koordinatenlinien iibereinstimmen. Beide Voraussetzungen sind in den
Gleichungen (2.100) und (2.102) erfiillt.

Eingesetzt wird mit der Fouriermethode ein Verfahren aus der Gruppe der
schnellen Methoden [PICKERING86] fiir die axiale Richtung und eine Appro-
ximation durch kubische Splinefunktionen in radialer Richtung. Die Kom-
bination dieser Verfahren und die Anwendung auf Zylindersymmetrie ist in
[KUNHARDT85] beschrieben und in [Wu89] verbessert.

Die Eigenfunktionen des Laplace-Operators sind die harmonischen Funktio-
nen, ihre genaue Form ist durch die Randbedingungen festgelegt. Bei der
speziellen Wahl in Gleichung (2.102) handelt es sich fiir die axiale Komponen-
te um Sinusfunktionen. Eine Entwicklung des Raumladungspotentials nach
Eigenfunktionen in z-Richtung entspricht daher einer diskreten Sinustrans-
formation. Mit der Diskretisierung z = 5 - Az fiir 0 < 57 < N, gilt:

N.—1

Z ¢"(r) sin ‘7 Ly (2.103)

Z

Die Riicktransformation mit der inversen diskreten Sinustransformation lie-
fert den Koeffizienten ¢*(r), der obere Index kennzeichnet GroBen im Fou-
rierraum:

N.—1

quj sin 2 (2.104)

Entsprechende Gleichungen gelten fiir die Raumladungsdichte

N,—1
Z ok ( (2.105)
mit den Fourierkoeffizienten
N.—1 )
2 © . Jkm
pi(r) = N jz:; p;j(r) sin N (2.106)

Die Sinustransformation unterscheidet sich von ihrer Riicktransformation nur
um einen Faktor 2/N,, zur Berechnung der letzten vier Beziehungen kann
also das gleiche Verfahren herangezogen werden. Realisieren lafit sich die
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Sinustransformation mit einer Abwandlung der schnellen Fouriertransforma-
tion, Beschreibungen enthalten z. B. [COOLEY70, PRESS95]. Falls sich die
Zahl der axialen Zellen N, durch eine Zweierpotenz ausdriicken 1af3t, ist der
Algorithmus besonders effizient. Die Erfordernisse der Sinustransformation
bedingen die Wahl einer dquidistanten Schrittweite Az in axialer Richtung.

Die Diskretisierung der zweiten Ableitung des Raumladungspotentials nach
der axialen Koordinate lautet mit zentralen Differenzen, der Entwicklung
(2.103) und dem Additionstheorem sin(z + y) = sinx cosy £ cos z siny:

0%¢(r,z) _ ¢j-1(r) —26;(r) + ¢ (r)
0722 (Az)?

N.—1 . . .
o —1 1
(sin (4 Yk jkm (7 + )/m)

1 ! . .
= E kZ:; " (r) N 2sin N + sin N
N.-1

2 k . Jkm km
=B kz_o ¢"(r) sin N (cos N, 1> .

Mit dieser Beziehung und der Entwicklung fiir die Raumladungsdichte (2.105)
148t sich die zu lésende Gleichung (2.100) mit den transformierten Grofien

schreiben als

2 1k r k r T k r
agrz( )+%a¢a£ '+ (A2z)2 (COS%Z _1) #o) =52 @

das Problem hat sich damit auf eine gewohnliche Differentialgleichung fiir
die radiale Koordinate reduziert. Ihre Losung wird, wie von [KUNHARDT85|
eingefithrt, durch einen Satz kubischer Splinefunktionen (z.B. [BJORCKT72,
PRESS95]) approximiert. Die radiale Achse sei von r = 0 bis r = Rp in
Ngr + 1 Punkte unterteilt, deren Abstdnde nicht-dquidistant sein konnen.
Dann wird die k-te Fourierkomponente des Raumladungspotentials zwischen
den Punkten r; und ;1 durch ein Polynom dritten Grades genéhert:

1 1
¢k(r) = Tz‘],g() + Tzkl (r—m)+ §T1k2 (r— 7”1'>2 + 6le3 (r— 7”2‘)3
fir r; <r <wriq. (2.108)

Die Polynome werden so zusammengesetzt, daf§ die Dichte und ihre ersten
beiden Ableitungen tiberall stetig sind. Zusétzlich soll die Splinefunktion an
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jedem Gitterpunkt die Differentialgleichung (2.107) erfiillen. Fiir 1 < ¢ <
Ngr — 1 lauten diese Bedingungen:

1 1
Tly =Tl 1o+ hia T+ hi T+ 2hd T (2.109)
1
T =T+ b T+ 5hi T (2.110)
T =T+ hia T (2.111)
k
T
£ 6(0 ) =Tl + [T+ ¢" T}y (2.112)
mit
fi=- (2.113)
1T 7"‘1 .
hi =7rit1 — 1 (2.114)
2 k
g" = (Az)? (Cosﬁﬂ - 1) : (2.115)

Von der noch ausstehenden Randbehandlung abgesehen, liegen fiir jeden Satz
TFy, T}, T}, und T}, vier Bestimmungsgleichungen vor. Es ist somit ein Sy-
stem von 4 (Ngr + 1) linearen Gleichungen zu lésen. Zunéchst werden die
Gleichungen (2.111) und (2.112) nach den Koeffizienten T}, und T}, aufge-
16st:

Ty = h (T — 1) (2.116)
k
p" (i)
Tia=— o 9T — £,T35. (2.117)

Mit diesen Beziehungen 1afit sich durch Subtraktion der mit G; multiplizier-
ten Gleichung (2.110) von der mit I; multiplizierten Gleichung (2.109) eine
Formel fiir T}, gewinnen:

T =Wt BT+ VT 2.115)

7

mit den Abkiirzungen:
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Bl = (AL = GONVigy Why = G~ LX)V (2119

Ff, = (G,Df — I,BF)/V.,, Vigr = LH; — GiJ; (2.120)
A =1 %hZ b Gi=h;(1— %hifi) (2.121)
BF =1+ 6h3 F H; = 6hffl+1 (2.122)
CF = —Ehig L =1- §hifi (2.123)
DF = %higk Ji=1+ %h,»fm (2.124)
Xb= @bt/ YE= oG b e (2129)

Einsetzen der Gleichungen (2.116)—(2.118) in Gleichung (2.109) ergibt einen
Ausdruck, der nur noch Koeffizienten des nullten Gliedes der Splinefunktio-
nen enthalt:

i 1Tk 10 T szTzko + Qz atl H—l 0= Szk (2.126)

mit den Bezeichnungen:

i1 =GE} (2.127)
=AY+ G,Ff — HE!, (2.128)

f,iﬂ - _Bf - Hiﬂlil (2.129)
SF=XF - GW}!+ HWE,. (2.130)

Der 1/r-Term in Gleichung (2.107) ist auf der Achse gesondert zu behandeln.
Setzt man die Splinefunktion aus Gleichung (2.108) mit 7o = 0 ein und be-
riicksichtigt, dafl ihre ungeraden Terme aus Symmetriegriinden verschwinden,
dann ergibt sich

18 k 1 1
;J _<T(;€1 +T§2T+§Té€3 TQ)J =Ty,
r or r\. 0 Nl ’
-0 -0 r=0

und statt Gleichung (2.112) gilt:
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pF(ro)
€0

= 2Ty, + g* T3, (2.131)

Die weitere Herleitung der Groflen auf der Achse erfolgt analog zu der fiir
r > 0 mit dem Resultat:

Qg,o = JOAIS - HOC’é" (2.132)

Q41 = H,D§ — J,B} (2.133)

St = J, X — HYF (2.134)

und den Abkiirzungen:

Ab=1- éhggk Go = hg (2.135)

BY =1+ éhggk Hy = %hgfl (2.136)

Ch = —%hogk Iy=1 (2.137)

Dg = %hogk Jo=1+ %hofl (2.138)

XE = Sh b+ e Y= Tho (o + 20) o (23

Am auBleren Rand ry, = Rp wird das Raumladungspotential laut Gleichung
(2.102) als ¢(Rp,z) = 0 vorgegeben, daher verschwinden nach Gleichung
(2.104) alle Fourierkomponenten ¢*(Rp). Dies 18t sich formal beriicksichti-
gen mit

QNpng-1 =0 (2.140)
Qo =1 (2.141)
Shp = 0. (2.142)

Die Matrix Qﬁ ; mit von Null verschiedenen Elementen beil = i—1,¢,74+1 und
der Vektor S¥ sind nun vollstindig bestimmt, es bleibt das Gleichungssystem
(2.126) nach den Tilfo aufzulosen. Das ist effizient mit einem Gaufischen Eli-
minationsverfahren moglich, weil die Matrix @);; tridiagonale Gestalt besitzt.
Der Thomas-Algorithmus (z. B. [ENGELN-MULLGES85, PICKERINGS86]) zer-
legt die Tridiagonalmatrix in zwei Teilmatrizen, eine bidiagonal normierte
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Superdiagonalmatrix, die von kleineren zu grofleren Indizes gelost wird und
eine bidiagonale Subdiagonalmatrix, deren Rekursion von grofleren zu klei-
neren Indizes die Losung 1;’?0 liefert. Zur Verringerung von Rundungsfehlern
legt [KUNHARDT85] jedoch Wert darauf, die beiden Rekursionen in umge-
kehrter Richtung durchzufithren [POTTER73, ORAN8T7]|. Mit jedem k ist zu
berechnen:

€N SJ@R
dng Q?VR,NR
fir i=Ng—1,...,0: w +— QF_. /di
di «—— f;@ - ui@?+1,i (2.143)
e; — SF—we,
Té‘io — eo/do
fir i=1,...,Ng: ﬂfo — (e, —QF ﬂlil,o)/di

ii—1

Numerische Stabilitat ist auch ohne Pivotisierung fiir diagonal dominante
Matrizen gegeben. Diese Eigenschaft ist im vorliegenden Fall nicht streng
nachzuweisen. Die Matrix @, enthilt ausschlieflich die koordinatenabhén-
gigen Grofen h;, f; und g% in umfangreicher Kombination. Die Stabilitét des
Verfahrens hangt daher méglicherweise von der Wahl der axialen und radia-
len Ortsschrittweiten ab. Es wurde in dieser Arbeit empirisch gefunden, dafl
das Verfahren fir Az < Ar immer stabil funktionierte.

Der beschriebene Algorithmus ermoglicht die numerische Losung der Glei-
chung (2.100) nach den T}, die laut Gleichung (2.108) gerade die Fourier-
koeffizienten des Raumladungspotentials an den Gitterpunkten sind. Eine
schnelle Sinustransformation nach Gleichung (2.149) ermittelt daraus das
Raumladungspotential im Ortsraum. Zur Bestimmung der Elektronenge-
schwindigkeit in Gleichung (2.4) und der Transport- und Reaktionskoeffizi-
enten (Abschnitt 2.4.2) wird aber die elektrische Feldstérke benotigt. Laut
Definition in Gleichung (2.101) ist die Feldstérke gleich dem negativen Gra-
dienten des Raumladungspotentials. Zu ihrer Berechnung lassen sich bereits
bestimmte Grofen nutzen.

Bei der Approximation durch Splines in Gleichung (2.108) wurden die er-
sten bis dritten Ableitungen der Fourierkoeffizienten des Raumladungspo-
tentials nach dem Radius an jedem Punkt angeglichen. T}, TF, und T} mit
den Bestimmungsgleichungen (2.116)—(2.118) geben diese Werte an. Mit der
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Fourierentwicklung (2.103) ist die radiale Komponente der Raumladungsfeld-
starke:

Eer(Ti>Zj) = -

9¢;(r) J
ar T=T;

ik
==Y 1 sin 2T (2.144)

Die Berechnung erfolgt im Programm somit durch eine schnelle Sinustrans-
formation von —TF,.

Fiir die axiale Komponente der Raumladungsfeldstarke erhalt man mit zen-
tralem Differenzenquotienten, Fourierentwicklung und Anwendung des Ad-

ditionstheorems sinz — siny = 2 sin =4 cos m
0o(r, 2z
Ery.(ri, zj) = — —(8“ )J
z Z=Zz

=Zj

ik
Z ¢"(r;) si i (2.145)

die Berechnung ist daher, wie von [KUNHARDTS85| angegeben, mit einer Ko-

sinustransformation von —-2 sin &% ¢*(r;) moglich.

Az 2N,

Eine bessere Naherung und einen einfacheren Ausdruck erhélt man unter
Beriicksichtigung der Beziehung z; = jAz = jd/N, mit der direkten Anwen-
dung des Differentialoperators auf die Fourierentwicklung (2.103):
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o = kmz
Eri. (14, 2j) ~ 5 Z #*(r;) sin v J
k=0 7=z
N.—1
k'~ & kmz
i PR 6087J |
k=0 2=z
N.-1 :
km '~ & Jjkm
=-— ; ¢"(r;) cos N (2.146)

es ist daher die Kosinustransformation auf —%”(bk(ri) anzuwenden. Glei-
chung (2.145) geht in (2.146) iiber, wenn man das Diskretisierungsintervall
¢ Az wahlt und den Limes ¢ — 0 durchfiihrt, also aus dem Differenzen- den
Differentialquotienten bildet.

Weder Gleichung (2.145) noch (2.146) konnte in der Anwendung eine Losung
produzieren, die gemafl den hohen Anforderungen des Gesamtprogramms ge-
nau und , glatt* genug war. Statt dessen wird die z-Komponente der Raumla-
dungsfeldstérke mit einer Diskretisierung der Ableitung in Gleichung (2.101)
durch Lagrangesche Interpolationspolynome [ABRAMOWITZ6S8, S. 914] be-
rechnet. Mit Fiinf- und Siebenpunktformeln wurden gute Ergebnisse erzielt,
am besten bewahrten sich aber die einfachen Dreipunktformeln:

_Klz (=3i0 + 491 — ¢i2) fir =0
ERlz(Tz',Zj) = —ﬁ (_Qbi,jfl + Qﬁi,jﬂ) fir 1<j<N,-—1
_ﬁ (¢7;,Nz_2 - 4¢i,NZ—1 + 3¢i,Nz) fur ] =N,.
(2.147)

Die Partialsumme einer Fourierreihe nahert die entwickelte Funktion mit
wachsender Zahl der Glieder immer besser. Bei unstetigen Funktionen tre-
ten jedoch an der Sprungstelle Uber- und Unterschwinger auf, die zwar immer
schmaler werden, aber bei ca. 9% der Sprunghdhe verbleiben [STRAUSS95].
Dieses sogenannte Gibbssche Phanomen a3t sich um etwa einen Faktor 9 re-
duzieren, wenn man in der Fouriersumme jeden Term mit dem Lanczosschen
Faktor
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. km
k S1n
sinc QNW = kiNz (2.148)
oN.

multipliziert [ACTON70]. Raumladungsdichte und -potential konnen im vor-
liegenden Fall steile Gradienten aufweisen, die durch das Gibbssche Phano-
men verfilscht werden. [Wu89] schldgt vor, im beschriebenen Algorithmus
zur Losung der Poissongleichung den Korrekturfaktor in den Sinustransfor-
mationen zu beriicksichtigen, die Gleichungen (2.103), (2.106) und (2.144)
nehmen damit die Gestalt an:

. km . jkm
¢;(r) = Z sinc N, ¢*(r) sin N (2.149)
N.-1 : .
2 < k
pi(r) = N 2. sinc 2]—]7\;2 p;(r) sin ij (2.150)
gl km jkm
Ery, (1, 2j) = — kzg sinc N, T}, sin N (2.151)

Das implementierte Rechenschema zur Losung der Poissongleichung (2.100)
und des Potentialgradienten (2.101) besteht aus mehreren Stufen. Zu jedem
r; werden die Fourierkomponenten ¢*(r;) der Raumladungsdichte mit Glei-
chung (2.150) bestimmt. Anschlieflend ist das Gleichungssystem (2.126) mit
dem Schema (2.143) fiir jedes k nach den T} = ¢*(r;) zu 1osen. Daraus erge-
ben sich durch zwei weitere Fouriertransformationen das Raumladungspoten-
tial ¢; ; im Ortsraum nach Gleichung (2.149) und die radiale Raumladungs-
feldstirke Fry,,;; nach den Gleichungen (2.118) und (2.151). AbschlieBend
wird die axiale Feldstérke Egi.; ; mit Gleichung (2.147) bestimmt.

Die Anzahl der Rechenschritte, die benotigt werden, ist fiir die schnellen
Fouriertransformationen in z-Richtung proportional zur Anzahl der axialen
Zellen multipliziert mit ihrem Zweierlogarithmus und fiir die Losung des tri-
diagonalen Gleichungssystems in r-Richtung proportional zur Anzahl der ra-
dialen Ortsschritte. Insgesamt ist die Abhangigkeit der Zahl der Rechen-
schritte von der GittergroBe durch eine Proportionalitat zu NgzN, log, IV,
gegeben, diese Angaben verstehen sich fiir den Grenzfall groler Gitter.
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Tests des implementierten Verfahrens sind auf verschiedene Weise durchge-
fithrt worden. KEinzelne Komponenten, wie die schnelle Sinustransformation
und die Losung des tridiagonalen Gleichungssystems, wurden isoliert iiber-
priift. Gleichung (2.107) erlaubt durch verschiedene Ansitze fiir ¢*(r), z. B.
Potenz- und Exponentialfunktionen, exakte Losungen, die mit der numeri-
schen verglichen werden konnten. Der vollstandige Algorithmus zur Behand-
lung der Poissongleichung wurde anhand einfacher analytischer Losungen
kontrolliert. Zusatzlich ist eine alternative Routine zur Losung der Pois-
songleichung beschafft und installiert worden [SWARZTRAUBERT79]. Diese
Unterprogrammsammlung mit dem Namen Fishpack ist wohl getestet und
weit verbreitet. Die Genauigkeit ihrer Ergebnisse ist mit der des hier be-
schriebenen Algorithmus vergleichbar, aber ihr Rechenzeitbedarf ist um ein
Mehrfaches hoher. Vergleichende Testrechnungen des alternativen Verfah-
rens zur Losung der Poissongleichung mit dem beschriebenen unter fiir diese
Arbeit typischen Bedingungen dienten der abschlielenden Verifikation des
benuzten Verfahrens.

2.3.5 Sekundarelektronenemission

Volumenionisation durch schnelle Ionen oder Photonen wird im Modell eben-
so vernachlassigt wie Elektrodenemission durch Photoeffekt oder metastabile
Atome. Berticksichtigt ist dagegen die Kathodenemission durch den Aufprall
positiver Ionen. Die Teilchenstromdichte der Elektronen, die die Kathode
unbeschadet von Riickstreuung in axialer Richtung verlafit, wird der der po-
sitiven Ionen proportional gesetzt [SIMON93|:

Ne(r, 2=0) v, (r,2=0) = =y(r) ny(r, 2=0) v,_(r, 2=0). (2.152)

Der zweite Townsendsche Koeffizient v ist als konstant in der Zeit und abhan-
gig vom Radius gesetzt, dies macht die Betrachtung von Inhomogenitaten in
der Beschaffenheit des Kathodenmaterials moglich. Gemafl der Local-Field-
Approximation wird angenommen, dafl die Elektronen die Kathode mit einer
Geschwindigkeit verlassen, die der ortlichen Feldstéirke entspricht.

Mit dieser Beziechung und einer Kontrollvolumeniiberlegung gelangt man zur
diskretisierten Form der Anderung der Elektronendichte durch Ionenbeschufl
nach einem Zeitschritt im Gitterpunkt (75, z9) an der Kathode:
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At
Anzi,o - E’yinpi70/~5pi70Ezi,O) (2153)
dabei wird die Geschwindigkeit der positiven lonen mit
¥, = ppE (2.154)

ausgedrickt. p, bezeichnet die von der reduzierten Feldstarke abhangige
Beweglichkeit der positiven Ionen, wie in Abschnitt 2.4.2 dargestellt.

In dieser Arbeit wird die Beweglichkeit der positiven lonen ausschliefilich
an der Kathode zur Berechnung der Sekundérelektronenemission berticksich-
tigt, ihre Bewegung ist grundsatzlich vernachlassigt. Die Naherung ist giiltig,
solange keine Verzerrung der lonendichteverteilung vor der Kathode durch
Konvektion auftritt. Ein Vergleich mit [SIMON93, Abbildung 29|, dessen
Modell die Kontinuititsgleichung fiir positive Ionen enthalt, bestatigt die
Giiltigkeit dieser Voraussetzung zumindest bis zur sogenannten Schichtziin-
dung. Da dann auch die Local-Field-Approximation und damit die Grund-
voraussetzung des Modells verletzt wird, entsteht durch die Naherung kein
Problem.

Auf der Basis der implementierten Sekundérelektronenemission bildet sich
ein Kathodenfall heraus, in dem hohe Feldstarken und folglich grofle Drift-
geschwindigkeiten auftreten. Die CFL-Bedingung (2.51) erzwingt dann sehr
kleine Zeitschrittweiten. Um Stabilitats- und Rechenzeitprobleme fiir Unter-
suchungen zu reduzieren, die sich nur mit Phanomenen im iibrigen Volumen
beschaftigen, wurde ein alternatives Modell zur Kathodenemission entwik-
kelt, das die Entstehung des Kathodenfalls kiinstlich unterdriickt. Dazu wird
der Verlust an Elektronendichte vor der Kathode mit einem Quellterm von
genau dieser Grofle ausgeglichen. Zur Realisierung ist lediglich nach der
Berechnung von Konvektion und Diffusion die alte Teilchendichte vor der
Kathode zu restaurieren. Dauerhafte Anderungen der Elektronendichte an
der Kathode sind dann nur durch reaktionskinetische Prozesse moglich.

2.3.6 Kopplung der Verfahren

In den letzten Abschnitten wurden die modellierten Prozesse und ihre nume-
rische Behandlung beschrieben. Zu losen sind zweidimensional eine hyperbo-
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lische Differentialgleichung fiir die Konvektion der Elektronen, eine parabo-
lische Differentialgleichung fiir ihre Diffusion, eine elliptische Differentialglei-
chung fiir das Raumladungsfeld und drei gewohnliche Differentialgleichungen
zur Reaktionskinetik. Die Verbindung der Dimensionen und der unterschied-
lichen Algorithmen geschieht mit der Methode der fraktionierten Schritte,
auch Operator-Splitting oder Timestep-Splitting genannt. Sie erlaubt, die
individuellen Prozesse separat und nacheinander zu berechnen [PRESS95,
S. 847].

Demzufolge wird die Konvektion der Elektronen tiber einen Zeitschritt zuerst
eindimensional fiir eine Koordinate bestimmt und anschlieBend mit der neu-
en Elektronendichte die Konvektion iiber die andere Koordinate berechnet.
Ob nun zuerst die axiale oder radiale Richtung betrachtet wird, die Wahl
der Reihenfolge gibt eine gewisse Asymmetrie vor. Der daraus resultierende
Fehler ist im allgemeinen klein und kann ignoriert werden [BORIS93, S. 24].
Er 1at sich aber auch mit einem rechentechnischen Trick beseitigen, indem
man die Konvektion in alternierenden Richtungen doppelt bestimmt und den
Mittelwert nimmt [ORAN87, S. 538]. Dies wurde fiir Standardbedingungen
durchgefiihrt und mit den einfachen Berechnungen verglichen, die Ergebnis-
se stimmen sehr gut iiberein. In dieser Arbeit findet eine Modifikation des
Vorgehens Anwendung, die Konvektion wird fiir jede Koordinate nur einmal
berechnet und die Reihenfolge bei jedem Zeitschritt vertauscht.

Im néchsten fraktionierten Schritt wird der Kathodenquellterm ausgewertet
und die Elektronendichte an der Kathode entsprechend erhoht. Mit dieser
Dichte ist dann die Diffusion zu bestimmen. Auch hier sind wieder zwei
Berechnungen notwendig, eine fiir jede Koordinate; es gelten die gleichen
Bemerkungen wie bei der Konvektion.

Nun wird die Poissongleichung auf Grundlage der konvektierten und dif-
fundierten Elektronendichte gelost. Bei der Einbindung in das Gesamtpro-
gramm entsteht dabei eine numerische Schwierigkeit auf der rechten Seite
in Gleichung (2.8). Die Raumladungsdichte berechnet sich als Differenz der
Dichte der positiven Ionen zu der von Elektronen und negativen Ionen. Wah-
rend die Dichte der negativen Ionen gewohnlich um Groflenordnungen unter
den anderen Dichten liegt, sind die Unterschiede zwischen Elektronendichte
und Dichte der positiven Ionen oft im Promillebereich oder darunter. Da
Computer Zahlen nur in endlicher Genauigkeit darstellen konnen, droht eine
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Ausloschung mehrerer signifikanter Ziffern. Das Problem 148t sich mit ei-
ner alternativen Berechnung der Raumladungsdichte vermeiden. Sie variiert
vom alten (p!) zum neuen Zeitschritt (p'+2!) nur durch Elektronendichte-

dnderung aus Konvektion (Agony.nt™2?), Diffusion (Apignit2?) und Sekun-

e e
t+At

LAt " denn die Tonen fiihren

dérelektronenemission an der Kathode (Agkam.n
keine Bewegungen aus, und Ionisation und Attachment &ndern die Raum-
laungsverteilung nicht:

t+At = ey (np —n, — ne)

¢ AL L+ AL AL
=0 — Akonv.e = — Apig g T — AKath. 1 (2.155)

p

Die Differenz der annéhernd gleichgrofien Zahlen n, —n. ist damit durch die
Summation einer grofien Zahl p' mit kleinen Termen An, ersetzt, zur opti-
mierten Berechnung werden die kleineren Dichteanderungen zuerst unterein-
ander addiert. Das Gesamtprogramm wird in doppelter Genauigkeit (15-16
signifikante Dezimalstellen) betrieben, die beschriebene Raumladungsdichte-
berechnung ermoglicht aber in der Entwicklungsphase auch Rechnungen mit
einfacher Genauigkeit (6-7 signifikante Dezimalstellen).

Nach der Losung der Poissongleichung wird als letzter Prozel die Reaktions-
kinetik berechnet, dabei kann eine zeitzentrierte Integration durch Ermitt-
lung der Transport- und Reaktionskoeffizienten aus den bereits bekannten
Feldstarken zum neuen Zeitpunkt erreicht werden. Das vollstandige Pro-
grammschema ist in Tabelle 2.1 angegeben.

Die dargestellte Methode der fraktionierten Schritte ist von zweiter Ordnung
Genauigkeit in der Zeit [ORAN87]. Sie konvergiert, wenn sich die Werte der
physikalischen Variablen fiir jeden der individuellen Prozesse nicht zu stark
wahrend eines Zeitschritts andern, also bei gentigend kleiner Zeitschrittweite.
Wihrend fiir alle Einzelprozesse Zeitschrittweitenkriterien angegeben wur-
den, gibt es keinen sicheren Weg, die angemessene Zeitschrittweite fiir das
Gesamtsystem der gekoppelten Verfahren zu bestimmen. In dieser Arbeit
wird die Zeitschrittweite des Verfahrens durch das Minimum der Einzelkri-
terien fiir Konvektion (2.52), Diffusion (2.84) und Reaktionskinetik (2.99)
bestimmt:
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Tabelle 2.1: Schema der Verfahrenskopplung zum Gesamtprogramm:

START
Einlesen der Feldstirke, Koeffizienten und Parameter (Unterkapitel 2.4)
Initialisierung der Variablen
Beginn der Zeitschleife
Falls Zeitschrittweitenkriterium (2.156) verletzt: Halbierung von At
Zwischenspeicherung von ne, ve,, ve,, o, 1 zur alten Zeit
Ber. der Konvektion: r, z fiir gerade; z,r fiir ung. Zeitschr. (Abschn. 2.3.1)
Berechnung des Kathodenquellterms (Abschnitt 2.3.5)
Ber. der Diffusion: r, z fiir gerade; z, 7 fiir ung. Zeitschritte (Abschn. 2.3.2)
Berechnung der Raumladungsfeldstirke (Abschnitt 2.3.4)
Berechnung von «, 1, p., Dy, Dy abhéngig von E/N (Abschnitt 2.4.2)
Berechnung der Reaktionskinetik (Abschnitt 2.3.3)
Falls Plottzeitpunkt oder -schritt erreicht: Ausgabe von n.,n,,n,, E,, E,
Falls Endzeitpunkt oder -schritt erreicht, n, zu hoch, At zu klein: ENDE
Ende der Zeitschleife

0,4Az (Az)? 0,1

) ) _
max |v 6 max Dy, ., 1 max(|oz-~— HU
i | ei’j+%| i Lz,j+5 i 2] i €i,j

At < min

)

(2.156)

Entsprechende Begrenzungen gelten beziiglich der Konvektion und Diffusion
auch fiir die radiale Koordinate und werden im Programm abgefragt. Sie sind
jedoch hier nicht relevant, da die radiale Ortsschrittweite in allen Rechenlau-
fen deutlich grofler als die axiale gewahlt ist. In den meisten Fallen begrenzt
mit dem ersten Term die modifizierte CFL-Bedingung die Zeitschrittweite,
gegen FEnde der Rechnungen ist es oft die Reaktionskinetik mit dem drit-
ten Term. Eine Beschrankung der Zeitschrittweite durch den zweiten Term,
der Diffusionsvorgénge beschreibt, tritt fiir Rechnungen mit extrem kleiner
Ortsschrittweite in Kapitel 4 auf.

Die Konvergenz der Methode der fraktionierten Schritte 148t sich testen,
indem man zwei Rechenlaufe mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten unter-
nimmt und die Ergebnisse vergleicht. Konvergenz war in allen untersuchten
Beispielen gegeben. Die Rechenlaufe enden bei Elektronendichten von ca.
109 cm=3, dann werden entweder die zuldssigen Zeitschrittweiten unprak-
tikabel klein, oder es treten Oszillationen in allen physikalischen Grofien
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auf. Da bei Erreichen dieses n.-Wertes die Grundannahmen des Modells wie
Local-Field-Approximation oder Vernachlassigung von Zweistufenionisation
verletzt werden, wurde eine Weiterentwicklung der numerischen Methoden
nicht in Angriff genommen.

Dem Nachteil der Methode der fraktionierten Schritte, daf§ kein eindeutiges
Schrittweitenkriterium gegeben ist, stehen bedeutende Vorteile gegeniiber.
So kann fiir jedes physikalische Phanomen ein eigenes optimiertes Verfahren
gewahlt werden, ganz wesentlich ist etwa die Moglichkeit, die Konvektion mit
einem monotonen, die Positivitat erhaltenden Algorithmus zu behandeln.

Die Programmstruktur kann modular gehalten werden. Alle beschriebenen
Prozesse liegen fiir diese Arbeit in mindestens zwei austauschbaren Unter-
programmen vor, die auf jeweils unterschiedlichen Algorithmen basieren.

Die fiir einen Prozef§ optimierten Verfahren sind im allgemeinen in der Aus-
filhrung relativ schnell, die Methode der fraktionierten Schritte erlaubt da-
her die Erstellung auflerst rechenzeiteffizienter Programme. Mit dem vor-
gestellten Modell wurden Berechnungen an Gittern bis zu einer Grofie von
8192 axialen und 69 radialen Gitterzellen und mehreren Tausend Zeitschrit-
ten durchgefiihrt. Vergleichbare oder moderat komplexere Modelle sind auf
rdumlichen Gittern von 512 x 40 [DHALI8T], 256 x 20 [Wu88] oder 80 x 20
[SIMON93] untersucht worden.

2.4 Eingabedaten

Die Wahl der physikalischen Parameter zu den Modellrechnungen bezieht
sich auf experimentelle [LUCK92, DREISKEMPER93] und numerische Unter-
suchungen [BACKHAUS92, SIMON93], die in diesem Institut durchgefiihrt
wurden. Die Eingabe der Daten in das Programm ist tiber externe Dateien
flexibel gesteuert.

2.4.1 AuBere elektrische Feldstirke

Experimentell wird mit einer aufwendigen elektrischen Beschaltung eine zeit-
abhéngige Spannung U(t) an die Elektroden angelegt. Die prézise Ausmes-
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Abbildung 2.3: Angelegte Spannung, elektrische Feldstdarke und reduzierte
Feldstéarke fiir Standardbedingungen in der Townsend- und
Zindphase [LUCK92, BACKHAUS92], ab 18 ns konstant.

sung einzelner Komponenten ermoglicht es, einen Ersatzschaltkreis in guter
Ubereinstimmung zum Experiment zu bestimmen [LUCK92]. In dieser Ar-
beit werden Standardbedingungen mit einer Leerlaufspannung von 25,9kV
im Maximum zugrunde gelegt. Die zeitabhéngige Spannung bis 18 ns ist einer
Simulationsrechnung des Programms PINBED entnommen [BACKHAUS92]
und in Abbildung 2.3 dargestellt. Im Experiment fallt die Spannung an-
schliefend ab, hier wird sie zur gezielten Untersuchung der Ziindphase fiir
spatere Zeiten konstant gehalten. Der Spannungsverlauf hangt mit der Ka-
pazitat der Elektroden von ihrem Abstand ab. Die angegebenen Spannungen
sind bis 18ns fiir einen Elektrodenabstand von 1,89 cm berechnet. In dieser
Arbeit wird ebenso wie in [SIMON93] der Spannungsverlauf von Abbildung
2.3 fiir einen Elektrodenabstand von 1,80 cm benutzt.

Zur Umrechnung auf die angelegte elektrische Feldstarke wird die Gleichung
(2.6) eines Plattenkondensators angewendet. Die reduzierte Feldstérke er-
gibt sich daraus durch Division mit der Gesamtteilchenzahldichte N, die bei
3 bar Gasdruck, 293 K Gastemperatur und Giltigkeit des idealen Gasgesetzes
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7,417 - 10 ecm ™3 betrdgt. Die Teilchendichten der Sekundérspezies werden
gegeniiber N vernachlassigt. Die reduzierte Feldstiarke ist mit der Einheit
Townsend (Td) bezeichnet, es ist 1 Td = 10717 Vem?. Bei dieser Gastempe-
ratur entspricht 1 Td einem E/p von 247 V/(cm bar).

2.4.2 Reaktions- und Transportkoeffizienten

Die physikalischen Eigenschaften des Gases gehen iiber E/N-abhéngige Ko-
effizienten der Ionisation, des Attachments, der Beweglichkeit und der Dif-
fusion in das Modell ein. Wiahrend fiir reine Gase und ausgewéhlte Mi-
schungen umfangreiche Tabellenwerke der kinetischen Koeffizienten existie-
ren [DUTTONT5], gibt es in der Literatur keine Angaben zu den speziellen
hier verwendeten Excimer-Gasgemischen. Bekannt sind dagegen Querschnit-
te der verschiedenen Stofiprozesse.

Das Modell PINBED [BACKHAUS92| verwendet diese zur Berechnung der
vollstandigen, raumlich homogenen Reaktionskinetik einer XeCl-Entladung,
indem es die Boltzmanngleichung in Zweitermnéherung unter Einschlufl der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung instationar fiir den Isotropanteil und qua-
sistationar fiir den Anisotropanteil der Elektronenenergieverteilungsfunktion
l6st. Aus der mikroskopischen Beschreibung ergeben sich durch geeignete
Integrationen iiber den Energieraum makroskopische Bilanzen, insbesondere
die fiir das hier vorgestellte Modell benotigten Reaktions- und Transportko-
effizienten.

Bezeichne U das Voltaquivalent der kinetischen Elektronenenergie

eoU = %vﬁ, (2.157)

mit der Momentangeschwindigkeit v;. Dann wird der Isotropanteil f, der
Elektronenenergieverteilungsfunktion auf die Elektronendichte normiert ge-
maf

ne(t) = /Ooo Uz fo(U, t) dU. (2.158)

Das Programm PINBED berechnet Frequenzen v, (U, t) fiir ionisierende und
Vart (U, t) fiir attachende (elektronenvernichtende) StoBe. Daraus lassen sich
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energiegemittelte Stofifrequenzen

1 > 1
Vonlt) = /O on(U, 1) U folU, £) dU (2.159)
1 > 1
) =+ /0 V(U ) U fo(U, ) dU (2.160)
bestimmen und gemafl
o Vion<t)
aft) = 0] (2.161)
. Vatt<t)
n(t) = w0l (2.162)
5.(8)] = pet) | E (1) (2.163)

in Reaktionskoeffizienten umrechnen. Mit der zusammengefafiten Impulsdis-
sipationsfrequenz vy, (U, t) ergeben sich die Transportkoeffizienten fiir Beweg-
lichkeit und transversale Diffusion zu

1 2 [ U 0fo(Ut)
pelt) = ne(t)3me/0 vm(U,t)  OU v (2.164)
1 2 [ Us
Delt) = s /0 — g h( (2.165)

Die Zeitabhéngigkeit der Koeffizienten wird tiber die E(t)-Beziehung in Ab-
bildung 2.3 in eine Abhéngigkeit von der reduzierten Feldstiarke E/N umge-
formt.

Mehrere Koeffizientensitze wurden von Loffthagen mit dem Modell PIN-
BED berechnet [LOFFHAGEN93]. Die Implementation der Bestimmung des
transversalen Diffusionskoeffizienten erfolgte eigens fiir die Verwendung in
[SIMON93] und dieser Arbeit. Eine Berechnung des longitudinalen Diffu-
sionskoeffizienten wurde nicht realisiert, so dafl in dieser Arbeit als Behelf
Dy = Dr gesetzt ist.

Die ermittelten Reaktions- und Transportkoeffizienten hangen von der re-
duzierten Feldstarke und den Partialdriicken der Gasbestandteile ab. Ha-
ben Stofle von Elektronen mit Sekundarspezies keinen signifikanten Einflul
auf die Elektronenverteilungsfunktion, wie in der Townsend- und Ziindphase
gegeben, werden die Koeffizienten fiir ein spezifisches Gasgemisch als rein
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Abbildung 2.4: Effektiver Ionisierungskoeffizient bei Standardbedingungen
fiir verschiedene Feldstarkeanstiege.

E/N-abhéngig betrachtet. Ihre Genauigkeit ist weniger durch Ndherungen
bei der Losung der Boltzmanngleichung als vielmehr von Unsicherheiten in
den zugrundeliegenden Stofiquerschnitten bestimmt.

Falls die Elektronenenergie tiberwiegend durch Stofle in niedrigen Energie-
bereichen ausgetauscht wird, folgt der instationére Isotropanteil der Elektro-
nenverteilungsfunktion einer elektrischen Feldanderung nur mit Verzégerung
[BACKHAUS92, Abschn. 2.4.4]. Dieser Zusammenhang ist unvereinbar mit
der LFA und der gewahlten Darstellung der Koeffizienten. Der resultierende
Fehler wird besonders deutlich beim fiir die Elektronenkinetik mafigebenden
effektiven lonisierungskoeffizienten o —n, der in Abbildung 2.4 fiir das Stan-
dardgasgemisch bei unterschiedlichen Spannungsanstiegen dargestellt ist. Es
werden der experimentelle Spannungsverlauf aus Abbildung 2.3 und vier ver-
schiedene zeitlich lineare Anstiege der elektrischen Feldstirke vorgegeben.
Bei niedrigen Feldstarken zeigt sich fiir schnelle Spannungsanstiege ein deut-
licher Einflu}; wéhrend die Abweichungen fiir hohe Felder klein sind. Rech-
nungen des vollstdndigen homogenen Modells mit verschiedenen Stufen der
Instationaritat fithren fiir den gesamten Entladungsverlauf zu nur geringen
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Fehlern der Elektronendichte [BACKHAUS92, Unterkap. 4.2], so dafl die Né&-
herung rein E/N-abhéngiger Koeffizienten fiir diese Arbeit als ausreichend
angesehen wird. Gemessene Koeffizienten stimmen im Rahmen der theoreti-
schen und experimentellen Ungenauigkeiten tiberein [LUCK92].

Die in den Kapiteln 3 und 4 verwendeten Reaktions- und Transportkoeffizi-
enten setzen sich aus zwei Berechnungen des Modells PINBED zusammen.
Fiir niedrige F/N bis 11,3 Td wird ein Datensatz benutzt, der mit einem fla-
chen Anstieg der Feldstarke von 41,4 Td/us (Abbildung 2.4) generiert wurde.
Daran schlie3t sich ein Datensatz bis 53,8 Td bei einem Feldstarkeanstieg von
4,14'Td/ns an. Die Daten werden als Tabelle in das Computerprogramm ein-
gelesen und Zwischenwerte mittels linearer Interpolation bestimmt. In Kapi-
tel 4 treten vor der Kathode reduzierte Feldstarken bis 200 Td auf, Koeffizi-
enten fiir diesen Bereich werden mittels linearer Extrapolation gendahert. Der
beschriebene Datensatz aus Ionisations-, Attachment- und Elektronendiffusi-
onskoeffizient sowie Elektronenbeweglichkeit fiir das Standardgasgemisch ist
in den Abbildungen 2.5-2.8 gezeigt, er wurde in gleicher Weise bereits von
Simon benutzt [SIMON93].

In den Graphiken sind vier weitere Datensatze eingezeichnet, die von Bordage
fiir das identische Gasgemisch mit einem anderen Programm zur Losung der
Boltzmanngleichung berechnet wurden [BORDAGE91, BORDAGE93]. Dabei
kamen sowohl eine Zweitermnaherung als auch eine Multitermberechnung
zum Einsatz. Fur beide Programmversionen wurden je zwei Rechnungen
mit unterschiedlichen Stolquerschnitten ausgefiihrt, zum einen mit den von
Bordage zusammengestellten, zum anderen mit denen von Loffhagen.

Insgesamt zeigen sich Abweichungen bis zu einem Faktor Zwei. Grolere Un-
terschiede bei sehr niedrigen oder hohen Feldstarken sind durch ungenau
bekannte Querschnitte bedingt und werden nicht weiter betrachtet, da sie im
Rahmen dieser Arbeit nicht von Bedeutung sind. Wahrend die Ubereinstim-
mung fiir die Beweglichkeit in Abbildung 2.7 und die Diffusionskoeffizienten
in Abbildung 2.8 sehr gut ist, zeigen sich bei den Reaktionskoeffizienten sy-
stematische Abweichungen. Der lonisationskoeffizient in Abbildung 2.5 ist
im Programm von Loffhagen durchweg hoher als in allen Berechnungen von
Bordage. Der Attachmentkoeffizient in Abbildung 2.6 ist dagegen kaum von
dem Rechenverfahren abhangig, dafiir deutlich von den verwendeten Stof-
querschnitten.
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Abbildung 2.5: Tonisierungskoeffizient bei Standardbedingungen fiir unter-
schiedliche Berechnungsverfahren und Stoflquerschnitte:

Berechnet von Lofthagen mit dem Programm PINBED
Berechnet von Bordage mit einem eigenen Programm
StoBquerschnitte des Modells v. Lofthagen aus Hannover
StoBquerschnitte des Modells von Bordage aus Toulouse
Elektronenverteilungsfunktion in Zweitermnaherung

: Elektronenverteilungsfunktion in Multitermnaherung.

ZNFEHDE

Die vorliegenden Daten bestéatigen die Giiltigkeit der Zweitermnéaherung zur
Losung der Boltzmanngleichung. Die lineare Extrapolation der Koeffizienten
bei hohen reduzierten Feldstarken 1at sich im Vergleich mit den Rechnun-
gen von Bordage fiir den Ionisations- und Attachmentkoeffizienten und die
Beweglichkeit rechtfertigen. Der Attachmentkoeffizient wird dagegen mit der
Extrapolation fiir hohe E/N erheblich unterschitzt. Fiir die Ergebnisse die-
ser Arbeit hat das keine Folgen, denn die Elektronenkinetik wird bei hohen
Feldstarken von der Ionisation dominiert, und negative lonen spielen im Ka-

thodenfall keine Rolle.

Bordage hat zusatzlich zum transversalen auch den longitudinalen Diffusions-
koeffizienten berechnet. Aus Abbildung 2.8 wird ersichtlich, dafl der longitu-
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Abbildung 2.6: Attachmentkoeffizient fiir Bedingungen wie in Abbildung 2.5.
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Abbildung 2.7: Elektronenbeweglichkeit fiir Bedingungen wie in Abbildung

2.5.
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Abbildung 2.8: Transversaler und longitudinaler Diffusionskoeffizient fiir Be-
dingungen wie in Abbildung 2.5.

dinale durchweg kleiner als der transversale Diffusionskoeffizient ist; dies gilt
genau dann, wenn die Elektronenstoflfrequenz mit wachsender Elektronen-
energie zunimmt [PARKER69]. Fiir mittlere und hohe reduzierte Feldstarken
betragt die Abweichung etwa 50 %, bei geringen Feldern bis zu einem Fak-
tor vier. Durch die in dieser Arbeit gewéhlte Naherung D; = Dy wird die
longitudinale Diffusion somit tiberschéatzt. Kontrollrechnungen zeigen aber,
daB die vollstandige Vernachlassigung der Diffusion keine qualitativen und
nur geringe quantitative Auswirkungen hat, so daf§ die Gleichsetzung der
Diffusionskoeffizienten nur einen geringen Fehler verursacht.

Im Bereich niedriger und mittlerer Felder wurden Reaktions- und Trans-
portkoeffizienten bei einem linearen Anstieg der reduzierten Feldstarke von
414'Td/ps fiir verschiedene Partialdriicke der Grundgasbestandteile berech-
net [BOTTICHER9I1], sie sind in den Abbildungen 2.9-2.12 dargestellt.

Wenn Stofle mit Sekundérspezies keine Rolle spielen, wie in dieser Arbeit
vorausgesetzt, gelten Ahnlichkeitsgesetze, die eine Druckskalierung zulassen
[DREISKEMPER93A]. Insbesondere sind dann fiir ein festes Verhéltnis der
Konzentrationen der Grundgasbestandteile «/N, n/N, p. - N, Dy - N und
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Abbildung 2.9: Tonisierungskoeffizient bei verschiedenen Partialdriicken der
Grundgaskomponenten.
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Abbildung 2.10: Attachmentkoeffizient bei verschiedenen Partialdriicken der
Grundgaskomponenten.
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Abbildung 2.11: Elektronenbeweglichkeit bei verschiedenen Partialdriicken
der Grundgaskomponenten.
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Abbildung 2.12: Transversaler Diffusionskoeffizient bei verschiedenen Parti-
aldriicken der Grundgaskomponenten.
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Abbildung 2.13: Beweglichkeit der positiven Ionen fiir Standardbedingungen.

Dy - N als Funktionen von E/N unabhéngig vom Gesamtgasdruck, diese
Groflen sind jeweils auf der zweiten Ordinate angegeben.

Zur Berechnung der Sekundarelektronenemission in Abschnitt 2.3.5 wird die
Beweglichkeit der positiven Ionen bendtigt, unter den Bedingungen der be-
trachteten Entladung handelt es sich um die Bewegung von Xenonionen in
Neon. Die von der reduzierten Feldstiarke abhéangige Ionenbeweglichkeit ist
[ELLIS84] entnommen und in Abbildung 2.13 dargestellt.
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2.4.3 Standardeingabeparameter

Tabelle 2.2: Standardentladungs- und -numerikbedingungen:

Grundgaskomponenten:
Partialdricke:
Gastemperatur:
Gesamtteilchenzahldichte:
Elektrodenabstand:
Sekundaremissionskoeffizient:
Vorionisation:

Angelegte Spannung;:

Transport- und Reaktionskoeffizienten:

Untersuchte Entladungsdauer:
Startzeitschrittweite:

Anzahl der axialen Zellen
Anzahl der radialen Zellen
Verhaltnis der Ortsschrittweiten:

Ne:Xe:HCI

2920:75:5 mbar

293K

N =7,417-10* cm™3
d=1,80cm
v=0,1

Nep = 10 cm™
U(t) in Abbildung 2.3
Abbildungen 2.5-2.8 (LHZ), 2.13
24 ns

3

At = 8 ps

N, =1024

N, =99, Np =119
Ar/Az=3

2.5 Implementation

Die beschriebenen Algorithmen sind in FORTRAN 77 mit einigen Fortran
90-Erweiterungen verwirklicht. Das Programm ist modular aufgebaut, so
daB alternative Verfahren oder Gaszusammensetzungen leicht zu realisieren
sind. Der Code liegt vollstandig im Quellformat vor, auf externe Programm-
Bibliotheken wird nicht zuriickgegriffen. Daher ist eine Portierung auf ver-
schiedene Rechner prinzipiell einfach moglich und wurde im Laufe der Ent-

wicklung des Programms mehrfach durchgefiihrt.

Vektorrechner wie Cray X-MP am Konrad-Zuse-Zentrum fiir Informations-
technik in Berlin oder Siemens S400 / VPP300 am Regionalen Rechenzentrum
fiir Niedersachsen (RRZN) in Hannover bieten fiir dieses Programm keinen
Vorteil, da der Vektorisierungsgrad ungentigend ist.

Als gut geeignet erweisen sich dagegen schnelle Skalarrechner. Mit der Ein-
fithrung einer Sun Ultra Enterprise 3000 am RRZN im Jahre 1997 reduzier-
te sich der Rechenzeitbedarf fiir eine typische Simulation auf einige CPU-
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Stunden bei einem Rechengitter von 1024 x 99 Zellen und einigen Tausend
Zeitschritten. Dartiber hinaus wurden Berechnungen mit einer Ortsauflosung
moglich, die die Untersuchung des Kathodenfalls gestatten (Kapitel 4), bei
einem Gitter von 8192 x 69 Zellen betréigt die benotigte Rechenzeit etwa 80
CPU-Stunden. Der Hauptspeicherbedarf liegt fiir diese Rechnungen bei 50
bzw. 250 MByte.

Als Ergebnisse der Computersimulationen werden zweidimensionale Felder
der Teilchendichten und Feldstarkekomponenten fiir ausgewahlte Zeitpunkte
oder -schritte ausgegeben. Die graphische Auswertung der groflen Datenmen-
ge erfolgt mit dem Programm Gsharp auf einer 1998 am RRZN installierten
Sun Ultra 2.



Kapitel 3
Vorionisationsstorungen

In diesem Kapitel werden mit dem vorgestellten Modell Entladungen un-
tersucht, deren homogene Vorionisation von einer rotationssymmetrischen
Storung tiberlagert ist. Ausgehend von der homogenen Entladung in Un-
terkapitel 3.1 wird in Unterkapitel 3.2 gezeigt, wie aus der Storung Kanéle
erhohter Elektronendichte entstehen und sich zeitlich entwickeln. Unterkapi-
tel 3.3 und 3.4 demonstrieren den Einflul von Amplitude und Ausdehnung
der Storung, verschiedene Starken der Vorionisation werden in Unterkapitel
3.5 behandelt.

Ausgangspunkt ist eine Entladung der Grundgeometrie in Abbildung 2.1 bei
Standardbedingungen (Abschnitt 2.4.3) mit dem Feldstérkeverlauf aus Ab-
bildung 2.3. Zur Startzeit Null wird das Entladungsvolumen homogen vorio-
nisiert und im Zentrum eine Storung in Form einer Gauflverteilung addiert:

)2) (3.1)

ny(r, z,t =0) =n(r,z,t = 0) (3.2)

Ny (r,z,t =0) =

[ V=%

_ 4;1112 r2 éan (Z
Ne(r, 2,6 =0) =neg- [ 1+ Te *rwan e *2Fwnm

In den hier dargestellten Berechnungen sind die Parameter dieser Anfangs-
bedingungen wie folgt gewahlt:

66
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Tabelle 3.1: Standardparameter des Storpulses {und gezeigte Variationen}:

Homogene Vorionisationsdichte: Neo = 107 em™?; {10% cm ™3}
Relative Zentralamplitude der Storung: I' = 100; {10}

Volle radiale Halbwertsbreite der Storung: A = 1mm; {0,2; 5mm}
Volle axiale Halbwertsbreite der Storung: A = lmm

TFWHM

ZFWHM

Der Aufbau eines Kathodenfalls wird in diesem Kapitel, wie in Abschnitt
2.3.5 beschrieben, numerisch unterdriickt, um eine Wechselwirkung mit den
Phanomenen im tibrigen Volumen zu vermeiden.

3.1 Homogene Entladung

Eine Entladung ohne Vorionisationsstérung (I' = 0) erfolgt, von Randef-
fekten abgesehen, gleichmaflig im gesamten Volumen und ist allein durch die
Reaktionskinetik bestimmt. Die Elektronendichte fiir diesen Fall wird als
homogene FElektronendichte n. definiert, sie 148t sich nach Integration der
Gleichung (2.85) formal angeben zu

fio(t) = e - elo @)@1Y (3.4)

Eine Berechnung mit den Methoden des Abschnitts 2.3.3 fiir zwei verschie-
den starke Vorionisationen ist in Abbildung 3.1 gezeigt. Bei niedrigen Feld-
starken zu Beginn der Entladung bis 6 ns wird die Elektronendichte durch
Attachment um 8 % reduziert, mit hohen Feldstarken im weiteren Verlauf
iiberwiegt Ionisation, und die Elektronendichte geht in ein exponentielles
Wachstum tiber. Im Vergleich zu der vom vollstandigen homogenen Modell
berechneten Elektronendichte bis 18 ns bei einer Vorionisation von 10° cm ™3

[BACKHAUS92, Abb. 4.2] zeigt sich gute Ubereinstimmung.

Verschiedene Starken der Vorionisation fithren in diesem Modell zu zeitver-
setzten, qualitativ gleichen Verlaufen der Elektronendichte. Eine Verringe-
rung der Vorionisationsdichte um drei Gréfenordnungen verzoégert bei den
gewahlten Bedingungen den exponentiellen Anstieg der Elektronendichte um
4ns.
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Abbildung 3.1: Elektronendichte bei rein homogener Vorionisation.

Zur anschaulichen Visualisierung der Entwicklung einer Inhomogenitat wer-
den im folgenden die berechneten Elektronendichten n. auf die homogene
Elektronendichte n, des jeweiligen Zeitpunkts bezogen. Die normierte Elek-
tronendichte 1. wird definiert als

Ne(r, z,1)

e (t) (35)

ne(r, z,t) =
Als normierte Feldstirke E wird der Quotient der Betrige aus elektrischer
Gesamtfeldstarke und von auflen angelegter elektrischer Feldstarke bezeich-

net:

rilr 2, 1)] (3.6)
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3.2 Standardstorpuls

In diesem Unterkapitel wird anhand einer Modellrechnung untersucht, wie
eine Storung gemafl Standardparametern nach Tabelle 3.1 die Entwicklung
einer ansonsten homogen vorionisierten Entladung beeinfluflt. Zunachst wer-
den die normierten Elektronendichten und Feldstarken auf der Achse in den
Abbildungen 3.2 und 3.3 zu ausgewéhlten Zeitpunkten vorgestellt. Die axia-
le Koordinate ist auf der ersten Abszisse als Abstand von der Kathode in
Millimetern und auf der zweiten Abszisse als Anzahl der Ortsschritte mit
Az =18 mm/1024 ~ 17,6 um angegeben.

Bei 10ns hat der gauBformige Storpuls in der Darstellung der normierten
Elektronendichte noch nahezu die urspriingliche Struktur beibehalten, er ist
in Richtung Anode gedriftet und um 20 % in der Amplitude geschrumpft. Bis
zu diesem Zeitpunkt sind raumladungserzeugte elektrische Felder niedrig im
Vergleich zum angelegten Feld, und die Multiplikation der Elektronendichte
verlauft nahezu gleichmafig im gesamten Volumen.

Die Lawine schneller Elektronen des Storpulses bildet nach Ionisation und
Drift an ihrer Spitze eine negative Raumladung und hinterlafit eine positive
Raumladung langsamer Ionen. Zwischen Kathode und positiver Raumladung
sowie negativer Raumladung und Anode erhcht das resultierende Raumla-
dungsfeld die Gesamtfeldstarke, wahrend sie zwischen den Raumladungen
verringert wird. Aus der Darstellung der normierten Feldstarke ist ersicht-
lich, da8 die Felderhohung bei 10ns an den Flanken der Stérung bis zu 5%
betragt, wahrend die Feldstarke im Zentrum um mehr als 10 % vermindert
wird.

Da die Elektronendichte exponentiell vom Ionisierungskoeffizienten abhangt
und dieser mit steigender Feldstarke monoton wachst, konnen schon geringe
Feldanderungen einen bedeutenden Einflufl auf die Entladungsentwicklung
ausiiben. Im vorliegenden Fall wird die Amplitude der Storung verringert
und ihre axiale Ausdehnung erhoht, wie den Darstellungen der néchsten Zeit-
schritte zu entnehmen ist.

Innerhalb von fiinf Nanosekunden sinkt die Amplitude der normierten Elek-
tronendichte des Storpulses auf ein Fiinftel, und die Breite verdoppelt sich.
Gleichzeitig erreicht die raumladungsbedingte Feldverzerrung Maximalwer-
te von fast 30 % der angelegten Feldstirke. Die Erniedrigung des Feldes im
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Abbildung 3.2: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Stan-

dardstorpuls.
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Abbildung 3.3: Normierte Feldstirke auf der Achse fiir einen Standardstor-
puls.
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Zentrum der Storung fithrt tiber eine Abflachung der Gauflstruktur zu einer
Plateaubildung und schliefllich ab 14 ns in der Mitte der Stérung zu einer
geringeren Elektronendichte als an den Flanken. In den betrachteten Zeiten
steigt die Elektronendichte rapide an (Abbildung 3.1), so daf§ trotz der lokali-
sierten Abnahme der normierten Elektronendichte die realen Teilchendichten
an allen Orten im Volumen steigen, wenn auch im Zentrum der Storung mit
Verzogerung.

Ab 16 ns ist die normierte Elektronendichte im Storpuls so weit gefallen, dafl
auch die Feldverzerrungen zuriickgehen. Die Storung nimmt nun wieder eine
gauBformige Struktur an mit einem Dreifligstel der Amplitude und dem Sie-
benfachen der Halbwertsbreite des Ausgangspulses. Die reduzierte Feldstarke
ist im Zentrum der Stérung noch einige Prozent erniedrigt und im restlichen
Volumen erhoht, so daf eine weitere Angleichung der Elektronendichten im
Volumen stattfindet.

Die Diskussion beschrankte sich bisher auf die physikalischen Gréflen an der
Symmetrieachse und soll nun um die radiale Dimension erweitert werden. In
den folgenden Abbildungen werden zweidimensionale Graphiken der normier-
ten Elektronendichte und normierten Feldstérke préasentiert. Die Geometrie
orientiert sich an Abbildung 2.2, wobei nur das vorionisierte Gebiet gezeigt
wird. Wie bei der axialen sind auch die radialen Koordinaten als Lange und
Ortsschritte angegeben mit Ar = 3 - Az = 52,7um. Der radiale Maflstab
ist gegentiber dem axialen um einen Faktor Zwei gestreckt. Dargestellt sind
Linien konstanter normierter Dichte bzw. Feldstarke in den Abstufungen 0,1,
0,2,...,0,9 095,099, 1, 1,01, 1,05, 1,1, 1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,
16, 32, ... bei ausgewihlten Zeitpunkten. Zur besseren Ubersicht ist diese
Information zusatzlich in Graustufen kodiert.

In den Abbildungen 3.4-3.7 werden die Isodensiten der normierten Elek-
tronendichte fiir vier verschiedene Zeitpunkte vorgestellt. Wahrend die ur-
spriinglich gauiférmige Storung bei 12 ns noch weitgehend erhalten ist, weitet
sie sich zu spéateren Zeiten in axialer Richtung auf und erfahrt eine drastische
Reduktion der Amplitude.

In radialer Richtung hingegen dehnt sich der Storpuls nicht aus, sondern
schniirt leicht ein. Um ihn herum entsteht ein Torus verringerter normierter
Elektronendichte, der bei 16 ns bis fast 0,5 herabreicht. Eine Erklarung fiir
diese Entwicklung enthalt die Darstellung der normierten Feldstarke exem-
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Abbildung 3.4: Normierte Elektronendichte fiir einen Standardstorpuls bei
12ns (n. = 6,45 - 10° cm™3).
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Abbildung 3.5: Normierte Elektronendichte fiir einen Standardstorpuls bei
14ns (R, = 6,07 - 10 cm™3).
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Abbildung 3.6: Normierte Elektronendichte fiir einen Standardstorpuls bei
16ns (n, = 1,20 - 102 cm™3).
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Abbildung 3.7: Normierte Elektronendichte fiir einen Standardstorpuls bei
18ns (7, = 3,51 - 10" cm™3).
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Abbildung 3.8: Normierte Feldstarke fiir einen Standardstorpuls bei 14 ns
(|Eext| = 12,2kV /cm).

plarisch bei 14ns in Abbildung 3.8. An den Réndern der Storung ist die
Feldstdrke um iiber 10 % erhoht, in ihrem Zentrum um gut 20 % erniedrigt.
Die Verringerung der Feldstiarke in Entladungsmitte nimmt nach auflen hin
ab, gilt aber bis zum Rand der Entladung. Somit wird die Multiplikation
der Elektronendichte in der Mitte der Storung stark behindert, aber auch
am radialen Rand noch spiirbar verzogert. Das elektrische Raumladungs-
feld ist das eines ausgedehnten Dipols und nur in einer zweidimensionalen
Berechnung zu erfassen.

Ergebnis der diskutierten Phéanomene ist die Entstehung eines Kanals mit
tiber 13 % tiberhohter Elektronendichte bei 18 ns, der die Elektroden verbin-
det. Sein Radius entspricht etwa der vollen Halbwertsbreite der urspriingli-
chen Storung. Es sei angemerkt, dafl Diffusionsvorginge hier keine Bedeu-
tung haben, wie eine Kontrollrechnung bei abgeschalteter Diffusion bestatigt.
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3.3 Storung mit reduzierter Amplitude

Es wird nun der Einfluf§ einer Storung untersucht, deren Amplitude zu Beginn
der Entladung mit I' = 10 statt 100 gewahlt ist. Die Abbildungen 3.9 und
3.10 zeigen die normierte Elektronendichte und Feldstéarke fiir diesen Fall, sie
sind im Vergleich zu den Abbildungen 3.2 und 3.3 des Standardstorpulses zu
betrachten.

Die Uberhéhung der normierten Elektronendichte in der Stérung wird erneut
im Verlauf der Entladung abgebaut, allerdings mit Zeitverzug. Wahrend im
Standardstorpuls die normierte Elektronendichte bei 12ns bereits auf die
Halfte gefallen ist, betragt die Abnahme fiir die niedrigere Storung erst 13 %.
Eine Plateaubildung in der Mitte der Storung tritt zwei Nanosekunden ver-
zogert auf. Die anschlieBende kurzfristige Einschniirung im Zentrum ist nur
schwach ausgepragt.

Gegen Ende der Rechnung entwickelt sich die Struktur der Storung in bei-
den Fallen zu einer flachen gauffahnlichen Form. Im Vergleich zur normier-
ten Elektronendichte des Standardstorpulses fallt eine schwéchere normierte
Elektronendichte in den axialen Bereichen fernab der Storung auf.

Auch beim niedrigeren Storpuls sinkt die normierte Feldstarke in der Mit-
te aufgrund von Raumladungseffekten, in den anderen Bereichen steigt sie.
Wahrend die Feldstarke im Zentrum noch um fast 20 % zuriickgeht, betragt
ihre Erhohung an den axialen Flanken der Storung nur noch weniger als 10 %
und ist damit erheblich geringer als beim Standardstorpuls.

Mit der Darstellung der Isodensiten fiir drei Zeitpunkte in den Abbildungen
3.11 bis 3.13 werden die getroffenen Aussagen verdeutlicht. Noch bei 14 ns
besitzt die normierte Elektronendichte weitgehend ihre urspriingliche Gauf}-
form. Zwar zeigt sich bei 16 und 18 ns eine axiale Aufweitung der Struktur,
sie ist jedoch deutlich kiirzer und etwas schmaler als beim Standardstorpuls.
Im Bereich vor den Elektroden ist die Elektronendichte nur geringfiigig iiber-
hoht, an der Achse um 2,7 % bei 18 ns. Im Gegensatz zum Standardstorpuls
kommt es bei zehnfach reduzierter Amplitude nur zu einer stark verzogerten
Entwicklung eines Kanals erhohter Elektronendichte.

Weitere Variationen der Storpulsamplitude fithren nicht zu neuen Effekten.
Bei I' = 1, also einer addierten Storung mit Maximalamplitude in Gréfle der
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Abbildung 3.9: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Storpuls

mit I' = 10.
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Abbildung 3.10: Normierte Feldstiarke auf der Achse fiir einen Stérpuls mit
' =10.
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Abbildung 3.11: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit I' = 10
bei 14ns (7, = 6,07 - 10 cm™3).
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Abbildung 3.12: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit I' = 10
bei 16 ns (7, = 1,20 - 102 cm™3).
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Abbildung 3.13: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit I' = 10
bei 18 ns (n, = 3,51 - 10" cm™3).

Vorionisation, enthalt der sich andeutende Kanal nur noch eine Erhohung
der normierten Elektronendichte von 0,4 % bei 18 ns. Auch fiir sehr starke
Storungen nimmt die Entladung qualitativ den diskutierten Verlauf, es tritt
aber eine Verstarkung der Raumladungseinfliisse auf. So entsteht mit I' =
1000 ein Kanal von 58 % iiberhohter Elektronendichte.

3.4 Einflul der Form der Storung

In diesem Unterkapitel werden Storungen untersucht, die von der bisher an-
genommenen Kugelsymmetrie abweichen. Zuerst wird eine Berechnung vor-
gestellt, in der die radiale Halbwertsbreite der Storung auf ein Fiinftel re-
duziert ist, anschliefend wird die Entwicklung einer um das Fiinffache in
radialer Richtung verbreiterten Storung verfolgt. Zur Gewahrleistung einer
angemessenen Gitterauflosung wurde die radiale Schrittweite gleichermaflen
um den Faktor Fiinf vergroflert bzw. verkleinert, ebenfalls ist der Maflstab
in den folgenden Darstellungen der Isodensiten entsprechend angepaflt.
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Mit der Wahl einer niedrigeren radialen Halbwertsbreite nimmt die Vorionisa-
tionsstorung die Form eines langgestreckten Ellipsoids an, dessen Dichte mit
einer Gauffunktion abfallt. Die normierte Elektronendichte auf der Achse
in Abbildung 3.14 fallt in der Mitte dieser Entladung langsamer ab als beim
Standardstorpuls. Es zeigt sich keine Plateaubildung oder Einschniirung im
Zentrum, die GauBform bleibt weitgehend erhalten. Die Storung verbreitert
sich vergleichsweise langsam, und in entfernten Bereichen ist die Elektronen-
dichte bei 18ns nur um 1,5% gegeniiber der homogenen Elektronendichte
erhoht.

Abbildung 3.15 zeigt, dafl die normierte Feldstarke nur noch halb so stark
zu- bzw. abnimmt wie beim Standardstérpuls. Sie fallt zudem an den axialen
Flanken der Storung steiler ab und ist im restlichen Volumen kaum noch
gegeniiber der angelegten Feldstarke erhoht, dies ist eine Folge der spitzen
Geometrie der Storung.

In den Abbildungen 3.16-3.19 sind die Isodensiten der normierten Elektro-
nendichte fiir vier verschiedene Zeitpunkte dargestellt. Wie schon in der
eindimensionalen Betrachtung zu erkennen, weitet sich die Storung in axia-
ler Richtung zwar aus, bildet aber keinen Kanal erhohter Elektronendichte.
In radialer Richtung zeigt sich wie in den bisher betrachteten Rechenlaufen
eine Verminderung der normierten Elektronendichte, die hier durch ,,Ohren*
erhohter Elektronendichte eng begrenzt ist.

Es wird nun eine Storung mit fiinffach vergroflerter radialer Halbwertsbreite
betrachtet, also ein zusammengedriicktes Ellipsoid. Die Abbildung 3.20 zeigt
bedeutende Unterschiede im Verlauf der normierten Elektronendichte zu den
bisher betrachteten Vorionisationsstorungen. Sie nimmt im Zentrum rapide
ab, und zwischen 14 und 16 ns tritt eine erhebliche Einschniirung der Stérung
auf. Diese Phase endet abrupt bei 17ns, ab dieser Zeit ist die Elektronen-
dichte auf der gesamten Achse nahezu konstant 80 % tiber der homogenen
Elektronendichte.

Die normierte Feldstirke auf der Achse in Abbildung 3.21 erfahrt im Zen-
trum der Entladung einen starkeren Riickgang als in den bisherigen Rech-
nungen, die Felderhohungen an den Flanken der Storung sind jedoch nur ver-
gleichsweise gering. Bei 16 ns wechselt aufgrund der starken Einschniirung
der Elektronendichte in Entladungsmitte das Vorzeichen der Feldverzerrung.
Im Zentrum besteht nun kurzfristig eine hohere Feldstarke als von den Elek-
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Abbildung 3.14: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Storpuls
mit Aoy = 0,2 mm.
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Abbildung 3.15: Normierte Feldstarke auf der Achse fiir einen Stérpuls mit
Arpwiy = 0,2 mm.
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Abbildung 3.16: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A,y =
0,2mm bei 121ns (7, = 6,45 - 10° cm™3).
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Abbildung 3.17: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A,y =

0,2mm bei 14ns (7, = 6,07 - 101 cm=3).
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Abbildung 3.18: Normierte Elektronendichte fiir einen Stérpuls mit A,y =
0,2mm bei 16ns (72, = 1,20 - 102 cm™3)
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Abbildung 3.19: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit Ay
0,2mm bei 18ns (7, = 3,51 - 10"¥ cm™?).
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troden angelegt, und unmittelbar an den axialen Randern der Storung ist sie
vermindert. Dies fiihrt zu einer raschen Angleichung von bestehenden Raum-
ladungsverteilungen und ab 18 ns zu vernachlassigbaren Feldverzerrungen.

Die Entwicklung der zweidimensionalen normierten Elektronendichte geht
aus den Abbildungen 3.22-3.27 hervor. Schon bei 12ns tritt eine Weitung
der Storung in axialer Richtung auf, die sich mit den folgenden Zeitpunkten
fortsetzt. Bei 14 und 15 ns entstehen auf der Achse neben der urspriinglichen
Storung zwei Maxima der normierten Elektronendichte. Bei 16 ns kommt
es dann zu einem FEinbruch der normierten Elektronendichte im Zentrum,
dem nur eine Nanosekunde spater eine vollige Homogenisierung der Elektro-
nendichte im gesamten achsnahen Bereich folgt. Bei 18 ns schliefSlich ist ein
Kanal mit im Zentrum 80 % erhohter Elektronendichte vollendet, der einen
Durchmesser von etwa der Halbwertsbreite der Storung besitzt.

Ein Storpuls der Form des gestauchten Ellipsoids entwickelt auch bei niedri-
gerer Amplitude in gleicher Weise einen vollstandigen Kanal, allerdings mit
geringerer Elektronendichte. In Abbildung 3.28 ist dies fiir eine Storung mit
I' = 10 anhand der normierten Elektronendichte auf der Achse gezeigt, es
entsteht ein Kanal mit 22 % erhohter Elektronendichte. Bei I' = 1 resultiert
im Achsbereich noch eine um 4 % vermehrte Elektronendichte.

3.5 Storpuls bei niedriger Vorionisation

Es wird nun untersucht, wie sich eine Variation der homogenen Vorionisation
auf die Entwicklung des Standardstorpulses auswirkt. Die folgende Modell-
rechnung geht von einer um drei GroBenordnungen auf 10° cm ™ reduzierten
Vorionisationsdichte aus. Der Aufbau einer rein homogenen Entladung wird
nach Abbildung 3.1 unter diesen Bedingungen um 4 ns verzogert.

In den Abbildungen 3.29 und 3.30 sind die normierte Elektronendichte und
Feldstarke auf der Achse mit iiberlagertem Standardstérpuls dargestellt. Bis
14ns driftet die Stérung ohne Anderung der Form in Richtung Anode; ent-
stehende Raumladungsdichten sind noch zu gering, um Einflu} auf die Ge-
samtfeldstarke ausiiben zu konnen. Erst ab 16 ns werden Raumladungsfelder
wirksam, und die Amplitude der normierten Elektronendichte verringert sich
zunachst zogerlich, dann rapide. Gleichzeitig wéchst die Breite der Storung.
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Abbildung 3.20: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Storpuls

mit Aoy = O M.
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Abbildung 3.21: Normierte Feldstdarke auf der Achse fiir einen Storpuls mit
A = Smm.
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Abbildung 3.22: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A, .y =
5mm bei 12ns (7, = 6,45 - 10 cm™?).
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Abbildung 3.23: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A,y =
5mm bei 14ns (7, = 6,07 - 101 cm=3).
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Abbildung 3.24: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A, .y =
5mm bei 15ns (7, = 2,50 - 10" cm™3).
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Abbildung 3.25: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit Ay .y =
5mm bei 16ns (7, = 1,20 - 1012 cm™3).
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Abbildung 3.26: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A, .y =
5mm bei 17ns (7, = 6,33 - 102 cm™3).
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Abbildung 3.27: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit A,y =
5mm bei 18ns (7, = 3,51 - 10 cm™3).
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Abbildung 3.28: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Storpuls
mit A\ = o mm und I' = 10.
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Abbildung 3.29: Normierte Elektronendichte auf der Achse fiir einen Stérpuls

mit ney = 108 cm 3.
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Abbildung 3.30: Normierte Feldstiarke auf der Achse fiir einen Stérpuls mit
3

Neo = 10 cm 3.
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Abbildung 3.31: Normierte Elektronendichte fiir einen Storpuls mit n., =
10% cm™3 bei 221s (7, = 3,30 - 10" cm™3).
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Ab 20ns ist der Fortgang dann analog zur Entwicklung bei héherer homoge-
ner Vorionisation beginnend mit 16 ns in den Abbildungen 3.2 und 3.3. So
entsprechen die Isodensiten der normierten Elektronendichte bei 22 ns in Ab-
bildung 3.31, abgesehen von einer fortgeschritteneren Drift, weitgehend der
Darstellung in Abbildung 3.7 mit hoherer Vorionisation.

Berechnungen mit starker verringerter oder erhohter homogener Vorionisati-
onsdichte fithren zu einer verlangsamten bzw. beschleunigten Entladungsent-
wicklung, aber nicht zu grundlegend neuen Effekten.

3.6 Diskussion

In diesem Kapitel wurde die Entwicklung von verschiedenen Storungen der
homogenen Vorionisation demonstriert. Den untersuchten Variationen ist
der Verlauf des Beginns der Entladung gemein. Mit Einsetzen der ange-
legten Spannung fiihren Ionisation und Attachment im gesamten Volumen
zu einer gleichmafligen Multiplikation der Elektronendichte. Die Elektronen
driften zur Anode, und zwischen Elektronenlawine der Vorionisationsiiberhdo-
hung und zurtickbleibenden positiven Ionen entsteht ein elektrisches Raumla-
dungsfeld. Es vermindert die Gesamtfeldstarke zwischen den Raumladungen
und erhoht sie auflerhalb.

Ist das Raumladungsfeld gentigend stark gestiegen, um das angelegte Feld
signifikant zu verzerren, andert sich der Charakter der Entladung in Abhén-
gigkeit von der Struktur der Stérung. Wird eine gauBformige Uberhdhung
der Vorionisationsdichte im Zentrum mit einer gréferen radialen als axia-
len Ausdehnung vorgegeben, fillt das Raumladungsfeld nur langsam mit zu-
nehmendem Abstand von der Storung, und das elektrische Feld ist zu den
Elektroden hin erhoht. Dies fiihrt zu einem verstarkten Wachstum der Elek-
tronendichte beiderseits der Storung und innerhalb weniger Nanosekunden
zur Bildung eines die Elektroden verbindenen Kanals erhchter Leitfahigkeit.

Bei hoherer axialer als radialer Ausdehnung des Storpulses werden nur eng
benachbarte Bereiche von bedeutenden Feldverzerrungen erfafit. Die Struk-
tur der Storung andert sich vergleichsweise langsam. Ein Kanal hoherer
Elektronendichte entsteht nicht. Um die Storung herum bildet sich aufgrund
erniedrigter Feldstarke ein Torus verzogert wachsender Elektronendichte, der
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bei dieser Form der Vorionisationsstorung besonders stark ausgepragt ist.

Die Amplitude der Stérung und die Hohe der homogenen Vorionisation ha-
ben quantitativen, aber keinen qualitativen Einflufl auf die Entwicklung der

3 und

Entladung. Zwar gewinnt mit einer Vorionisationsdichte von 10® cm™
darunter die diskrete Natur der Elektronen im Experiment an Bedeutung,

diese wird jedoch von dem vorgelegten Fluidmodell nicht erfafit.

Bei allen Berechnungen mit verschiedenen Vorionisationsstorungen tendie-
ren die Inhomogenitaten gegen Ende des betrachteten Zeitrauns dazu, sich
auszugleichen.

Zu Beginn der Entladung betragt die Anzahl der Elektronen N, im addierten
gauBiformigen Storpuls

R, pd p27 ——4m2 2 __4In2 (Z_g>2
Ne(t =0) = / / / Tnege “ewmt e >Fwma' 2 rdrdzde
0 0 0
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Die Zeitabhéangigkeit dieser Grofie 1a3t sich bestimmen, indem man am En-
de jeden Zeitschritts die Elektronenzahl aller Gitterzellen summiert und die
Elektronenzahl einer homogenen Entladung fiir den gleichen Zeitpunkt sub-
trahiert.

Abbildung 3.32 zeigt den zeitlichen Verlauf der Elektronenzahl in der Stérung
fiir die in diesem Kapitel vorgestellten und einige zusatzliche Variationen der
Vorionisation. Er erfolgt nahezu proportional zur Elektronendichteentwick-
lung der homogenen Entladung in Abbildung 3.1.

Zu jeder Rechnung ist ein Zeitpunkt gekennzeichnet, an dem der Einfluf der
Raumladung auf die Entladung besonders intensiv ist. Dieser wird definiert
als der Moment, an dem die Abnahme der Storpulsamplitude beziiglich der
normierten Elektronendichte pro Zeit maximal ist. Diese Zeitpunkte variie-
ren stark mit der gewahlten Vorionisation, wie in den Unterkapiteln bereits
deutlich wurde. In der zugehorigen Elektronenzahl zeigt sich jedoch eine
Systematik.

Fiir kugelsymmetrische Storpulse ist der EinfluB der Raumladungen dann
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Abbildung 3.32: Anzahl der Elektronen im Storpuls fiir verschiedene An-
fangsbedingungen, gekennzeichnet ist jeweils der Zeitpunkt
der starksten Reduktion der Amplitude.

besonders ausgeprigt, wenn die Anzahl der Elektronen in der Storung etwa
1,4 - 10° erreicht, unabhingig von der Hohe der Vorionisationsdichte oder
Amplitude der urspriinglichen Stérung. Der Fehler dieser Aussage liegt unter
einem Faktor 2. Fir den auf ein Fiinftel in radialer Richtung gestauchten
Storpuls betragt die mittlere Elektronenzahl bei hohem Raumladungseinflufl
3,4 - 10% und fiir den auf das Fiinffache gestreckten 1,0 - 10!, mit gleicher
Fehlerangabe.

Eine Storung mufl daher erst eine kritische Anzahl von Ladungstragern in
der Elektronenlawine aufbauen, bevor die Entladung von Raumladungseffek-
ten beeinfluit wird. Dies ist analog zur Streamertheorie [RAETHERG64], die
angibt, dafl in einer nicht vorionisierten Entladung aus einem Elektron ein
Streamer entsteht, falls die Ladungstrigerzahl etwa 108 erreicht. In dem hier
untersuchten Fall mit hoher Vorionisation zeigen sich durch Raumladungen
beschleunigte [onisationsfronten, aber kein selbstlaufender Streamerkopf.



Kapitel 4

Kathodenschicht

In diesem Kapitel wird die Wirkung von Sekundarelektronenemission aus der
Kathode durch Ionenflufl (Abschnitt 2.3.5) auf eine homogen vorionisierte
Entladung untersucht. Unterkapitel 4.1 beschreibt die Entstehung und Ent-
wicklung einer Zone verminderter Elektronendichte vor einer gleichformigen
Kathode. Unterkapitel 4.2 zeigt, wie lokale UnregelmafBigkeiten des Sekun-
daremissionskoeffizienten den Aufbau der Kathodenschicht beeinflussen. Die
Ergebnisse der Modellrechnungen werden in Unterkapitel 4.3 bewertet und
qualitativ mit Experimenten verglichen.

Grundlage der Berechnungen ist das in Kapitel 2 beschriebene Verfahren
mit den in Tabelle 2.2 angegebenen Standardparametern. Abweichend dazu
wird die axiale Auflosung mit Az ~ 22um bei N, = 8192 Gitterzellen
feiner gewéhlt, um einem schmalen Kathodenfall Rechnung zu tragen. Das
Verhéltnis von radialer und axialer Schrittweite ist zu Ar/Az = 50 bei N, =
69 radialen Gitterzellen vorgegeben.

Elektronendichten und Feldstarken aus Modellrechnungen sind im folgenden
analog zum letzten Kapitel in normierter Form dargestellt. Die axiale Ko-
ordinate wird im logarithmierten Mafistab expandiert, um die Entwicklung
der Kathodenschicht zu verdeutlichen. Bei zweidimensionalen Abbildungen
von Linien gleicher Elektronendichte oder Feldstarke ist die Breite der ersten
Ordinate proportional zum Sekundaremissionskoeffizienten auf der Kathode
am jeweiligen Radius.

93
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4.1 Homogene Schichtziindung

Es wird nun eine Entladung mit einem Sekundaremissionskoeffizienten von
v = 0,1 betrachtet. Die Abbildungen 4.1 und 4.2 stellen fiir diesen Fall die
normierte Elektronendichte und Feldstiarke auf der Achse zu verschiedenen
Zeitpunkten dar.

Die von der Vorionisation initialisierten Elektronen werden im angelegten
elektrischen Feld multipliziert, gleichzeitig bewegen sie sich zur Anode. Po-
sitive Tonen prallen auf die Kathode und 16sen Elektronen aus, ihre Zahl ist
jedoch bei der niedrigen Ionenbeweglichkeit zu gering, um die wegdriften-
den Elektronen der Vorionisation vollstandig zu ersetzen. Vor der Kathode
entsteht daher eine Raumladungszone geringerer Dichte der Elektronen als
positiver Ionen, die sich mit Elektronendriftgeschwindigkeit bis 0,5 mm bei
14 ns verbreitert.

Die elektrische Feldstarke steigt in dieser Schicht, dem sogenannten Katho-
denfall, erheblich. Sie erreicht bei 17,9 ns mit dem Zehnfachen des von auflen
angelegten Wertes ein Maximum. Im Gegenzug fallt fiir einen Grofiteil des
Volumens die Feldstarke ab 17ns um einige Prozent gegeniiber der angeleg-
ten Feldstarke und die Elektronendichte um etwa 20 % unter die homogene
Elektronendichte.

Das erhohte Feld im Kathodenfall verstarkt die Ionisation. Restelektronen
in diesem Gebiet werden dadurch rapide hochmultipliziert, und es entsteht
in Abbildung 4.1 ab 17ns das Bild einer auf die Kathode zulaufenden Io-
nisationswelle mit einer Front, die die homogene Elektronendichte um ein
Vielfaches tibersteigt. Ihr folgt in einer Schicht positiver Raumladung eine
Zone sehr niedriger Feldstarke. Das hohe Feld vor der Kathode vergrofiert
geméafl Gleichung (2.153) die Sekundérelektronenemission. In Verbindung
mit der kathodengerichteten Ionisationswelle fiihrt dies zu einer Auffiillung
des Kathodenraums mit Elektronen und zum Absinken der Feldstéarke in die-
sem Bereich. Der geschilderte Prozefl wird als Schichtziindung bezeichnet. Er
wurde fiir die betrachtete Entladung sowohl experimentell [DREISKEMPER93|
als auch mit einem numerischem Modell [SIMON93] gefunden.

Der Zeitpunkt der Schichtziindung hangt schwach vom Sekundéremissions-
koeffizienten ab. Im Vergleich der Elektronendichteverlaufe fiir v = 0,1 in
Abbildung 4.1 und v = 0,9 in Abbildung 4.3 zeigt sich eine um 0,2ns be-
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Abbildung 4.1: Normierte Elektronendichte auf der Achse mit v = 0,1.
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Abbildung 4.2: Normierte Feldstarke auf der Achse mit v = 0,1.
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Abbildung 4.3: Normierte Elektronendichte auf der Achse mit v = 0,9.

schleunigte Entwicklung bei der hoheren Sekundéremission. Auch fallt die
Elektronendichte vor der Kathode um einen Faktor 10 weniger ab.

Die Betrachtungen dieses Unterkapitels erfolgten eindimensional auf der Sym-
metrieachse. Die zugrundeliegenden Berechnungen wurden jedoch mit dem
zweidimensionalen Modell durchgefiihrt. Abbildung 4.4 stellt exemplarisch
zu 17,9 ns fir v = 0,1 die Isodensiten dar. Am radialen Rand der vorioni-
sierten Entladung bei 7,6 mm bricht die Raumladungsschicht ab und fiihrt
zu Storungen der Feld- und Dichteverteilungen bis einige Millimeter in das
Entladungsvolumen hinein. Diese Randeffekte werden hier nicht weiter be-
trachtet, im folgenden ist nur der Bereich innerhalb eines Radius von 3 mm
dargestellt.

4.2 Lokal erhohte Sekundarelektronenemission

In diesem Unterkapitel wird der Einfluf} einer lokalisierten Inhomogenitat
des Sekundaremissionskoeffizienten auf die Entwicklung der Entladung un-
tersucht. Dazu wird im Zentrum der Kathode und auf den sieben benachbar-
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Abbildung 4.4: Normierte Elektronendichte mit v = 0,1 bei 17,9ns (n. =
2,96 - 101 cm™3).

ten radialen Gitterzellen v = 0,9 vorgegeben, wahrend bei grofleren Radien
weiterhin v = 0,1 gilt. Dies simuliert einen runden Fleck neunfach erhchter
Elektronenemissivitat mit einem Durchmesser von 1,6 mm auf der Kathode.

In den Abbildungen 4.5-4.9 sind fiir diese Konfiguration die Isodensiten der
normierten Elektronendichte zwischen 17,0 ns und 18,2 ns in Intervallen von
0,3 ns aufgetragen. Bei 17,0 ns ist eine 0,5 mm dicke Schicht vor der Kathode
entstanden, die durch einen steilen Elektronendichtegradienten vom Haupt-
entladungsvolumen getrennt ist. Vor dem Fleck mit groflerem ~ beginnt ein
Auslaufer, sich auf die Kathode zuzubewegen.

Bei 17,3 ns laufen zwei Fronten erhohter Elektronendichte in Richtung Katho-
de. Die Ionisationswelle vor dem ~-Fleck ist deutlich weiter fortgeschritten
als diejenige vor dem Gebiet mit niedrigem v, wie es die Abbildungen 4.1
und 4.3 erwarten lassen. Beide Fronten grenzen sich scharf voneinander ab,
am Ubergang ist die schnelle Front leicht beschleunigt und die langsame ver-
zogert. Bei r = 0,8 mm, z ~ 0,13 mm steigt die Elektronendichte auf hchere
Werte als im tibrigen Volumen, und es treten steile axiale und radiale Elek-
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Abbildung 4.5: Normierte Elektronendichte mit v = 0,9 fiir »r < 75 Ar ~
0,8mm und vy = 0,1 aulen bei 17,0 ns (7, = 6,33 - 102 cm™3).
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Abbildung 4.6: Normierte Elektronendichte mit v = 0,9 fir »r < 75Ar =
0,8 mm und vy = 0,1 auBen bei 17,3ns (7, = 1,06 - 103 cm3).
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Abbildung 4.7: Normierte Elektronendichte mit v = 0,9 fir r < 75Ar =
0,8mm und vy = 0,1 aulen bei 17,6 ns (7, = 1,77- 1013 cm™3).
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Abbildung 4.8: Normierte Elektronendichte mit v = 0,9 fir r < 75Ar =
0,8mm und v = 0,1 auflen bei 17,9 ns (7, = 2,96- 1013 cm~3).
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Abbildung 4.9: Normierte Elektronendichte mit v = 0,9 fiir r < 75 Ar ~
0,8mm und y = 0,1 aulen bei 18,2 ns (7, = 4,94 - 103 cm™3).

tronendichtegradienten auf.

Aus diesem Gebiet, genau an der Grenze der hohen zur niedrigen Sekundér-
elektronenemission, schiefit innerhalb der 0,3 ns bis 17,6 ns eine Wolke grofler
Elektronendichte hervor, die die verbleibenden 35 pum bis zur Kathode durch-
bricht und tiber ein Rohr hoher Leitfahigkeit das Entladungsvolumen mit der
Kathode verbindet. Die Elektronendichte des Rohres steigt bis auf das Fiinf-
zigfache der homogenen Elektronendichte an. Der Mantel umfafit lediglich
drei radiale Punkte, so dafl die Interpretation dieser Strukturbildung von der
Gittergrofle begrenzt wird.

Bei 17,9 und 18,2ns verbreitert sich der Mantel des Rohres hoher Leitfa-
higkeit insbesondere nach innen, die normierte Elektronendichte geht dabei
etwas zuriick. Zur Kathode laufen weiterhin Fronten steiler Elektronendich-
tegradienten innerhalb und auflerhalb des Rohres, ohne sie im betrachteten
Zeitraum zu erreichen. Im Rohr verlangsamt sich die Front und wird bei
18,2 ns von der dufleren eingeholt.

Aus der zur Anode gerichteten Seite der Kathodenschicht erwéchst eine ahnli-
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Abbildung 4.10: Elektronendichte im Abstand von r = 7Ar ~ 0,8 mm zur
Achse mit v = 0,9 fir r < 7,5Ar und v = 0,1 auflen.

che rohrférmige Struktur, die ins Entladungsvolumen expandiert. Sie besitzt
eine geringere Elektronendichteliberhohung als das zur Kathode strebende
Rohr, aber mit 1 mm bei 18,2 ns eine grofiere axiale Ausdehnung. Bei 2mm
Entfernung zur Kathode schlielt ein bis zur Symmetrieachse reichendes ab-
gerundetes Ende leicht erhohter Elektronendichte die Stérung ab, wobei Aus-
laufer noch weiter ins Volumen hineinreichen.

Wie schon in Kapitel 3 beschrieben, bilden sich radial neben Gebieten ho-
her Elektronendichte Zonen vergleichsweise niedriger normierter Elektronen-
dichte. Es entsteht eine Trennlinie der Entladungsentwicklungen bei einem
Radius von 1,1 mm.

Das Wachstum der absoluten Elektronendichte am siebten radialen Gitter-
punkt bei r &~ 0,8 mm ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Bis 17,3 ns entsteht
die im letzten Unterkapitel beschriebene Kathodenschicht. In den folgenden
0,3 ns schlieit sich der an dieser Stelle noch 0,1 mm breite Kathodenfall mit
einer Elektronendichte von 10 cm™2 und bildet das Rohr hoher Leitfahig-
keit. Wahrend die normierte Elektronendichte in den Abbildungen 4.7-4.9 im
Mantel des Rohres bei steigender homogener Elektronendichte sinkt, bleibt



102 KAPITEL 4. KATHODENSCHICHT

z [ Az
1 10 100 1000
|
25
20
-15.5
- ~
: ~
E ~10
-5
T T TT \| L O
0,01 0,1 1 10
z / mm

Abbildung 4.11: Normierte Feldstiarke mit v = 0,9 fiir r < 7,5 Ar ~ 0,8 mm
und v = 0,1 auBen bei 17,3ns (| Eext| = 13,6 kV/cm).

die absolute Elektronendichte auf hohem Niveau nahezu konstant. Aufgrund
der unzureichenden radialen Ortsauflosung sind Aussagen iiber die Breite des
Rohrmantels und die erreichte Elektronendichte unsicher.

Weitere Hinweise zur Entstehungsursache der Rohrentwicklung gibt die Dar-
stellung der normierten Feldstarke bei 17,3 ns in Abbildung 4.11. Im Katho-
denfallgebiet ist die Feldstarkeverteilung der Schicht bei unterschiedlichem
Sekundaremissionskoeffizienten verschieden. Vor dem Kathodenfleck und ins-
besondere seinem Rand auf der einen Seite und einer erhohten Elektronen-
dichte an der auBeren Grenze der inneren lonisationsfront auf der anderen
Seite ist das Feld weiter verstarkt als im tibrigen Kathodenbereich. In diesem
Gebiet zunehmender Ionisation erfolgt wenig spater der Durchbruch.

Es wird nun untersucht, welche Auswirkungen ein Fleck weniger stark tiber-
hohter Sekundarelektronenemission auf die Entladung hat. Abbildung 4.12
stellt fiir eine Konfiguration mit v = 2 im Zentrum und sonst gleichen Pa-
rametern die Isodensiten bei 17,9 ns dar. Die sich bildende Struktur vor der
Kathode zeigt leichte quantitative, aber keine qualitativen Unterschiede zu
Abbildung 4.8 bei v = 0,9. Deutlich geringere Ausmafie nimmt dagegen der
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Abbildung 4.12: Normierte Elektronendichte mit v = 0,2 fiir r < 7.5 Ar ~
0,8mm und y = 0,1 auBen bei 17,91s (7, = 2,96-10'% cm—3).

zur Anode strebende Bereich erhohter Elektronendichte an.

Eine im Fleck auf v = 1,1 weiter reduzierte Sekundarelektronenemission fiihrt
zu der in den Abbildungen 4.13-4.15 gezeigten Entwicklung. Nur zogerlich
beginnt die Front vor dem erhohten v bei 17,9 ns, beschleunigt im Vergleich
zur dufleren Front auf die Kathode zuzulaufen. Zu 18,2ns, wenn sich die
Ionisationswelle bereits auf 20 um der Kathode gendhert hat, entsteht ei-
ne deutliche Auswolbung der Front. Bei 18,5 ns entwickelt sich daraus der
Durchbruch einer Wolke grofler Elektronendichte, der die Kathode schon fast
erreicht hat. Somit fiihrt letztlich auch die lokale Erhéhung der Sekundar-
elektronenemission um nur 10% zur in diesem Unterkapitel beschriebenen
Strukturbildung vor der Kathode. Die Elektronendichteerh6hung ins Entla-
dungsvolumen hinein ist dagegen nur sehr schwach ausgepragt.

Statt einer scharfen Begrenzung des Kreises erhohter Sekundérelektronene-
mission wird nun ein verschmierter v-Fleck untersucht. Dazu wird der in
den bisherigen Modellrechnungen angenommene Sprung des Sekundaremis-
sionskoeffizienten vom siebten zum achten Ortsschritt durch eine lineare Ab-
stufung tiber finf Gitterpunkte ersetzt, d.h.: ~(r = 5Ar) = 0,9, v(r =
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Abbildung 4.13: Normierte Elektronendichte mit v = 0,11 fiir r < 7.5 Ar ~
0,8mm und y = 0,1 aulen bei 17,9 ns (7, = 2,96-10'% cm=3).
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Abbildung 4.14: Normierte Elektronendichte mit v = 0,11 fir r < 7,5 Ar ~
0,8mm und vy = 0,1 auflen bei 18,2 ns (71, = 4,94-10"3 cm™3).



4.3. DISKUSSION 105

z [ Az
1 10 100 1000
3 I | | Ly
i ’ 25
2,51 i
E —20
2 B
g 5 b
515 F°d
~ 7 -~
& ] = - =
i 0 —1
1 D :0
0,5 5
07 T T TTT] T T T TTT] T T T TTT] 70

0,01 1 10

Abbildung 4.15: Normierte Elektronendichte mit v = 0,11 fir »r < 7,5 Ar ~
0,8mm und y = 0,1 auBen bei 18,5ns (7, = 8,26-10'% cm™3).

6Ar) = 0,74, v(r = 7Ar) = 0,58, v(r = 8Ar) = 0,42, v(r = 9Ar) = 0,26
und y(r = 10Ar) = 0,1. Die resultierenden Isodensiten zwischen 17,6 ns
und 18,2ns sind in den Abbildungen 4.16-4.18 gezeigt. ~ Der Durchbruch
erfolgt unter diesen Bedingungen an der Kante zum hochsten auftretenden
Sekundaremissionskoeffizienten. Im Vergleich zum scharfen v-Fleck in den
Abbildungen 4.7-4.9 verzogert sich der Durchbruch, er ist bei 17,6 ns noch
nicht vollendet. Bei 17,9ns ist der Mantel des entstehenden Rings erneut
sehr schmal, er wird aber zu 18,2 ns breiter als beim scharfen v-Fleck. Auf
der zur Anode gerichteten Seite des Kathodenfalls ist die Entwicklung mit
beiden Annahmen gleich.

4.3 Diskussion

In diesem Kapitel wurden Effekte einer inhomogenen Elektronenemissivitat
der Kathode untersucht. Grundlage der aufgezeigten Strukturbildung ist
die Schichtziindung, in der der entstehende Kathodenfall innerhalb weniger
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Abbildung 4.16: Normierte Elektronendichte mit einer linearen Ubergangs-
zone zwischen v = 0,9 fir r < 5,5 Ar ~ 0,6 mm und v = 0,1
fir r > 9,5 Ar ~ 1,0mm bei 17,6 ns (7, = 1,77 - 1013 cm™3).

Nanosekunden von einer auf die Kathode zulaufenden Ionisationswelle kurz-
geschlossen wird.

Erstmals wurde die Schichtziindung in diesem Entladungstyp von Simon
theoretisch untersucht. Vergleichbare Ergebnisse des Unterkapitels 4.1 stim-
men bis 17,9ns mit seinen Vorhersagen tiberein [SIMON93, Seiten 75ff]. Zu
spateren Zeiten gibt Simons Modell in der Ionisationswelle bis zu einem Fak-
tor Zehn groflere Elektronendichten eine dreifach hohere Maximalfeldstarke
im Kathodenfall und eine schnellere spiate Phase der Schichtziindung als die
vorliegende Arbeit an.

Die Diskrepanzen in den letzten betrachteten Nanosekundenbruchteilen mo-
gen auf Unterschiede der physikalischen Modelle oder numerischen Verfah-
ren zuriickzufithren sein. Diese werden hier nicht weiter untersucht, da die
Grundannahmen beider Modelle zu diesem Zeitpunkt fragwiirdig sind. Simon
hat gezeigt, dal dann hohe raumliche und zeitliche Gradienten der Feldstérke
die auch von ihm benutzte Local-Field-Approximation verletzen. Zudem be-
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Abbildung 4.17: Normierte Elektronendichte fiir einen unscharfen ~-Fleck
wie in Abbildung 4.16 bei 17,9 ns (7, = 2,96 - 10'3 cm™3).
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Abbildung 4.18: Normierte Elektronendichte fiir einen unscharfen ~-Fleck
wie in Abbildung 4.16 bei 18 21ns (i, = 4,94 - 103 cm™3).
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ginnen Sekundarspezies, Einflufl auf die Elektronenverteilungsfunktion aus-
zuiiben. Im hier verwendeten Programm mit expliziter Zeitintegration set-
zen dann unrealistische Oszillationen der physikalischen Gréflen ein. Auch
beim impliziten Verfahren von Simon treten zur gleichen Zeit numerische
Schwierigkeiten auf. Mit dem vorliegenden Modell ist es daher nicht sinnvoll
moglich, spatere Entladungsphasen zu untersuchen.

Die Elektronendichte im Kathodenfall ist nach Abbildung 4.10 vor dem Durch-
bruch auBerst gering. Die spatere rapide Hochmultiplikation kann mit einem
Fluidmodell, wie in dieser Arbeit verwendet, nicht erschopfend beschrieben
werden, da in der Phase verschwindend niedriger Elektronendichte statisti-
sche Effekte zu erwarten sind, die nicht erfaft werden.

Wie in Unterkapitel 4.1 demonstriert, ist der Einsatzzeitpunkt und die Ge-
schwindigkeit der zur Kathode laufenden Ionisationswelle vom Sekundéaremis-
sionskoeffizienten auf der Kathode abhangig. Existieren Gebiete mit unter-
schiedlichem v, so nahern sich getrennte Fronten der Kathode. Unterkapitel
4.2 zeigt fiir eine kreisrunde lokalisierte Erhohung der Sekundarelektronen-
emission, daB am Ubergangsbereich eine verstérkte Elektronendichte auftritt,
die von einem erhohten Feld im Kathodenfall begleitet wird. Innerhalb von
weniger als 0,3ns bricht dann eine Wolke sehr hoher Elektronendichte von
der Tonisationswelle zur Kathode durch und bildet in dieser Geometrie eine
Rohre mit einem schmalen Mantel grofier Leitfahigkeit an der Kante zum
hohen Sekundéaremissionskoeffizienten. Auch ins iibrige Entladungsvolumen
hinein entwickelt sich tiber mehrere Millimeter hinweg eine Auswolbung er-
hohter Elektronendichte. Die gesamte Strukturbildung ist starker fiir grolere
Sekundaremissionskoeffizienten im Zentrum, tritt aber verzogert auch bei ei-
nem Fleck mit nur 10 % erhohtem ~ aulf.

Experimente an diesem Entladungstyp zeigen [DREISKEMPER93], dafl die
Schichtziindung meist nicht homogen erfolgt. Es treten wahrend des zeitlich
eng begrenzten Zindvorgangs lokalisierte Verstarkungen der Leuchtdichte
auf, die als Gebiete erhohter Stromdichte gedeutet und Hot Spots genannt
werden. Experimentelle Befunde legen eine hohe Temperatur und Elektro-
nendichte im Hot Spot nahe. Dem Hot Spot ist ein Stiel vorgelagert, der
sich kelchformig zum Hauptentladungsvolumen offnet. Im weiteren Verlauf
entwickeln sich diinne, hell leuchtende Kanale, sogenannte Filamante, die
auf der Struktur aus Hot Spot, Stiel und Kelch fuflen und zunehmend den
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Strom im Plasmavolumen fithren. Damit zerstoren sie die fiir Anwendungen
wie z. B. eine Laserentladung geforderte Homogenitat der Entladung, und die
starken Stromkonzentrationen schadigen die Kathode. Einzelne Entladungen
ohne Filamente weisen keine Hot Spots auf.

Den Schliissel zum Verstandnis der Entstehung von Filamanten bergen die
Hot Spots. Da sie sich genau wahrend der Schichtziindung bilden, sind sie
dem hier vorgestellten Modell zuganglich. In jener Phase kommen erstmals
in der Entladungsentwicklung Kathodeneigenschaften zum Tragen. So ist es
naheliegend, Inhomogenitten der Kathode als Ausgangspunkt fiir Hot Spot
anzunehmen.

Die Berechnungen dieses Kapitels konnen erstmals zeigen, dal und wie sich
aus lokalisierten Erhchungen des Sekundaremissionskoeffizienten schmale Vo-
lumina grofler Elektronendichte an der Kathode bilden. Sie entstehen nicht
primar vor der Zone mit erhohten ~, sondern an ihrem Rand. In den dar-
gelegten Berechnungen lassen sich Strukturen wie Stiel und Anfange eines
Kelches identifizieren. Die beobachtete Vergroflerung der Spot- bzw. Stiel-
dimension mit der Entladungsdauer wird reproduziert. Auf einen expliziten
Vergleich mit den Experimenten wird jedoch verzichtet, da wichtige experi-
mentelle Bedingungen wie der Sekundaremissionskoeffizient auf der Kathode
unbekannt sind.

Die Rechnungen sagen auch fiir geringe Erhchungen von « die Ausbildung ei-
nes Stiels mit spater auftretendem Hot Spot voraus. Da sich die Geschwindig-
keit der Ionisationsfronten bei so geringen Abweichungen der Sekundéremis-
sion kaum unterscheidet, entsteht nur ein kurzer Stiel im Vergleich zu einem
doppelt oder neunfach erhhtem ~.

Dreiskemper fiihrte dariiber hinaus Versuche mit einer speziell praparierten
Kupferkathode durch, auf die galvanisch Nickelstreifen der Dicke 12 ym auf-
gebracht wurden. Im Verlauf einer Entladung entwickeln sich an den Kanten
Hot Spots [DREISKEMPER93, Abbildung 4.2.2.7.2]. Die Berechnungen dieses
Kapitels zeigen, dal dieses Phédnomen allein durch unterschiedliche Sekun-
daremissionskoeffizienten hervorgerufen werden kann.



Kapitel 5

Schlu3betrachtung

Das dieser Arbeit zugrundeliegende physikalische Modell von Hochdruckglim-
mentladungen berticksichtigt nicht Stole von Elektronen mit Sekundarspezi-
es, d. h. Teilchen, die in der Entladung durch Elektronenstofie erzeugt werden.
Daher ist es moglich, die Elektronenverteilungsfunktion nur in Abhéngigkeit
von der reduzierten Feldstirke E'/N zu betrachten. Dasselbe gilt dann auch
fiir die die Ionisationskinetik bestimmende Koeffizienten.

Elektronenerzeugung durch Photoionisation ist nicht im Modell enthalten.
Sie ist bei der Bildung von Streamerentladungen in nicht vorionisierten Gasen
ein fiir das schnelle Vorwachsen des Streamerkopfs wesentlicher Proze3. Hier
wird angenommen, dafl die durch die Photoionisation erzeugten Elektronen-
dichten gegeniiber der Vorionisationselektronendichte vernachlassigt werden
konnen.

Das Modell wird fiir die Untersuchung der Ziindphase von Entladungen in
Gemischen aus Neon, Xenon und Chlorwasserstoff benutzt. Die Ziindphase
wird gerade als die Zeitspanne definiert, in der die Sekundéarspezies keinen
EinfluB haben. Das entwickelte numerische Verfahren ist so gestaltet, dafl
es ohne weiteres auf Hochdruckglimmentladungen in anderen Gasgemischen
angewendet werden kann, wenn dafiir die Reaktions- und Transportkoeffizi-
enten als Funktion von £/N bekannt sind.

Dabei mufl beachtet werden, dal Entladungsphasen oder Gebiete, in de-
nen der rdumliche oder zeitliche Gradient der elektrischen Feldstéarke so grof3
wird, daf§ dadurch die Elektronenverteilungsfunktion beeinflufit wird, nicht
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behandelt werden konnen. Im Modell wird vorausgesetzt, daf3 die ,Local-
Field-Approximation“ giiltig ist.

Fiir die behandelten Entladungen ist zu erwarten, daf§ in den sehr diinnen
vor der Kathode gebildeten Filamenten die Local-Field-Approximation nicht
mehr anwendbar ist. Dies darf bei einer detaillierten Analyse der berechneten
Strukturen nicht vergessen werden.

Die wesentlichen Aussagen, die iiber die Ne/Xe/HCl-Entladung erhalten wur-
den, kann man wie folgt zusammenfasssen:

e Aus rdumlichen Inhomogenitéten der Vorionisation entwickeln sich kei-
ne einem Streamer dhnliche Elektronendichteverteilungen. Vielmehr
bildet sich bei radial ausgedehnten Storungen wahrend der Ziindpha-
se ein recht homogener Kanal erhéhter Elektronendichte, der von der
Anode bis zur Kathode reicht. Das heifit, dafl} derartige Storungen am
Ende der Ziindphase zu einer raumlichen Verteilung der Elektronen-
dichte fithren, die gut durch das Parallel-R-Modell behandelt werden
konnen. Axial ausgedehnte Storungen hingegen sind in ihrer Form recht
stabil. Sie nehmen nur langsam in der Amplitude ab und dehnen sich
im betrachteten Zeitraum wenig aus.

e Starke radiale Inhomogenitaten der Elektronendichteverteilung entste-
hen durch lokale, kreisformige Erhohungen des Townsendkoeffizienten
~ auf der Kathodenoberflache. Sie bewirken an dieser Stelle einen frii-
heren Einsatz der Schichtziindung. Dabei bildet sich ein Rohr mit
stark erhohter Elektronendichte, das als Stiel der Entladung bezeich-
net werden kann. Dieser Effekt wurde von Dreiskemper experimentell
nachgewiesen. Hier wurde gezeigt, dafl schon kleine Erhohungen von ~
(v =0,1 — 0,11) ausreichen. Damit ist gezeigt, dafi es nicht notwendig
ist, zur Deutung diesen Effekts die Existenz von metallischen Mikro-
spitzen [AKASHIO7, AKASHIO7A| zu postulieren. Bei der Herstellung
von Kathoden fiir Hochdruckglimmentladungen ist also nicht nur auf
eine sehr ebene, spitzenfreie Oberflache, sondern auch auf eine extrem
hohe Materialhomogenitat zu achten. Zum Beispiel konnen beim Po-
lieren in die Flache eingedriickte Flecken von Poliermaterial Ausloser
von Stielen sein.

Ein Versuch, die berechneten Stieldimensionen quantitativ mit experimentel-
len Daten zu vergleichen, wurde nicht unternommen. Der Durchmesser des
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Stiels und der Zeitpunkt des Beginns der Stielbildung und Herauswachsens
einer Inhomogenitat aus der Vorderseite der auf die Kathode zulaufenden Io-
nisationsfront werden in der Rechnung durch die Annahmen iiber den v-Fleck
(Durchmesser, Wert von ) auf der Kathode bestimmt. Solange keine gezielt
durchgefithrten Experimente vorliegen, ist auBer der prinzipiellen Uberein-
stimmung keine Verifikation des Modells moglich.

Mogliche Erweiterungen des Modells

Um die in Kapitel 4 behandelte Stielbildung genauer zu untersuchen und
den Ubergang in die Phase der Stielverlingerung und anschlieBenden Kelch-
bildung, wie sie experimentell beobachtet worden sind, zu behandeln, sind
folgende Erweiterungen des physikalischen Modells notwendig:

1. Es muf3 der Einflul der Sekundarspezies auf die Reaktions- und Trans-
portkoeffizienten beriicksichtigt werden. D. h., es sind die fiir raumlich
homogene Modelle entwickelten Verfahren in das vorliegende Modell zu
implementieren.

2. Im kathodennahen Bereich sind die Feldgradienten in der Losung der
Boltzmanngleichung zu berticksichtigen.

3. In spéten Phasen der Entladung, in denen die Stromdichten weiter an-
gestiegen sind, mufl neben den von Raumladungen erzeugten inhomoge-
nen Feldern auch die Verformung des von auflen angelegten elektrischen
Feldes durch zum Teil starke Unterschiede der elektrischen Leitfahigkeit
beriicksichtigt werden.

Die Implementation dieser Prozesse in das vorliegende Modell erfordert den
Einsatz weiterentwickelter numerischer Verfahren. Neben dem Rechenauf-
wand fir die Losung der Poissongleichung ware die sehr haufige Neuberech-
nung der Elektronenverteilungsfunktion notwendig. Es ist anzunehmen, dafl
dadurch extrem grofie Rechenzeiten erforderlich werden. Es erscheint frag-
lich, ob dieser Aufwand der Problematik des exakten Verstidndnisses der In-
homogenititen in gepulsten Hochdruckglimmentladungen angemessen ist.
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