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durch den Riickstofi bei Kernprozessen an chemisch gebundenen Atomen
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Hermann Braune zum 60. Geburtstag gewidmet

Die Verteilungsfunktionen fiir die Molekiil- und Gitteranregungen werden berechnet, ins-
besondere wird der Doppler-Effekt bei tiefen Temperaturen erortert, Mittelwerte und
Streuungen der Energieaufnahmen von Molekiil und Gitter ergeben sich bei der quanten-
theoretischen Rechnung nur unwesentlich geéindert gegeniiber den Werten, die man bei der
sehr einfachen klassischen Behandlung des Problems erhilt. Anwendungen auf chemisch-
reaktionskinetische Experimente mit radioaktiven Kernen sollen a.a. O. besprochen werden.

§1. Fragestellung und klassische Be-
handlung

Es sollen folgende Fragen erortert werden:

1. Ein Kern mit der Masse m, sende ein Teilchen
aus (y-Quant, Elektron, Neutron usw.) bzw. ab-
sorbiere ein solches Teilchen. Dabei nimmt der
Kern den Impuls = dieses Teilchens auf und damit
auch einen entsprechenden Energiebetrag, der im
Falle der Absorption aus der Energie des einfal-
lenden Teilchens bzw. aus der Bindungswirme
entnommen wird; das Entsprechende gilt bei der
Emission, hier wird die RiickstoBenergie aus der
freiwerdenden Energie, auf Kosten der Energie
des emittierten Teilchens, entnommen. Hat der
Kern einen Anfangsimpuls p—;, so ist die Energie-
aufnahme:

—2

(p, + m)* P

AE = _ —
B 2m, 2m,
- —2
_ (2 T
_(mln)+2ml_b+]{‘ (1)

Den konstanten Anteil B = ;2/2 m, wollen wir die
mittlere,,RiickstoBenergie oder auch einfach Riick-
stolenergie nenmnen, er stellt die RiickstoBenergie
bei anfangs ruhendem Kern dar. Den anderen An-
teil schreiben wir

D=(ﬂ7{)=77{ la
| =), (1a)

— —

worin v, = p,/m, die Anfangsgeschwindigkeit des
Teilchens ist. D nennen wir den Doppler- An-
teil. In der Tat stellt ja bekanntlich bei der Emis-
sion eines Strahlungsquants 7 o, mit dem Impuls
> h J der Antei . o
T =- ,der Anteil D die korpuskulare Beschrei

bung des D o ppler - Effekts dar:

——

D=pndo = (Z ﬁ_cw_) ,also—g = :% (1b)

o ©

wobei v die Komponente der Anfangsgeschwin-
digkeit in der Strahlungsrichtung bedeutet.

2. Der Kern m, sei jetzt in einem Molekiilverband
chemisch gebunden. Wir fragen dann nach der
Aufteilung der Energie AE in Translationsenergie
AEi gnqdes Gesamtmolekiils und in innere Energie
der Relativbewegung der Molekiilbausteine gegen-
einander, AE ), die schlieflich zur Dissoziation
des Molekiilverbandes fiithren kénnte. Eine ein-
fache klassische Uberlegung, die auf der Giiltig-
keit des Impulssatzes basiert, liefert dann folgendes
Resultat! fiir den Fall eines anfangs ruhenden und
schwingungsfreien Molekiils: der Tmpuls 7 muf
schliefilich vom Gesamtmolekiil, dessen Gesamt-
masse wir M nennen, aufgenommen werden, also
wird die Translationsenergie AE,,, = atj2 M
und demgem#l die innere Energie:

! H.Suess, Z. physik. Chem. (B) 45, 297 [1939].
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Wenn also, wie z.B.im HBr, der Faktor (M-m,)/M
klein gegen 1 ist, so steht fiir die Dissoziation nur
ein kleiner Anteil der Riickstofenergie zur Ver-
fiigung.

Entspreéhend teiltsichderDoppler-Anteil auf:

s R
wir bezeichnen mit v,, m, und p, Anfangsge-
schwindigkeit, Masse und Anfangsimpuls des
Molekiilrestes und fiihren wie iiblich Schwer-

punktsimpuls F und Impuls ? der Relativhewe-
gung ein durch die Beziehungen:

Pep 7, =MV

—_ m >

p=—tp——py=m (o, —v)=mv, (3)
m, M,

worin m die reduzierte Masse angibt, n = myms/M,

und T’)bzw.;Schwerpunkts- bzw. Relativgeschwin-
digkeit bedeuten. So ergibt sich, wenn das Teil-

chen 1 einen Zusatzimpuls A_‘El = = bekommt:

AP=ax, dp="%, @)

my

und fiir die Anderung der Energien folgt:

—2

transl P 43
4k (M ) T ou

-—>2
-—(V,.”'U) + Zlv[ I)transl + [‘{transl’
m () w_|
| \m )+

et
2m, J
7 - —

_my [ ¥_l _ pyrel Hrel

A Erel

—2

2my |
Natiirlich gilt, wie man leicht nachpriift, Dtransl
-+ Drel = D, ebenso wie Rtransl 4 Rrel — R.

3. Weiter ist fiir ein zweiatomiges Molekiil die
Frage wichtig, welcher Anteil von AET! auf die
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Rotationshewegung entfidllt und welcher auf die
Radialbewegung. Nur letzterer triagt ja wesentlich
zur Dissoziation bei, wihrend ersterer nur indirekt
durch die Zentrifugalkraft einen kleinen Beitrag
liefert. Die Antwort ist in unserem klassischen
Bilde sehr einfach: da der RiickstoBimpuls 'Y
relativ zur Molekiilachse isotrop gerichtet ist, ent-
fallt im Mittel von AET nur ein Drittel auf die
Radialkomponente und zwei Drittel auf die beiden
Tangentialkomponenten;der Doppler-Anteil ist

im Mittel natiirlich Null, im Einzelfall Wéire_v) in

-
Va Tt Ytang ZU zerlegen. Wir erhalten also

—_— 1
Abvx:el — g Rrel AErel —— I{rel .

rad rot

4. Neben den Mittelwerten sind noch die Streu-
ungen von Interesse:

0= (AE — AE)?, (6)
wobei an AE die entsprechenden Indices anzubrin-
gen sind. Wir betrachten zunidchst den Trans-

lationsanteil. Den Winkel zwischen den Richtun-
—>

>
gen von = und P nennen wir «, dann ergibt sich

(P, ) P
MOTF2M 2M

—2

otransl — cos? a

4 transl 1tra.nsl -
3 E AKE (7)

Der Faktor /s rithrt daher, daf die Mittelung von
cos? a iiber den Raumwinkel vorzunehmen ist; in
diesem Falle gilt cos? a=1/5 undsin? a=%/;. Ist die
Translationsenergie thermisch verteilt, Ktransl —
2 kT, so folgt

" = 2 4 T gEtrans] | (Ta)
Diese Formel ist aus der Korpuskulartheorie des
Doppler-Effekts wohlbekannt.

Fiir den Anteil, der auf die Relativhewegungen
fallt, ergeben sich einfache Ausdriicke in jener
Niaherung, in der sich die Relativbewegung als
Uberlagerung von harmonischer Oscillation und
starrer Rotation darstellen 1dft. In diesem Fall er-
gibt sich nach einfacher Rechnung,

—2
my T
1 — 2 - .
mit Rre M T
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ANREGUNG VON MOLEKULSCHWINGUNGEN

ATvosc ; Rrel
4 rel o S AN
Opse= g5 B)*+2E, AE,
5(“IE )2+2E AEosc’
8)
b 2 rel (
4 Erot: jR ’
olot )2 + 2 Erot 4 Erot
1 s —
= 5 (Abwrot.)2 + 2 Erot 4 ]grot

Darin sind E,;und E . jeweils der Energieinhalt
der Rotations- und Schwingungsbewegung vor
dem RiickstoB. Der erste Anteil der Streuungen
rithrt jedesmal von der Unbestimmtheit des Win-
kels zwischen Riickstofrichtung und Molekiil-
achse her, der zweite vom D oppler-Effekt.
Wenn die Efiergien nicht vorgegeben, sondern
selbst statistisch verteilt sind, so folgt aus bekann-

ten statistischen Sétzen — weil die mittleren
Energieaufnahmen AE,,, und AE,, unabhingig
von den Werten E ., bzw. E_ sind —, daB} die

Streuungen sich iiberlagern und dementsprechend:

E . und E.;in (8) einfach durch ihre statisti-
schen Mittelwerte zu ersetzen sind.

Je nachdem, ob E . bzw. E,, klein oder grof}
gegen Rrel ist, spielt also die Winkelstreuung oder
der Doppler-Effekt fiir die ,,Verbreiterung® die
ausschlaggebende Rolle.

Betrachtet man, was freilich fiir die Beurtei-
lung experimenteller Fragen im allgemeinen weni-
ger interessiert, nicht die Energieaufnahmen in
Oscillations- und Schwingungsanteil einzeln, son-
dern die gesamte Energieaufnahme in die Relativ-
bewegung, AE™ = AE_ . + AE,,;,so hebt sich die
Unbestimmtheit der RiickstoBrichtung gegen die
Molekiilachse heraus,

rel yrel
AE™ = R™,

(8a)
und es bleibt fiir die Streuung nur die Verbreite-
rung durch den Doppler-Effekt iibrig

a=2(E

osc

AL' o F E' AEr ). (8b)
5. Befindet sich dér Kern in einem Kristallgitter
eingebaut, ein Fall, der fiir die Resonanzprozesse

o . =2RET
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- bei langsamen Neutronen von groBem Interesse

ist, so féllt wegen der groBen Masse des Gitter-
verbandes der Translationsanteil der Energieauf-
nahme fort. Die Bewegung des Massenpunktes
konnen wir nach Normalschwingungen zerlegen,
die etwa in einem Debye-Spektrum verteilt sind.

—> —
Wir setzen v = 2 v, und erhalten
(0]

—2
— — T
AEgitter = (”7 2 Ua)) it W . (9)

Zur Berechnung der Mittelwerte haben wir iibér
alle Bewegungsphasen und auBlerdem iiber alle
Richtungen des RiickstoBimpulses % 71 mitteln. Es
wird dann

—2
w.__,_ J’L’ 4
Abgittcr = W =E (10)
und
Ouer =S (0,) ) =2 S (,0,) (wr,0) - (10)

Bei der Phasenmittlung geben die Summanden
nur einen Beitrag fiir o’ = w; also

=¥ —

. . » 2
Ogitter = Z (,0,)
—>2 —2
=3 mv,lcos’a=4a I,
(0] o

aus demselben Grunde wie oben, und _x_w:eiil nach
dem Virialsatz fiir die Oscillatoren m v*, = Eg,
gilt, folgt:

—2
2 7 o
Ceitter = 3 2 Z’wm Yo
2 2
= —373% Eco = T‘{L Egitter’ (11)

worin Egiy,, die Gitterenergie pro Teilchen ist;

" fiir diese kann auch wieder ihr statistischer Mittel-

wert eingesetzt werden. Bei hohen Temperaturen

ist Egiprer = 3 KT, also

(7> Debye-Temperatur),
(11a)

d.h. die Doppler-Breite im Gitter ist bei hoher
Temperatur dieselbe wie beim freien Teilchen,
was natiirlich auch unmittelbar daraus folgt, dafl

gitter —
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bei hoher Temperatur die statistische Geschwin-
digkeitsverteilung unabhéngig von der Bindung
ist.

§2.QuantentheoretischeBehandlung.
Zusammenfassung und Diskussion der
Resultate

- Die klassischen Uberlegungen des vorigen Pa-
ragraphen haben wir so ausfiihrlich gebracht,
weil in bezug auf Mittelwerte und Streuungen alle
Resultate bei der quantentheoretischen Rechnung
fast unverdndert bleiben, obwohl im einzelnen die
physikalische Situation natiirlich wesentlich ver-
andert ist. Z. B. ist beim Molekiil die innere Ener-
gie gequantelt, und der Wert der Gleichung (2)

2
AErel—= "2 7 praucht keinem Quanten-
M 2my

sprung zu entsprechen, so dall dieser Energiewert
genau gar nicht aufgenommen werden kann. An
Stelle der Formel (5) tritt jetzt die Frage nach der
‘Wahrscheinlichkeit dafiir, daf beim Riickstof das
Molekiil einen bestimmten Quantensprung macht,
und die Mittelwerte in den Formeln (6) bis (11)
sind als Mittelwerte iiber diese Wahrscheinlich-
keiten zu verstehen. Mit dieser Interpretation lie-
fern dann die in den nachfolgenden Paragraphen
mitgeteilten Rechnungen fast unverindert die Glei-
chungen (7), (8) und (11), wobei folgende Er-
setzungen vorzunehmen sind:

1. Zweiatomiges Molekiil: Im Ausgangs-
zustand moge es die Oscillationsquantenzahl n und
Rotationsquantenzahl | haben; die ,, Richtung‘ der
Molekiilachse sei isotrop zur RiickstoBrichtung,
d. h. in der Eigenfunktion seien alle Zustinde mit
den moglichen magnetischen Quantenzahlen m mit
gleicher Amplitude vertreten. Dann gilt (8), wenn
man setzt

an Stelle von £ .
(12)

(n+%)nw

2
i {l (l+1)+ 1} an Stelle von Em

¢ 2
2mr,

bzw. deren Mittelwerte, falls n und [ statistisch ver-
teilt sind. Ist insbesondere der Oscillator anfangs
im Grundzustand n =0, so ist die ,Doppler-
Breite* gerade durch die Nullpunktsenergie # /2
bestimmt; man konnte also geneigt sein, diese
Verbreiterung direkt als Doppler-Effekt der
Nullpunktshewegung anzusehen; jedoch ist es
wohl unverniinftig. die Korrespondenz so weit zu

H STEINWEDEL UND H. JENSEN

treiben, aus zwei Griinden: die Energieaufnahmen
sind diskret, in Vielfachen von % w; die Verteilung
ist, falls nicht Rrel >/\ i o ist, unsymmetrisch um
AE ,,, = R insbesondere konnen keine Ener-
gieabgaben des Oscillators stattfinden, und die
grofite Wahrscheinlichkeit besteht dafiir, dal gar
keine Energie aufgenommen wird. Immerhin ist
es beachtlich, dal wenigstens zur Berechnung der
Mittelwerte und Streuungen das klassische Bild
ausreicht. Wenn aullerdem die RiickstoBenergie
grold gegen fi w ist, so dall der Oscillator im Mittel
hoch angeregt wird, sa, wird auch die Verteilung
symmetrisch um diesen Mittelwert. Noch deutlicher
wird die Sachlage im Falle des Rotators, der ja
keine Nullpunktsenergie hat; trotzdem bleibt fiir
I =0 eine endliche Streuung in der Energieauf-
nahme iibrig, die im korrespondenzmifig-klassi-
schen Bilde ganz unverstindlich wére, in der
quantentheoretischen Darstellung aber ganz na-
tiirlich und zwangsldufig herauskommt.

2. Kristallgitter?: Hier ist begonders interes-
sant die unter Kernphysikern viel diskutierte Frage
der D oppler-Verbreiterung der Resonanzlinien
beim Einfang langsamer Neutronen. Es wurde die
Ansicht gedullert, dafl bei Abkiihlung des Gitters
unter die D e bye - Temperatur ® die Absorptions-
linie bis auf die natiirliche Breite schmal werden
wiirde, da dann der RiickstoB nicht ausreichte,
um die Gitterschwingungen anzuregen. Dies wire
auch der Fall, wenn die Gitterschwingungen nach
dem Einsteinschen Modell mit nur einer Fre-
quenz o, vorhanden wiren; dann hétte man in
der Tat nur die unverschobene Resonanzlinie in
ihrer natiirlichen Breite zu erwarten und daneben
eine Folge von ebenso schmalen Linien in Abstin-
den i o, deren Intensitit um so rascher abklingt,
ie kleiner die Riickstofenergie R gegen o, ist.
Da jedoch die Gitterfrequenzen praktisch ein Kon-
tinuum ausmachen, das auch beliebig kleine Fre-
quenzen enthélt, so ergibt sich immer noch ein
verbreitertes Spektrum mit der mittleren Linien-
verschiebung R aus Gleichung (10) und der Ver-

2 Das im folgenden besprochene Problem ist bereits
vollstindig behandelt bei W. E. Lamb, Physic. Rev.55,
190 [1939]. Wir erlauben uns trotzdem, noch einmal
kurz darauf einzugehen, einesteils wegen der Erorte-
rung der korrespondenzmiifligen Fragen und weil die
wichtigsten Resultate in einfacherer Rechnung zu be-
kommen sind, zum anderen, weil wir feststellen mufiten,
dal von vielen Physikern die L amb sche Arbeit lei-
der ebenso wie von uns iibersehen wurde, und wir bei
dieser Gelegenheit nochmals auf diese interessante Ar-
beit hinweisen mdochten.
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ANREGUNG VON MOLEKULSCHWINGUNGEN BEI KERNPROZESSEN

breiterung (11), worin E ., den Energieinhalt
des Gitters pro Teilchen darstellt. E g, wird durch
die Debye-Funktion gegeben und hat die Grenz-
werte 3kT fir T> @ bzw. °sk® fir T<0.
Die Grenzverbreiterung oy, — 2 R /s k ® kann
also nicht unterschritten werden. Wir haben hier
wiederum einen Doppler-Effekt der Null-
punktsbewegungen des Gitters vor uhs, in dem-
selben eingeschrédnkten anschaulichen Sinne wie
oben: die Linienform wird wm so unsymmetri-
scher um die mittlere Linienverschiebung R, je
kleiner das Verhiltnis R: & o,=R: kO ist; ins-
besondere bricht die Verteilung bei der Verschie-
bung Null scharf ab. Die Unsymmetrie ist tem-
peraturunabhingig, solange T <© ist. Die ge-
naue Linienform ist bei Lamb, 1. c.2, fiir zwei
typische Fille numerisch berechnet und graphisch
dargestellt..

§ 3. Quantentheoretische Behandlung.
Durchfiithrung der Rechnungen

1. Wir betrachten als einfachstes Beispiel den B-Zer-
fall, wobei der aktive Kern mit der Masse m; und
Schwerpunktskoordinate X; im Molekiil eingebaut ist;
der Molekiilrest habe die Koordinate X, und Masse m..
Die ,inneren“ Koordinaten des aktiven Kerns nennen
wir z; dabei sei z, die Koordinate des sich umwandeln-
den Nucleons relativ zum Kernschwerpunkt. Anfangs-
und Endzustinde indizieren wir mit a bzw. f. Die Zu-
standsfunktion kénnen wir dann schreiben als Produkt
der Eigenfunktionen W (X;, X,) und u (z;). Das
Wechselwirkungspotential hat fiir den pB-Zerfall die
Form V=g ¢, ¢v Q, worin g die Fer mi- Konstante
und ¢ die Wellenfunktionen des emittierten Elektrons
und Neutrinos am Ort des Nucleons bedeuten; fiir beide
konnen wir ebene Wellen ansetzen

9, =explik, X, +x,)];
P, = €xp [l (k'v, ‘X; I xo)] d

k, und k—; sind die zugehorigen Wellenvektoren; der

- - -
RiickstoBimpuls ist demnach i k= # (¥, + %4 ); durch
das Coulomb-Feld des Kerns wird ¢, noch modu-

i >

liert sein, also einen Faktor F (zo) erhalten, was fiir
das folgende unwichtig ist; @ ist der Operator, der das
Nucleon von einem Neutronenzustand in einen Pro-
tonenzustand iiberfiithrt. Die Ubergangswahrscheinlich-
keit ist dann proportional zum Absolutquadrat des
Matrixelements

M, — / dX, dX, Il da, -

P (X, Xp) uf (@) VI, (X, Xp)u,(x). (13)

129
Beim Einsetzen von Vergibt sich

Molekiil Kern N
Maf= *Maf Maf ,mlt
e = [, z,dX, v*(X,, X,)-
af 1 %o 2 f( 1) 2)
—

exp [ (7;, X)), ()_()1 ) )};)a (132)

-

M ffem =g [ dz,u*(x).

-

exp [i (F, 2)) Fiz) Q (@) . (13P)

Die Indices a und f stehen fiir eine ganze Reihe von
Quantenzahlen: Schwerpunktshewegung des Molekiils,
Oscillations- und Rotationsquanten, innere Zustinde

— —>
des Kerns. Die Vektoren k, und k, miissen so gewéhlt
werden, daBl der Energiesatz erfiillt ist; deshalb sind
sie etwas verschieden, je nachdem, welche Quanten-
zahlen des Molekiils im Endzustand angenommen wer-
den. Da jedoch die Energieaufnahme des Molekiils sehr
klein ist, verglichen mit der p-Zerfallsenergie, so

>
schwanken die Werte von k nur. wenig, und da

auBerdem (I—c> ) < 1 ist im ganzen Kern, so kdnnen
wir M},“’fmals Konstante behandeln, unabhiingig von den
Quantenzahlen des Molekiils.

Die Matrixelemente M',',n;’l/ktinnen wir auffassen als
Entwicklungskoeffizienten der Entwicklung von

™! = exp [i (k, X,)] 7, (X, , X,)
nach den Eigenzustinden des Molekiils:
& = exp[i (k, X,)]¥, (X, , X,)
= I MI (X, X). (14)
7

Wegen Orthogonalitit der Eigenfunktionen, wenn sie
auf 1 normiert angenommen werden, folgt:

/\@m"l\zEde}z:fl v |dX, dX,
- §|M$°1|2= 1. (l4a)

Demgeméf bestimmt ¥ (Maf‘g = }Mh‘efm die Gesamt-

wahrscheinlichkeit des f-Zerfalls mit den Impulsen # E:

‘ 2

und 7 1;:,, bei gleichzeitiger beliebiger Anregung des
Molekiils, und die \M ;")‘31] * einzeln sind dementspre-
chend die relativen Wahrscheinlichkeiten fiir die An-
regung eines bestimmten Molekiilzustandes f. Diese
allein sind fiir unser Problem von Interesse.

Bei anderen Kernprozessen wie y-Strahlung, ,.inter-
nal conversion®, Neutroneneinfang usw. ergeben sich

ganz dieselben Matrixelemente M7 !tiir die Molekiilan-
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regung, wo ?jedesmal den Wellenvektor des emittierten
bzw. absorbierten Teilchens bedeutet. Der Faktor exp

>
i (k Xy) riihrt bei der y-Strahlung vom Vektorpotential
in der Wechselwirkungsenergie mit dem Strahlungs-
felde her; bei der internal conversion und beim Neu-
troneneinfang kommt er von der Eigenfunktion des
Teilchens im freien Zustand in das Matrixelement.
Beim Neutroneneinfang brauchen wir ferner nur das

Matrixelement fiir den ersten Schritt: Bildung des Com- -

pound-Kerns, zu beriicksichtigen; das Matrixelement
fiir die nachfolgende Aussendung der ,Einfangstrah-
lung* diirfen wir, ebenso wie M}f;m, als Konstante be-
handeln.

Zur Abspaltung des Translationsanteils in M;“‘}l
fiilhren wir wie iiblich Schwerpunkts- und Relativ-
koordinaten ein:

le —l—m2 (m +m2)X_JIR
X——X =r
my, > m,

X R+—~r X, = R "

und entsprechend werden die Eigenfunktionen (mit

dem Schwerpunkt51mpuls h k)

= Nexp|i (k I{)] P (r)
(N = Normierungsfaktor).

Das Matrixelement M ,',n?l schreibt sich dann:
M= MM (15)
mit
M?M=Nﬁ;upwa—g+aa]
und
m°1-— /dr lp*(r) exp [z 1[ (lc 7)]11 (r) (15a)
artrans]

ist nur dann von Null verschieden, wenn der
Impulssatz erfiillt ist:

> o -

ko=k, +Fk,
und hat dann bei richtiger Wahl des Normierungsfak-
tors den Wert 1. Es bleibt also als einzig interessieren-
der Faktor das Matrixelement fiir die Anderung der
Quantenzustinde der inneren Bewegung des Molekiils
iibrig. Die Quantenzustinde charakterisieren wir durch
die Indices n, I fiir den Anfangs- und v, A fiir den End-

zustand (evtl. kommen noch die magnetischen Quan-
tenzahlen hinzu). -

M =M% = [ DespliGen]w,, () (16)

x haben wir als Abkiirzung » = %k geschrieben.

Die zugehtrigen Energiewerte des Molekiils heifien E 4, /.
Fiir die Matrixelemente (16) gelten wieder die zu (14)
und (14a) analogen Entwicklungs- und Summensiitze.

2. Vor der DBerechnung der eiuzelnen Ubergangs-

H STEINWEDEL UND H. JENSEN

wahrscheinlichkeiten wollen wir mittels dieser Summen-
siitze zunichst die Mittelwerte und Streuungen bestim-
men. Zu diesem Ende fithren wir den Operator ein:

h
Q=—w2m4—1) E,, 17

und schreiben Wie bei (14) zur Abkiirzung & =

expi (/ r) Pn ! (1-) Dann gilt nach dem Entwicklungs-
Qb= sM"LIE ~E,,}woa

und wegen der Orthogonahtat der Eigenfunktionen,
nach der Deutung der |M|? als Ubergangswahrschein-
lichkeiten:

[dre*od= 3| B, —F,) = L.
(17a)

Das Integral 148t sich leicht auswerten, wenn man die
Selbstadjungiertheit des Operators Q beriicksichtigt.

. -> # 0O &
dE= [ i 2722+ PQD

satz:

2 (18)
—>2

_ h2u2/“" s B2 omy @

T 2m dr b* b = 2m ~ M 2m,’

> >
also gilt das klassische Resultat (8a), weil ik = x .
Ebenso gilt fiir den Quadratmittelwert

=1}2’;'{Ev7.—“Enl}2inll2 =/dr@*g2d5,

was man unter Beachtung der Selbstadjungiertheit von
Q zweckmalBig umformt in

Z@:/ﬁﬂm@@@ﬂ,

und daraus erhalten wir nach elementarer Rechnung
fiir die Streuung: b

2
= AE*— AE

2
=25~ 2m an/dr‘(t“gmdw"l)'

worin to ein Einheitsvektor in Richtung von_l; ist.

Das letzte Integral 1ift sich explizit auswerten fiir
den Fall, daBl sich die Eigenfunktion v,; separieren
iaft in das Produkt der Funktionen des harmonischen
Oscillators und des starren Rotators3. Es ergibt sich
dann die klassische Gleichung (8b) mit der Umdeu-
tung (12).

Wichtiger ist jedoch die Aufteilung der Energieauf-
nahme in Oscillations- und Rotationsanteil und deren
Mittelwerte und Streuungen im einzelnen. Dazu fiihren

(19)

(20)

3 Man mufl aullerdem v, ; kugelsymmetrisch voraus-
setzen, d. h. annehmen, daf in vy,, alle mit dem Werte
von | vertridglichen magnetischen Quantenzahlen mit

gleicher Amplitude vertreten sind, was wegen der Iso-
—

tropie von x verniinftig ist.
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ANREGUNG VON MOLEKULSCHWINGUNGEN BEI KERNPROZESSEN

wir an Stelle von (17) die folgenden Operatoren ein,
fiir den Schwingungsanteil:
n ) 1 .
Qosc: - 32m rad Vs _(n+’§“)ﬁ o, (21)
worin Ap,qder radiale Anteil des Laplaceschen Ope-
2 &
r® or
den Rotationsanteil: ‘ 2
n® ‘
Qo =—g— LI+ 1). (22
ro ist der mittlere Kernabstand im Molekiil, durch den
wir auch r im Nenner des winkelabhéngigen Anteils

des Laplaceschen Operators ersetzt haben. Als
Polarachse der Kuoelfunl\tionen W;ihlen wir die Rich-

’ J
rators ist, Apaqg = ("‘s ?> und entsprechend fiir

winkel ~ 2mr,>

tung von /, schreiben also exp (r r)ge\p {/rcos 0}
bei der Anwendung des Operators (21) auf @ treten
deshalb auch im Schwingungsanteil winkelabhingige
Ausdriicke explizit auf. Der Entwicklungssatz liefert
dann wieder

[arer o, & =4,

[ arorar,,

und die entsprechenden Ausdriicke fiir den Rotations-
anteil. Die verhiltnisméfig elementare Rechnung lie-
fert dann die Gleichungen (8) mit den Umdeutungen
(12). Beachtlich ist das Auftreten von I (I+1) +1
und nicht etwa einfach I (I + 1) in (12) fiir den star-
ren Rotator.

Zur Berechnung der Energieaufnahme des Gitters
zerlegen wir die Bewegung des Kerns nach Normal-
schwingungen?

und

b= (4E,)*

osc

- —_
X=N-"3az,
8

worin die :;: die Amplituden aer einzelnen Gitter-
schwingungen sind, die den Gleichungen z, + 05 ;=0
geniigen. N ist die Anzahl der Atome im Gitter, der
Index s liduft von 1 bis 3 N; der Normierungsfaktor N-'/z
ist deshalb zweckm&fig, weil dann die Gesamtenergie
des Gitters gleich ist der Summe der Energien aller
Normalschwingungen. Die Gitterenergie pro Teil-
chen, die wir mit Egjtter bezeichnet hatten, wird

1
gitter N

Bei der Quantisierung miissen wir die zg als lineare
harmonische Oscillatoren behandeln, deren Eigenfunk-
tionen Hermitesche Orthogonalfunktionen sind. Der
Zustand des Gitters, bei dem die s-te Eigenschwingung
mit v, Quanten angeregt ist, wird beschrieben durch
die Produkteigenfunktion

)ﬁﬂHl, (E) mit: ~]/””" z

* E.W.Lamb, 1l c2 Sommerfeld-Bethe,
Handb. d. Physik XXIV, 2, S. 500.

32 Gt o).

P(x, ..

Voo,

131
und an Stelle des Matrixelements (13a) tritt

M" —Hfd§ (E)eXp[i(m,é)]

. 1 n 7
mit:n = —= pr—

s (8)

Es gilt wieder der zu (14) analoge Entwicklungssatz
. e d
B =exp[i 2 (1, 8)] T, ...
My g L
=2le...v L7

und der (14a) entsprechende Summensatz. An die
Stelle des Operators (17) haben wir zu schreiben

B: J  m
Litter = {_(2m %—?wx)

1
“("ﬁ?)“’s}’

und dann folgt aus
= [Maz 220,
= [Maz, @+ 02, @

gitter

AE

gitter ® und

AE*

gitter

nach einfachster Rechnung
2k2

AE . = ﬁ———undo

gitter 2m AE

gitter *

gitter: 2 Egitter
Egitter kann man wiederum durch seinen statistischen
Mittelwert ersetzen, weil AE gitter unabhéngig von Egitter
ist. Wir méchten betonen daB dieser Wert fiir die
Streuung allgemein gilt, und nicht hur in den bei
Lamb in diesem Zusammenhang diskutierten Grenz-

- fallen.

§ 4. Berechnung einzelner Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

In einzelnen Fillen lassen sich die Matrixelemente auf
einfache bekannte Funktionen zuriickfiihren.

1. Der eindimensionale Oscillator bietet das einfachste
Beispiel. Die Eigenfunktionen sind die normierten
Hermiteschen Orthogonalfunktionen H y(&) mit der

) l/ mo
Quantennummer v und dem Argument & = 7 X,

wenn X die Ortskoordinate und w die Oscillatorfre-
quenz ist. Die Exponentialfunktion in '(13a) schreiben

L o S
wir: exp(kX)=-exp ’§ V' 24 Y;der darin eingefiihrte Para-
\ 1

Verhiltnis RiickstoBenergie zu Oscillatorquant. Das

Matrixelement (13a) lautet dann

oieer g — [ §H, (& exp[iV 2, § H, (9.
(23)
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Die Integrale lassen sich mit der erzeugenden Funktion
der Hermiteschen Polynome leicht ausrechnen; be-
sonders einfach werden sie, wenn der Oscillator anfangs
im Grundzustand ist (n = 0) ; dann gilt

cos* P w2k 2m

raCe)

5=

v

n’ ., .
—— e Nnity =
p! "

Der Summensatz (14a) ist fiir diesen Spezialfall un-
mittelbar ersichtlich. Fiir kleine Werte von =, d. h. kleine
RiickstoBimpulse, ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
sehr nahe bei 1, wenn v = 0 ist, d. h. wenn keine Energie
aufgenommen wird, wihrend sie mit zunehmendem v
sehr rasch abfillt. Fiir alle n gilt jedoch, wie man eben-
falls fast ohne Rechnung aus (24) entnimmt:

—_ —_— —2
v=n und ¥*—v =1,

und daraus folgt

N _ 2 7.2
AE=1f o v=——cos?¢
2m
_ 9 ﬁco AR
und 0 = (i w) {v v} 2— ST cos® ¢

als Sonderfall von (8), wobei natiirlich definitionsgemif
die Winkelstreuung fortfllt. Fiir grole Werte von 7
andererseits 1afit sich die unsymmetrische Poisson-
Verteilung durch eine Glockenkurve approximieren, mit
dem Schwerpunkt bei v = v = und der oben berech-
neten Streuung; hier wird also die Energieaufnahme
symmetrisch um ihren Mittelwert, dem klassischen Bilde
des D o ppler - Effekts entsprechend.

2. Starrer Rotator. Das Argument in der Exponential-
funktion in (13a) schreiben wir

n2k? n?

kr,cos®=Vncos®, mit n =5, Tmrt
die physikalisch anschauliche Bedeutung des Parame-
ters 7 ist dhnlich wie beim Oscillator. Fiir die Matrix-

elemente folgt der Ausdruck:

l”’_/leMexp[ancosﬁ] Y, dpdcosd,

worin Y;,, die normierten Kugelflichenfunktionen sind.
Die Integrale lassen sich durch Bessel- Funktionen
ausdriicken. Einfach wird wieder der Fall, dafl der Rota-
tor anfangs im Grundzustand ist. Die Matrixelemente
sind dann wegen der Orthogonalitit nur von Null ver-
schieden, wenn auch im Endzustand die magnetische
Quantenzahl p verschwindet, und haben dann den Wert

w—veisilV g, :
o + 21/7) l+/,m)

J; 41 sind Bessel-Funktionen der OrdnungZ + +

Die Abhingigkeit von der GroBenordnung des Para-
meters 7 ist wieder dhnlich wie beim Oscillator.
3. Molekiil. Anregung der Radialschwingungen, sum-

ANREGUNG VON MOLERKULSCHWINGUNGEN BEI KERNPROZESSEN

miert {iiber alle Rotatoranregungen bei bestimmtem
Quantensprung n - v.
Wir schreiben die Eigenfunktionen als Produkt:

0y

WYy, 2, w =

A @, ¢)

(H»p (§) wie beim Oscillator
Y;_, w wie beim starren Rotator

und fiihren folgende Abkiirzungen ein:
-> - > - ;
exp [ (%, r)] = exp [i (%, r,)] exp [i % X cos ¥
2 x?

2m ]
cos2d.
)

=exp|i(x,r)] exp[i V2nE mitn =

ro ist dabei der Kernabstand in der Ruhelage. Wir schrei-
ben dQ fiir das Raumwinkelelement und erhalten dann
fiir die Matrixelemente:

Mpin = [dQ Y] exp ity r) M (cos) Y, ,
wit M (cos?) = [ H, @ exp[i V20§ H, @dE,

’V

e ™M
'e .
> >

Mit @ = exp [i (z, )] M, (cosP) Y,
(14) analoge Entwicklungssatz

speziell ‘ M) (

lautet der zu

P=3IM7nY;
l,y, i y

und wegen der Orthogonalitét erhalten wir:

[orvaa=f|v,, 2 M os9)|*dQ

, 7,
—ZIM«Z nul®
A u

Der letzte Ausdruck ist die Wahrscheinlichkeit fiir den
Quantensprung n — v bei beliebigem Quantensprung des
Rotators

Wn

v, A v

2 } Mn,l m I 9
A
Im Ausgangszustand konnen wir wieder bei jedem [ die
Winkelfunktion ¥; ,, als kugelsymmetrisch annehmen,
d. h. die magnetischen Quantenzahlen — | < m < [ alle
mit gleichen Amplituden vertreten sein lassen. Dann be-
deutet das letzte Integral einfach den Mittelwert von

| M, (cos ) | ? iiber den Raumwinkel und speziell:

+1
= %f d (cos 9) | M) (cos ) |2,
-1

d. h. die iiber den Raumwinkel gebildeten Mittelwerte der
Poisson- Verteilung (24).
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