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Zusammenfassung.Die Nichtlineariẗat einer Mischerschal-
tung bez̈uglich des Informationssignals führt zu unerẅunsch-
ten Spektralanteilen am Ausgang des Mischers. Da nicht
alle Spektralanteile kritisch sind, m̈ussen bei einer Nichtli-
neariẗatsanalyse nur bestimmte Spektralanteile ermittelt wer-
den. In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Bestimmung der
Spektralanteile der Zustandsgrößen im Mischer mit Hilfe der
Volterra-Reihe gezeigt. Das Verfahren basiert auf die Metho-
de der nichtlinearen Stromquellen. Es wird sowohl auf nicht-
schaltende als auch schaltende Mischer angewendet. Hier-
bei wird der erste als ein zeitinvariantes System mit zwei
Eingängen und der zweite als ein periodisch zeitvariantes
System mit einem Eingang modelliert. Das Verfahren wird
in dem Computeralgebraprogramm MAPLE für den einfach
balancierten MOS Mischer implementiert. Es ermöglicht die
Herleitung von semi-symbolischen Ausdrücken f̈ur die Spek-
tralanteile in Abḧangigkeit von den Entwurfsparametern. Die
numerischen Ergebnisse des Verfahrens werden gegenüber
Simulationen mit SpectreRF verglichen.

1 Einleitung

Ein idealer Mischer kann im Allgemeinen als ein Multipli-
zierer gefolgt von einem Filter betrachtet werden. Hierbei
wird das Informationssignal mit einem vom Lokaloszilla-
tor generierten Hilfssignal (das LO-Signal), um deren Fre-
quenz ab- bzw. aufẅarts gemischt werden soll, multipliziert.
Bei multiplikativen Mischern werden das Informationssignal
(das RF-Signal) und das LO-Signal an separaten Eingängen
eingef̈uhrt. Abḧangig von der Gr̈oße des LO-Signals kann
zwischen schaltenden (commutating) und nicht-schaltenden
Mischern unterschieden werden. Ein nicht-schaltender Mi-
scher kann als ein zeitinvariantes schwach nichtlineares Sy-
stem mit zwei Eing̈angen beschrieben werden, während ein
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schaltender Mischer als ein periodisch zeitvariantes schwach
nichtlineares System beschrieben wird.

Die Nichtlineariẗat des realen Mischers bezüglich des In-
formationssignals f̈uhrt zu unerẅunschten Spektralanteilen
am Ausgang des Mischers (siehe Abb.1). Da der Mischer-
ausgang gefiltert wird, sind nur die Spektralanteile am Aus-
gang kritisch, die innerhalb des Durchlassbereiches des Fil-
ters liegen. Demzufolge m̈ussen bei der Nichtlinearitätsana-
lyse nur die Spektralanteile bestimmt werden, die inner-
halb des Durchlassbereiches des Filters liegen. Um diese un-
erwünschten Spektralanteile zu bestimmen ist eine Nichtli-
neariẗatsanalyse der entsprechenden Mischerschaltung nötig.

Die Volterra-Reihe (Schetzen, 1980) hat sich als ein effizi-
enter Ansatz zur Analyse dynamischer schwach nichtlinearer
Systeme erwiesen. Die beiden Methoden zur Analyse nichti-
nearer Systeme, die auf der Volterra-Reihe basieren, sind die
so genannte

”
Probing Method“ (Bedrosian und Rice, 1971)

und die Methode der nichtlinearen Stromquellen (Bussgang
et al., 1974; Schetzen, 1985). Wobei bei der ersten Methode
die nichtlinearen̈Ubertragungsfunktionen des Systems (Vol-
terra Kernels) bestimmt werden, ermöglicht die zweite Me-
thode die Antworten des Systems auf bestimmte Anregun-
gen zu ermitteln, ohne die nichtlinearenÜbertragungsfunk-
tionen bestimmen zu m̈ussen. Die Methode der nichtlinearen
Stromquellen ist insbesondere bei Systemen mit mehreren
Eingängen vom Vorteil, wo die Volterra Kernels zu Tenso-
ren werden. Eine Anwendung dieser Methode auf schwach
nichtlineare zeitinvariante Systeme mit mehreren Eingängen
ist in Wambcaq und Sansen(1998) gezeigt.

Im Jahre 1978 präsentierte Swerdlow (Swerdlow, 1978)
basierend auf der zeitvarianten Volterra Reihe (Flake, 1963)
ein Verfahren zur Analyse von Intermodulationsverzerrun-
gen bei additiven Mischern mit einem Pumpsignal. Hierbei
wurde das System als periodisch zeitvariant modelliert und
die resultierenden zeitvarianten Volterra-Kernels bestimmt.
1987 kombinierte Maas (Maas, 1987) die Methode der nicht-
linearen Stromquellen mit der Methode der Konversionma-
trizen (Oberg, 1973) zur Analyse von Intermodulationsver-
zerrungen bei Diodenmischern. Das Verfahren erlaubt die
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Zusammenfassung. Die Nichtlinearität einer Mischerschal-
tung bezüglich des Informationssignals führt zu unerwünsch-
ten Spektralanteilen am Ausgang des Mischers. Da nicht
alle Spektralanteile kritisch sind, müssen bei einer Nichtli-
nearitätsanalyse nur bestimmte Spektralanteile ermittelt wer-
den. In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Bestimmung der
Spektralanteile der Zustandsgrößen im Mischer mit Hilfe der
Volterra-Reihe gezeigt. Das Verfahren basiert auf die Metho-
de der nichtlinearen Stromquellen. Es wird sowohl auf nicht-
schaltende als auch schaltende Mischer angewendet. Hier-
bei wird der erste als ein zeitinvariantes System mit zwei
Eingängen und der zweite als ein periodisch zeitvariantes
System mit einem Eingang modelliert. Das Verfahren wird
in dem Computeralgebraprogramm MAPLE für den einfach
balancierten MOS Mischer implementiert. Es ermöglicht die
Herleitung von semi-symbolischen Ausdrücken für die Spek-
tralanteile in Abhängigkeit von den Entwurfsparametern. Die
numerischen Ergebnisse des Verfahrens werden gegenüber
Simulationen mit SpectreRF verglichen.

1 Einleitung

Ein idealer Mischer kann im Allgemeinen als ein Multipli-
zierer gefolgt von einem Filter betrachtet werden. Hierbei
wird das Informationssignal mit einem vom Lokaloszilla-
tor generierten Hilfssignal (das LO-Signal), um deren Fre-
quenz ab- bzw. aufwärts gemischt werden soll, multipliziert.
Bei multiplikativen Mischern werden das Informationssignal
(das RF-Signal) und das LO-Signal an separaten Eingängen
eingeführt. Abhängig von der Größe des LO-Signals kann
zwischen schaltenden (commutating) und nicht-schaltenden
Mischern unterschieden werden. Ein nicht-schaltender Mi-
scher kann als ein zeitinvariantes schwach nichtlineares Sy-
stem mit zwei Eingängen beschrieben werden, während ein
schaltender Mischer als ein periodisch zeitvariantes schwach
nichtlineares System beschrieben wird.

Abb. 1. Unerwünschte Spektralanteile am Ausgang auf Grund der
Nichtlinearität des Mischers

Die Nichtlinearität des realen Mischers bezüglich des In-
formationssignals führt zu unerwünschten Spektralanteilen
am Ausgang des Mischers (siehe Abb. 1). Da der Mischer-
ausgang gefiltert wird, sind nur die Spektralanteile am Aus-
gang kritisch, die innerhalb des Durchlassbereiches des Fil-
ters liegen. Demzufolge müssen bei der Nichtlinearitätsana-
lyse nur die Spektralanteile bestimmt werden, die inner-
halb des Durchlassbereiches des Filters liegen. Um diese un-
erwünschten Spektralanteile zu bestimmen ist eine Nichtli-
nearitätsanalyse der entsprechenden Mischerschaltung nötig.

Die Volterra-Reihe (Schetzen, 1980) hat sich als ein effizi-
enter Ansatz zur Analyse dynamischer schwach nichtlinearer
Systeme erwiesen. Die beiden Methoden zur Analyse nichti-
nearer Systeme, die auf der Volterra-Reihe basieren, sind die
so genannte ,,Probing Method” (Bedrosian , 1971) und die
Methode der nichtlinearen Stromquellen (Bussgang , 1974;
Schetzen, 1985). Wobei bei der ersten Methode die nichtli-
nearen Übertragungsfunktionen des Systems (Volterra Ker-
nels) bestimmt werden, ermöglicht die zweite Methode die
Antworten des Systems auf bestimmte Anregungen zu ermit-
teln, ohne die nichtlinearen Übertragungsfunktionen bestim-
men zu müssen. Die Methode der nichtlinearen Stromquellen
ist insbesondere bei Systemen mit mehreren Eingängen vom
Vorteil, wo die Volterra Kernels zu Tensoren werden. Eine
Anwendung dieser Methode auf schwach nichtlineare zeitin-
variante Systeme mit mehreren Eingängen ist in (Wambcaq

Abb. 1. Unerwünschte Spektralanteile am Ausgang auf Grund der
Nichtlineariẗat des Mischers.

Bestimmung der resultierenden Spektralanteile für jede Kno-
tenspannung und Zweigstrom im Netzwerk.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Nichtlinearitäts-
analyse von einfach balancierten MOS Mischern präsen-
tiert. Es wird dabei sowohl der nicht-schaltende Fall als
auch der schaltende Fall betrachtet. Ziel dieser Arbeit ist es,
semi-symbolische Ausdrücke der Spektralanteile und Nicht-
lineariẗatsparameter in Ahb̈angigkeit von den Entwurfs- und
Prozessparametern zu bekommen. Da das Verfahren ei-
ne Berechnung der Spektralanteile an jeder Knotenspan-
nung und jedem Zweigstrom ermöglicht, gibt es dem Desi-
gner einen Einblick̈uber die Entstehung der unerwünschten
Spektralanteile im Netzwerk. Das Verfahren wurde in dem
Computeralgebra-Programm MAPLE implementiert.

2 Die Methode der nichtlinearen Stromquellen

Die Volterra-Reihe beschreibt die Beziehung zwischen dem
Ausgang und Eingang eines zeitinvarianten nichtlinearen dy-
namischen Systems in der folgenden Form (Schetzen, 1980):

y(t) = H1[x(t)] +H2[x(t)] + ...+Hn [x(t)] + ... (1)

mit

Hn[x(t)] =

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

hn(τ1,...,τn)x(t−τ1)...x(t−τn)dτ1...dτn

(2)

wobeiHn [x(t)] ein mehrdimensionales Faltungsintegral re-
präsentiert und Volterraoperatorn-ter Ordnung genannt wird.
Die Funktionhn(τ1,...,τn) in Gln. (2) ist als mehrdimen-
sionale Impulsantwort definiert und wird Volterrakernn-ter
Ordnung genannt. Somit kann der Ausgang eines nichtlinea-
ren Systems durch eine Summe von mehrdimensionalen Fal-
tungsintegralen des Eingangssignals dargestellt werden (sie-
he Abb.2).

Ausgehend von Gln. (1) kann die Antwort des nichtlinea-
ren Systems mit der Ausgangsgröße ỹ(t) als Summe von
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Abb. 2. Darstellung eines nichtlinearen Systems mittels der
Volterra-Reihe
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wobei Hn [x(t)] ein mehrdimensionales Faltungsintegral re-
präsentiert und Volterraoperator n-ter Ordnung genannt wird.

Die Funktion hn(τ1,...,τn) in Gln. (2) ist als mehrdimen-
sionale Impulsantwort definiert und wird Volterrakern n-ter
Ordnung genannt. Somit kann der Ausgang eines nichtlinea-
ren Systems durch eine Summe von mehrdimensionalen Fal-
tungsintegralen des Eingangssignals dargestellt werden (sie-
he Abb. 2).
Ausgehend von Gln. (1) kann die Antwort des nichtlinearen
Systems mit der Ausgangsgröße ỹ(t) als Summe von mehre-
ren Antworten höherer Ordnungen ỹn(t) angenähert werden.

ỹ(t)≈
N∑

n=1

ỹn(t) (3)

Lässt sich die Ausgangsgröße ỹ(t) des nichtlinearen Sy-
stems in Abgängigkeit der Eingangsgröße x̃(t) um den Ar-
beitspunkt (x0,y0) in einer Potenzreihe der Form

ỹ(t) =

N∑
n=1

anx̃
n(t) (4)

entwickeln, wobei an der Taylor-Koeffizient n-ter Ordnung
ist, und formuliert man die Ein- und Ausgangsgrößen in einer
Potenzreihe eines ,,Sortierfaktors” c um

ỹ(t) =
N∑

n=1

cnỹn(t) und x̃(t) =
N∑

n=1

cnx̃n(t) (5)

, so kann nach Vergleich der Koeffizienten von cn jede Ant-
wort n-ter Ordnung ỹn(t) in Abhängigkeit der Komponen-
ten niedrigerer Ordnungen der Eingangsgröße x̃ ausgedrückt
werden. Für die Antworten der ersten drei Ordnungen gilt:

ỹ1(t) = a1x̃1(t)

ỹ2(t) = a1x̃2(t)+a2x̃
2
1(t)

ỹ3(t) = a1x̃3(t)+2a2x̃1(t)x̃2(t)+a3x̃
3
1(t)

(6)

Jede Antwort ỹn(t) des nichtlinearen Systems setzt sich
dabei aus einem linearen Anteil ỹn,L(t) und einem nichtli-
nearen Anteil ỹn,NL(t) zusammen.

ỹn(t) = ỹn,L(t)+ ỹn,NL(t) (7)

Der lineare Anteil ỹn,L(t) der Ausgangsgröße ỹn(t) ist eine
lineare Funktion der n-ten Eingangsgröße x̃n(t), während-
dessen der nichtlineare Anteil ỹn,NL(t) eine nichtlinea-
re Funktion der niedrigeren Ordnungen der Eingangsgröße
x̃1(t),x̃2(t),...,x̃n−1(t) ist.

ỹn,L(t) = a1x̃n(t)

ỹn,NL(t) = f (x̃1(t),x̃2(t),...,x̃n−1(t))
(8)

Ist das nichtlineare System noch zeitvariant, so werden die
Taylor-Koeffizienten a1,a2,...,aN zeitabhängig. Somit kann

Abb. 2. Darstellung eines nichtlinearen Systems mittels der
Volterra-Reihe.
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ren Anteil ỹn,NL(t) zusammen.
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dessen der nichtlineare Anteil̃yn,NL(t) eine nichtlineare

Adv. Radio Sci., 9, 123–129, 2011 www.adv-radio-sci.net/9/123/2011/



A. Susic et al.: Berechnung von Nichtlinearitätsparametern von RF MOS Mischern 125

: 3

man die konstanten Taylor-Koeffizienten in Gln. 6 durch
zeitabhängige Koeffizienten a1(t),a2(t),...,aN (t) ersetzen.

Abb. 3 zeigt für das Beispiel eines nichtlinearen Wi-
derstandes das äquivalente Kleinsignal-Modell für die Ord-
nung n, wobei der Strom iR(t) als Eingangsgröße und
die Spannung uR(t) als Ausgangsgröße angenommen wird.
R1 entspricht dem ersten Taylor-Koeffizienten der Strom-
Spannungsbeziehung (linearer Anteil des Widerstandes). Die
Herleitung der Modelle für andere Grundnichtlinearitäten ist
äquivalent (Yuan, 2001).

R1

uNLn(t)

un(t)

in(t)

uR(t)

iR(t)

uR(t)=f (iR(t))

(a) Zeitinvariant

R1(t)

uNLn(t)

un(t)

in(t)

uR(t)

iR(t)

uR(t)=f (iR(t),τ)

(b) Zeitvariant

Abb. 3. Nichtlinearer Widerstand (links) mit der dazugehörigen
äquivalenten Volterra-Schaltung (rechts) für den (a) zeitinvarianten
und (b) zeitvarianten Fall

3 Verfahren zur direkten Berechnung von Spektralan-
teilen bei schwach nichtlinearen Netwerken

Im Folgenden soll ein Verfahren vorgestellt werden, das
es ermöglicht Spektralanteile der Zustandsgrößen in einem
schwach nichtlinearen Netzwerk bei harmonischen Anregun-
gen zu bestimmen. Im Gegensatz zu Verfahren, wo eine Ein-
gangs/Ausgangs Beschreibung der Gesamtschaltung erfor-
derlich ist (Terro, 2000) sind nur die Eingangs/Ausgangs Be-
schreibungen der einzelnen nichtlinearen Elemente im Netz-
werk nötig. Dies erlaubt die Berechnung der Spektralantei-
le jedes Knotenpotentials und Zweigstromes innerhalb des
Netzwerkes.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird das Verfahren allge-
mein für ein Netzwerk welches zeitinvariante schwach nicht-
lineare Elemente enthält beschrieben. Im zweiten Teil wird
die Beschreibung auf Netzwerke mit periodisch zeitvarian-
ten Elementen erweitert.
Wird ein Netzwerk, das schwach nichtlineare zeitinvariante

Elemente enthält, mit mehreren harmonischen Quellen ange-
regt siehe Abb. 4, so besitzt jedes Knotenpotential und jeder
Zweigstrom Spektralanteile bei Frequenzen bestehend aus
Kombinationen der einzelnen Anregungsfrequenzen. Für das
Potential uk(t) an dem k-ten Knoten und dem Strom iz(t)
durch den z-ten Zweig gilt jeweils

i in,1 u in,m+1

a

c j

b

d h

q = f1(ua - ub)

i = f3(uc - ud)

i = f2(ue - ug)

i in,2

i in,m

u

u in,M

in,m+2

e g

Abb. 4. Netzwerk mit nichtlinearen Elementen und mehreren
Eingängen

uk(t) =
1

2

X∑
x=1

Uk,ωx
ejωxt und iz(t) =

1

2

X∑
x=1

Iz,ωx
ejωxt

(9)
, wobei der Index x die x-te Frequenzkombination kennzeich-
net und die Zahl X die Anzahl der möglichen Frequenzkom-
binationen angibt. Die Frequenz ωx ist eine Linearkombina-
tion aus den Anregungsfrequenzen

ωx =
M∑

m=1

amωm, (10)

mit am ∈Z. M entspricht der Anzahl der Anregungsfrequen-
zen. Die Koeffizienten am, für m=1..M, müssen die folgende
Bedingung erfüllen (Bussgang , 1974)

m∑
m=1

am =N (11)

, wobei N der Ordnung der Nichtlinearität des Netzwerkes
entspricht. Da an jedem Knoten die kirchhoffsche Knoten-
regel gelten muss, kann an jedem Knoten eine Strombilanz
bezüglich jeder Frequenz ωx durchgeführt werden

Z∑
z=1

iz (ωx) = 0. (12)

Nach der Methode der nichtlinearen Stromquellen (siehe Ab-
schnitt 2) kann für jede Ordnung der Nichtlinearität n je-
des nichtlinearen Elementes im Netzwerk durch sein äqui-
valentes Kleinsignalmodell n-ter Ordnung ersetzt werden.
Bei Aufstellung des Gleichungssystems für die entsprechen-
de Ordnung werden die Zweigströme in Abhängigkeit der
Knotenpotentiale und Netzwerkparameter ausgedrückt. An-
schließend können nach Anwendung von Gln. (10) für jeden
Zweigstrom im Netzwerk die Spektralanteile jedes Knoten-
potentials ermittelt werden. Bei jeder Ordnung n> 1 müssen
dabei alle externe Anregungsquellen zu Null gesetzt werden.
Enthält das Netzwerk noch periodisch-zeitvariante nicht-
lineare Elemente, so müssen die Taylor-Koeffizienten der
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3 Verfahren zur direkten Berechnung von Spektralan-
teilen bei schwach nichtlinearen Netwerken

Im Folgenden soll ein Verfahren vorgestellt werden, das
es ermöglicht Spektralanteile der Zustandsgrößen in einem
schwach nichtlinearen Netzwerk bei harmonischen Anregun-
gen zu bestimmen. Im Gegensatz zu Verfahren, wo eine Ein-
gangs/Ausgangs Beschreibung der Gesamtschaltung erfor-
derlich ist (Terro, 2000) sind nur die Eingangs/Ausgangs Be-
schreibungen der einzelnen nichtlinearen Elemente im Netz-
werk nötig. Dies erlaubt die Berechnung der Spektralantei-
le jedes Knotenpotentials und Zweigstromes innerhalb des
Netzwerkes.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird das Verfahren allge-
mein für ein Netzwerk welches zeitinvariante schwach nicht-
lineare Elemente enthält beschrieben. Im zweiten Teil wird
die Beschreibung auf Netzwerke mit periodisch zeitvarian-
ten Elementen erweitert.
Wird ein Netzwerk, das schwach nichtlineare zeitinvariante

Elemente enthält, mit mehreren harmonischen Quellen ange-
regt siehe Abb. 4, so besitzt jedes Knotenpotential und jeder
Zweigstrom Spektralanteile bei Frequenzen bestehend aus
Kombinationen der einzelnen Anregungsfrequenzen. Für das
Potential uk(t) an dem k-ten Knoten und dem Strom iz(t)
durch den z-ten Zweig gilt jeweils
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, wobei der Index x die x-te Frequenzkombination kennzeich-
net und die Zahl X die Anzahl der möglichen Frequenzkom-
binationen angibt. Die Frequenz ωx ist eine Linearkombina-
tion aus den Anregungsfrequenzen

ωx =
M∑

m=1

amωm, (10)

mit am ∈Z. M entspricht der Anzahl der Anregungsfrequen-
zen. Die Koeffizienten am, für m=1..M, müssen die folgende
Bedingung erfüllen (Bussgang , 1974)

m∑
m=1

am =N (11)

, wobei N der Ordnung der Nichtlinearität des Netzwerkes
entspricht. Da an jedem Knoten die kirchhoffsche Knoten-
regel gelten muss, kann an jedem Knoten eine Strombilanz
bezüglich jeder Frequenz ωx durchgeführt werden

Z∑
z=1

iz (ωx) = 0. (12)

Nach der Methode der nichtlinearen Stromquellen (siehe Ab-
schnitt 2) kann für jede Ordnung der Nichtlinearität n je-
des nichtlinearen Elementes im Netzwerk durch sein äqui-
valentes Kleinsignalmodell n-ter Ordnung ersetzt werden.
Bei Aufstellung des Gleichungssystems für die entsprechen-
de Ordnung werden die Zweigströme in Abhängigkeit der
Knotenpotentiale und Netzwerkparameter ausgedrückt. An-
schließend können nach Anwendung von Gln. (10) für jeden
Zweigstrom im Netzwerk die Spektralanteile jedes Knoten-
potentials ermittelt werden. Bei jeder Ordnung n> 1 müssen
dabei alle externe Anregungsquellen zu Null gesetzt werden.
Enthält das Netzwerk noch periodisch-zeitvariante nicht-
lineare Elemente, so müssen die Taylor-Koeffizienten der

(b) Zeitvariant

Abb. 3. Nichtlinearer Widerstand (links) mit der dazugehörigen
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und(b) zeitvarianten Fall.

Funktion der niedrigeren Ordnungen der Eingangsgröße
x̃1(t),x̃2(t),...,x̃n−1(t) ist.

ỹn,L(t) = a1x̃n(t)

ỹn,NL(t) = f (x̃1(t),x̃2(t),...,x̃n−1(t))
(8)

Ist das nichtlineare System noch zeitvariant, so werden die
Taylor-Koeffizientena1,a2,...,aN zeitabḧangig. Somit kann
man die konstanten Taylor-Koeffizienten in Gln. (6) durch
zeitabḧangige Koeffizientena1(t),a2(t),...,aN (t) ersetzen.

Abbildung 3 zeigt für das Beispiel eines nichtlinearen
Widerstandes das̈aquivalente Kleinsignal-Modell für die
Ordnungn, wobei der StromiR(t) als Eingangsgr̈oße und
die SpannunguR(t) als Ausgangsgröße angenommen wird.
R1 entspricht dem ersten Taylor-Koeffizienten der Strom-
Spannungsbeziehung (linearer Anteil des Widerstandes). Die
Herleitung der Modelle f̈ur andere Grundnichtlinearitäten ist
äquivalent (Yuan und Opal, 2001).
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der Spektralanteile jedes Knotenpotentials und Zweigstro-
mes innerhalb des Netzwerkes.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird das Verfahren
allgemein f̈ur ein Netzwerk welches zeitinvariante schwach
nichtlineare Elemente enthält beschrieben. Im zweiten Teil
wird die Beschreibung auf Netzwerke mit periodisch zeitva-
rianten Elementen erweitert.

Wird ein Netzwerk, das schwach nichtlineare zeitinvari-
ante Elemente enthält, mit mehreren harmonischen Quellen
angeregt siehe Abb.4, so besitzt jedes Knotenpotential und
jeder Zweigstrom Spektralanteile bei Frequenzen bestehend
aus Kombinationen der einzelnen Anregungsfrequenzen. Für
das Potentialuk(t) an demk-ten Knoten und dem Stromiz(t)
durch denz-ten Zweig gilt jeweils
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wobei der Indexx diex-te Frequenzkombination kennzeich-
net und die ZahlX die Anzahl der m̈oglichen Frequenzkom-
binationen angibt. Die Frequenzωx ist eine Linearkombina-
tion aus den Anregungsfrequenzen

ωx =

M∑
m=1

amωm, (10)

mit am ∈ Z. M entspricht der Anzahl der Anregungsfrequen-
zen. Die Koeffizientenam, für m = 1..M, müssen die folgen-
de Bedingung erf̈ullen (Bussgang et al., 1974)

M∑
m=1

am = N, (11)

wobei N der Ordnung der Nichtlinearität des Netzwerkes
entspricht. Da an jedem Knoten die kirchhoffsche Knoten-
regel gelten muss, kann an jedem Knoten eine Strombilanz
bez̈uglich jeder Frequenzωx durchgef̈uhrt werden

www.adv-radio-sci.net/9/123/2011/ Adv. Radio Sci., 9, 123–129, 2011



126 A. Susic et al.: Berechnung von Nichtlinearitätsparametern von RF MOS Mischern

4 :

Eingangs-Ausgangs Beschreibung jedes zeitvarianten Ele-
mentes über die Fourier-Reihe im Frequenzbereich ausge-
drückt werden. Für den n-ten Taylor Koeffizient an(t) gilt

an(t) =

+∞∑
p=−∞

An,pe
jpωbt, (13)

wobei ωb der Basisfrequenz des zeitvarianten Elementes ent-
spricht und der Koeffizient An,p den Fourier-Koeffizienten
p-ter Ordnung des Taylor-Koeffizienten n-ter Ordnung dar-
stellt. Die Basisfrequenz der Zeitvarianz jedes Elementes
kann als eine zusätzliche Anregungsfrequenz im Netzwerk
betrachtet werden. Dementsprechend muss für jede Ordnung
Gln. (11) erfüllt werden. Diese Darstellung erlaubt es, die
Spektralanteile der Mischfrequenzen aufgrund der Nichtli-
nearität und der Zeitvarianz zu bestimmen.

4 Nichtlinearitätsanalyse eines einfach balancierten
MOS Mischers

In diesem Kapitel soll die Anwendung des vorgestellten
Verfahrens auf einem einfach balancierten MOS Mischer
präsentiert werden. Hierbei werden zwei Betriebsfälle unter-
schieden: der nicht-schaltende Fall und der schaltende Fall.
Für beide Betriebsfälle werden die Spektralanteile der Aus-
gangsspannung des Mischers bei jeder Ordnung der Nichtli-
nearität semi-symbolisch in Abhängigkeit der Entwurfs- und
Prozessparameter ermittelt. Anschließend werden die Ergeb-
nisse der Berechnungen diskutiert und gegenüber Simulatio-
nen mit SpectrRF verglichen.

4.1 Die Mischerschaltung und das MOSFET-Modell
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Abb. 5. Einfach balancierter Mischer

Die Mischerschaltung ist in Abb. 5 gezeigt. Es handelt
sich dabei um einen einfach balancierten MOS Mischer mit
zwei verschiedenen Eingängen. Die nichtlinearen Bauele-
mente der Schaltung sind die MOSFETs T1 und T2 der LO-
Stufe und der MOSFET T3 der Eingangsstufe. Um eine sym-
bolische Analyse der Schaltung zu ermöglichen, muss ein
analytisches Transistor-Modell verwendet werden. Für jeden
Transistor wird das folgende Modell gewählt:

ID =Kn
UOD

2

1+(θUOD)
(14)

mit Kn = 1
2

W
L µ0Cox, wobei W und L die Kanalbreite

und Kanallänge sind. COX ist die Gateoxid-Kapazität pro
Flächeneinheit und µ0 ist die Oberflächenbeweglichkeit. θ
bezeichnet die Reduzierung der Ladungsträgerbeweglich-
keit. UOD ist die Overdrivespannung (UGS−UTH).

4.2 Ermittlung der Spektralanteile

4.2.1 Nicht-schaltender Betrieb
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Abb. 6. Kleinsignal-Ersatzschaltbild n-ter Ordnung des einfach ba-
lancierten Mischers im nicht-schaltenden Betrieb

Der erste Schritt bei der Anwendung des Verfahrens ist
das Kleinsignalmodell n-ter Ordnung der Schaltung zu er-
stellen. Das Kleinsignal-Ersatzschaltbild n-ter Ordnung der
Schaltung für den nicht-schaltenden Betriebsfall ist in Abb.
6 gezeigt. Über die modifizierte Knotenpunktanalyse (MNA)
ergibt sich das folgende Gleichungssystem für die Schaltung

Y ·U = IN
∧
= (15)GL 0 gm1

0 GL gm2

0 0 −(gm1 +gm2)+(Cgs1 +Cgs2)
d
dt
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, wobei uk das Potential an den Knoten k darstellt, GL = 1

RL
und INLs,n = INL1,n +INL2,n +INL3,n.
Zur Bestimmung der Spektralanteile an jedem Knotenpoten-
tial wird zuerst die erste Ordnung behandelt. Da die nichtli-
nearen Stromquellen INL1,1, INL2,1 und INL3,1 gleich Null
sind, stehen im Anregungsvektor IN nur noch die exter-
nen Anregungsquellen. Anschließend wird das Gleichungs-
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Gln. (11) erfüllt werden. Diese Darstellung erlaubt es, die
Spektralanteile der Mischfrequenzen aufgrund der Nichtli-
nearität und der Zeitvarianz zu bestimmen.
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präsentiert werden. Hierbei werden zwei Betriebsfälle unter-
schieden: der nicht-schaltende Fall und der schaltende Fall.
Für beide Betriebsf̈alle werden die Spektralanteile der Aus-
gangsspannung des Mischers bei jeder Ordnung der Nichtli-
neariẗat semi-symbolisch in Abḧangigkeit der Entwurfs- und
Prozessparameter ermittelt. Anschließend werden die Ergeb-
nisse der Berechnungen diskutiert und gegenüber Simulatio-
nen mit SpectrRF verglichen.

4.1 Die Mischerschaltung und das MOSFET-Modell

Die Mischerschaltung ist in Abb.5 gezeigt. Es handelt sich
dabei um einen einfach balancierten MOS Mischer mit zwei
verschiedenen Eingängen. Die nichtlinearen Bauelemente
der Schaltung sind die MOSFETs T1 und T2 der LO-Stufe
und der MOSFET T3 der Eingangsstufe. Um eine symboli-
sche Analyse der Schaltung zu ermöglichen, muss ein analy-
tisches Transistor-Modell verwendet werden. Für jeden Tran-
sistor wird das folgende Modell gewählt:

ID = Kn

UOD
2

1+(θUOD)
(14)

mit Kn =
1
2

W
L

µ0Cox, wobei W und L die Kanalbreite
und Kanall̈ange sind.COX ist die Gateoxid-Kapazität pro
Flächeneinheit undµ0 ist die Oberfl̈achenbeweglichkeit.θ
bezeichnet die Reduzierung der Ladungsträgerbeweglich-
keit. UOD ist die Overdrivespannung(UGS−UTH).

Adv. Radio Sci., 9, 123–129, 2011 www.adv-radio-sci.net/9/123/2011/



A. Susic et al.: Berechnung von Nichtlinearitätsparametern von RF MOS Mischern 127

: 5

system für für jede Anregungsfrequenz ωm, m=1..M, der ex-
ternen Anregungsquellen gelöst (vgl. Gln. (12)).

Y (ωm) ·U(ωm) = IN(ωm) (16)

Nach Bestimmung der Spektralanteile der ersten Ordnung
ωm für m=1..M an jedem Knoten, kann nun das Gleichungs-
system für die zweite Ordnung n=2 gelöst werden. Zunächst
werden die externen Anregungsfrequenzen zu Null gesetzt
und die nichtlinearen Stromquellen 2-ter Ordnung INL1,2,
INL2,2 und INL3,2 aus den Antworten erster Ordnung be-
stimmt (vgl. Gln. (7)). Zur Bestimmung eines Kontenpoten-
tials bei der Frequenz ωp +ωq müssen die Knotenpotentiale
bei den Frequenzen ωp und ωq in der Analyse erster Ord-
nung bestimmt werden. Zur Bestimmung der Spektralanteile
der 3-ten und höheren Ordnungen wird die gleiche Vorge-
hensweise durchgeführt.

4.2.2 Schaltender Betrieb

Bei dem schaltenden Betrieb führt die große Amplitude des
LO-Signals zum Schalten der Transistoren T1 und T2. Da in
diesem Fall das System bzgl. dem LO-Eingang stark nicht-
linear ist, ist eine Analyse des Systems mit Annahme einer
schwachen Nichtlinearität unzulässig. Um dieses Problem zu
lösen wird das LO-Signal als Teil des Systems betrachtet. So-
mit kann die Schaltung als ein zeitvariantes schwach nichtli-
neares System bzgl. des RF-Eingangs modelliert werden.
Die Anwendung des Verfahrens zur Bestimmung der Spek-
tralanteile bei dem schaltenden Mischer hat die gleiche Vor-
gehensweise wie bei dem Fall des nicht-schaltenden Mi-
schers. Es ergeben sich jedoch zwei Ausnahmen. Erstens
wird das LO-Signal nicht mehr als eine externe Anre-
gungsquelle behandelt. Zweitens ist eine Großsignalanaly-
se zur Bestimmung des zeitvarianten Arbeitspunktes jedes
Elementes vorausgesetzt. Eine Taylorreihenentwicklung der
Eingangs-Ausgangs Beschreibung des nichtlinearen Elemen-
tes um den zeitvarianten Arbeitspunkt ergibt zeitabhängige
Taylor-Koeffizienten, die gemäß Gln. (13) in einer Fourier-
Reihe entwickelt werden können. Da laut dieser Modellie-
rung die Transistoren T1 und T2 zeitvariante Arbeitspunkte
besitzen gilt für beide Transistoren

gm(t) =
+∞∑

k=−∞

Gm,ke
jkωLOt. (17)

Bei Vernachlässigung der Kanallängenmodulation bleibt der
Arbeitspunkt von Transistor T3 konstant. Da die nichtlinea-
ren Stromquellen n-ter jedes nichtlinearen Elementes von
den Taylor-Koeffizienten niedrigerer Ordnungen abhängen,
sind auch die nichtlinearen Stromquellen der Transistoren T1
und T2 zeitabhängig.

4.2.3 Ergebnisse der Berechnungen

Das Verfahren wurde für den einfach balancierten Mischer
in MAPLE implementiert. Berechnungen der Spektralan-
teile an jedem Knotenpotential wurden durchgeführt und
semi-symbolische Ausdrücke für diese in Abhängigkeit der
Entwurfs- und Prozessparameter ermittelt. Als Beispiel ist
die Amplitude des Spektralanteils an Knoten 3 bei der Fre-
quenz ω1−ωLO für den nicht-schaltenden Betrieb:

gm3Ain

2(gm1 +gm2)
2

(
K2gm1ALO−

K2gm1ALO (gm1−gm2)

gm1 +gm2

(18)

−K2gm2ALO−
K2gm2ALO (gm1−gm2)

gm1 +gm2

)
Ain ist die Eingangsamplitude, ALO ist die Amplitude des
LO-Signals und K2gm ist der Taylor-Koeffizient zweiter
Ordnung des Transistors.
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Abb. 7 und 8 zeigen die Verläufe der Spektralanteile der
Ausgangsspannung uout = u2−u1 an den Frequenzen ω1−
ωLO und 2ω1−ω2−ωLO bei einer Zweitonanregung am RF-
Eingang im nicht-schaltenden Fall. Die Ergebnisse der Be-
rechnungen zeigen gute Übereinstimmungen gegenüber der
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ω1−ωLO gegen LO-Amplitude im nicht schaltenden-Betrieb.

4.2 Ermittlung der Spektralanteile

4.2.1 Nicht-schaltender Betrieb

Der erste Schritt bei der Anwendung des Verfahrens ist das
Kleinsignalmodelln-ter Ordnung der Schaltung zu erstellen.
Das Kleinsignal-Ersatzschaltbildn-ter Ordnung der Schal-
tung für den nicht-schaltenden Betriebsfall ist in Abb.6 ge-
zeigt.Über die modifizierte Knotenpunktanalyse (MNA) er-
gibt sich das folgende Gleichungssystem für die Schaltung

Y ·U = IN
∧
= (15)GL 0 gm1

0 GL gm2

0 0 −(gm1+gm2)+(Cgs1+Cgs2)
d
dt

 ·

u1
u2
u3


=

 gm1uLO

2 +INL1,n

−
gm2uLO

2 +INL2,n
uLO (gm2−gm1)

2 +
(Cgs1−Cgs2)

2
duLO

dt
−gm3uRF −INLs,n


wobeiuk das Potential an den Knotenk darstellt,GL =

1
RL

undINLs,n = INL1,n +INL2,n +INL3,n.
Zur Bestimmung der Spektralanteile an jedem Knoten-

potential wird zuerst die erste Ordnung behandelt. Da die
nichtlinearen StromquellenINL1,1, INL2,1 und INL3,1 gleich
Null sind, stehen im AnregungsvektorIN nur noch die exter-
nen Anregungsquellen. Anschließend wird das Gleichungs-
system f̈ur jede Anregungsfrequenzωm, m = 1..M, der ex-
ternen Anregungsquellen gelöst (vgl. Gln.12).

Y(ωm) ·U(ωm) = IN(ωm) (16)

Nach Bestimmung der Spektralanteile der ersten Ordnung
ωm für m = 1..M an jedem Knoten, kann nun das Glei-
chungssystem für die zweite Ordnungn = 2 gel̈ost werden.
Zunächst werden die externen Anregungsfrequenzen zu Null
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wird das LO-Signal nicht mehr als eine externe Anre-
gungsquelle behandelt. Zweitens ist eine Großsignalanaly-
se zur Bestimmung des zeitvarianten Arbeitspunktes jedes
Elementes vorausgesetzt. Eine Taylorreihenentwicklung der
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Taylor-Koeffizienten, die gemäß Gln. (13) in einer Fourier-
Reihe entwickelt werden können. Da laut dieser Modellie-
rung die Transistoren T1 und T2 zeitvariante Arbeitspunkte
besitzen gilt für beide Transistoren

gm(t) =

+∞∑
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Gm,ke
jkωLOt. (17)

Bei Vernachlässigung der Kanallängenmodulation bleibt der
Arbeitspunkt von Transistor T3 konstant. Da die nichtlinea-
ren Stromquellen n-ter jedes nichtlinearen Elementes von
den Taylor-Koeffizienten niedrigerer Ordnungen abhängen,
sind auch die nichtlinearen Stromquellen der Transistoren T1
und T2 zeitabhängig.

4.2.3 Ergebnisse der Berechnungen

Das Verfahren wurde für den einfach balancierten Mischer
in MAPLE implementiert. Berechnungen der Spektralan-
teile an jedem Knotenpotential wurden durchgeführt und
semi-symbolische Ausdrücke für diese in Abhängigkeit der
Entwurfs- und Prozessparameter ermittelt. Als Beispiel ist
die Amplitude des Spektralanteils an Knoten 3 bei der Fre-
quenz ω1−ωLO für den nicht-schaltenden Betrieb:

gm3Ain

2(gm1 +gm2)
2

(
K2gm1ALO−

K2gm1ALO (gm1−gm2)

gm1 +gm2

(18)

−K2gm2ALO−
K2gm2ALO (gm1−gm2)

gm1 +gm2

)
Ain ist die Eingangsamplitude, ALO ist die Amplitude des
LO-Signals und K2gm ist der Taylor-Koeffizient zweiter
Ordnung des Transistors.
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Abb. 7 und 8 zeigen die Verläufe der Spektralanteile der
Ausgangsspannung uout = u2−u1 an den Frequenzen ω1−
ωLO und 2ω1−ω2−ωLO bei einer Zweitonanregung am RF-
Eingang im nicht-schaltenden Fall. Die Ergebnisse der Be-
rechnungen zeigen gute Übereinstimmungen gegenüber der

Abb. 8. Amplitude des Spektralanteils der Ausgangsspannung bei
2ω1 − ω2 − ωLO gegen LO-Amplitude im nicht-schaltenden Be-
trieb.

gesetzt und die nichtlinearen Stromquellen 2-ter Ordnung
INL1,2, INL2,2 undINL3,2 aus den Antworten erster Ordnung
bestimmt (vgl. Gln.7). Zur Bestimmung eines Kontenpoten-
tials bei der Frequenzωp +ωq müssen die Knotenpotentiale
bei den Frequenzenωp und ωq in der Analyse erster Ord-
nung bestimmt werden. Zur Bestimmung der Spektralanteile
der 3-ten und ḧoheren Ordnungen wird die gleiche Vorge-
hensweise durchgeführt.

4.2.2 Schaltender Betrieb

Bei dem schaltenden Betrieb führt die große Amplitude des
LO-Signals zum Schalten der Transistoren T1 und T2. Da in
diesem Fall das System bzgl. dem LO-Eingang stark nicht-
linear ist, ist eine Analyse des Systems mit Annahme einer
schwachen Nichtlinearität unzul̈assig. Um dieses Problem zu
lösen wird das LO-Signal als Teil des Systems betrachtet. So-
mit kann die Schaltung als ein zeitvariantes schwach nichtli-
neares System bzgl. des RF-Eingangs modelliert werden.

Die Anwendung des Verfahrens zur Bestimmung der
Spektralanteile bei dem schaltenden Mischer hat die glei-
che Vorgehensweise wie bei dem Fall des nicht-schaltenden
Mischers. Es ergeben sich jedoch zwei Ausnahmen. Er-
stens wird das LO-Signal nicht mehr als eine externe An-
regungsquelle behandelt. Zweitens ist eine Großsignalanaly-
se zur Bestimmung des zeitvarianten Arbeitspunktes jedes
Elementes vorausgesetzt. Eine Taylorreihenentwicklung der
Eingangs-Ausgangs Beschreibung des nichtlinearen Elemen-
tes um den zeitvarianten Arbeitspunkt ergibt zeitabhängige
Taylor-Koeffizienten, die gem̈aß Gln. (13) in einer Fourier-
Reihe entwickelt werden k̈onnen. Da laut dieser Modellie-
rung die Transistoren T1 und T2 zeitvariante Arbeitspunkte
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Abb. 9. Amplitude des Spektralanteils der Ausgangsspannung bei
ω1−ωLO gegen der LO-Amplitude im schaltenden Betrieb.

besitzen gilt f̈ur beide Transistoren

gm(t) =

+∞∑
k=−∞

Gm,ke
jkωLOt . (17)

Bei Vernachl̈assigung der Kanallängenmodulation bleibt der
Arbeitspunkt von Transistor T3 konstant. Da die nichtlinea-
ren Stromquellen n-ter jedes nichtlinearen Elementes von
den Taylor-Koeffizienten niedrigerer Ordnungen abhängen,
sind auch die nichtlinearen Stromquellen der Transistoren T1
und T2 zeitabḧangig.

4.2.3 Ergebnisse der Berechnungen

Das Verfahren wurde für den einfach balancierten Mischer
in MAPLE implementiert. Berechnungen der Spektralan-
teile an jedem Knotenpotential wurden durchgeführt und
semi-symbolische Ausdrücke f̈ur diese in Abḧangigkeit der
Entwurfs- und Prozessparameter ermittelt. Als Beispiel ist
die Amplitude des Spektralanteils an Knoten 3 bei der Fre-
quenzω1−ωLO für den nicht-schaltenden Betrieb:

uout(ω1−ωLO) =
gm3AinALO(K2gm1gm2−K2gm2gm1)

(gm1+gm2)
3

(18)

Ain ist die Eingangsamplitude,ALO ist die Amplitude des
LO-Signals undK2gm ist der Taylor-Koeffizient zweiter Ord-
nung des Transistors.

Abbildungen7 und8 zeigen die Verl̈aufe der Spektralan-
teile der Ausgangsspannunguout = u2−u1 an den Frequen-

Abb. 10.Amplitude des Spektralanteils der Ausgangsspannung bei
2ω1−ω2−ωLO gegen der LO-Amplitude im schaltenden Betrieb.

zenω1 −ωLO und 2ω1 −ω2 −ωLO bei einer Zweitonanre-
gung (ω1, ω2) am RF-Eingang im nicht-schaltenden Fall. Die
Ergebnisse der Berechnungen zeigen guteÜbereinstimmun-
gen gegen̈uber der Simulationen mit SpectreRF. In Abb.7 ist
zu sehen, dass die Amplitude des abwärtsgemischten Signal
mit der LO-Amplitude steigt. Dies ist aufgrund der Multi-
plikation des RF-Signals mit der Amplitude des LO-Signals.
Die Amplitude des Spektralanteils aus der Intermodulation 3.
Ordnung nimmt auch mit der LO-Amplitude zu (Abb.8),
da die Nichtlineariẗat im System mit gr̈oßerer LO-Amplitude
sẗarker ausgesteuert wird.

Die Ergebnisse der Berechnungen für den schaltenden Fall
sind in den Abb.9 und 10 gezeigt. Die Ergebnisse zeigen
gute Übereinstimmungen gegenüber der Simulationen mit
SpectreRF. Wie im nicht-schaltenden Fall steigt die Ampli-
tude des abẅartsgemischten Signals mit der LO-Amplitude
(vgl. Abb. 9). Da mit ḧoheren LO-Amplituden die Zeitab-
schnitte, in den die beiden Transistoren T1 und T2 zusam-
men aktiv sind, abnehmen, nimmt der Einfluss der Nichtli-
neariẗat beider Transistoren auf das Ausgangsverhalten ab.
Dies ist auch in Abb.10 zu sehen, wo die Amplitude des
Spektralanteils aus der Intermodulation 3. Ordnung mit der
LO-Amplitude abnimmt.

5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur Bestimmung
der Spektralanteile der Zustandsgrößen in einem Mischer
basierend auf der Methode der nichtlinearen Stromquel-
len vorgestellt. Im Gegensatz zu Verfahren, wo eine

Adv. Radio Sci., 9, 123–129, 2011 www.adv-radio-sci.net/9/123/2011/



A. Susic et al.: Berechnung von Nichtlinearitätsparametern von RF MOS Mischern 129

Eingangs-Ausgangs Beschreibung des Gesamtsystems erfor-
derlich ist, handelt es sich hier um ein elementbasiertes Ver-
fahren. Dies erlaubt die Berechnung der Spektralanteile je-
des Knotenpotentials sowie Zweigstromes in der Schaltung.
Ein wesentlicher Vorteil des Verfahrens ist die Möglich-
keit semi-symbolische Ausdrücke f̈ur die Spektralanteile her-
zuleiten. Das Verfahren wurde auf einfach balancierte Mi-
scher, sowohl im schaltenden als auch nicht-schaltenden Be-
trieb angewandt. Die Implementierung des Verfahrens in
dem Computeralgebraprogramm MAPLE erlaubte die Be-
stimmung semi-symbolischer Ausdrücke f̈ur die Spektralan-
teile in Abḧangigkeit der Entwurfs- und Prozessparameter.
Die erzielten numerischen Ergebnisse zeigten guteÜberein-
stimmungen mit den Simulationen aus SpectrRF.
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