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Zusammenfassungln dieser Arbeit wird mit einer paralle- Elemente-Methode (FEM) fir diese Thematik Breisner
lisierten Version des PCG-Verfahrerréconditioned con-  und Mathis(2009 angewendet wird, vorgestellt. Durch die
jugate gradient methgdeine effiziente Technik zur nu- immer starkere Verbreitung von Multicore-Prozessoren so-
merischen Lésung grol3er Gleichungssysteme vorgestelltvohl im Server- als auch im Desktop-Bereich und der damit
Der Anwendungsbereich ist dabei die Simulation numeri-verbundenen Kostensenkung fir die Anschaffung eines sol-
scher Feldberechnungen (beispielsweise durch die Finiteehen parallelen Systems, ist dieses Vergehen von aktueller
Elemente-Methode). Es wird ferner auf eine DatenstrukturBedeutung. Als Plattform soll ein heterogenes Workstation-
eingegangen, die fur die spezielle Struktur der auftretenderCluster dienen. Durch diese hybride Architektur kann eine
Koeffizientenmatrizen geeignet ist. Parallelisierung auf verschiedenen Ebenen durchgefuhrt wer-
den. So kdnnen Teilprobleme mit einer starken Kopplung auf
der Shared-Memory-Architektur einzelner Server berechnet

1 Einfihrung und die Lésungen anschlieBend zusammengefiihrt werden.

Infolge der fortschreitenden Miniaturisierung integrierter

Schaltungen missen sowohl die Wechselwirkungen einzel2 Verfahren der konjugierten Gradienten

ner Bauelemente untereinander, als auch der Einfluss auf ihre

schaltungstechnische Umgebung schon in der Entwurfsphadeas im Jahre 1952 von Hestenes und Stidftdstenes und
berticksichtigt werden. So spielt die elektromagnetische VerStiefel 1952 entwickelte Verfahren der konjugierten Gradi-
traglichkeit (EMV) von Halbleiterbauelementen z.B. in der enten (kurz: CG-Verfahren) dient zur numerischen Losung
Automobilelektronik eine groBe Rolle. Werden die dabei des linearen Gleichungssysterisigzow 2009

auftretenden elektromagnetischen Felder erst nach der Fer-

tigung mit Messsonden bestimmt, kdnnen bei ungunstigen

EMV-Eigenschaften kostspielige und zeitintensive Anderun-A - X =b. (1)

gen des Designs notwendig sein. Es bietet sich deshalb an,
die bendétigten Informationen fiir besonders kritische Gebiete
der integrierten Schaltung schon wahrend des Entwurfspro[n
zesses durch geeignete Simulationsverfahren zu analysie-
ren. Auch wenn dieses Vorgehen durch die Verlagerung 1, T

der EMV-Analyse vor die Produktion zu einer erheblichen 2() = 5X" AX —b'x @
Zeitersparniss fihren kann, handelt es sich dabei, infolge der - ] ) ]

hohen Anzahl der Strukturen auf einem Chip, um ein sehr red!€ich dem Losen des in GI1) gezeigten Gleichungssy-
chenintensives Verfahren. Es werden deshalb in dieser Arbefl€MS ist. Dabei sei die Matrik symmetrisch und positiv
effiziente Verfahren zur Parallelisierung der numerischend€finit (SPD).

Feldberechung, welche beispielweise mittels der Finiten-

Das Verfahren macht sich dabei zu Nutze, dass die Mini-
ierung des quadratischen Funktionals

Die Zuordnung des CG-Verfahrens zu der Gruppediter
rekten bzw. iterativen Verfahren zur Losung von linearen

Correspondence tdvl. Barke Gleichungssystemen ist nicht eindeutigzow 2005. Die
BY (barke@tet.uni-hannover.de) CG-Methode kann durch ihre Eigenschaft, nach spatestens
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und Schwarz und Kockle2007) die aus Gl. 4) und GI. 6)

Tabelle 1.Pseudo-Code: CG-Verfahren h
folgende Ungleichung

Wihle Startlésungg (ﬂ”)k < 2 (6)
ro:=>b—axg kR —1) e
Po =70 mit 6= (%) nachk aufgelost werden.
for k:=1to ke do
o = sy 2y _ ()
X = xp—1 Fogpr_1 k < logy (;) Y ()

if"ausreichend genathen Mit Hilfe der fir den natirlichen Logarithmus geltenden

xj_1 ist die gesuchte Lésung. Beziehung
Beende Schleife +1 9
else In <“ ) > fur a>1, ®)
a—1 a
Ik ' =rgp—1—oApg_1
B = ) kann Gl. ) zu
k= Gr—rxri—n) 1 )
Pk+1 = rk + BrPr—1 k< =J/x(A)In <_> 9)
end for 2 €

vereinfacht werden. Dies stellt eine obere Schranke flr die
Anzahl der benétigten Iterationen dar und lasst erkennen,

Schritten die exakte Losung eines LGS zu finden, zudien  dass bei gleichbleibender Genauigkeit €ine weitere Ver-
rektenVerfahren gezahlt werdeicanzow 2005. Fiir beson- ~ fingerung der Schrittanzahl nur durch Senkung der Kondi-
ders groRRe Gleichungssysteme kann diese Eigenschaft allefion « (A) méglich ist. Dies kann durch eine geeignete Vor-
dings nicht mehr als erstrebenswert angesehen werden. Mmagpnditionierung erreicht werden, die im néachsten Abschnitt
kann sich aber in diesen Fallen zu Nutze machen, dass d#ienauer vorgestellt werden soll.

CG-Verfahren oft schon nach sehr wenigen Schritten zu ei-

ner akzeptablen Néherung_sk‘jsung f[j_hrt. Aus diesem Grung{ Vorkonditionierung

wird das CG-Verfahren meistens als é@erativesVerfahren

bezeichnet. Im Folgenden ist der prinzipielle Aufbau der CG-ym die Konvergenzeigenschaften des CG-Verfahrens zu
Methode dargestellt. verbessern, wird bei einer Vorkonditionierung das lineare
Gleichungssysteri-x=b mit Hilfe einer regularen Matrix
CeR™" in eine &quivalente Form gebracht.

3 Konvergenzeigenschaften
Ziel des CG-Verfahrens ist es, den anfanglichen Fehler clacTcTx = c1p (10)

X — Xoll ©) Fasst man die einzelnen Komponenten von @) ¢u fol-

um dase-fache zu verringern (& ¢ < 1) (Jung und Langer ~ 9enden Ersatzgroien zusammen,

200)). Es gilt: A:=c!acT, x:=C’x, b:=C'b (11)

ergibt sich mit Gl. {2) ein neues transformiertes Glei-
X = Xklla < €[X —Xolla- (4)  chungssystem. Die neue Systemma#kixst durch die An-
Ferner lasst sich dieser Approximationsfehler foIgender—Wendung einer Kpngruenztran;formaqqn wie das Ausgangs-
.. ) system symmetrisch und positiv definit, so dass das CG-
malen abschéatzen: o .
Verfahren weiterhin anwendbar ist.

k
lIX — Xgll 4 E2<x/'<(A)—1) . 5) Ax=b (12)
X = Xoll vr(A) +1

Fur die Auswahl einer geeigneten Matfxsoll folgende

Dabei stehk fiir die Anzahl der Iterationen une(A) fir Beziehung beachtet werden:

die Kondition der MatrixA. Um unter Einhaltung des Fak-
torse die Anzahl der zur Losung bendtigten Schritte abschat-
zen zu koénnen, kann naddeuflhard und Hohman(2000  k2(A) = k2(C *AC™T) « k2(A) (13)
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Abb. 1. Flussdiagramm PCG-Verfahren.

NachSchwarz und Kéckleg2007) kann die zuA ahnliche
Matrix K eingefuhrt werden. Mit

K:=CTACT =cTc1a

=(CCT)" A =:M"1A, (14)
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Abb. 2. Parallelisierung des Skalarproduktes.

wird deutlich, dass die beste Vorkonditioniermatrix
M—1.= (CCT)fl die Inverse der urspriinglichen System-
matrix A ware, da fiir die Kondition der MatriA gelten
wirde

k(A =k(A7IA) =k() =1 (15)

und somit der in Gl. 13) geforderte Unterschied zwischen
2(A) undkz(A) maximal ware.

Da die Berechnung der Inversen der MatAxfir sehr
grol3e Gleichungssysteme aber zu aufwendig wére, wird eine
der Inversen angenaherte Vorkonditioniermatrix gesucht. Fir
einen Uberblick iiber die dafiir geeigneten Verfahren sei auf
Jung und Langef2001) verwiesen.

5 Parallelisierungsansatze

Fir die im Folgenden genauer erlauterten Parallelisierungs-
ansatze soll von einem Gleichungssystem miiinbekann-

ten sowiem zur Verfigung stehenden Recheneinheiten (PUs)
ausgegangen werden. Bei einer Parallelisierung des CG-
Verfahrens mit Vorkonditionierung (PCG), dessen Flussdia-
gramm in Abb.1 dargestellt ist, muss den rechenintensivsten
Operationen besondere Beachtung geschenkt werden. Hierzu
zéhlen in erster Linie das Matrix-Vektor-Produig¢=A-p;
sowie mehrere Skalarprodukte. Die der Parallelisierung zu-
grunde liegenden Konzepte werden in der Literatur an ver-
schiedenen Stellen wie z.B. Barrett et al (1994, Takaha-

shi et al.(1998 erlautert, so dass es vielmehr um eine An-
passung an das jeweilige System gehen muss.

Zur parallelen Berechnung eines Skalarproduktes werden
die beteiligten Vektoren im Abschnitte aufgeteilt und die
Teilvektoren auf die verschiedenen PUs verteilt. Im An-
schluss werden die jeweiligen Teilsummen in den einzel-
nen PUs berechnet und die Gesamtsumme anschlieRend
in einem sequentiellen Abschnitt des Programms gebildet
(siehe Abb2).

Bei der Parallelisierung des Matrix-Vektor-Produktes
by=A-p; wird die Matrix A gemal3 Abb.3 in m (hier: 4)
Abschnitte aufgeteilt und an die verschieden PUs verteilt.
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Abb. 5. Zusammenfiigen der Teilvektoren.

P verwendeten Verfahrens von immer groRerer Bedeutung. Die
N gewahlte Speichermethode hat nicht nur starke Auswirkun-
] t gen auf die maximale Gré3e des Systems, sondern auch auf
die Performance des gesamten Losungsverfahrens.

Die einfachste Methode zum Speichern eineixi#)-
Matrix mit »2 Elementen ist, jedes Element der Matrix an

%, e I einer direkt adressierbaren Position in einefnElemente
o ARSI N umfassenden Array abzuspeichern. Fir dicht besetzte Ma-
B » : trizen spricht nichts gegen eine solche Speicherung, zumal

1 ‘ Operationen mit dieser Datenstruktur sehr einfach sind.
o 3 f Da die Anzahl der Nicht-Null-Elemente einer Zeile der
: Koeffizientenmatrix bei Verfahren fiir die numerische Feld-
s 1 y berechnung, wie z.B. der Finiten Elemente Methode (FEM),
: : ¥ nicht im gleichen Mal3e ansteigt wie die Grolze des Glei-
‘ g chungssystems, sind die auftretenden Matrizen sehr schwach
el = 1 besetzt. Man spricht in diesem Fall auch von sBpgarse
1 Matrizen. Fir solche Matrizen bietet es sich daher an, nur die
E Nicht-Null-Elemente zu speichern. Neben dem in dieser Ar-
beit verwendeten CRS-Verfahren (compressed row storage)
gibt es noch einige weitere Techniken, wie das CCS- (com-
pressed column storage), das JDS- (jagged diagonal storage)
oder das SKS-Verfahren (skyline storage), auf die im Fol-

Um die Teilprodukte, wie in Abb4 gezeigt, bilden zu kon- genden nicht weiter eingegangen werden dadir(ett et al,

nen, muss jede PU zusatzlich iiber eine lokale Kopie des Vek}994 Langer 2003. _ _
torspy verfagen. Zum Speichern einenfn)-Matrix A werden beim CRS-

Im Anschluss werden dig/m langen Teilprodukte gemar Verfahren drei Arrays benotigt (siehe Alfl), deren Lange

Abb. 5 zum Vektorb; zusammengefiigt. Das Bilden des Ge- sich nach den Matrix-Eigenschaften richtet. Die Anzahl der
samtvektors aus den einzelnen Teilvektoren wird, wie Schor{\l;cht-NuII-Elr;)tragg ioll 'm Fo(ljgendent)rrTllir]z(ep?]I.nur;:;)gr
die Summierung der Teil-Skalarprodukte, sequentiell durch-? non—éerog? izelc n?t W§r ?\ln'. r?aNeIII SEFIJGIC ert e
gefuhrt. Dies verdeutlicht, dass fur die Parallelisierung einerjar}qe (_)lu e rra;k/)va ?e” le Nicht- uf— emednte (zei-
Operation und somit fiir die Beschleunigung des Programmd€ fUr Zeile). Das ebenfallanz Werte umfassende Integer-

immer auch ein zusatzlicher sequentieller Anteil hinzugef[]gtArr‘E_ly index sp_eichert die Spaltenindizes der value ge-
werden muss speicherten Nicht-Null-Elemente. Das+#1) lange Integer-

Array ptr zeigt jeweils an den Anfang einer neuen Zeile in
valueundindex

6 Speicherung schwachbesetzter Matrizen Fur ein besseres Verstéandnis der CRS-Technik istin 8bb.
die Belegung der Arraygalue indexund ptr flr die Matrix

Mit zunehmender GréRe des zu l6senden Gleichungssystenfs dargestelit.
A-x=b wird die Wahl des zur Speicherung der Matwx

Abb. 4. Berechnung der Teilprodukte.
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Durch die Einfiihrung einer derartigen Datenstruktur
kann nicht nur der benétigte Speicherplatz drastisch ge-
senkt werden, sondern auch die Performance erhoht werAbb. 6. Beispiel zum CRS-Format.
den. Diese Steigerung wird dadurch erreicht, dass bei ei-
ner Matrix-Vektor- bzw. Matrix-Matrix-Multiplikation nur )
noch die Nicht-Null-Eintrage fiir die Multiplikation verwen- ~ Literatur
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des CRS-Formates starken Einfluss auf die innere Schleife 2008. _ o
des Produktes hat (vgl. ListirigZeilen 5 und 6). Preisner, T. und Mathis, W.: A Three Dimensional FEM-BEM Ap-
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7 Zusammenfassung Schwarz, H. R. und Koéackler, N.: Numerische Mathematik, 6.,
Uberarbeitete Auflage, Teubner, 2007.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Parallelisierung Takahashi, N., Nakano, T., Fujiwara, K., et al.: Investigation of par-

des vorkonditionierten konjugierten Gradienten-Verfahrens &llél computation in 3D magnetic field analysis on distributed

(PCG) vorgestellt. Diese Arbeit wurde dabei durch die au- MEMOrY type of multiprocessors containing 296 PUs, COMPEL,

Rerst rechenintensive numerische Feldsimulatidreiéner 1998.

und Mathis 2008, beispielsweise mit der Finiten-Elemente-

Methode, motiviert. Nach einer Einfiihrung in das CG-

Verfahren wurde die Notwendigkeit einer Vorkonditionie-

rung naher erlautert. Weiterhin wurden Parallelisierungsstra-

tegien fur das PCG-Verfahren vorgestellt. Im Anschluss wur-

de mit dercompressed row storagd€RS) eine effiziente Da-

tenstruktur zur Speicherung veparseMatrizen eingefihrt,

bevor auf erzielte Ergebnisse eingegangen wurde.

In weiterfuhrenden Arbeiten kann — aufbauend auf den in

dieser Arbeit gesammelten Erfahrungen — mit der sogenann-

ten Domain-Dekompositio(DD) eine weitere Methode zur

Parallelisierung numerischer Ldsungsverfahren untersucht

werden [anger 2003. Durch das Konzept der Domain-

Dekomposition kann die Koeffizienten-MatriA, durch

Ausnutzung der geometrischen Beziehungen der einzelnen

Elemente, bereits beim Aufstellen des Gleichungssystems in

eine gut zu parallelisierende Form gebracht werden.
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