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Zusammenfassungim Hinblick auf die Optimierung von idealitaten des Abtastvorgangs der Rauschformung unterlie-
zeitkontinuierlichenz A-Wandlern ist ein genaues Verstand- gen QOrtmanns and Gerfer2006.
nis der dynamischen Eigenschaften des Systems von essen-Der wichtigste Faktor beim Entwurf vonXA-
tieller Bedeutung. In dieser Arbeit wird d&fA-Modulator ~ Modulatoren ist die Beriicksichtigung der Stabilitat (vgl. z.B.
dafur in die Klasse der Mixed-Signal Systeme eingeordnetNorsworthy et al. 1997 Ardalan and PaulQsl987 Risbq
und als Ubertragungssystem mit geschalteter Riickkopplund994. Dabei ist es erstrebenswert, stabiles Verhalten fir
betrachtet. Mit diesem Switched-System-Modell kbnnen un-einen maéglichst grof3en Bereich der Eingangsamplitude des
ter Zuhilfenahme einer geeigneten Zustandsraumdarstellunlylodulators zu erreichen. Die Auswirkung instabilen Ver-
die Signalamplituden der internen Integratoren sowie diehaltens resultiert dabei in einem Signal-zu-Rauschabstand
Maximalamplitude am Quantisierereingang bestimmt wer-(SNR) des Ausgangssignals, welches keinen positiven Wert
den. Unter Verwendung einer Worst-Case Analyse ist es damehr fir grol3e Eingangsamplituden aufweist. Wenn das
mit moglich, Aussagen Uber den Aussteuerbereich der InteAusgangssignal eines Systems, welches ein Signal Ubertragt,
gratoren sowie der maximal stabilen Eingangsamplitude zikein positives SNR aufweist, kann keine Information Uber
treffen. Die Vorgehensweise wird anhand eines Beispielm-das Eingangssignal zuriickgewonnen werden. Der drastische
odulators dargestellit. Abfall des SNR ab einer bestimmten Eingangsamplitude des
S A-Wandlers hat dabei im wesentlichen zwei Ursachen.
Zum einen steigt mit der Eingangsamplitude auch die
maximale Amplitude des Ausgangssignals des Schleifenfil-
ters und damit die Maximalaussteuerung am Eingang des
Aufgrund der stetig steigenden Anzahl von Mixed-Signal _Quantisierers_,. Wird der ngn_tisierer schlieB3lich Ubersteuert,
. . . .ist der resultierende Quantisierungsfehler derart grof3, dass
Anwendungen in der modernen Signalverarbeitung stei-

gen die Anforderungen an die Verarbeitungsgeschwinoligkehfslm Ausga}ng kgme quormatlon d(?s Emgangs&gnals mehr
und die Genauigkeit von Analog/Digital-Wandlern (A/D- enthalten ist. Die zweite Ursache fiir den Informationverlust

Wandlern). Diese Schaltungsbldcke stellen das kritische Bin—bel grol}en Emgangsamplltuder} ISt Im _Verhalter_u real Im-
lementierter Integratoren begriindet. Diese besitzen einen

deglied zwischen analoger und digitaler Schaltungstechni : . N .
. . . . _pbegrenzten linearen Ausgangsbereich, da fir grol3e Ein-
dar, welche gemeinsam auf einem Chip untergebracht sind: .

Die zum Entwurf von Mixed-Signal Schaltungen verwende- gange die Ausgangsspannung der Verstarker eines internen
. . . X ... _Integrators in Sattigung gerdéin and Zakhqr1993.
ten Tools ermdglichen dabei oft nur einen geringen Freiheits- : : . :
In dieser Arbeit werden durch eine geeignete Zustands-

irr]idaﬁflzgﬁ;uoﬁ%gmn:;gﬁ%?gi:;ﬁ;:eren auf einer sehr groBepaumbetrachtung des Schleifenfilters die Ausgangsamplitu-

Eine d hAUfi A/D-Wand d den der internen Integratoren in Abhangigkeit der Eingang-
Ine der am hau gsten zur b-vandiung verwen ef{ensamplitude untersucht. Dex A-Modulator wird dabei als

Architektur ist derz A-Wandler. Dieser Konverter kann mit Switched System modelliert und eine Worst-Case Analyse
relativ geringer Gesamtflache in mixed-signal Schaltungerkur Bestimmung des maximalen Aussteuerbereichs der Inte-

mr:egrlert Vv://er%ﬁn. Bf'elcjjerd\_/e'rAV\éendung von Zﬁ'tlkbogtm;'?r:: gratoren und des Quantisiereingangs vorgestellt. Die Anwen-
chenx A-Wandlern findet die Abtastung innerhalb der Ruck- dung dieser Methode wird abschlieRend an einem Beispiel

fuhrungsschleife statt, so dass auch alle entstehenden Nicr\%rdeutlicht
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Abb. 2. Switched-System Modell des zeitkontinuierlich&m-
Modulator.

Abb. 1. ZeitkontinuierlicherZ A-Modulator der Ordnung.

2 Switched-System Modell

Der zeitkontinuierlichez A-Modulator mit dem Eingangssi- )

gnalu(z) und dem Ausgangssigngllk] nach Abbl kann be- s N0
schrieben werden als ein lineares, zeitinvariantes Schleifens(t) = ¢ ~"x() + _/ eA(H)B[r(r)}d ,
filter innerhalb einer Rickfihrungsschleife. Das Ausgangssi- i l

ir;)al wf(t) des Schle|1fenfllt“ers_\(/j\{|rd quan;s[ert urlld mit f'”er wobei 7; und 7,1 zwei aufeinanderfolgende Umschaltzeit-
tasfrequenz’ = 7 zu &quidistanten Zeitpunkten= 4

Ty kte des Ruckfih ignat ind Jordan 2007,
abgetastet. Im Falle eines singlebit Quantisierers ist das Ausgl:?] aend eGSezoL(IJCS LE) ar\urrg?)SZLgfgrusrz()j Zlgr U(mosrcr?gltvorgén-

gangssigna k] desX: A-Modulators gegeben durch: ge stlckweise stetig ist, muss auch die globale Losyng

. stiickweise stetiges Verhalten aufweisen. Innerhalb des Zei-
+1 furwlk]=0 1) tintervalls [¢;,7;11) verlauft x(¢) jedoch stetig und linear,
-1 furw[k]<O. so dass mit Hilfe von Gleichungd) fir einen gegebenen
e . . ) ) Umschaltpunkk; (¢;) der nachste Umschaltpurkt, 1 (;+1)

Das Ruckfuhrungssignal nimmt nur zwei verschiedene, skapegtimmt werden kann, wenn die Rechte Seite von Glei-

lierte Werter(r) € {~1,1} an, zwischen denen in Abhan- . ng @) iiber ein gesamtes Abtastintervall der Large=

gigkeit des Quantisiereingangsgr) umgeschaltet wird. Das fi41—1; integriert wird.

Schleifenfilter kann daher in das &aquivalente System mit

zwei Eingangeru(t) und r(¢) nach Abb.2 transformiert 2.1 Dynamisches Verhalten im Zustandsraum

werden. Der Eingang(z) wird zwischen zwei konstan-

ten Quellen 41 und —1) umgeschaltet. Dieser Schaltvor- Die Gleichungen X) und @) teilen den Zustandsraum in

gang wird durch ein Mixed-Signal-System geregelt, wel- die beiden Teilraumé,. = {x(t) € S: ¢ x(¢) > 0} und S_ =

ches das Teilsystem bestehend aus Quantisierer, Abtasturig(z) € S: c’'x(t) < 0}. Die Grenze dieser Teilmengen ist ge-

und Digital/Analog-Wandler der Rickfiihrung reprasentiert geben durch die Ausgangsgleichu®y it

(vgl. Abb. 1). Mit diesem Modellierungsansatz soll im Fol- T

gendem das dynamische Verhalten des Schleifenfilters imw(t)zC x(#)=0. )

Zustandsraum beschrieben werden. Gleichung b) kann interpretiert werden als die Parameter-
Seix” (t) = (x1(t), ..., x,(t)) € S CR" der Zustandsvektor  darstellung einer Hyperebene der Dimensioa- 1). Im Zu-

des Schleifenfilters, wobei die Ausgénge der Integratoren alsammenhang mit geschalteten Systemen wird diese Ebene

ZustandsgroRem;, mit i = 1...n, aufgefasst werden und  mit Switching Surfac€SWS) bezeichnetGoncalves et a|.

der Ordnung des Schleifenfilters entspricht. Das dynamisch001 Zorn et al, 2010. Das Riickfihrungssignalr) ist be-

Verhalten des Schleifenfilters wird dann beschrieben durchstimmt durch die Lage der Trajektorigr) zu einem Ab-

(4)

ylk] = sign(w[k]) = {

die folgende Zustandsraumdarstellung: tastzeitpunktr = kT;. Wenn zu einem Abtastzeitpunkt ein
Punktx(kTy) des TeilraumsS, abgetastet wird, dann gilt
R() =Ax(t)+B[”} (2)  fur das Ausgangssignal des FiltergkTy) > 0 und fir das
r Ruckfuhrungssignal = +1. Verlauft die Trajektorie bis zum
w(t) =cI'x(1). (3) nachsten Abtastzeitpunkt Gber die Switching Surface hinweg

in den TeilraumS_ hinein, dann gilt zu diesem Zeitpunkt
Dabei sindA € R"*" die SystemmatrixB € R"*2 die Ein- fur das Ausgangssignal des Schleifenfiltergk +1)7;) <0
gangsmatrix und” € R1*" der Ausgangsvektor. Die Lésung und die Riickkopplung wird entsprechend auf —1 umge-
X(t) des Systems linearer Differentialgleichungen nach Glei-schaltet. Die Rickkopplung bleibt von nun an solange nega-
chung @) ist fur ¢ € [#;, ;1) gegeben durch tiv, bis die Zustandstrajektorie die Switching Surface ein wei-
teres mal schneidet und zum folgendem Abtastzeitpunkt die
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r=+1 U=0

Abb. 3. Qualitatives Verhalten der Zustandstrajekton&n in Ab-
hangigkeit des konstanten Eingangssigtials

(b) (©

Ruckkopplung vonr = —1 aufr = +1 umgeschaltet wird. Abb. 4. Worst-Case Anal Schritt 1 Besi U
Das qualitative Verhalten Lyapunov-stabiler Zustandstrajek- ", = orst-Case Analysda) Schri esfimmung von “im-

. . . . . . hal k f itchi fi Is Anf .
torien x(¢) in Abhangigkeit konstanter Eingangssigndle schaltpunkten auf der Switching Surface als Anfangspurtkle

S . ) > Schritt 2 Berechnung der nachsten Umschaltpunitg undxg,,
ist in Abb. 3 dargestellt. Das Eingangssigrialund die je-  q,qp Integration uber ein Abtastintervéd) Schritt 3 Ausgehend

weilige Riickkopplung € {+1, -1} beeinflussen die Dyna- yon x;, undx, miissen nach dem Umschalten die Trajektorien
mik des Zustandsvektors. Der Abstand des Zustandsvektorg) einen weiteren Schnittpunkt besitzen.

dsws = |w(t)| von der Switching Surface wird dabei umso
groler, je groRer der Betrag des Eingangssigrialgst. Je
groRer der Abstand wird, desto groRer sind auch die maximache invariante Menge nur, wenn die Zustandstrajektorien fur
len Amplitudenverlaufe; (r) der Integratoren. Um Aussagen beide Ruckkopplungen immer einen weiteren Schnittpunkt
Uber den Austeuerbereich der Integratoren und des Quantit der Switching Surface aufweisen. Ist dies fir eine ge-
siereingangs des A-Modulators treffen zu kénnen, werden gebene Eingangsamplitude nicht der Fall, wachsen alle Zu-
in Abschnitt3 diejenigen Trajektorien betrachtet, die den ma- standsgréRen betragsmaRig ins unendliche und der Modula-
ximalen Abstand/swsmax (vgl. Abb. 3) zur Switching Sur-  tor ist instabil. Fir diejenigen Eingangsamplituden, fir die
face aufweisen. Im Sinne einer Worst-Case Analyse werdeine invariante Menge des dynamischen Verlaufs der Zu-
dazu diejenigen Zustandsverlaufe betrachtet, die einen AbstandsgroRen existiert, sind die Grenzen dieser Menge ein
tastpunktx(k7Ts) auf der Switching Surface aufweisen, da MaRfir die maximalen Amplituden an den Ausgéangen der
diese Trajektorien sich flr ein gegebenes Eingangssignal artintegratoren.
weitesten von der Switching Surface entfernen. Die Worst-Case Analyse lauft dabei ab wie folgt. Aus-
gehend von Anfangswertex; auf der Switching Surface
werden durch Integration die nachsten Abtastwerte fir bei-

3 Maximalamplituden der Integratorausgénge de Ruckkopplungen= +1 undr = —1 berechnet. Fur kon-
stante Eingangssignalé erhélt man nach Gleichung)

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Bestimmung

der Maximalausteuerungen der Integratorausgénge und de@p((]) =eATsx, +/TéeAsdsB[ U} (6)
Quantisiereringangs sowie der maximal stabilen Eingang- 0 +1
samplitude deX A-Modulators nach AbMl vorgestellt. Die- AT, Lo U
ses Verfahren beruht auf den Worst-Case-Annahmen und deffn (U) =€ xs +/o e dsB [_1} : 7

Stabilitatsbetrachtungen, welchedorn et al.(2010 fir Sy-

steme mit geschalteter Rickfilhrung behandelt wurden. E&lach den Betrachtungen aus Abschaittund aufgrund der
werden dabei die Grenzen der invarianten Menge der Zujntegration uber ein VOIISténdiges Abtastintervall haben die
standstrajektoriex(z) mit stabilen Verhalten in Abhangig- Umschaltpunkte nach Gleichunge6) (und (7) den maxi-
keit des konstanten Eingangssignalsabgeschétzt. Ausge- Malen Abstand zur Switching Surface. Am Pumkt, (U)
hend von Anfangswerten auf der Switching Surface, werdervird zum Zeitpunkts = 7; die Rickkopplung vonr = +1

zur Bestimmung der Grenzen der invarianten Menge diejeniauf r = —1 umgeschaltet. Am Punkc,(U) wird entspre-
gen Losungen der Zustandsgleichung®nund @) betrach-  chend vonr = —1 aufr = +1 umgeschaltet. Fir> 7 sind

tet, die mit dem maximalen Abstamfdys max zur Switching die weiteren Verlaufe der Trajektorie fir die entsprechenden
Surface verlaufen. Nachorn et al.(2010 existiert eine sol-  Rtickkopplungen gegeben durch:

www.adv-radio-sci.net/9/209/2011/ Adv. Radio Sci., 9, 2083-2011
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O - 2

t U Eingangsamplitude U
X (£, U) :eA’xG,,(U)—f—f eASdsB|: ] (9)

0 +1

Abb. 6. Maximale Integratoramplituden des Modulators 2. Ordnung

Hier wurden die maximalen Umschaltpunkte als neue An-" Abhangigkeit der Eingangsamplitude.

fangswerte verwendet. Die maximalen Zustandsvariablen in

Abhangigkeit des Eingang& sind dann gegeben durch Riickfiihrschleifen sind daher immer nilpotent. Das Matrix-
die Funktionenscharer,(z,U) und x,(¢,U). Die jeweili-  exponential, welches in den Gleichur&) bis (9) der Worst-
gen Ausgangssignale fur positive und negative RikkopplungCase Analyse bestimmt werden muss ist wie folgt definiert:
sind:

p(1U) =€y 0. 10) A=Y ATy (13)
m:
wa (t,U) =C" X, (1, U). (11) m=0

Aufgrund der Nilpotenz der MatriA bricht diese Reihe im-
Die Trajektorienx schneiden die Switching Surface nur, mer nach endlich vielen Gliedern ab und die Gleichuglg (
wennw(t,U) =0 fur irgendeins < co undU < Umax. D.h.,  bis (9) kénnen analytisch berechnet werden. Der Verlauf der
dass diejenigelV > Umay, fur die die Ausgangsfunktionen Zustandstrajektorien zwischen zwei Umschaltpunkten fiihrt
w,(t,U) und w, (t,U) keine Nullstellen mehr besitzen, zu mit Gleichung 8) und @) fur konstante Eingangssignale im-
instabilen Verhalten deX A-Modulator fuhren. In diesem mer auf Polynome der Zeit welche mitU parametrisiert
Fall wachsen die ZustandsgrofRRerir) und damit die Inte-  sind. Die Ausgangssignale fiir die jeweiligen Riickkopplun-
gratorausgange unbegrenzt an und es kann keine invariantgen w,(z,U) und w,(z,U) sind dann ebenfalls Polynome.
Menge fur die Punkte der Zustandsdynamik existieren. Fur den Nachweis stabilen Verhaltens fur ein gegebenes Ein-

gangssignal ist nach Abschnidtfir die hier betrachteten

Modulatortypen immer ein Nullstellenproblem zu I6sen. Fir
4 Betrachtung von Modulatoren beliebiger Ordnung die Bestimmung der maximalen Integratorlevel muss das ent-

. . . . sprechende Extremwertproblem behandelt werden.
Fur X A-Modulatoren beliebiger Ordnung, die sich als

Blockstruktur nach Abbl darstellen lassen, besitzen die Sy- 4.1  Modulator 2. Ordnung

stemmatrixA und die EingangsmatriB immer die Formen
Abbildung5 zeigt denX A-Modulator zweiter Ordnung, der
Beispielhaft mit der hier vorgestellten Worst-Case Analy-

0 - 8 il —a1 se untersucht werden soll. Die Zustandsraumdarstellung des
cy - 2 —az ifenfi :
A=| Nt B—| 2 . (12) Schleifenfilters lautet:
N . 00 0.216—-0.216| | u
0 - [— R =F [1 o]+FS[ 0 —0.667} H (14)

Die Matrix A ist eine strikte untere Dreiecksmatrix und be- w()=[01]. (15)
sitzt lediglich auf der ersten, unteren Nebendiagonalen vorMit gegebenen Anfangswerten auf der Switching Surface,
Null verschiedene Eintrage. Die Systemmatrizen ¥on- welche vom Eingangssignal abhangen, konnen die Um-
Modulatoren in Chain-of-Integrators Topologie ohne lokale schaltpunkte mit maximalen Abstand bestimmt werden. Man

Adv. Radio Sci., 9, 209213 2011 www.adv-radio-sci.net/9/209/2011/
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Abb. 7. Ausgangssignal des Modulators zweiter Ordnung in Ab-

BT wurde gezeigt, wie die maximal stabile Eingangsamplitude
hangigkeit vonJ und:.

fur Bounded-Input/Bounded-State-Verhalten und der Aus-
steuerbereich der Integratorausgéange bestimmt werden kon-

erhalt folgende vektorwertige Funktionen fiir beide Ruck- "€"-

kopplungen der maximalen Umschaltpunke: Danksagung.Wir danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft

_10.70« —-0.218 firr— 11 (16) ﬁgg/)lzfulr ihre Unterstiizung im Rahmen des Projektes MA
G = |059a—0777|" " T -1
0.705+0.214] ..
Gn = |:0.5964 + 0.773} flrr=—1 A7) Literatur
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