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Zusammenfassung.Im Hinblick auf die Optimierung von
zeitkontinuierlichen61-Wandlern ist ein genaues Verständ-
nis der dynamischen Eigenschaften des Systems von essen-
tieller Bedeutung. In dieser Arbeit wird der61-Modulator
dafür in die Klasse der Mixed-Signal Systeme eingeordnet
und als Übertragungssystem mit geschalteter Rückkopplung
betrachtet. Mit diesem Switched-System-Modell können un-
ter Zuhilfenahme einer geeigneten Zustandsraumdarstellung
die Signalamplituden der internen Integratoren sowie die
Maximalamplitude am Quantisierereingang bestimmt wer-
den. Unter Verwendung einer Worst-Case Analyse ist es da-
mit möglich, Aussagen über den Aussteuerbereich der Inte-
gratoren sowie der maximal stabilen Eingangsamplitude zu
treffen. Die Vorgehensweise wird anhand eines Beispielm-
odulators dargestellt.

1 Einleitung

Aufgrund der stetig steigenden Anzahl von Mixed-Signal
Anwendungen in der modernen Signalverarbeitung stei-
gen die Anforderungen an die Verarbeitungsgeschwindigkeit
und die Genauigkeit von Analog/Digital-Wandlern (A/D-
Wandlern). Diese Schaltungsblöcke stellen das kritische Bin-
deglied zwischen analoger und digitaler Schaltungstechnik
dar, welche gemeinsam auf einem Chip untergebracht sind.
Die zum Entwurf von Mixed-Signal Schaltungen verwende-
ten Tools ermöglichen dabei oft nur einen geringen Freiheits-
grad bei der Optimierung oder basieren auf einer sehr großen
Anzahl zeitaufwändiger Simulation.

Eine der am häufigsten zur A/D-Wandlung verwendeten
Architektur ist der61-Wandler. Dieser Konverter kann mit
relativ geringer Gesamtfläche in mixed-signal Schaltungen
integriert werden. Bei der Verwendung von zeitkontinuierli-
chen61-Wandlern findet die Abtastung innerhalb der Rück-
führungsschleife statt, so dass auch alle entstehenden Nicht-
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idealitäten des Abtastvorgangs der Rauschformung unterlie-
gen (Ortmanns and Gerfers, 2006).

Der wichtigste Faktor beim Entwurf von61-
Modulatoren ist die Berücksichtigung der Stabilität (vgl. z.B.
Norsworthy et al., 1997; Ardalan and Paulos, 1987; Risbo,
1994). Dabei ist es erstrebenswert, stabiles Verhalten für
einen möglichst großen Bereich der Eingangsamplitude des
Modulators zu erreichen. Die Auswirkung instabilen Ver-
haltens resultiert dabei in einem Signal-zu-Rauschabstand
(SNR) des Ausgangssignals, welches keinen positiven Wert
mehr für große Eingangsamplituden aufweist. Wenn das
Ausgangssignal eines Systems, welches ein Signal überträgt,
kein positives SNR aufweist, kann keine Information über
das Eingangssignal zurückgewonnen werden. Der drastische
Abfall des SNR ab einer bestimmten Eingangsamplitude des
61-Wandlers hat dabei im wesentlichen zwei Ursachen.
Zum einen steigt mit der Eingangsamplitude auch die
maximale Amplitude des Ausgangssignals des Schleifenfil-
ters und damit die Maximalaussteuerung am Eingang des
Quantisierers. Wird der Quantisierer schließlich übersteuert,
ist der resultierende Quantisierungsfehler derart groß, dass
am Ausgang keine Information des Eingangssignals mehr
enthalten ist. Die zweite Ursache für den Informationverlust
bei großen Eingangsamplituden ist im Verhalten real im-
plementierter Integratoren begründet. Diese besitzen einen
begrenzten linearen Ausgangsbereich, da für große Ein-
gänge die Ausgangsspannung der Verstärker eines internen
Integrators in Sättigung gerät (Hein and Zakhor, 1993).

In dieser Arbeit werden durch eine geeignete Zustands-
raumbetrachtung des Schleifenfilters die Ausgangsamplitu-
den der internen Integratoren in Abhängigkeit der Eingang-
samplitude untersucht. Der61-Modulator wird dabei als
Switched System modelliert und eine Worst-Case Analyse
zur Bestimmung des maximalen Aussteuerbereichs der Inte-
gratoren und des Quantisiereingangs vorgestellt. Die Anwen-
dung dieser Methode wird abschließend an einem Beispiel
verdeutlicht.
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Abb. 1. ZeitkontinuierlicherΣ∆-Modulator der Ordnungn.

2 Switched-System Modell

Der zeitkontinuierlicheΣ∆-Modulator mit dem Eingangssi-
gnalu(t) und dem Ausgangssignaly[k] nach Abb. 1 kann be-
schrieben werden als ein lineares, zeitinvariantes Schleifen-
filter innerhalb einer Rückführungsschleife. Das Ausgangssi-
gnalw(t) des Schleifenfilters wird quantisiert und mit einer
AbtasfrequenzFs =

1
Ts

zu äquidistanten Zeitpunktent= k
Fs

abgetastet. Im Falle eines singlebit Quantisierers ist dasAus-
gangssignaly[k] desΣ∆-Modulators gegeben durch:

y[k] = sign(w[k])=

{

+1 für w[k]≥ 0

−1 für w[k]< 0.
(1)

Das Rückführungssignal nimmt nur zwei verschiedene, ska-
lierte Werter(t) ∈ {−1,1} an, zwischen denen in Abhän-
gigkeit des Quantisiereingangsw(t) umgeschaltet wird. Das
Schleifenfilter kann daher in das äquivalente System mit
zwei Eingängenu(t) und r(t) nach Abb. 2 transformiert
werden. Der Eingangr(t) wird zwischen zwei konstan-
ten Quellen (+1 und −1) umgeschaltet. Dieser Schaltvor-
gang wird durch ein Mixed-Signal-System geregelt, welches
das Teilsystem bestehend aus Quantisierer, Abtastung und
Digital/Analog-Wandler der Rückführung repräsentiert (vgl.
Abb. 1). Mit diesem Modellierungsansatz soll im Folgendem
das dynamische Verhalten des Schleifenfilters im Zustands-
raum beschrieben werden.
SeixT (t) = (x1(t),...,xn(t))∈ S ⊆R

n der Zustandsvektor
des Schleifenfilters, wobei die Ausgänge der Integratoren als
Zustandsgrößenxi, mit i= 1...n, aufgefasst werden undn
der Ordnung des Schleifenfilters entspricht. Das dynamische
Verhalten des Schleifenfilters wird dann beschrieben durch
die folgende Zustandsraumdarstellung:

ẋ(t)=Ax(t)+B

[

u

r

]

(2)

w(t) = c
T
x(t). (3)

Dabei sindA∈R
n×n die Systemmatrix,B∈R

n×2 die Ein-
gangsmatrix undcT ∈R

1×n der Ausgangsvektor. Die Lö-
sungx(t) des Systems linearer Differentialgleichungen nach

Abb. 2. Switched-System Modell des zeitkontinuierlichenΣ∆-
Modulator

Gl. (2) ist fürt∈ [ti,ti+1) gegeben durch

x(t)= eA(t−ti)x(ti)+

ti+1
∫

ti

eA(t−s)
B

[

u(s)
r(ti)

]

ds, (4)

wobei ti und ti+1 zwei aufeinanderfolgende Umschaltzeit-
punkte des Rückführungssignalsr(t) sind (Jordan, 2007;
Sun and Ge, 2005). Dar(t) aufgrund der Umschaltvorgän-
ge stückweise stetig ist, muss auch die globale Lösungx(t)
stückweise stetiges Verhalten aufweisen. Innerhalb des Zei-
tintervalls [ti,ti+1) verläuft x(t) jedoch stetig und linear,
so dass mit Hilfe von Gl. (4) für einen gegebenen Um-
schaltpunktxi(ti) der nächste Umschaltpunktxi+1(ti+1)
bestimmt werden kann, wenn die Rechte Seite von Gl. (4)
über ein gesamtes Abtastintervall der LängeTs = ti+1− ti
integriert wird.

2.1 Dynamisches Verhalten im Zustandsraum

Die Gln. (1) und (3) teilen den Zustandsraum in die beiden
TeilräumeS+ = {x(t) ∈ S : cTx(t)≥ 0} undS− = {x(t)∈
S : cTx(t)< 0}. Die Grenze dieser Teilmengen ist gegeben
durch die Ausgangsgleichung (3) mit

w(t)= c
T
x(t)= 0. (5)

Gl. (5) kann interpretiert werden als die Parameterdarstel-
lung einer Hyperebene der Dimension(n− 1). Im Zusam-
menhang mit geschalteten Systemen wird diese Ebene mit
Switching Surface (SWS) bezeichnet (Gonçalves et al., 2001;
Zorn et al., 2010). Das Rückführungssignalr(t) ist bestimmt
durch die Lage der Trajektoriex(t) zu einem Abtastzeitpunkt
t= kTs. Wenn zu einem Abtastzeitpunkt ein Punktx(kTs)
des TeilraumsS+ abgetastet wird, dann gilt für das Aus-
gangssignal des Filtersw(kTs)≥ 0 und für das Rückfüh-
rungssignalr =+1. Verläuft die Trajektorie bis zum näch-
sten Abtastzeitpunkt über die Switching Surface hinweg in
den TeilraumS− hinein, dann gilt zu diesem Zeitpunkt für
das Ausgangssignal des Schleifenfiltersw((k + 1)Ts) < 0
und die Rückkopplung wird entsprechend aufr=−1 umge-
schaltet. Die Rückkopplung bleibt von nun an solange nega-
tiv, bis die Zustandstrajektorie die Switching Surface einwei-
teres mal schneidet und zum folgendem Abtastzeitpunkt die
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2 S. Stegemann, C. Zorn: Switched-System Modellierung von CTΣ∆-Wandlern

Abb. 1. ZeitkontinuierlicherΣ∆-Modulator der Ordnungn.

2 Switched-System Modell

Der zeitkontinuierlicheΣ∆-Modulator mit dem Eingangssi-
gnalu(t) und dem Ausgangssignaly[k] nach Abb. 1 kann be-
schrieben werden als ein lineares, zeitinvariantes Schleifen-
filter innerhalb einer Rückführungsschleife. Das Ausgangssi-
gnalw(t) des Schleifenfilters wird quantisiert und mit einer
AbtasfrequenzFs =

1
Ts

zu äquidistanten Zeitpunktent= k
Fs

abgetastet. Im Falle eines singlebit Quantisierers ist dasAus-
gangssignaly[k] desΣ∆-Modulators gegeben durch:

y[k] = sign(w[k])=

{

+1 für w[k]≥ 0

−1 für w[k]< 0.
(1)

Das Rückführungssignal nimmt nur zwei verschiedene, ska-
lierte Werter(t) ∈ {−1,1} an, zwischen denen in Abhän-
gigkeit des Quantisiereingangsw(t) umgeschaltet wird. Das
Schleifenfilter kann daher in das äquivalente System mit
zwei Eingängenu(t) und r(t) nach Abb. 2 transformiert
werden. Der Eingangr(t) wird zwischen zwei konstan-
ten Quellen (+1 und −1) umgeschaltet. Dieser Schaltvor-
gang wird durch ein Mixed-Signal-System geregelt, welches
das Teilsystem bestehend aus Quantisierer, Abtastung und
Digital/Analog-Wandler der Rückführung repräsentiert (vgl.
Abb. 1). Mit diesem Modellierungsansatz soll im Folgendem
das dynamische Verhalten des Schleifenfilters im Zustands-
raum beschrieben werden.
SeixT (t) = (x1(t),...,xn(t))∈ S ⊆R

n der Zustandsvektor
des Schleifenfilters, wobei die Ausgänge der Integratoren als
Zustandsgrößenxi, mit i= 1...n, aufgefasst werden undn
der Ordnung des Schleifenfilters entspricht. Das dynamische
Verhalten des Schleifenfilters wird dann beschrieben durch
die folgende Zustandsraumdarstellung:
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Abb. 3. Qualitatives Verhalten der Zustandstrajektorienx(t) in Ab-
hängigkeit des konstanten EingangssignalsU .

Rückkopplung vonr =−1 auf r =+1 umgeschaltet wird.
Das qualitative Verhalten Lyapunov-stabiler Zustandstrajek-
torien x(t) in Abhängigkeit konstanter EingangssignaleU

ist in Abb. 3 dargestellt. Das EingangssignalU und die je-
weilige Rückkopplungr ∈ {+1,−1} beeinflussen die Dy-
namik des Zustandsvektors. Der Abstand des Zustandsvek-
tors dSWS = |w(t)| von der Switching Surface wird dabei
umso größer, je größer der Betrag des Eingangssignals|U |
ist. Je größer der Abstand wird, desto großer sind auch die
maximalen Amplitudenverläufexi(t) der Integratoren. Um
Aussagen über den Austeuerbereich der Integratoren und des
Quantisiereingangs desΣ∆-Modulators treffen zu können,
werden in Abschnitt 3 diejenigen Trajektorien betrachtet,die
den maximalen AbstanddSWS,max (vgl. Abb. 3) zur Swit-
ching Surface aufweisen. Im Sinne einer Worst-Case Analy-
se werden dazu diejenigen Zustandsverläufe betrachtet, die
einen Abtastpunktx(kTs) auf der Switching Surface aufwei-
sen, da diese Trajektorien sich für ein gegebenes Eingangssi-
gnal am weitesten von der Switching Surface entfernen.

3 Maximalamplituden der Integratorausgänge

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Bestimmung
der Maximalausteuerungen der Integratorausgänge und des
Quantisiereringangs sowie der maximal stabilen Eingang-
samplitude desΣ∆-Modulators nach Abb. 1 vorgestellt. Die-
ses Verfahren beruht auf den Worst-Case-Annahmen und den
Stabilitätsbetrachtungen, welche in (Zorn et al., 2010) für Sy-
steme mit geschalteter Rückführung behandelt wurden. Es
werden dabei die Grenzen der invarianten Menge der Zu-
standstrajektorienx(t) mit stabilen Verhalten in Abhängig-
keit des konstanten EingangssignalsU abgeschätzt. Ausge-
hend von Anfangswerten auf der Switching Surface, werden
zur Bestimmung der Grenzen der invarianten Menge diejeni-
gen Lösungen der Zustandsgleichungen (2) und (3) betrach-
tet, die mit dem maximalen AbstanddSWS,max zur Swit-
ching Surface verlaufen. Nach (Zorn et al., 2010) existiertei-

(a)

(b) (c)

Abb. 4. Worst-Case Analyse. (a)Schritt 1: Bestimmung von Um-
schaltpunkten auf der Switching Surface als Anfangspunkte. (b)
Schritt 2: Berechnung der nächsten UmschaltpunktexGp undxGn

durch Integration über ein Abtastinterval. (c)Schritt 3: Ausgehend
von xGp undxGn müssen nach dem Umschalten die Trajektorien
x(t) einen weiteren Schnittpunkt besitzen.

ne solche invariante Menge nur, wenn die Zustandstrajektori-
en für beide Rückkopplungen immer einen weiteren Schnitt-
punkt mit der Switching Surface aufweisen. Ist dies für ei-
ne gegebene Eingangsamplitude nicht der Fall, wachsen alle
Zustandsgrößen betragsmäßig ins unendliche und der Mo-
dulator ist instabil. Für diejenigen Eingangsamplituden,für
die eine invariante Menge des dynamischen Verlaufs der Zu-
standsgrößen existiert, sind die Grenzen dieser Menge ein
Maß für die maximalen Amplituden an den Ausgängen der
Integratoren.
Die Worst-Case Analyse läuft dabei ab wie folgt. Ausgehend
von Anfangswertenxs auf der Switching Surface werden
durch Integration die nächsten Abtastwerte für beide Rück-
kopplungenr = +1 und r = −1 berechnet. Für konstante
EingangssignaleU erhält man nach Gl. (4):

xGp(U)=eATsxs+

∫ Ts

0

eAsdsB

[

U

+1

]

(6)

xGn(U)=eATsxs+

∫ Ts

0

eAsdsB

[

U

−1

]

. (7)

Nach den Betrachtungen aus Abschnitt 2.1 und aufgrund der
Integration über ein vollständiges Abtastintervall habendie
Umschaltpunkte nach Gln. (6) und (7) den maximalen Ab-
stand zur Switching Surface. Am PunktxGp(U) wird zum
Zeitpunktt= Ts die Rückkopplung vonr=+1 auf r=−1
umgeschaltet. Am PunktxGn(U) wird entsprechend von
r =−1 auf r =+1 umgeschaltet. Fürt > Ts sind die wei-
teren Verläufe der Trajektorie für die entsprechenden Rück-

Abb. 3. Qualitatives Verhalten der Zustandstrajektorienx(t) in Ab-
hängigkeit des konstanten EingangssignalsU .

Rückkopplung vonr = −1 auf r = +1 umgeschaltet wird.
Das qualitative Verhalten Lyapunov-stabiler Zustandstrajek-
torien x(t) in Abhängigkeit konstanter EingangssignaleU

ist in Abb. 3 dargestellt. Das EingangssignalU und die je-
weilige Rückkopplungr ∈ {+1,−1} beeinflussen die Dyna-
mik des Zustandsvektors. Der Abstand des Zustandsvektors
dSWS = |w(t)| von der Switching Surface wird dabei umso
größer, je größer der Betrag des Eingangssignals|U | ist. Je
größer der Abstand wird, desto großer sind auch die maxima-
len Amplitudenverläufexi(t) der Integratoren. Um Aussagen
über den Austeuerbereich der Integratoren und des Quanti-
siereingangs des61-Modulators treffen zu können, werden
in Abschnitt3diejenigen Trajektorien betrachtet, die den ma-
ximalen AbstanddSWS,max (vgl. Abb. 3) zur Switching Sur-
face aufweisen. Im Sinne einer Worst-Case Analyse werden
dazu diejenigen Zustandsverläufe betrachtet, die einen Ab-
tastpunktx(kTs) auf der Switching Surface aufweisen, da
diese Trajektorien sich für ein gegebenes Eingangssignal am
weitesten von der Switching Surface entfernen.

3 Maximalamplituden der Integratorausgänge

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Bestimmung
der Maximalausteuerungen der Integratorausgänge und des
Quantisiereringangs sowie der maximal stabilen Eingang-
samplitude des61-Modulators nach Abb.1 vorgestellt. Die-
ses Verfahren beruht auf den Worst-Case-Annahmen und den
Stabilitätsbetrachtungen, welche inZorn et al.(2010) für Sy-
steme mit geschalteter Rückführung behandelt wurden. Es
werden dabei die Grenzen der invarianten Menge der Zu-
standstrajektorienx(t) mit stabilen Verhalten in Abhängig-
keit des konstanten EingangssignalsU abgeschätzt. Ausge-
hend von Anfangswerten auf der Switching Surface, werden
zur Bestimmung der Grenzen der invarianten Menge diejeni-
gen Lösungen der Zustandsgleichungen (2) und (3) betrach-
tet, die mit dem maximalen AbstanddSWS,max zur Switching
Surface verlaufen. NachZorn et al.(2010) existiert eine sol-

S. Stegemann, C. Zorn: Switched-System Modellierung von CTΣ∆-Wandlern 3

Abb. 3. Qualitatives Verhalten der Zustandstrajektorienx(t) in Ab-
hängigkeit des konstanten EingangssignalsU .

Rückkopplung vonr =−1 auf r =+1 umgeschaltet wird.
Das qualitative Verhalten Lyapunov-stabiler Zustandstrajek-
torien x(t) in Abhängigkeit konstanter EingangssignaleU

ist in Abb. 3 dargestellt. Das EingangssignalU und die je-
weilige Rückkopplungr ∈ {+1,−1} beeinflussen die Dy-
namik des Zustandsvektors. Der Abstand des Zustandsvek-
tors dSWS = |w(t)| von der Switching Surface wird dabei
umso größer, je größer der Betrag des Eingangssignals|U |
ist. Je größer der Abstand wird, desto großer sind auch die
maximalen Amplitudenverläufexi(t) der Integratoren. Um
Aussagen über den Austeuerbereich der Integratoren und des
Quantisiereingangs desΣ∆-Modulators treffen zu können,
werden in Abschnitt 3 diejenigen Trajektorien betrachtet,die
den maximalen AbstanddSWS,max (vgl. Abb. 3) zur Swit-
ching Surface aufweisen. Im Sinne einer Worst-Case Analy-
se werden dazu diejenigen Zustandsverläufe betrachtet, die
einen Abtastpunktx(kTs) auf der Switching Surface aufwei-
sen, da diese Trajektorien sich für ein gegebenes Eingangssi-
gnal am weitesten von der Switching Surface entfernen.

3 Maximalamplituden der Integratorausgänge

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Bestimmung
der Maximalausteuerungen der Integratorausgänge und des
Quantisiereringangs sowie der maximal stabilen Eingang-
samplitude desΣ∆-Modulators nach Abb. 1 vorgestellt. Die-
ses Verfahren beruht auf den Worst-Case-Annahmen und den
Stabilitätsbetrachtungen, welche in (Zorn et al., 2010) für Sy-
steme mit geschalteter Rückführung behandelt wurden. Es
werden dabei die Grenzen der invarianten Menge der Zu-
standstrajektorienx(t) mit stabilen Verhalten in Abhängig-
keit des konstanten EingangssignalsU abgeschätzt. Ausge-
hend von Anfangswerten auf der Switching Surface, werden
zur Bestimmung der Grenzen der invarianten Menge diejeni-
gen Lösungen der Zustandsgleichungen (2) und (3) betrach-
tet, die mit dem maximalen AbstanddSWS,max zur Swit-
ching Surface verlaufen. Nach (Zorn et al., 2010) existiertei-

(a)

(b) (c)

Abb. 4. Worst-Case Analyse. (a)Schritt 1: Bestimmung von Um-
schaltpunkten auf der Switching Surface als Anfangspunkte. (b)
Schritt 2: Berechnung der nächsten UmschaltpunktexGp undxGn

durch Integration über ein Abtastinterval. (c)Schritt 3: Ausgehend
von xGp undxGn müssen nach dem Umschalten die Trajektorien
x(t) einen weiteren Schnittpunkt besitzen.
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die eine invariante Menge des dynamischen Verlaufs der Zu-
standsgrößen existiert, sind die Grenzen dieser Menge ein
Maß für die maximalen Amplituden an den Ausgängen der
Integratoren.
Die Worst-Case Analyse läuft dabei ab wie folgt. Ausgehend
von Anfangswertenxs auf der Switching Surface werden
durch Integration die nächsten Abtastwerte für beide Rück-
kopplungenr = +1 und r = −1 berechnet. Für konstante
EingangssignaleU erhält man nach Gl. (4):
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∫ Ts

0

eAsdsB

[

U

−1

]
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Nach den Betrachtungen aus Abschnitt 2.1 und aufgrund der
Integration über ein vollständiges Abtastintervall habendie
Umschaltpunkte nach Gln. (6) und (7) den maximalen Ab-
stand zur Switching Surface. Am PunktxGp(U) wird zum
Zeitpunktt= Ts die Rückkopplung vonr=+1 auf r=−1
umgeschaltet. Am PunktxGn(U) wird entsprechend von
r =−1 auf r =+1 umgeschaltet. Fürt > Ts sind die wei-
teren Verläufe der Trajektorie für die entsprechenden Rück-
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che invariante Menge nur, wenn die Zustandstrajektorien für
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mit der Switching Surface aufweisen. Ist dies für eine ge-
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tor ist instabil. Für diejenigen Eingangsamplituden, für die
eine invariante Menge des dynamischen Verlaufs der Zu-
standsgrößen existiert, sind die Grenzen dieser Menge ein
Maßfür die maximalen Amplituden an den Ausgängen der
Integratoren.

Die Worst-Case Analyse läuft dabei ab wie folgt. Aus-
gehend von Anfangswertenxs auf der Switching Surface
werden durch Integration die nächsten Abtastwerte für bei-
de Rückkopplungenr = +1 undr = −1 berechnet. Für kon-
stante EingangssignaleU erhält man nach Gleichung (4):

xGp(U) =eATs xs +
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0
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[
U

+1

]
(6)

xGn(U) =eATs xs +

∫ Ts
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. (7)

Nach den Betrachtungen aus Abschnitt2.1und aufgrund der
Integration über ein vollständiges Abtastintervall haben die
Umschaltpunkte nach Gleichungen (6) und (7) den maxi-
malen Abstand zur Switching Surface. Am PunktxGp(U)

wird zum Zeitpunktt = Ts die Rückkopplung vonr = +1
auf r = −1 umgeschaltet. Am PunktxGn(U) wird entspre-
chend vonr = −1 aufr = +1 umgeschaltet. Fürt > Ts sind
die weiteren Verläufe der Trajektorie für die entsprechenden
Rückkopplungen gegeben durch:
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kopplungen gegeben durch:

xp(t,U)=eAtxGp(U)+

∫ t

0

eAsdsB

[

U

−1

]

(8)

xn(t,U)=eAtxGn(U)+

∫ t

0

eAsdsB

[

U

+1

]

. (9)

Hier wurden die maximalen Umschaltpunkte als neue An-
fangswerte verwendet. Die maximalen Zustandsvariablen in
Abhängigkeit des EingangsU sind dann gegeben durch
die Funktionenscharenxp(t,U) und xn(t,U). Die jeweili-
gen Ausgangssignale für positive und negative Rükkopplung
sind:

wp(t,U)=c
T
xp(t,U) (10)

wn(t,U)=c
T
xn(t,U). (11)

Die Trajektorienx schneiden die Switching Surface nur,
wennw(t,U) = 0 für irgendeint <∞ undU <Umax. D.h.,
dass diejenigenU >Umax, für die die Ausgangsfunktionen
wp(t,U) undwn(t,U) keine Nullstellen mehr besitzen, zu in-
stabilen Verhalten desΣ∆-Modulator führen. In diesem Fall
wachsen die Zustandsgrößenxi(t) und damit die Integrator-
ausgänge unbegrenzt an und es kann keine invariante Menge
für die Punkte der Zustandsdynamik existieren.

4 Betrachtung von Modulatoren beliebiger Ordnung

Für Σ∆-Modulatoren beliebiger Ordnung, die sich als
Blockstruktur nach Abb. 1 darstellen lassen, besitzen die Sy-
stemmatrixA und die EingangsmatrixB immer die Formen

A=











0 ··· 0
c1 ··· 0
...

. . . 0
0 ··· cn











, B=











b1 −a1
b2 −a2
...

...
bn −an











. (12)

Die Matrix A ist eine strikte untere Dreiecksmatrix und be-
sitzt lediglich auf der ersten, unteren Nebendiagonalen von
Null verschiedene Einträge. Die Systemmatrizen vonΣ∆-
Modulatoren in Chain-of-Integrators Topologie ohne lokale
Rückführschleifen sind daher immer nilpotent. Das Matrix-
exponential, welches in den Gln. (6) bis (9) der Worst-Case
Analyse bestimmt werden muss ist wie folgt definiert:

eATs =

∞
∑

m=0

1

m!
(ATs)

m (13)

Aufgrund der Nilpotenz der MatrixA bricht diese Reihe im-
mer nach endlich vielen Gliedern ab und die Gln. (6) bis
(9) können analytisch berechnet werden. Der Verlauf der
Zustandstrajektorien zwischen zwei Umschaltpunkten führt
mit Gl. (8) und Gl. (9) für konstante Eingangssignale im-
mer auf Polynome der Zeitt, welche mitU parametrisiert

Abb. 5. Modulator 2. Ordnung. Koeffizienten:a1 =−b1 = 0,216,
a2 =0,667, c1 = c2 =1

Abb. 6. Maximale Integratoramplituden des Modulators 2. Ordnung
in Abhängigkeit der Eingangsamplitude.

sind. Die Ausgangssignale für die jeweiligen Rückkopplun-
genwp(t,U) und wn(t,U) sind dann ebenfalls Polynome.
Für den Nachweis stabilen Verhaltens für ein gegebenes Ein-
gangssignal ist nach Abschnitt 3 für die hier betrachteten
Modulatortypen immer ein Nullstellenproblem zu lösen. Für
die Bestimmung der maximalen Integratorlevel muss das ent-
sprechende Extremwertproblem behandelt werden.

4.1 Modulator 2. Ordnung

Abb. 5 zeigt denΣ∆-Modulator zweiter Ordnung, der Bei-
spielhaft mit der hier vorgestellten Worst-Case Analyse
untersucht werden soll. Die Zustandsraumdarstellung des
Schleifenfilters lautet:
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. (15)

Mit gegebenen Anfangswerten auf der Switching Surface,
welche vom EingangssignalU abhängen, können die Um-
schaltpunkte mit maximalen Abstand bestimmt werden. Man

Abb. 5. Modulator 2. Ordnung. Koeffizienten:a1 = −b1 = 0,216,
a2 = 0,667,c1 = c2 = 1.

xp(t,U) =eAtxGp(U)+

∫ t

0
eAsdsB

[
U

−1

]
(8)

xn(t,U)=eAtxGn(U)+

∫ t

0
eAsdsB

[
U

+1

]
. (9)

Hier wurden die maximalen Umschaltpunkte als neue An-
fangswerte verwendet. Die maximalen Zustandsvariablen in
Abhängigkeit des EingangsU sind dann gegeben durch
die Funktionenscharenxp(t,U) und xn(t,U). Die jeweili-
gen Ausgangssignale für positive und negative Rükkopplung
sind:

wp(t,U)=cT xp(t,U) (10)

wn(t,U)=cT xn(t,U). (11)

Die Trajektorienx schneiden die Switching Surface nur,
wennw(t,U) = 0 für irgendeint < ∞ undU < Umax. D.h.,
dass diejenigenU > Umax, für die die Ausgangsfunktionen
wp(t,U) und wn(t,U) keine Nullstellen mehr besitzen, zu
instabilen Verhalten des61-Modulator führen. In diesem
Fall wachsen die Zustandsgrößenxi(t) und damit die Inte-
gratorausgänge unbegrenzt an und es kann keine invariante
Menge für die Punkte der Zustandsdynamik existieren.

4 Betrachtung von Modulatoren beliebiger Ordnung

Für 61-Modulatoren beliebiger Ordnung, die sich als
Blockstruktur nach Abb.1 darstellen lassen, besitzen die Sy-
stemmatrixA und die EingangsmatrixB immer die Formen

A =


0 ··· 0
c1 ··· 0
...

. . . 0
0 ··· cn

, B =


b1 −a1
b2 −a2
...

...

bn −an

. (12)

Die Matrix A ist eine strikte untere Dreiecksmatrix und be-
sitzt lediglich auf der ersten, unteren Nebendiagonalen von
Null verschiedene Einträge. Die Systemmatrizen von61-
Modulatoren in Chain-of-Integrators Topologie ohne lokale

4 S. Stegemann, C. Zorn: Switched-System Modellierung von CTΣ∆-Wandlern

kopplungen gegeben durch:

xp(t,U)=eAtxGp(U)+

∫ t

0

eAsdsB

[

U

−1

]

(8)

xn(t,U)=eAtxGn(U)+

∫ t

0

eAsdsB

[

U

+1

]

. (9)

Hier wurden die maximalen Umschaltpunkte als neue An-
fangswerte verwendet. Die maximalen Zustandsvariablen in
Abhängigkeit des EingangsU sind dann gegeben durch
die Funktionenscharenxp(t,U) und xn(t,U). Die jeweili-
gen Ausgangssignale für positive und negative Rükkopplung
sind:

wp(t,U)=c
T
xp(t,U) (10)

wn(t,U)=c
T
xn(t,U). (11)

Die Trajektorienx schneiden die Switching Surface nur,
wennw(t,U) = 0 für irgendeint <∞ undU <Umax. D.h.,
dass diejenigenU >Umax, für die die Ausgangsfunktionen
wp(t,U) undwn(t,U) keine Nullstellen mehr besitzen, zu in-
stabilen Verhalten desΣ∆-Modulator führen. In diesem Fall
wachsen die Zustandsgrößenxi(t) und damit die Integrator-
ausgänge unbegrenzt an und es kann keine invariante Menge
für die Punkte der Zustandsdynamik existieren.

4 Betrachtung von Modulatoren beliebiger Ordnung

Für Σ∆-Modulatoren beliebiger Ordnung, die sich als
Blockstruktur nach Abb. 1 darstellen lassen, besitzen die Sy-
stemmatrixA und die EingangsmatrixB immer die Formen

A=











0 ··· 0
c1 ··· 0
...

. . . 0
0 ··· cn











, B=











b1 −a1
b2 −a2
...

...
bn −an











. (12)

Die Matrix A ist eine strikte untere Dreiecksmatrix und be-
sitzt lediglich auf der ersten, unteren Nebendiagonalen von
Null verschiedene Einträge. Die Systemmatrizen vonΣ∆-
Modulatoren in Chain-of-Integrators Topologie ohne lokale
Rückführschleifen sind daher immer nilpotent. Das Matrix-
exponential, welches in den Gln. (6) bis (9) der Worst-Case
Analyse bestimmt werden muss ist wie folgt definiert:

eATs =

∞
∑

m=0

1

m!
(ATs)

m (13)

Aufgrund der Nilpotenz der MatrixA bricht diese Reihe im-
mer nach endlich vielen Gliedern ab und die Gln. (6) bis
(9) können analytisch berechnet werden. Der Verlauf der
Zustandstrajektorien zwischen zwei Umschaltpunkten führt
mit Gl. (8) und Gl. (9) für konstante Eingangssignale im-
mer auf Polynome der Zeitt, welche mitU parametrisiert

Abb. 5. Modulator 2. Ordnung. Koeffizienten:a1 =−b1 = 0,216,
a2 =0,667, c1 = c2 =1

Abb. 6. Maximale Integratoramplituden des Modulators 2. Ordnung
in Abhängigkeit der Eingangsamplitude.

sind. Die Ausgangssignale für die jeweiligen Rückkopplun-
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Für den Nachweis stabilen Verhaltens für ein gegebenes Ein-
gangssignal ist nach Abschnitt 3 für die hier betrachteten
Modulatortypen immer ein Nullstellenproblem zu lösen. Für
die Bestimmung der maximalen Integratorlevel muss das ent-
sprechende Extremwertproblem behandelt werden.

4.1 Modulator 2. Ordnung
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Rückführschleifen sind daher immer nilpotent. Das Matrix-
exponential, welches in den Gleichung (6) bis (9) der Worst-
Case Analyse bestimmt werden muss ist wie folgt definiert:

eATs =
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m=0

1
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(ATs)

m (13)

Aufgrund der Nilpotenz der MatrixA bricht diese Reihe im-
mer nach endlich vielen Gliedern ab und die Gleichung (6)
bis (9) können analytisch berechnet werden. Der Verlauf der
Zustandstrajektorien zwischen zwei Umschaltpunkten führt
mit Gleichung (8) und (9) für konstante Eingangssignale im-
mer auf Polynome der Zeitt , welche mitU parametrisiert
sind. Die Ausgangssignale für die jeweiligen Rückkopplun-
genwp(t,U) und wn(t,U) sind dann ebenfalls Polynome.
Für den Nachweis stabilen Verhaltens für ein gegebenes Ein-
gangssignal ist nach Abschnitt3 für die hier betrachteten
Modulatortypen immer ein Nullstellenproblem zu lösen. Für
die Bestimmung der maximalen Integratorlevel muss das ent-
sprechende Extremwertproblem behandelt werden.

4.1 Modulator 2. Ordnung

Abbildung5 zeigt den61-Modulator zweiter Ordnung, der
Beispielhaft mit der hier vorgestellten Worst-Case Analy-
se untersucht werden soll. Die Zustandsraumdarstellung des
Schleifenfilters lautet:

Px(t) =Fs

[
0 0
1 0

]
+Fs

[
0.216−0.216

0 −0.667

][
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r

]
(14)

w(t) =
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Mit gegebenen Anfangswerten auf der Switching Surface,
welche vom EingangssignalU abhängen, können die Um-
schaltpunkte mit maximalen Abstand bestimmt werden. Man
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U

U

U

U

U

U

U

Abb. 7. Ausgangssignal des Modulators zweiter Ordnung in Ab-
hängigkeit vonU undt.

Abb. 8.Dynamic Range des Modulators aus Abb. 5.AbtastrateFs =
320kHz, BandbreitefB =1kHz, Eingangsfrequenzf =625Hz.

erhält folgende vektorwertige Funktionen für beide Rück-
kopplungen der maximalen Umschaltpunkte:

xGp =

[

0.705u−0.218
0.596u−0.777

]

, für r=+1 (16)

xGn =

[

0.705u+0.214
0.596u+0.773

]

, für r=−1 (17)

Ausgehend von diesen Umschaltpunkten erhält man die in
Abb. 6 dargestellten Maxima und Minima der Integrator-
ausgänge in Abhängigkeit des EingangssignalsU . Das Aus-
gangssignal in Abhängigkeit vonU und t ist in Abb. 7 dar-
gestellt. Für größere Eingangsamplituden verschiebt sichder
Nulldurchgang des Ausgangssignals zu größeren Zeitent.
Abb. 8 zeigt den Verlauf des SNR in Abhängigkeit der Lei-
stung des Eingangssignals unter Verwendung eines Sätti-
gungsmodells für die Integratoren des Schleifenfilters. Dabei
wurde folgende Sättigungscharakteristik zugrunde gelegt:

sat(x)=

{

x for |x| ≤L

L ·sign(x) sonst,
(18)

mit L=1. Anhand der Analyse der maximalen Integratorle-
vel (vgl. Abb. 6) ist zu erkennen, dass für Eingangssignale

|U | ≥ 0,4 der Ausgang des dritten Integrators dieses Sätti-
gungslevel erreicht. Dieses Eingangssignal entspricht einer
auf den Full-Scale von Eins bezogenen Eingangsleistung von
Pin =−7.95dBFS, ab dem das SNR keinen positiven Wert
mehr aufweist (vgl. Abb. 8).

5 Diskussion

In der vorgestellten Arbeit wurde gezeigt, wie das Modell ei-
nes geschalteten Systems auf denΣ∆-Modulator übertragen
und zur Stabilitätsanalyse des Systems genutzt werden kann.
Eine zur Stabilitätsanalyse entwickelte Worst-Case Analy-
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