Institut fir Energieversorgung und
Hochspannungstechnik

‘ ‘_ | Universitat Hannover

Vorlesung Elektrische Netze

Vorlesungsskript
(Korrigierte Ausgabe 2005)

Bearbeiter: Prof. B.R.Oswald

Inhalt

Elektrische Netze |

- Umdrucke |
- Zustandsschatzung (State Estimation)

Elektrische Netze Il

- Umdrucke Il

- Modale Komponenten

- Erweitertes Knotenpunktverfahren
- Fehlermatrizenverfahren



‘ ‘_ Universitat Hannover

——| Institut flr Energieversorgung und
—_— | Hochspannungstechnik

Generator  Transformator Leitung

O

Vorlesung Elektrische Netze |

Umdrucke
(Korrigierte Ausgabe 2005)

Bearbeiter: Prof. B.R.Oswald



Vorlesung: Elektrische Netze I Umdrucke

Inhalt:

Netztopologie

NT-01 Grundlagen der Netztopologie I

NT-02 Grundlagen der Netztopologie II

NT-03 Topologische Matrizen

NT-04 Topologische Matrizen

NT-05 Topologische Eigenschaften von Energieversorgungsnetzen

Ersatzschaltungen der Betriebsmittel

ES-01 Generator-Ersatzschaltungen

ES-02 Mit- und Gegensystem-Ersatzschaltungen der Zweiwicklungs-
transformatoren

ES-03 Nullsystem-Ersatzschaltungen des Zweiwicklungstransformators

ES-04 Nullsystem-Ersatzschaltungen des Zweiwicklungstransformators

Netzgleichungs-Systeme

NG-01 Knotenspannungs- und Maschenstrom-Gleichungssysteme

NG-02 Bildung der Knotenadmittanz- und der Maschenimpedanz-Matrix

NG-03 Modifiziertes Knotenpunktverfahren

LeistungsfluBberechnung

LF-01 Ubersicht zur LeistungsfluBberechnung

LF-02 Gleichungssystem fiir das Knotenpunktverfahren der LeistungsfluB-
berechnung

LF-03 Algorithmus zum Knotenpunktverfahren (nur Lastknoten)

LF-04 Gleichungssystem fiir das NEWTON-Verfahren der LeistungsfluB-
berechnung

LF-05 Elemente der Rechten Seite und der JACOBI-Matrix beim NEWTON-
Verfahren in Polarkoordinaten

LF-06 Elemente der Rechten Seite und der JACOBI-Matrix beim NEWTON-
Verfahren in Kartesischen Koordinaten

LF-07 Algorithmus zum NEWTON-Verfahren

KurzschluBberechnung

KS-01 Ubersicht zur KurzschluBberechnung

KS-02 Gleichungssystem zur KurzschluBberechnung

KS-03 Uberlagerungsverfahren zur KurzschluBberechnung

KS-04 Uberlagerungsverfahren zur KurzschluBberechnung

KS-05 TAKAHASHI-Verfahren zur Berechnung der sparlichen Knoten-
impedanzmatrix

Stabilitatsberechnung

ST-01 Ubersicht zur Stabilitdtsberechnung

ST-02 Statische Stabilitat: Transfiguration des Netzes auf die inneren
Generatorknoten

ST-03 Statische Stabilitat: Gleichungssystem

ST-04 Statische Stabilitét: Berechnung der Eigenwerte

ST-05 Trajektorien flir statische Stabilitat und statische Instabilitat




ST-06
ST-07
ST-08
ST-09

ST-10

Transiente Stabilitat: Transfiguration des Netzes auf die inneren
Generatorknoten

Transiente Stabilitat: Gleichungssystem

Transiente Stabilitat: Ein-Maschinenproblem

Transiente Stabilitat: Trajektorien fir statische Stabilitat und statische
Instabilitat

Transiente Stabilitat: Flachensatz




Zweiggrolien:

T
u-= [Ul u, ... u, ... UZ] Zweigspannungen

. . . LT

| = [ P PR N ] Zweigstrome
Knotensatz:

Ki=o K Knoten - Zweig - Inzidenzmatrix (k x z)
Schnittgesetz:

Si=o S Knoten - Zweig - Inzidenzmatrix (s x z)
Maschensatz:

Mu=o M Maschen - Zweig - Inzidenzmatrix (m x z)

Topologische Regel:
MST=SM'=MK' =KM' =0

Partitionierung der Zweiggré3en nach Baum(B)- und Verbindungs(V)-Grélien:

u i
u=P| ®|=Pu, i=P|°|=Pi,
Uy ly

P Partionierungsmatrix (Inzidenzmatrix) (z x z)

_ _ _ Us | _
Mu=MPu, =M,u, =M, E| o |=°

_ e g | _
Si=SPi,=S,i,=[E S,] L |7o
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Maschenstréme

Bei beliebiger Orientierung der Maschen sind die Maschenstrome iy bis auf das Vorzeichen
mit den Verbindungszweigstromen identisch.
Bei Orientierung der Maschen in Richtung der Zahlpfeile fur die Verbindungszweige wird:

Im = ly.

Knotenspannungen

Die Zahlpfeile fur die Knotenspannungen stimmen mit der Orientierung der Knoten (vom
Knoten wegflhrend) Uberein. Der Knotensatz ist ein Sonderfall des Schnittgesetzes fir ei-
nen vom Bezugsknoten ausgehenden strahlenformigen Baum, der alle Knoten mit dem Be-
zugsknoten (ggf. auch Uber fiktive Zweige) verbindet (sog. Knotenbaum). Bei Orientierung
der Baumzweige und der Knotenspannungen vom Knoten zum Bezugsknoten werden die
Baumspannungen den Knotenspannungen gleich und die zum Knotenbaum gehérende, um
die fiktiven Zweige reduzierte Schnitt-Zweig-Inzidenzmatrix wird zur Knoten-Zweig-Inzi-
denzmatrix.
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Z1 K1 Z2 K2 Z3

_Em — ) K=4
n=k-1=3
zZNx K3 /75 z =6 2
m=z-n=
Uy W Pyt
l,ZG
l KO
Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6
Kif1 1 O 1 0 0
K=K2|0 -1 1 O 1 O
K3l1o 0 0 -1 -1 1
Z2 Z2

HRCAROIN HRCARC -
Z6 Z6

Z1 Z2 Z3 74 75 Z6 Z1 72 7Z3 74 75 Z6
M1f{1 O O -1 0 -1 Mi[-1 0O O 1 0 1
M=M2/0 1 0 -1 1 O M=M2{0 0 -10 1 1
M3fl0 0 1 0O -1 -1 M3l-1 1 1 0 O O
(ST, Z2 [ S2, (ST, Z2 [ S2,
0§\ //;5(/ 74 75
Z1 Z3 Z1 Z3
S3, S3
vV Yz6 Z6
Z1 Z2 Z3 z4 Z5 Z6 Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6
Si1/1 1 O 1 0 O Sif1 1 0 1 0 O
Ss=82(0 -1 1 0 1 O S'=82|0 -1 1 O 1 0
S3]11 0 1 0 0 1 S3)10 0 0 -1 -1 1
Bemerkungen:
1. Zur Aufstellung von K ist kein Baum erforderlich
2. M entspricht den Fenstermaschen
3. Der zu M gehdrende Baum ist ein Knotenbaum, weshalb S'= K ist
Univ. Hannover El. Netze |
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Partitionierung nach Baum(B)- und Verbindungs(V)-Grol3en:

72 72
@ z
Z4 Z5 Z4 Z5
o) | ey HECARC .
76 Z6
0] U1
Z4 75 76 71 72 73 |, Z1 73 76 74 75 72|
-1 0 -1} 1 0 o> -1 0 1,1 0 o>
! Ug ' Ug
-1 1 010 1 0=0 0 -11}0 1 0|F|=0
0 -1-110 0 1| 1 1 00 0 1|
U, Us
|YUs | U, |
M, E] {95}:0 [, €] {9?}:0
uy Uy
M, U, =0 M U, =0
81, 72 ,S2 81, 72 ,S2
\>§\/'/£5</ Z4 Z5
Z1 Z3 Z1 Z3
S3. S3
vV YZz6 76
1, N
Z4 75 76 71 72 Z3 | 71 73 26 74 75 72 |,
1 0 011 1 0 i5 1 0 011 0 1 f
1 0!0 -1 1 f‘-:o 0 1 0'o0 1 -1 i-ﬁ-:o
1 0 1/ 1 0 1|t o 0 11 -1 -1 o0 |[|*
l, Is
s ] 12 ]
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3n 2n n
/
| / 2n—2«/ﬁ
3n—4\/ﬁ +1 /
250
/ Bereich
ublicher I=n-1-n
Netze
200
043-—VF4--4/fr---—--"- - —-"—-"—-" —- — — — —
004~~+—-f———"H—-»,,——"—"4—-"Hm—-—""—""-—-"—-"—"— — — — — —
Bereich Ublicher
NetzeV=1...2
Ol —— — — = = = = = = = = = = = = = = = —
*—9
| [ [ [ | [ [
50 100 150 200 250 n 300
*—=0 1
Strahlennetz: oo I=n-1 V=1- =
n
ebenes
Quadratnetz: | =2n-2Jn V=2- 2
Jn
ebenes 4 1
Dreiecksnetz: | = 3n—4\/ﬁ +1 V=3- —=+=
Jn n
V= ! Vermaschung
n
I Anzahl der Leitungen
n Anzahl der unabh&ngigen Knoten
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Mitsystem

Spannungsquellen-Ersatzschaltung Stromquellen-Ersatzschaltung
Z,
1 o P o
D T _—
L L
U 9)
o 1o v
\ -
Zustand stationar subtransient transient
Y, U, U U
lg =-Y,U, I Iy I
Zl = Xll Ra + jxd I:\)a + JX’c,i Ra + JX'd
Ra+j XO
Py 1 o _ ..
— Stro_mq__uellen Ersatzschaltung flir
Iy stationaren Zustand zur
U,  Berlcksichtigung der Hauptfeldsattigung

Gegensystem Nullsystem
R+ 3 (X§+Xg) R+ X,
LI ° I

= O

12 l0
Y, 32w H Yo

\J \4

Die Gegen- und Nullsystemersatzschaltungen sind stets passiv
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T-Ersatzschaltung mit idealem Ubertrager (1) und auf die Oberspannungsseite A

umgerechneten GréfRen der Unterspannungsseite B (Index )

1] B
- Zpn=Zpn =RA+] X
lg
QB Zz=Z 3 =Rz +]Xz5
ZC - i - i
Xm XC
H o U
Mitsystem: U=u, =uek¥® U=-ros
UrUS
Gegensystem: U =0, = '_UI
Up | ZatZc Zc I
U'g Zc Zg+Zc- ||l
Ia|_ 1 |4etle  —Zc Ua
I's | ZaZg+Zc(Za+2Zp) —Zc  Zpa+Zc||Upg
- . 1
Ug =uUg I's =—=ls
u
I Y Y U
{A} = {_AA _ABH_A} Stromgleichung mit OriginalgréBen
!B XBA XBB QB
v. = Zg+Zc Ya(Yg+Ye) _ 1 +Xc
T ZaZe+ZeZo+ZcZn YA+ Yg+Yc Zy+Zy 2
Y. =_ uzZc __uY,Yg __a
T ZAZg+ZpZo+ZcZn Ya+Ys+Ye Zp+Zg
VA u* Zc o U*Y, Y _ o~
TR ZaZg+ZpZo+ZcZy YA+ YptYe Zp+Zg
Yo = 0*(Zp +2Z¢) 0°Yg (YA +Ye) ~ (2 1 + Yc
T ZaZe+ZZo+ZcZn Ya+Yp+Ye o (Za+Zg 2

Univ. Hannover
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Schaltgruppe Yy0

A Za Lg u B
? —— | I | 0
e
1 1, N
Z
uA =c !‘B QB
l ! ] 1
Lpn =Zp*+3 Zyp =— L =2 pg*+3 Zyg =—
Ya A
1
Loy (="is  reell
Xmo UrUS
IA YAA YAB UA
A== AR Yan, Yar, Y Nd Yee S. ES -
|:!B:| |:XBA Yge || Us Yans Yag, Ypa und Ygg 5. ES-02/99
Sternpunkt A frei:

ZMB — 00 d.h. XB =0
Ypg = Yag = Yga =0
YaYe _ 1

Y =
- XA +XC ZA +Zc

Sternpunkt B frei:

Zys - © dh Y, =0

Yan =Yg =Ypa =0

Ygg = ¥pYe 07
Yet+tYe ZgtZc

Sternpunkt A und B frei:

Yan=Yag =Ypa =Ypgg =0

Univ. Hannover
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Schaltgruppe Yd5

A Za Zg
° L I L
—>
1A
Z
Ua H—C
FA} = {XAA XAB}FA} U==95 Betrag
!B XBA XBB QB rus
Sternpunkt A geerdet: Sternpunkt A frei:
v, = Ya(¥ptYe)
—AA YatYg+Yc Yan =Yg =Yga = Ygg =0
Yap =Ypa =Yg =0
Schaltgruppe Dy5
A Za Zg u B
c% LT * L I e:’ o
170 Ig A __,UA ,
Zc Ly =2 g +3Zyp
a e .1 _1
O Yo Yo

R

Sternpunkt B geerdet:

o Iy

Yg

. _U
=195 Betrag
rus

Ygg =U

Sternpunkt B frei:

_2 Yp(Ya+Ye)

YatYgtYe

Ypan=Yag =Ypa =0

Yan =Ypg =Ypga =Yg =0
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T T
u=ly, Y,..y Qz] 1:[!1 ... Iz]
z=diag (2, Z,..Z..Z,)  Y=diag(Y, Y,..Y, .Y,
u=Z i+u, =Y u+ig

U Y.=12Z,
=5 Z — I
o N — o o N
u I | 9}
—_—
u, 1, @1?— -Y, U}
Ki=0
KYu+Ki, =0
KYK u, ==Ki,
Yk Yk =l
nxn
XKK = Xik) Knoten - Admittanzmatrix
T
Ue = [gKl 9K2 gKi .. QKn] Knotenspannungsvektor
. T
I =[!K1 o - i - IKn] Knotenstromvektor
Mu=0
MZi+Mu, =0
MZM i, =-Mu,
Zym Im = Up
ZMM = (Zik)mxm Maschen - Impedanzmatrix
T
Uy = [L_JMl Uz - Ui --- ng] Maschenspannungsvektor
. T
Iy = [!Ml !M2 !Mi !Mm] Maschenstromvektor
Univ. Hannover | qtenspannungs-und Maschenstrom- | El- Netze |
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K1 K2 K3

KLY, +Y,+Y, -Y, -Y, U1 _!g k1

K2 -Y, Yo +Y;+ Y, Y5 U | =13 | = ko

K3 _14 _Xs X4 + Xs + Xe l;JKS 0 !K3
Y Uy I

oder: Yk Uk =k Yik

M1 M2 M3
M1|Z,+Z, +Z; Z, Zg I U U
M2 Z, L, +Z,+Zg ~Zs 2 |=] O |=|Un
M3 Zg —Zs Ly+Zs+Zg||lys U3 Uwis
Zym I Unm
Univ. Hannover Bildung der Knotenadmittanz- und El. Netze |
Prof. Oswald der Maschenimpedanz-Matrix NG-02




Admittanzzweige (zusammengefalt)

zusatzlich Impedanzzweige

q
. : i.Y -
Ki= [KY Kz]L} =0 Knotensatze
Iz
Yy |_p T, _ K-\r(
u=|-- =K ug =1 |Ug Knotenspannungen
Uz Kz
Ky YKy ug +Kziz ==Ky i
Yk
—T — 7
uy =Kzux =21z +u,
Y Kz |[uc | _| Kyl |
K; ;_Z iz U Netzgleichungssystem
Beispiel:
Zl l Xz 2 Xs 3
| u,,l |
=2142 =3143
U U
=1 =4
L—Jqli C) 1, Y Yo Y| Y4 l_u l—l g4
n=3, mz=1lundmy=3
i XZ _XZ O 1 | _uKl_ I O |
-Y, Y, + Y, Y3 0 ||Ueo|_| O
0 -Y; Y, +X4§ 0 ||Uks ~lga
L 1 O O : - Zl_ L Il | uql

Sonderfalle: 1)
2)

Ideale Spannungsquelle: Z=0
Kurzschluf3zweig: Z = 0 und Ug = 0 und damit U = 0 bei | # 0.

Univ. Hannover
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Leistungsflul3berechnung

Knotenpunkt-
Verfahren

NEWTON-
Verfahren

SN SN

LF-Berechnung

GAUR-SEIDEL- geordnete in Polar- in kartesischen
Verfahren Elimination, koordinaten Koordinaten
(Einzelschritt- topologisch
Verfahren) gesteuert

|

Naherungsverfahren
I
entkoppelte

schnelle

entkoppelte
LF-Berechnung

Univ. Hannover
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Stromgleichung

T
Ug = 91 gz gi gn] Vektor der Knotenspannungen (Zustandsvektor)
T
lk = [Il I2 || In] Vektor der Knotenstrome
T
Sk = §1 §2 §i §n] Vektor der Knotenleistungen
Pi
U . U
Si =Po (U—IJ *1Qi0 (U—I Knotenleistung
i0 i0
_ nxn
XKK - (Xik) Knotenadmittanz-Matrix
vollstandiges Gleichungssystem:
r | - _ B * * T
Y1 Yio Yy Yina | Y U, S, /U,
| * *
Yor Y Yo Yona | Yo || YU S, /U,
: : : I : .
i 1 -
Y Yo o Y Yina ! Yin U |= 3 S. /U
: : . : : | : .
: : | : : :
| * *
Yoan Tnaz Yoai ¥r1-_l_n:£i_z_n:£n Unt S /Y0y
L an XnZ Xni Xn,n 1 ! Xnn JL Qn _ i §n /Qn ]
Yk U = Ik
um die Achse des Slack-Knotens (hier s = n) reduziertes Gleichu_ngssystem:
Xll XlZ Xli Xl,n-l i U, ] §1/Q1 W Xln
Yoo Yo Yo Yon1 y, S, /92 You
. . . 1 . .
=5 * - Qn
Yo Yo Y Yina || Y| 3 S/, Yi
Una .
_Xn-l,l Y12 Yot Xn—l,n-l_ - _§n_1/9n_1 _X” Ln |
: red
Xred gred lred Xn Qn
Univ. Hannover | gjeichungssystem fiir das Knotenpunkt- | El- Netze |
Prof. Oswald verfahren der Leistungsflu3berechnung LE-02




- N
Xred - 9 Xred
U =U, 00°

nein

i = Xik(gi _Qk)

Dreiecksfaktorisierung,
topologisch gesteuert

Startwerte

Berechnen der
Knotenleistungen (i # s)

Berechnen der
Knotenstrome (i # s)

Rechte Seite

Abwartsrechnen

Aufwartsrechnen

Test auf Abbruch

Strom und Leistung
am Slack-Knoten

Auswertung

Univ. Hannover

Prof. Oswald
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Stromgleichung:
P di
) 1/ «\1 U. U,
Y u =i =—(U ) S, it S. =P, (—'J + ( J
—KK —K -K 3 =K —K mi =1 i0 Uio JQIO UIO

Lelstungsglelchung

3U YKK u, C sy =0
ReaI{SU YKK K}—pK =Mpg =0

Imag{3U YKK K}—qK:AqK:O

U =ue®

Polarkoordinaten: =i

:’61 9,...9,...0,, U U, ..U, ... Un]T :[6TUT]

AP | AP
D | A |[BO]_ _|Apk
Aq | Ay || Au AQy
D Al

Kartesische Koordinaten: !i =E + jF.

T T
=B B, BB FLFp Ry :[eTfT
0Apy | 0Apy
de | of ||Be|_ _|BPk
0AQy | OAQy || Af AQqy
de of
Allgemein:
H N
Jk X =Yk J = M L JACOBI-Matrix
Univ. Hannover Gleichungssystem fiir das NEWTON- El. Netze |
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n
AP ="y UU; cos(3; -5, + ;) - P
j=1

AQ; = Zyij U;U; sin (6i 9, +¢ij)‘Qi

j=1

n
Pii + Zpij -R

j=1#i

Qi + Zqij -Q

j=1Zi

0AP, : .
hy = 3% - = yikUiUkS|n(6i_6k+¢ik)= ik (k;’f')
k
_0AP . o~
h; = o Zyik Uiy, S'n(5i -9, +¢ij) == Zqij =-AQ; +; — Q;
| j=1#i j=1#i
IAQ. |
My = 35 - = _yikUiUkCOS(éi_Bk+¢ik):_pik (ki')
k
_0AQ; _ N\ N,
m;; T Zy”‘ Ui Y, COS(5i —9; + ¢ij) = Zpij = AP, —p; + PR
L L j=1#i
0AP. .
Nik = T: ik =-my  (k#i)
Kk
AP,
nj = a—l = Zpij +2p; PP, = AP +p; +(1_pi)Pi
Ui j=L#i
FINe) |
Iik - aukl = ik = hik (k 7z |)
NQ.
i =6—|: ZQij"'ZQii‘QiQi = AQ; +q; +(1-q;)Q
Y
mit: Pk =~ Pyi Impedanzwinkel
U Pi U i Ui(V)
P =Py (U—IOJ | Qi =Qip [U_uoj W= Ui(v—l)
Beachte: Ui, Uj sind verkettete Spannungen!

Univ. Hannover
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AP, :3(Ei Jy +F Ki)_Pi mit U =E; +]F

AQ =3(F 3 -E K )-Q mit | =3+ K
n n
H =) (0E -byF) K= (byE +g,F)
j=1 71
OAP. oP,
hii aEiI = 3‘J (El gii +Fi bii) _E
) )
0AP.
hig :—aE - = 3(Ei O tH bik)
k
_0AQ; _ 0Q;
i —a?i'—‘?’Ki +3(Fi gi —E b")_a_Eil
) )
0AQ;
My :—OE - = 3(Fi Ok —Ei bik)
k
ii aAP 3K + 3(_E b + F gl|) aPI
oF, oF;
) )
0AP.
ik —aTk' = 3(_Ei by +F gik) M
0AQ, _ _ Qi
III = aFI —3Ji 3(F| b|| +E| gll) aFI
) )
0AQ.
|ik = ?I = _S(FI blk + EI glk) = _hik
k
pi_2 qi_2
P E U, Qi __E |
=Pi = Fio R
aEi UiO UiO aE| UiO UiO
pi_2 qi_2
6Pi _ Fi Ui aQ| — I:i Ui
=P — P S
aFi UiO UiO al:| UiO UiO
Elemente der Rechten Seite und der El. Netze |

Univ. Hannover
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red

red red red

Xred: - Xred +/X red

n
Ps = Pss + Zpij
j=1,#s
n
Qs = Uss + ZQij
j=1,#s

Startwerte

Berechnen der
Rechten Seite

und der Elemente
der JACOBI-Matrix

Test auf Abbruch

Dreiecksfaktorisierung

und gleichzeitiges
Abwartsrechnen des um

die Achsen des Slack-Knotens
reduzierten Systems

Aufwartsrechnen

Korrektur des Zustands-
vektors

Leistung und Strom
am Slack-Knoten
(z. B. fur Polarkoordinatenform)

Auswertung

Univ. Hannover
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KurzschluBberechnung

Netzplanung Netzbetrieb
(on-line KS-Berechnung)
| / \
vereinfachte ausfuhrliche Verfahren
Verfahren (DIN VDE 0102) vollstandiger Datensatz
reduzierter Datensatz / \
|
Methode der Ersatzspannung Uberlagerungs- Losung der DGL

an der Kurzschluf3stelle verfahren

N

u(t)

\
/ genahert

AUy \

charakteristische Kurzschlu3stromgrofR3en:

Stol3kurzschluf3strom
Ausschaltwechselstrom

thermisch wirksamer Kurzschluf3strom
Dauerkurzschluf3strom

Univ. Hannover El. Netze |
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Kurzschluf3stelle
Knoten i

Ykk
(s. LF-Berechnung) Q,k =0 Iik Y YI.' @l

—_— Y Y

3-pol. nicht- Einspeisung
KS motorische (Generator,
Last Motor, Netz)
i
I |
Y=Yk -YL-Y l Ny K
Zi -1
Y, =diag(Y, Y, .. Yy .. Y,
Y =diag(Y, Y, .. Y .. Y]
vy Ly | kT 1 o
Yo Yoo o {Yaive Yo ||Yz| |L| |©
. . | | . : .
B ittt -— | ==t I_k
Yo Y A Yi i Y 0 i 1
TTTTTTTTTRT N A T :
A I o
an yn2 'I Xni - Xnn_ _g”_ _!”_ -O—
" k .k
Yk Uk | Lk
Ldsung:

1. Nach Streichen der i-ten Zeile und Spalte durch topologisch gesteuerte Elimination
k (. _ .
- gj (J—l...n, ¢|)
i ie: 1=y Uk —I
2. Aus der i-ten Zeile: i =YYk ~h
Nachteil: Fur jeden Knoten neue Dreiecksfaktorisierung erforderlich
Abhilfe: Uberlagerungsverfahren

Univ. Hannover Gleichungssystem Zur El. Netze |
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uk . k
KK =K - -K KurzschluR

" Uberlagerung von stationéren und
+0 ;
- - KurzschluRgréRen

Kurzschlufd

—KK —K - Stationarer Zustand vor Kurzschluf?

Anderungen durch Kurzschlu

K Lo "
AY, 2y Zyp ol Zy e 2y |0
k " " L "
AU, Zy Zyy 1 Zy b Zp || 0
N N : . i : i ' sl
_ 0 - " | " " k
Y Zy  Zig el & 1o Zin Iy
: [ : .
. . I . I .
k ) 2 0
_Agn_ _an an * Zni (I Znn_ L=
Zgi
K __" Kk
Au =z |
—K —Ki -

" k 1 " "
Y Au =Y z =¢€,
—KK —K I —KK —Ki
i

Ermittlung von £; durch topologisch gesteuerte Elimination:

g v
CY k Zqi =&
XKDK ZKI =9_1ei =§li le =€; | Abwarts - Rechnen
’ vg\1 g :
Z . :(Y ) e. Y "z  =e. 1 Aufwirts - Rechnen
—Ki — =i — —Ki =i
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Il I
Yk Yk

P
[
P
(N
N AN
IC
o

Kurzschlu3-Zustand (k)

Il 1
Yk Yk

|t e | { ol

stationarer Zustand Anderungs-Zustand im

vor Kurzschlul3 (0) Kurzschluf3 (A) =
Ruckwartseinspeisung
in das passiv gemachte Netz
an der KS-Stelle mit U
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1 X X X
o 1 X X
T -1y,0
C=bD°Y =lp 0 1 X
P X
0 0 O 1 |
YZ=E
cDC'z=E
pc'z=c™
c'z=p7c”
0=D"C™-C'Z
z=p7ct+(E-CT)z
Zn1 Zin-2  Zin1 Zm d*
Zn-2n-2 Zn-2n-1 Zn-2n | = g:z
-1
Zn—],n—l Zn—ln gn—l
g2
L Zﬂ,l’l L =Zn |
0 Ch21 Cpn-11 Gna Z11 Zin2 Zin1 Zin
- 0 Ch-in—2 Chn-2 Zn-21 Zn-2n-2 Zn-2n-1 Zn-2n
0 Chn-1 Zn-11 Zn-1n-2 Zn-1n-1 Zn-1n
L 0 B Zn,l Zn,n—Z Zn,n—l Zn,n |
_ 1
Znn _gn
Zn-1n = ~Chna |—_Z‘;nn
- A1 . —
Znin-1~ gn—l “Chn-1Znn-1 Mt Zpnn-1 = Zp-1n
Univ. Hannover | taAkAHASHI-Verfahren zur Berechnung | El- Netze |
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Stabilitatsberechnung

/

Linearisierung der Systemgleichungen

Statische Stabilitat

Transiente Stabilitat

SN SN

Berechnung
der Eigenwerte
der Systemmatrix

praktische klassisches
Verfahren Modell mit
U' konstant

ausfuhrliche
Zustandsmodelle

Berechnung der Schwingkurven
durch numerische Integration der
nichtlinearen Systemgleichungen
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Kol X4 G
Yo lu v, (DY,
'-ILi
N

nichtmotorische Last Generator

ic=Y u_-Y u =Y K'u -Y u
G—G G—p G K G—p
Y u =i =i, +Kig=Y u KY KU KY u
—KK =K K - - —L—K —G— —K —G—p
! l T
e | XK u, || s
A Bttt JI_ _____________________ - o
. | _ _ T
r; KXG :XKK XL KYGK Yy 0
Gl G2 Gm
kifO 1 --- O]
““'1 0 0
. Knoten — Generator — Matrix z. B. G2 an K1, G1 an K2 usw.
kn|O O - 0]
Y = dlag(Y Y .. Y )
—G —G1—G2 Gj"""—Gm
Y :dlag(Y Y .. )
—L — L2 —Li""—Ln
T\L
u ——(Y -Y -KY_K ) KY u
=K —KK  —L —G — —G—p
T r\7%
Ic=|-Y_ -Y K (Y -Y -KY K ) KY =Y U
-G —G— \—kk —L —G — —G/=p —GG—p
—IGm
15
Yoo ST
U
_IG1 ()‘l’ym <>\l’ypi CD\L_pm
Univ. Hannover St_atisch_e Stabilitat : _ El. Netze |
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Oi Im
U
Ypi n
6pi = +—
(Ui dI 2
Aépi = AY;
¢, =0 . .
upi pi 6pi =8
3, *}‘*’0
— ¢ Re
w, = A, = ki(PTi + PGi) (PTi = Pfi)

Si :Spi =W, — W, :A(Jt)i
Psi =3Re {Qei !ii} =3Re {Qpi !ii} (Rai =0)

— i9pi . — idyik
U, =uU,e™ y =y.e”

Element von XGG

Pei = Upiz YUy cos (5pi —Oy ~ ¢yij)

=1

Linearisierung:
—po0 _ 0
PGi - PGi + APGi - _PTi + APGi

APGi :(dpeij A6p1+{0"PGiJ A6p2+---+(0"PGiJ Aépi+"'+£%J A6pm
0 2 0 2 0 D 0

66P1 p2 pi pm
= SilA6p1 + Si2A6p2 +...+ SiiAapi +...+ SimABpm

A(bl : b11 b12 bli blm A(“)1
. |
A(‘OZ : b12 b22 bZi me AwZ
: 0 BN : : :
. |
Aw, lb; by b; b || A,
: i : : : : :
_A_d_)rﬂ —_ J:_ bml bm2 bmi bmm _A_(A_)nl
A§p1 1 i A3,
A3, 1 i A3,
: ) : 0 :
< |
D3, 1 | Do,
: i :
_Aéspm_ I 1! 1|88,
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5,215 o~ |

A, = BAS,
NS, =cze™
A3, = AczeM

S — )2 At At
Ad, =A"cze” =Bcge

(\E-B)c, =
det(\’E-B)=0=det(VE-B)=0  (\*=v)

- V, V,, ...V, Eigenwerte von B
S / Fur Stabilitdt missen alle y; reel und negativ sein.
- Es wird dann:

\/7 Ajigoi = 0y

mit ¢y i-te mechanische Eigenfrequenz.
)\Zm-lZm = i‘\/ Vm

Ein - Maschinenproblem mit:

II
I+

Qpl :gp’ QpZ = UNDOO’ XlZ = YD _g
Ps ==Y U, Uy singd,, AP; =-Y U, Uy cos d,Ad, =SAJ,
g =20 S a5 v= S
T, S, T, S,
Stabilitat fur:
dPg

v<0 d.h. S=d6 <0 bzw. cosép>0

p

)‘lzzij‘/(-;-)OLﬂ:“LJw

Univ. Hannover Statische Stabilitét : El. Netze |
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/  statisch stabil

Aw = VABp

A5p = Aw

Trennung der Variablen:

AwdAw = vAS,AAS,

Aw(0) =0
Ad,(0) = Adpg

Integration:

1 2 _1 2 2

_ 2 T s
1. v<0 , v=-0? Ty <+h
2
Aw
(—] + A2 = NS, (Kreis) stabil
W
e
2 31

2. v>0 , v=o0

Aw 2 2
— = +./A0; — AD
o p po

I
E<6I00' < -

2

instabil
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Y DY

K.

XKK l
— H_J
nichtmotorische Last Generator

ic=Y u -Y'u'=Y'Ku -Y'u
_ Y u

—G—G

Y o uo =i HKig =Y u KY KU KY '

—KK 7K —L —K

-y Y KT u |
m —G — -=—|
————— r————————————————_l_— —_ ———
1 KY'G !XKK ~Y KX'GK K 0
Gl G2 Gm
kif0 1 --- O]
““I'1 0 0
. Knoten — Generator — Matrix z. B. G2 an K1, G1 an K2 usw.
Kn_O o --- O_
XI o dlag(xl XI ) _I _I )
G G1—G2 Gj Gm
Y = diag( : Y )
—L —L1—L2 " —L T —Ln
T\ 1
U, =Y —Y, —KYKT] Ry
K L G G
[ [ T [ T 1 [ [ [ [
lc=|-Y. -Y Ky -Y -KY K'|KY b =Y _u
G KK L G G GG
—IGm
_IGJ' o
!GG N 1
I U
1 CD\L[_J; ()‘LL—JJ <>¢I_m
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G . , T
4\ ui 6i=6i+§+8i

Bi konstant:

0 d s _s

! 0 =9

Bi| dui=29i
3, T”o
. 4 ‘ Re

Ps =3Re {!Gi !ii} =3Re {9} !ii} (Re =0)

Q. =y, e

X;k =Yie

yrik

Element von XGG

Psi = U|i Yip Ulj Cos (6: -9~ (I)y'i’j')

=1

e
G,
NG,

fi(= 8y 8.80) | [ kePry ]
f(8, -, ...5,...5,) K, Pr,
(8080 —8,) | | kP
£ (81858, m) | [KnPrm |
Aw, |
Aw,
Aw,
Aw,, |

Ao =1(8') +Kp 1

o' =Aw

nichtlineares Differentialgleichungssystem
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L]
Generator: 91 = UE; o'

Netz: U, =U, 00°
Kurzschluf3: PG =0
Kurzschluffrei: Xllz = _Xlll = YéND ) ;
P, =-Y, UsU,sind =-P__ sind'
Ao'o:k(P +P)=kAP (5') Kk = Wy
! ° ° Tm + SrG
3 = Aw

Elimation der Zeit und Trennung der Variablen:

AodAw =k AP(8')dd'

Aw o'
! Awdae = k [ DP(5')d3

%

dreipoliger KurzschluB bis & :

AP(&') =P, =konst.

TAu)dAoo =k j P.d& =kF,
0

3
Aw 2 P; D s
(*)o B \/wOTm SrG (6 60)

Kurzschluf3 abgeschaltet bei &' = 6:31:

AP(&') =P; =P, sin&

Aw o' o'

j AwdAw = k j P.d5 —k j P__sind'dd = - kF,
Awy 3, 0N

%sz —%Awi =kP; (& -8,)+kP,

max

Aw :\/ 2 B (6’ -3, + Pga" (cos&' —cosé’a)j

(cos®' —cos8y)

wO wOTm SrG T
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Separatrix

-120
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o' /grd

My :PT(5:51‘56)

100 Simax
R = | (Ps|-Pr)ds
3

e

ty —————————— =
o'
200
U — PT l U U
300 Oamax = arccos P—(égrenz - 60)+ COSOyrenz
max
t/ms
T.S . .
ta,max = \/Z(xn)l)—l;f(éa - 6O)
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1 Ziel, Aufgabenstellung

Die Zustandsschéatzung oder State Estimation dient der Bereitstellung eines konsi-
stenten Datensatzes zur Beschreibung des stationaren Zustandes von Energiever-
sorgungsnetzen. Ein konsistenter Datensatz ist nichtredundant und in sich schlissig,
er bildet einen Zustandsvektor des Netzes. Aus dem Zustandsvektor kdnnen zu-
sammen mit den Netzdaten weitere abhéngige Gréf3en ermittelt werden. Die Knoten-
spannungen mit inrem Betrag und Winkel bilden einen solchen Zustandsvektor. Sind
in einem Netz alle n Knotenspannungen bekannt, so lassen sich mit Hilfe der Be-
triebsmittelparameter (sofern diese nicht fehlerbehaftet sind) alle weiteren interessie-
renden GréRen berechnen und beispielsweise zu Zwecken der Uberwachung des
Betriebszustandes des Netzes auf einem Monitor darstellen. Ausgehend von einem
Zustandsvektor kdnnen im Rahmen der Zustandsanalyse auch praventiv Ereignisse
wie Kurzschlisse oder der Ausfall einzelner Betriebsmittel simuliert werden, woraus
man Aufschlisse uber die Kurzschlu3situation und Netzsicherheit erhalt.

Die gleichzeitige, fehlerfreie meftechnische Erfassung aller Zustandsgrol3en ist prak-
tisch aussichtslos. Auch sind die Spannungswinkel als Mel3grossen wenig geeignet,
da sie sich nur unwesentlich voneinander unterscheiden und bei oberschwingungs-
behafteter Netzspannung schwierig exakt zu bestimmen sind.

Bei der Zustandsschéatzung geht man deshalb so vor, daR man mdglichst viele ge-
eignete und leicht zugéngliche Mel3grofien, wie Wirk- und Blindleistungsflisse, Ab-
nahme- und Einspeiseleistungen und Spannungen erfal3t und aus diesem Satz ab-
hangiger und notwendigerweise redundanter Mel3groRen mit Hilfe des mathemati-
schen Modells des Netzes nach der GAURschen Ausgleichsrechnung Schéatzwerte
fur die Betrage und Winkel der Knotenspannungen bestimmt. Das Prinzip der Zu-
standschatzung zeigt Bild 1. Die Einrichtung, die die Zustandsschéatzung vornimmt,
ist der State Estimator.

Netz- Netz-
topologie  parameter

— State- —

Estimator

Bild 1: Prinzip der Zustandsschéatzung

Die MeRwerte der BetriebsgroRen werden zu einem Mel3vektor zusammengefalit:

1T /T /T 1T /T T T

Z'zpik qik pi qi ui I|
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Die MelRRwerte sind fehlerbehaftet und zur Unterscheidung von den wahren Werten z
mit einem Strich versehen. Der Mel3vektor ist redundant. Seine Zusammensetzung
wird Mel3topologie genannt. Die Mehrzahl der Me3gréssen sind Wirk- und Blindleis-

tungsflisse P, und Q, (etwa 75 %) gefolgt von den Knotenleistungen P' und Q,
(etwa 20 %) und den Knotenspannungen U; (etwa 5 %). Stréme werden gewdhnlich

nicht als Mel3grossen herangezogen, da sie das Konvergenzverhalten der Auswer-
tung unginstig beeinflussen.

Der gesuchte Zustandsvektor hat bei n Netzknoten die Ordnung 2n und ist von der
Form:

X:[51 O, = Oy iUy Uy - Un]T

Die Schatzwerte des Zustandsvektors werden mit einem Strich gekennzeichnet:

x'=[& & - Fiup oyl

2 Melfehler

Zwischen den gemessenen Mel3grof3en und ihren wahren Werten besteht die Bezie-
hung:

(1)

in der mit Az der Mel3fehlervektor eingefiihrt wurde. Die Mel3fehler Az, sind Zufalls-
groRen. Sie hangen von der MeRRgréfRe und den Melverfahren ab. Es kann ange-
nommen werden, dal3 die Mel3fehler der einzelnen GrofRen unabhangig voneinander
und normalverteilt sind. Bild 2 zeigt den Verlauf von zwei Dichtefunktionen mit unter-
schiedlicher Streuung o, > ;.

f(Az)

o, O

Bild 2: Verteilung der Mel3fehler

Die Dichtefunktion des i-ten MeRRfehlers lautet:
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AZ?
1 2n0?

N

f(Az)=

3 Zustandsschatzung bei linearem Mel3modell

Der Zusammenhang zwischen dem Zustands- und Mel3vektor ist linear und wird wie
folgt ausgedruickt:

@

Die Matrix H ist die sog. MeRmodellmatrix. Sie hat im linearen Fall konstante, von x
unabhangige Elemente. lhre Dimension ist mx2n. Das Verhéltnis

r=—-1
2n

kennzeichnet die Redundanz der Mel3werte. Man strebt eine Redundanz von r =1
an, was eine Verarbeitung von doppelt so vielen MeBwerten wie Zustandsgrofien
bedeutet. Ein lineares Mel3modell wirde beispielsweise vorliegen, wenn man in ei-
nem Gleichstromnetz nur Strome und Spannungen als Mel3gréen heranziehen wir-
de.

Gl. (2) wird in Gl. (1) eingesetzt:

|2’ =Hx +Az| (3)

Die GI. (3) ist das sog. lineare Mel3modell. Aus ihm sollen mit Hilfe der Methode der
kleinsten (relativen) Fehlerquadrate nach GAUR ein Schatzwerte x' fir den Zu-
standsvektor x ermittelt werden. Dazu ist die gewichtete Fehlerfunktion

22\° (42,\° (42 (4z,)
Fg = [i} + (_Zj ++(i] +...+[_Zm] (4)
o o, o} On
zu minimieren. Durch den Bezug der Mel3fehler der einzelnen MelR3grof3en auf die
entsprechende Streuung o, soll erreicht werden, dal3 kleine MefR3fehler die Schatz-

werte starker beeinflussen als grof3e. Wir fihren fiir den gewichteten Mel3fehler der i-
ten Mel3groRRe die Bezeichnung

_Az
.

Az

9

ein und schreiben den gewichteten Mel3fehlervektor mit Hilfe der Matrix

S1= diag(— _ii)
gi

1 0y On

wie folgt:
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Az, =S7Az=S7(z'-Hx) =z, —Hx (5)
wobei mit:

zg =5z der gewichtete Mel3gréRenvektor und

Hyg =S™H die gewichtete Mel3modellmatrix

eingefuhrt wurden. Die Fehlerfunktion nach Gl. (4) kann mit diesen GroéR3en auch fol-
gendermalf3en formuliert werden:

— T — ’ T ’ — A T T !
F, —Angzg =(z4 —HyXx) (zg—ng)—(zg -X Hg)(zg—ng) (6)

Zur Minimierung der Fehlerfunktion sind deren partiellen Ableitungen nach den Zu-
standsgroRen an den Stellen x =x' zu bilden und Null zu setzen:

oF, 0
g — 1T _ 0T v g T Tg T —
ox,). __axi (zg g —zg Hyx =X ngg +X HgH X )X, 0 (7)

Der erste Term in Gl. (7) ist unabhangig von x, kann also weggelassen werden. Die
Ableitung des zweiten und dritten Terms ist einfach. Der letzte Term ist nach der Pro-
duktregel abzuleiten. Man erhélt:

9Fy
ox; |,

]
=2, XXy ox’ O HTH X" +x H TH, 2
ox; o0x; ¢ 0X; 0X;

(8)

Da die einzelnen Terme in Gl. (8) skalare Grof3en sind, kbnnen wir jeden Term auch
ohne weiteres durch seinen transponierten Ausdruck ersetzen und so zeigen, dafl3
der erste und zweite Term von Gl. (8) gleich sind:

.
T, Ox [ T ax] x|
-z, H,—=|-z, H,—| = Hz'
99 0x 9 90x X, 9

Ebenso sind der dritte und vierte in Gl. (8) Term gleich, denn es gilt:

9 9x; 9 0x 0X;

]
x"™HTH 0x —( HTH axj =X HTH, x’

Damit folgt schlieflich:

)
= 2% Ty 422 HTH, 26L( ~HTz +HTH x") =0
Zox, Ha% T2y ox g

9y
0X; |,

T

: ox ' . . . o .
Der Zeilenvektor v ist nur in der i-ten Spalte mit einer Eins besetzt:
X

ax '

ax [0 0 -~ 1 --- 0]=e-T.
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Alle 2n Ableitungen werden zusammengefaldt zu:

_1 - _O_
1 0

oF g :

_ 9 :2 ' _HTZI+HTH X' —|- 9

. . TR = ©

Die Gl. (9) ist erfallt fir:
—H zg+H Hyx' =0
oder:

HIHgx' =H z{

bzw.:

H'R™MHx'=HR™z’ (10)

wobei R™=S7'S™ die MeRfehlerkovarianzmatrix ist. Die Gl. (10) stellt ein lineares
Gleichungssystem der allgemeinen Form:

(102)

zur Bestimmung der 2n Zustandsgrof3en dar. Sie wird auch als GAURsche gewichte-
te Normalgleichung bezeichnet.

Die Koeffizientenmatrix A =H'R™H von GI. (10) hat folgende Eigenschaften:

1) A ist quadratisch von der Dimension (2n)x(2n)

2) A ist symmetrisch
3) A ist positiv definit
4) Die Struktur von A hangt von der Netztopologie und von der Mel3topologie ab

4 Zustandsschatzung bei nichtlinearem Mel3modell

In den Netzen der elektrischen Energieversorgung ist der Zusammenhang zwischen
den Mel3groRen und dem Zustandsvektor i. a. nichtlinear. Anstelle der Gl. (2) fur das
MeRmodell tritt die allgemeinere Beziehung:

(1)

in der h(x) eine nichtlineare Matrixfunktion ist. Die weiteren Schritte zur Herleitung

der Bestimmungsgleichungen fir die Schatzwerte des Zustandsvektors sind analog
zu denen des Kapitels 3.
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4.1 Gleichungssystem

Mit dem MelRmodell nach GI. (11) geht GI. (3) Uber in:

|z’ =h(x)+Az]| (12)
und:
|Az =2 -h(x)| (13)

Analog zu Gl. (5) werden wieder gewichtete Gré3en eingefihrt:

Az, =S7Az=S7z'-h(x)] =z, -h,(x) (14)
mit:

z, =Sz

und

hy(x)=S"h(x)

Fur die Fehlerfunktion erhélt man somit:

F, =0z 0z, =[zg —h ()" [zg ~h )=k -h & )k o -h & )] = (15)
= z(';zé —z;Thg(x)—h;(x )z ; +h JQ( h &)

Der zweite und dritte Term der Gl. (15) sind gleich, so dal3 schlief3lich wird:

g

Fy=2."zg=2h (x)z' +h (x h4& ) (16)

Zur Minimierung der Fehlerfunktion sind wieder die partiellen Ableitungen an den
Stellen x =x' zu bilden und Null zu setzen:

oF ohT ohT oh ohT

— 9 =2 91 2249 K (x)+h ' (x")—Y =-2—29 [z -h (x')]=0

x|, ox; | 0 0% | o) +h )c)xi ) ox; ’[ 9 ~My(x")]

Die Zusammenfassung aller 2n Ableitungen ergibt:

aFg T r 1 ]

v =-2H4(x")[zg —hy(x )] =0 (17)
o

mit der transponierten JACOBI-Matrix an den Stellen x =x":
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onT ' ]
axg (x") ﬂ(x') %(x ) %(X ) %(x )
ah'lr 0X, 0X, 0X, 0%,
0 oh oh 0
20| [ Shexy Sy e Sy e S
Xy 0X, 0X, 0X, 0X,
HT(X = : = : : : : (18)
9 T .
N onl | Pxy Loy o Py o Dger
X (x) 0X; 0X; 0X; 0X;
i : : : :
: oh, oh, oh, oh,,
;’ ’ h]. (X') 2 (X r) i (X r) hm (X r)
(X ) _aXZn aX2n aX2n aX2n
| 0%, |
Aus GL.(17) folgt zur Berechnung der Schatzwerte x' fir den Zustandsvektor:
Hg (x)[zg—h(x")]=0 (19)

Das Gleichungssystem GI.(19) ist jetzt nichtlinear. Seine Losung erfolgt iterativ nach
dem NEWTON-Verfahren. Dazu wird die Matrixfuktion h, =(x) in jedem lIterations-

schritt v durch die ersten beiden Glieder seiner TAYLOR-Reihe angendahert:

I I ah I I I I I
hg(X|’/+1):hg(X 1’/)+mgé( v+1):h g(( v)+a_xg(( 1/)A v+l:h J( V)H 3( V)A v+l

(20)

Nach Einsetzen von Gl. (20) in Gl. (19) und Umordnen erhalt man fur die Verbesse-
rung des Zustandsvektors in jedem Iterationsschritt:

H (X )H, (X)X =H ()l g —h & )T =H J& ))&,

oder kirzer:

AR X0 =y K4)

4.2 Aufbau der Melfmodellmatrixfunktion

h(x)

(21)

Der Aufbau der Mel3modellmatrixfunktion hangt sowohl von der Netztopologie als
auch von der Zusammensetzung des Melvektors, der Mel3topologie ab. Fur die Zu-
sammensetzung des Mel3vektors nach Kapitel 1 hat Gl. (11) den folgenden Aufbau:

hpy(X) |

=h(x)

(22)
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Wir wollen nun der Reihe nach die einzelnen Funktionen h, (x) herleiten.

4.2.1 Leistungsflisse als Funktion von X

Alle Leitungen und Transformatoren seien durch ihre Pi-Ersatzschaltung nachgebil-
det (Bild 3).

Bild 3: Pi-Ersatzschaltung der Leitungen und Zweiwicklungstransformatoren
Fir den Zweigstrom |, zwischen den Knoten i und k ergibt sich dann:
lic = Vio +Y5)U; =Y U =Y, -Y Uy (23)

Die Zweigleistung wird:

Sic =301, =3U,Y, U -Y U =R, +]Q, (24)
mit:
Qi = Ui ej5i uk — Uk ej5k

' ' (25)
XS =Y, elfi !i =Y, elfi

folgt weiter (beachte: ¢, und ¢, sind die Impedanzwinkel = negative Admittanzwin-
kel):

Sy =3Y;UZe -3U,Y, U e %) =Py +]Q

und:
Py = 3Y; Uiz cos@; —3U;Y U, cos(d; — Oy + @i ) =-Pi — Pik = Mpix(X) (26)
Qi = 3Y; Uiz sing;; —3U;Y, Uy sin(d; = Oy + @y ) = -0 — Ui = hgic(X) (27)

Die Grof3enbezeichnungen p;, py, ;. Gy sind Abklrzungen, die auch bei der

Leistungsflulberechnung verwendet werden, auf die wir in Abschnitt 4.2.2. nochmals
zurickkommen werden.



=1 =1
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4.2.2 Knotenleistungen als Funktion von  x
Nach Bild 4 gilt fur die Knotenleistung am Knoten i:
n 9 n 0 n 0 0 ]
S = _Z§ij =-3u ZXM +3U; Zi!ij U, =h +]Q; (28)
J:

JZi J#i IEd

Vin

1%
<

v

Bild 4: Bildung der Knotenleistungen aus den Zweigleistungen

und:

j#i j#i j#i

n n n n n
P = ‘zpij = _3UiZZYii,j cosg; ; +3U, zYij U;cos(d, - 9J; + ¢;) :Zﬁi,j +zpij = hi (x)
=1 =1 =1 =1 =1

(29)

IEd J#i J#i

n n n n n
Q=-2Q= _3UiZZYii,j sing; ; +3U; D Y;U;sin(d, = J; + ;) = > Tij + D 0 = hgi(X)
I = j=1 =L e

(30)

An dieser Stelle soll der Vergleich der GIn. (29) und (30) mit den Ausdricken der
Knotenleistung bei der Leistungsflul3berechnung angestellt werden. Im Unterschied
zu Gl. (28) werden die Knotenleistungen bei der LeistungsfluBberechnung mit den

konjugiert komplexen Elementen der Knotenadmittanzmatrix yDund nyormuIiert:

n

S; =3y U?+3U, 3y U =P, +Q
i j=1_“

J#i
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n n
P = 3Ui2y“ cos @y +3U; ZYU Ujcos(d; =9, +dy;) = p; +Zpii

=1 =1
J# JE4l
n n
Q= 3Ui2 yisingy; +3U; > y;U;sin(d, -3, + @) =q; + D
j=1 j=1
#i #i

Fur die Diagonalelemente der Knotenadmittanzmatrix gilt bekanntlich:
n

Yi =2V
j=1
j#i
wenn die Y; ; =Y,o; +Y; ; die Admittanzen der einzelnen am Knoten angeschlosse-

nen Betriebsmittel sind (parallele Betriebsmittel sollen bereits zusammengefalit sein).
FUr die Nichtdiagonalelemente gilt:

Y = Yik
Damit ergeben sich die Zusammenhange:

n n
Zﬁn,j = Ri sowie: Zaii,j =0
i=1 i=1

j#i j#i

4.2.3 Knotenspannungen als Funktion von X

Der Zusammenhang ist einfach, denn es gilt:

Ui =U; = h(x) (31)

4.2.4 Zweigstrome als Funktion von X

Aus Gl. (23) folgt mit:

Re{l; } =Y;U;cos(d; — @;) — Y Uy cos(dy — Piy)
Im{l } =Y;U; sin(; = @) =Y Uy sin(dy — @y )

fur den Betrag des Zweigstromes vom Knoten i zum Knoten k:

by = \/Rez{lik} +Him?{l, } = \/(YiiUi )2+ (YU = 2Y,U YUy cos(J, = O + &y — #;) = hy (x)
(32)
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4.3 Aufbau der JACOBI-Matrix

Die partiellen Ableitungen der Zweigleistungen nach den Elementen des Zustands-
vektors ergeben:

9P -

—k =3U,Y, U, sin(d; = I, +@,) =0y
99,

9P -

33,

%?iik ==3U;Y; U, cos(d; = O + ;) = -py

0Q;, =3U,Y, U, cos(d; - O, + ) = Pi
09,

Die Ableitungen nach den Knotenspannungen werden wie bei der Leistungsflu3be-
rechnung nachtraglich mit den Spannungen im Arbeitspunkt erweitert, so daf} wieder
nur die Elemente p,, p,,d;,d; vorkommen. Durch die Erweiterung mit den Span-
nungen missen die Spannungen im Zustandsvektor auf die Spannungen des
vorangegangenen Schrittes bezogen werden.

oP, D
Py _ =
k

Q. . . _
Ui a%'k = 2[3Y; Uiz sing; —3U;Y; Uy sin(d; — Oy + @y) = —20;; - G
|

00 .
Uy % ==3U; Y, U, sin(d; — J, + @) = -Uy
K

Die Ableitungen der Knotenleistungen lauten:

oP 0 - ;
i I 7i
oP,

ﬁ =3U,Y, U, sin(o; = o, + @) = Oy

aQi n n
s - 3UiZYij Ujcos(d; =9 +¢;) = zpij

i
IEd J#i
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aQI = 3U Ylk Uk COS(5 Jk + ¢|k) - plk

3%,
n._ n n
Zplj Z |J_2pii+zpij
1= I j#i

0Q.

U — =npn

k aU, Pik
a n
Ui 08 Z +un = un +un
I }:_ﬂl J¢| J¢|
0Q,
U, — =q;
k aU, Qix

Die Ableitungen der Knotenspannungen sind trivial:

%:O
20,

oy,

30,

Ui% =U
ouU.

u, Y -
U,

Fur die Ableitungen der Strome erhalt man:

oy _ 2Y;U; Yy Uy sin(d; — Oy + &y — ¢i) .

00 »
oy _ _2YiU Yy U, sin(d; = O + &y — #i) _ =a,
00, i

oy _ 2(Y;U)? = 2Y,U, Y, Uy cos(8, — 5 + by — &) -b

U, i
oy, li
oy _ Z(Yikuk) - 2Y;U; Y, Uy cos(0, — O, + @y — @;i) _
Uy U | = by
K ik

Den Aufbau der JACOBI-Matrix sieht man am besten am detaillierten Aufbau der Gl.
(20), wobei im Zustandsvektor durch die Erweiterung der partiellen Ableitungen nach

den Spannungen die bezogenen Spannungsbetrage stehen.
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APik —Qi, ik R ® (P © [ e TR _Zﬁii ~ P v TPk TP
: : : : : : : : : 'Aa’l'
AQik Pip o TPk Pk o P Ay _Zaii — i S ¢ PP ¢ Aé—i
: : : : . : : : ©o|| A,
AP, 0. - 'un‘ O o i P 2P +Z Py o Pk o P :
Pl : : I : : ;|| ag,
R : : . : : : AT R
AQ; P Zpij TPt TP | G o 20 +zq”' o Oy Gy :
: : : : : : : : : Au,
AU, 0o .- 0 e 0 -0 o - U, v 0 - 0 [Au,
: : | Au,, |
AIi all a‘u alk a'|n bi1 bu blk bln

4.4 Rechentechnische Aspekte

1) Die Koeffizientenmatrix der Gl. (21) A(x,)=Hg (X H ;) =H "& ;)R H & ) ist
symmetrisch. Es wird nur die obere Dreiecksmatrix gleichzeitig mit der Rechten
Seite Ay (x,)=H, (x ), =H "(x ,)R "z ;, berechnet

2) Die Losung des Gleichungssystems erfolgt in jedem Iterationsschritt durch geord-

nete Elimination. Bei der Dreiecksfaktorisierung wird die Rechte Seite gleich mit-

behandelt (abwartsgerechnet)
3) Das Element A, der Koeffizientenmatrix berechnet sich aus der Summe:

m
A, :ZHji ij — Hy Hy + Hai Hyi + Hai Hay . Hini Hink
g, 0,0, 0, 0, 03 04 On Op

Das i-te Element der Rechten Seite ergibt sich aus:

. A_z}ziAzi +H2i Az, +H3i Az, +_“+Hmi Az,

m
y =3
o, o 0 0 0,0 0,0 o, o,

4) Bei der Berechnung der Koeffizientenmatrix und der Rechten Seite treten somit
nur Produkte auf, die jeweils zur gleichen Messung gehdren. Die JACOBI-Matrix
braucht deshalb nicht gesondert gespeichert zu werden.
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Fz+Hz=x
Zz=Az+Bx
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Elemente von A und B konstant

Pl >> 1

| |min
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Zy
X V4 Z
>> B - jdt ) >>
N
AN
A
]
C
\Q y
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induktiver Zweig kapazitiver Zweig

u
% R,L D i
o - I o . GI c Y
> 5 i
u, u
implizit - Potentialform:
Li+Ri+u, =u CU+Gu+iy =i
¢ =Li q=Cu
implizit - Speicherform:
R a . G ..
¢I+I¢/+uq_u q+6q+|q—|
.1 1
| =— u=—
Lél/ C q
explizit:
: R. 1 : G 1, .
I=——i+=(u-u u=—-——u+—(-i
C I_( a) c c( a)

R . G . .
€U=—E¢/+U—Uq qz_Eq_H_lq
Eigenwerte (unabhangig von der Form):

J=_R__1 1= G__1

L T C Tc
Beachte die Dualitat !

Univ. Hannover Zustandsdifferentialgleichungen El. Netze i
Prof. Oswald des L- und C-Zweiges ZD-02




L-Netze

Li+Ri+ Uy =U  Zweiggleichungen ungekoppelt

.
. A . . T
| = [Il |2 |i IZ]
.
L =diag(L, L, - L - L,)
— N Y i
Mu=0 =M1

MLM' iy +MRM" iy, +Muy =0
H_/%/_/
LMM RMM

M _ _1 . _l
M =—LumRmm v —LumM u,

A B

Die Maschenstrome bilden einen Zustandsvektor.
Die m (Anzahl der Maschen) Eigenwerte von A sind negativ reell.

C-Netze

Cu+Gu+i,=i  Zweiggleichungen ungekoppelt
lq = [iql e g iqZ]T

C=diag(C; C, - C; --- C))

Ki=0 u=K"u,

KCK' U +KCK " uy +Kiy =0
H/_JH_J

CKK GKK

. _ -1 -1 .
Ug == Cyx Gk Uk ~Cyx K |

A B

q

Die Knotenspannungen bilden einen Zustandsvektor.
Die n (Anzahl der Knoten) Eigenwerte von A sind negativ reell.

Univ. Hannover

Zustandsdifferentialgleichungen El. Netze Il

Prof. Oswald von L- und C-Netzen ZD-03




L iL +Ri +u,=ug L-Zweige ungekoppelt

Cuc +Gug +ig =i C-Zweige ungekoppelt

Ein requldares Netz enthalt keine C-Maschen und keine L-Knoten. Die kapazitiven
Zweige bilden einen Normalbaum (Baum, der mdglichst viele Kapazitaten enthalt).

. i
Ki= [KL E] L }: 0 Knotenpunktsatze, partitioniert
C

ic =-K_ i, Elimination der kapazitiven Stréme

U,
Mu = [E Mc]{u }: O Maschensitze, partitioniert

c
u. =-Mcue Elimination der induktiven Spannungen
L ooli, [,[R Mc][ic]_ _[uq
0 C Uc K, G | uc iq implizite Form der ZDGL
Mc = K/

Die Strome durch die Induktivitdten und die Spannungen Utber den Kapazitaten bilden
einen Zustandsvektor.

i | | LR LM [y LU0 U
e - C_lKL clg Ug 0o ct iq explizite Form der ZDGL
— —

A B
Beispiel: L-C-Kettenleiter
—illE—— -

Der Knotenbaum ist zugleich Normalbaum

Univ. Hannover Zustandsdifferentialgleichungen

El. Netze Il

Prof. Oswald von regularen Netzen 7D-04




Lm =L +Ly :%(Lo +3Ly +2L,) L, =Ly +Ly :%(Lo +3Ly —Ly)
R, =R+Ry R, =Ry
_Lm Ln Ln ia Rm Rn Rn ia
Lo L Lo ||l [+| Rn R Ry ||l || Ugo | =] s ZDGL implizit
_Ln Ln Lm iC Rn Rn Rm iC
.| [An Ay A . [Bm Bn B, [Ua —Uga
i, [=| A, A, A, i, |+|B, B, B, ZDGL explizit
.| | Ay Ay Apllic| [Bn By Bp | Ue —Ug
A, =-B,R,-2B,R, A, =-B.R,-B, (R, +R,)
B = L, +L, B L,
(L, -L)L,, +2L,) (L, -L)(L, +2L)
Ll LO +3 LM Ll LO +3 LM
Eigenwerte:
AM=A,=A,-A, = & )\S:Am+2An:_m
L, L, +3Ly,
Sternpunkt frei: L,, — oo:
2R 1R
A, =--"1 A, =-=—-1
T3, "3
2 2 _ 1 _ 1
™ 3(L,-L,) 3L " 3(L,-L,) 3L
Eigenwerte:
Ll

Univ. Hannover

Prof. Oswald

Zustandsdifferentialgleichungen
von verketteten Induktivitaten

El. Netze Il
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i | iy
i
Gg&%\g’cg
Ug Uc Up
Gs Gs G
Cs| Cs| | G T
' /
C,=C, +2Cg =C,-C,
C,=-Cy = -Cy
G, =G, +2Gg =G; -G,
G, = -G, = -C,
Cn Co Col[t.] [Gn Gy Gu[ua] figa] [ia
Cn Cm Cn l:lb + Gn Gm Gn Up |+ iqb =1l ZDGL implizit
_Cn C, C, |l U, _Gn G, G, || u. _iqc I
_ua An An Aq | Uy Bm B, B, | ia _iqa
Uy | =] An Am Aq || Up [+] By By Byl iy iqb ZDGL explizit
_uc An A, Am_ Ue B, By Bn i ic _iqc
An =BGy - 2B, G, A, =-B,G, -B, (G, +G,)
— C,+C, — C,
B = B, =-
(Cm - Cn)(Cm + 2Cn) (Cm - Cn)(Cm + 2Cn)
C, Co C, Co
Eigenwerte:
)\1:)\2 :Am—An :—ﬁ:_&
C,-C, C,
Ay = A, +2A, =-Sm 28 - _Go
C, +2C, Co

Univ. Hannover

Prof. Oswald

Zustandsdifferentialgleichungen El. Netze Il
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Homogene Zustandsdifferentialgleichung

z=Az z(0) =z, Anfangsbedingungen

Ansatzz z=ce™

z=AceM=Az=Ace™

Eigenwerte und Eigenvektoren:

——(AE-A)c =0 <—
n Eigenwerte A,

det(AE-A)=0

—> n Eigenvektoren c; =k; v,

z=k,v,eM +k,v,e"

i-te Eigenbewegung

+..+ kvel 4. +k v, e™

Anfangsbedingungen bei t = 0:

_ T _
zo=[v; v, .ovi ov]lk ok, L K k,]' =Vk
k=V'z,
vollstandige L6sung:

_eMt _
ehat
—_ -1 — At
z=V At Viizy= e 2z
e Funda-
. mental—
Matrix
L e}\nt_
Univ. Hannover Losung der homogenen ZDGL El. Netze Il
Prof. Oswald n-ter Ordnung ZD-07




Nichthomogene Zustandsdifferentialgleichung:

Z=Az+Bx

Ldsungsansatz unter Nutzung der homogenen Ldsung:

z =k, v,eM +k,v, e

+...+k, v, et + z

X

——
freieAnteile =hom ogeneLdsun g +Begleitkomponente  erzwungenerAnteil

Begleitkomponente + erzwungener Anteil = partikuldare Loésung

Anfangsbedingungen bei t = + 0:

2(-0) = 2(+0) = 7,(-0)
z(+0) = Vk +z,(+0)

k = V_l(ZX(—O) - Zx(+o))

Die freien Anteile sind bei t = -0 Null !
Thre Amplitude wird durch den Sprung
von z, bei t = 0 bestimmt

Wenn alle Eigenwerte
verschieden

Losung ohne Eigenvektoren und Eigenwerte:

z=Az+BX
eMz=e™Az+BX)

eM7-eMAz=eMBx

d, __at
—(e Mg
dt( )

Multiplikation von links mit et

t t

d, . ) ]
J.E(e AMz)dt=e M z(t) - 2(0) = J.e ABxdt beidseitige Integration
0 0

t
z=el'z, +IeA(t'T)BxdT

homogene 0 ,
Losung partikulareLésung

Univ. Hannover

Prof. Oswald

Ldsung der nichthomogenen
Zustandsdifferentialgleichung

El. Netze Il

ZD-08




PlemsQ "joid

JaAouueH “Alun

19QA7Z 18p ualyepansbunso]

z =f (z,x,1)

60-dZ

[I ©Z1eN ‘|3

\

- Linearisierung _ _ _ _ _
inear | nichtlinear
I
I
| / \
Differenzen-| |Fundamental- Eigenwerte |---- nichtsteif
gleichungen| |matrix “—u. -vektoren | ‘T | steif
~ Az |At eAl Aot [
| /
I
| Teilsystembildung
'—4— — — -|bei multi-time
scale Charakter
s
rekursive geschlossene explizite implizite
Losung, DLV Ldsung Einschritt- Mehrschritt-
Verfahren Verfahren




Integratoren approximieren den Zuwachs von z wahrend eines Zeitschrittes:
At At

Az(t) = j 2(T)dt = j (A (1) + B x(1))dt
0 0

EULER implizit:

Approximation des Zuwachses von z wahrend eines Zeitschrittes durch ein Rechteck:

Az(k+1) = z(k +1) - z(K) = jz(r)dr = jz(k+1)dr =Atz(k +1)
0 0

2(k +1) = At z(k + 1) + z(K)

Trapezregel:

Approximation des Zuwachses von z wahrend eines Zeitschrittes durch ein
flachenahnliches Trapez:

At At . .
Az(k+1) = z(k +1) - 2(k) = [ 2(1) dt = + [ [2(k) + w T]dt = % [2(k +1) + 2(K)]
0 0

2(k +1) :%2(k+1) +%2(k) +2(K)

Anstiickelungsmethode:

t+At
z(t + At) = ez(t) + J.eA(“AH)B X (T) dt Substitution t- T =- A
t

At
z(t+ At) = e”Piz(t) + j e BTN By (t+A) dA
0

lineare Approximatinon von x(t+A):

At At
Z(t + At) = e™z(t) + AN j (e ™ dA) B x(t) + Aite’*At j (e " AdA) B (x(t + At) =x(t))
0 0

z(k+D =[A7 - At =D z(k +D) - [AF - At(e” - D) e z(K) + z(K)

Univ. Hannover
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Differentiatoren approximieren den Differentialquotient der ZDGL.:

F2(t) +H z(t) = x(t) 2(t) = A z(t) + B x(t)

EULER-implizit:

rickwartsgenommene Differenz im Zeitpunkt t,,; = (k + )At

: Az(k+1) 1 1
zk+D)=—"—"="72(k+D)—-——2z(k
(k+1) At At( ) At (k)
Trapezregel:

Summe aus vorwartsgenommenen Differenz im Zeitpunkt t, = kAt
und rickwartsgenommenen Differenz im Zeitpunkt t,,; = (k + DAt:

820 _zk+D-20) L q o Azk+D) _ z(k+D-2()
At At At At

z(k+1)+z(k) = é[z(k +D-zK]  summe

(k)

2k +1) = éz(k +1) - 2(K) —éz(k)

Allgemeine Form:

zk+D)=Q'2(k+D +v Integratoren

zk+)=Qzk+1)-Qv Differentiatoren

Verfahren Q Vergangenheitswerte v
EULER implizit 1 z(k)
At
Trapezregel 2 Q7 2(k) + z(K)
At
Anstiickelungsmethode | [A ™" - At(e "%t - 1)7™ (At=Q7) (k) + z(K)

Univ. Hannover
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Induktiver Zweiq:

Z

Z I tugy tu, =y

UyL

L(Qi (k+1)-Qv))+Ri (k+D+ug (k+1) =u (k+1)
(R+LQ)i(k+D)+uy (k+D-LQv =u (k+1)

“Impedanz"- oder Z-Form

. _ _1 _1 _ . .
i =Z U —Z " (Ug Uy ) =Y U Fig Fiy

Kapazitiver Zweiq:

Yc

YoUc tlge tic =

Ic

lvC

C(QUK+D) - QV)) +GU (K +1) +ige (K +1) =ig(k +1)
(G+CQ)Uc(k+1) +igc(k+D-C Qv =ic(k+1)

“Admittanz"- oder Y-Form

“Admittanz"- oder Y-Form

_ _l. _1 . . _ .
Uc = Yo ic = Yo (igc Tive) = Zcic tUgc tUyc

“Impedanz"- oder Z-Form

Spannungsquellen-Ersatzschaltung

. qi% %i Y |

Zusammengefal3t:
Z-Form Y-Form
L-BM | R +LQ Uq |—|_QvL zt = Y Uq — YUy,
Z
1 °
| I |
%
iy (D
u

Stromquellen-Ersatzschaltung

Univ. Hannover

Prof. Oswald
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Induktiver Zweiq:

kD= LU k) - g (kD) -
At At
— Y
GL GL
R-2L 1
- A (k) + k) - k
R+A2tLIL() R+A2'[L(UL() Uge (K))
— —
KL GL
iL(k+D) =G u (k+1)-G uy (k+1)+K i (k) + G (u_(K) —ug (K))
iq (k+1) vt (K)
i =Gy +ig +iy i =Ky iy +G (U, —ug)

Kapazitiver Zweiq:

ic(k+1) = (G+ £ C)uc(k +D +igc(k +1) +(G = 2 C)uc(K) = (ic (k) —ixc (K))
Gc

6¢
ic(k +1) = Goug(k +1) +ige (K +1) + Ge uc (k) = (ic (k) =ige (k)

ive (k)

Ic =GcUc *ligc +iye

. _ D _ . .
lve =GcUgy ~ley Hlgey

Allgemein fir beide Zweige:

. . . A . _ D . . A
I =Gu+liy +1,| Stromgleichung |ly =G U, +KI, +Iy,| Vergangenheitswerte

L-Zweig | C-Zweig 1 °
G 1 2 i
G+2C I
R+ZL At .
K _ R- Azt L 1 Iq \L { }l/lv G u
R+ZL
O
G G G-%C v
Univ. Hannover El. Netze Il
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Verlustlose Leitung:

IA(t+AL) =G, up(t+AL) +i,(t+AL-T)

i (t+ At) = G, Ug(t+At) +i g (t + At —T)

ia(t+At=1)=-G, ug(t+At—1) —ig(t+ At — 1) Vergangenheitswerte
g(t+At—T)=-G, U (t+At—T) =i, (t + At — 1)

Gy =Zy= |- 1=WLC Wellenleitwert und Laufzeit

Leitungswiderstand R
wird auf die Eingangs-
klemmen der Ersatz-
schaltung der verlust-
losen Leitung aufgeteilt

i\ (t+AL) =Gl U, (t+AL) +il, (t+At—T)

i (t+ At) = Gl ug (t + At) +ilg (t + At - T)
iLa(t+At=1) = -Gy, ug(t+At-1) -G, (Z,, —1R)ig(t+ At -T1)

ivg(t+At=T) = =G|, Up(t+At—T) =G, (Z,, —~$R)ia(t +At - 1)

Gl =(Z, +3R)”

Univ. Hannover
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i =G u +ig +iy
ic =G¢ U +Hige iy
I = Gg Ug

Ia =Gy Up +ipa

g =G, Ug i

induktive Zweige

kapazitive Zweige

resistive Zweige

Leitungen Klemme A

Leitungen Klemme B

I =Gu+tiy +i, allgemeine Form

iI=Gu+ iq + iv alle Zweige zusammengefal3t (ungekoppelt)
Ki=0 Knotenséitze

u =KTuK Knotenspannungen

KGKT ug = —K(ig +i, Netzgleichungssystem reell
—_—

—

Gkk i

Die Knotenleitwertmatrix G, =K GK' wird wie die Knotenadmittanzmatrix gebildet
Gk ist symmetrisch und schwach besetzt. Leitungen gehen nur in die

Diagonalelemente ein, weshalb G, noch weniger Elemente als Y, hat.

Losungsablauf (Algorithmus):

1) Berechnung der Anfangswerte (komplexe LeistungsfluBberechnung, Realteilbildung
und Multiplikation mit ~/2)

2) Einbau der Fehlerbedingungen in Gy,

3) Berechnung der Knotenspannungen (topologisch gesteuerte Elimination)
4) Berechnung der Zweigstréme und Zweigspannungen
5) Aktualisierung der Vergangenheitswerte

6) weiter mit 3)

Univ. Hannover El. Netze Il
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; Rl
—

u

- l -
Ya1 C) Iy R,
iq1+iv1 G]_ iv2
Zweiqggleichungen (durchnumeriert): Vergangenheitswerte:
i} =G Uy iy +igg  (RlundLl) Iy = Kylyy + Gy (Uy,
. _ . . _ D .
I, =G,y U+, (C1) lyo = GaUy, — 1y,
I3 = G3U; +iyg (R3und L3) 3 =Kzlz, +G3Ug,
i, =G4uy +i C2 und R4 i =Glu, —i
4 4 Ug Tly (C2 und R4) lya 4 Ugy ~lgy

Netzgleichungssystem:

G,+G, +G,
_G3

- G3 j||:uKl:| — |:_ iql _ivl - iv2 - iv3j|
G; +G, || Uk Iy ~lyg

- uqlv)

wird der innere Knoten 1' zunéchst noch einbezogen, so ergibt sich mit

Ip =G U+,

Gl _Gl
-G, G +G, +

o9 Ya | | Tk
G; -G, U1 ly1 ~lyo ~lya
G; +Gy || Uka lyz ~lva

da die Quellenspannung am inneren Knoten gegeben ist, kann das Gl.-System reduziert
werden und geht damit in das oben stehende Uber (beachte: G,uy =-i,;). Die erste

ergibt: GyUgr =Gy Uyy =iy —is.

Zeile

Univ. Hannover

Prof. Oswald
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L-Netze bestehen nur aus induktiven Zweigen und sind irregular
Lip +R_ i +ug =y, Uberfiihrung in explizite ZDGL
—1-1 -1 -1, _ .

1: —i =_1 1 Pl
GL A/L Iq|_

— [ s L ,
=G u +ALIL+ lg.| .Admittanzform*

— — — - / - -
'LJ Gy [ ua ALx | i | 'qLJ
i G u Al i i
L2 | = L2 L2 |y L2 L2 | | a2
./ / . .

m | L GimJlUm] | Atm JUm] [ aum

=G u, +A] i, +igL Zweiggleichungen zusammengefaRt

Ki, =0 Knotensatze

o : : L
Kip. =0 Knotensatze differenziert und durch wy dividiert (iL = ZV)
—wT
u. =K ug Knotenspannungen

Netzgleichungssystem = Algebro-Differentialgleichungssystem:

0. 0][uc], |KGKT (KA |[ug]|_|~Kiq
oiLJlii | | -KkT Ry L] [ ~ug

Vorteile: Gleichungssystem laf3t sich nach den Knotenspannungen auflésen

Knotenleitwertmatrix G wird analog zu Knotenadmittanzmatrix gebildet

Gl.-System laR3t sich in explizite Form Uberfihren (Eigenwertberechnung)

Univ. Hannover

Prof. Oswald

Erweitertes Knotenpunktverfahren
fur L-Netze

El. Netze Il
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1 Zielstellung

Die Gleichungen der Drehstromsysteme sind durch die induktive und kapazitive Ver-
kettung gekoppelt. Die Kopplung &ufRert sich in voll besetzten Induktivitats- und Ka-
pazitatsmatrizen.

Durch die Einfihrung sog. modaler Gré3en oder Komponenten anstelle der natirli-
chen Leitergrof3en mittels einer Transformation, der sog. Modaltransformation, kon-
nen die Gleichungen unter bestimmten Voraussetzungen entkoppelt werden. Die In-
duktivitats- und Kapazitatsmatrizen werden in modalen Koordinaten zu Diagonalmat-
rizen (Eigenwertmatrizen) mit den Eigenwerten der urspriinglichen Matrizen als Ele-
mente. Den Gleichungen in modalen Koordinaten lassen sich einphasige Ersatz-
schaltungen zuordnen, die im Normalfall (symmetrischer Betrieb des symmetrischen
Dreileitersystems) nicht gekoppelt sind. Die Ersatzschaltungen werden als modale
Systeme oder Komponentensysteme oder Komponentennetze bezeichnet.

Fur symmetrisch aufgebaute Drehstromsysteme haben die Induktivitats- und Kapazi-
tatsmatrizen eine diagonal-zyklisch symmetrische Struktur, d.h. gleiche Diagonalele-
mente und gleiche Nichtdiagonalelemente. Diagonal-zyklisch symmetrische Matrizen
konnen durch parameterunabhangige Transformationsmatrizen in ihre Eigenwertmat-
rizen Gberfuhrt werden.

Im folgendenden sollen symmetrisch aufgebaute Drehstromsysteme vorausgesetzt
werden und die Zielstellung an einem einfachen Beispiel (Bild 1) zunachst fur den
stationaren Fall erlautert werden. Im stationaren Fall besteht die Zielstellung darin,
die Impedanz- und Admittanzmatrizen auf ihre Eigenwertmatrizen zu transformieren.

~qga Z
. N — .
O o -
1
L_qu Zg Z Zg
N °
%
I
Uqc Zg Z / ”
< =
c oO—r3——
N -
1c
Z L_JME gc L_Jb ga
Z=ME
Tve
E

Bild 1: Symmetrisches Dreileitersystem in nattrlichen Koordinaten

Die Anordnung in Bild 1 wird durch folgendes Gleichungssystem beschrieben:
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L_Ja Zs Zg Zg 1a L_an L—JME
L_Jb = Zg ;s Zg 1b + L_qu + L_JME (1)
Qc Zg Zg Zs 1(: Qqc L—JME

diagonal-zyklisch

symmetrisch
und kompakt:
U=Zi+Uq+Uye (1a)

Zur Einfihrung modaler Gro3en (Index M) ersetzen wir die nattrlichen GroRen wie

folgt:

Q:

|—

mUm

1=Tyiy

|-

mUm =ZLTyly tUy +Uye

Multiplikation von links mit der Matrix L\_,Il, deren Existenz damit vorausgesetzt wird:

Uy = Il:/I:LZIM iy +L\_/|1Qq + L\_A1HME

und abgekdrzt:

Uy =Zyly +Ugu tUyem

Fur die angestrebte Entkopplung muf3 gelten:

Zy =TuZT,, = A=diag(4, A, A,)

2 Bestimmung der Transformationsmatrix

Allgemeiner Aufbau der Transformations- oder Modalmatrix:

ty tip 13
Ty=ty 1 1 :[t_l t, t_3]

131 132 133

und spaltenweise:

)

®3)
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(Z-AE)t=o0 (4)
mit der Losungsbedingung fir t Z0:

det(Z-AE)=0 (5)

Aus Gl. (5), der sog. charakteristischen Gleichung, werden die 3 Eigenwerte A; er-

halten. Fur jeden Eigenwert ergibt sich aus Gl.(4) ein Eigenvektor t; .

2.1 Bestimmung der Eigenwerte

Charakteristische Gleichung (Gl. (5)):

zZ.-1 Z y4

Z.-A  Zy |=(2.-A)°-32(Z - +32,°=0

det(;—AE):_;g Z_EA Eg

Zy Zy, Zs-A
LOsungen:
M=Z-2,=2, Mitimpedanz

A,=Zs-2,=2,=2, Gegenimpedanz
A3 =Zs+2Z,=23=2, Nullimpedanz

2.2 Bestimmung der Eigenvektoren

a)fir A=A, =2, -2, folgt aus Gl. (4):

11 1|t,| |O
Z4|1 1 1)t |=|0
11 1fty| |O

Die drei Gleichungen sind erfuillt fur:

Ky(ty +15, +13) =0 k, beliebig

b) fir A=A, =2, -2, folgt aus GlI. (4):

11 1t,] [o
Z,(1 1 1|ty |=|0
11 1f|ty,| [0

Ky (typ +1pp +135) =0 k, beliebig

(6)

(7)

(8)
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c) fur A = A3 =2, +2Z, folgt aus Gl. (4):

Zl1 -2 1| t,l|=|0
0

=
=
|
N
—

=33

K3tis = Kglps = Kstss k; beliebig 9)

* Alle regularen Matrizen T,,, die die Bedingungen der Glin. (7) (8) und (9) erfullen,
sind mdgliche Transformationsmatrizen.

* Durch praktische Gesichtspunkte wird die Vielfalt der méglichen Transformations-
matrizen stark eingeschrankt.

2.3 Leistung in modalen Koordinaten

In natiirlichen Koordinaten gilt fir die Systemleistung:

S=U, Il +U, Iy +U I =u'i" (10)
und mit:

u=Tpyuy QT :QATAL\TA

i =Tyim i"=Tyiy

S =uyTyTyiy (11)

Analog gilt in modalen Koordinaten:

(12)

=

Sy Q&.

Soll Sy = S werden, die Transformation also leistungsinvariant sein, so muf3 gelten:

TWTy=E bzw.: T, =T (13)

d.h. T,, mul3 eine unitare Marix sein.

Leistungsinvarianz kann durch geeignete Wahl der Faktoren k;, k, und k, an den
Eigenvektoren erzielt werden.
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3 Komponentensysteme

Die durch die modalen Transformationen erhaltenen Systeme im Bildbereich der mo-
dalen Koordinaten heil3en modale Systeme oder Komponentensysteme. Zur Kon-
struktion einer Transformationsmatrix nach den Regeln der Gin. (7) (8) und (9) kon-
nen in der 1. und 2. Spalte jeweils zwei Elemente und in der 3. Spalte ein Element
beliebig vorgegeben werden. Es ist nur darauf zu achten, daf3 die Vorgaben fir die 1.
und 2. Spalte verschieden sein missen, um eine regulare Matrix zu erhalten. Im fol-
genden werden die praktisch bedeutsamen Komponentensysteme angegeben.

3.1 Symmetrische Komponenten

Die speziellen, zu den symmetrischen Komponenten fiilhrenden Vorgaben fir die ein-
zelnen Spalten und die sich aus den GIn. (8) bis (9) ergebenden Bedingungen gehen
aus der Tabelle 1 hervor.

Tab. 1: Konstruktion der Transformationsmatrix fur die symmetrischen Komponenten

Vorgabe Bedingung

1. Spalte t_:ll :1 und £21 :gz 1_:31 = _1_§2 :g GI (7)

3. Spalte |t =1 t,, =t,, =1 Gl. (9)

2. Spalte t,=1und t, =a

1 1 1
Ty=Tg= §2 a 1
a 1

o]
|

-1

1
Tg'=41 @’
1

a a
1 1

Anwendung auf Gl. (1):

Us =Zglg +Ugs +Upyes (14)

mit Z5 =diag(Z, Z, Z,) und:

c
<
m

I

o

UnmEes

e
19,
o 19

Y nach C. L. FORTESCUE
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Die Spannung U,,. erscheint nur im Nullsystem. Wegen

Uve =Zue lve = Zue (aHp+l ) = Zye 3l

geht die Sternpunkt-Erde-Impedanz mit inrem dreifachen Wert in das Nullsystem ein.
Fur symmetrische Quellenspannungen gilt:

uql 1 Q' QZ uqa Qqa
Qqs = qu :% 1 gz Q' gzuqa = O
Ugo 1 1 1| aUg, 0

Damit lautet Gl. (14) ausfihrlich und bildet die Ersatzschaltungen in Bild 2:

U | |4 il |YUq 0
U, |= Z, I+ 0 |+ O (14a)
U, Zo || lo 0 Uve
a) Z,
| I °
%

01
b) Zy
1 °
L
15
YU,
02
C) Zg
1 o
| I | -
1o
3Z e \LQME Yo
00

Bild 2: Entkoppelte Ersatzschaltungen der symmetrischen Kom-
ponentensysteme (symmetrische Quellenspannungen)
a) Mitsystem
b) Gegensystem
¢) Nullsystem
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* Durch die Wahl k; =k, =k; =1 und t;; =t;, =t,;; =1 wird im Normalfall, fir den
U, =1, =Uqy =1, gilt:

U,=U, und I, =1,

-a

d.h. Strangersatzschaltung fur den Bezugsleiter a und Mitsystem sind identisch. Die
Matrix T 5 heil3t in dieser Form bezugsleiterinvariant.

* Fur die Leistung in symmetrischen Komponenten ergibt sich:

_ .. T-0 _ N -1\0: 0 T:0_
Sg =ugis=u(Ts) (Ts)i ul TsTg )' %H'.

d.h. die Transformation mit T ¢ ist leistungsvariant.

* Die leistungsinvarianten Formen der Transformationsmatrizen lauten:

3.2 Diagonal- oder af0- Komponenten ?

Mit den Vorgaben in Tabelle 2 und k; =k, =k; =1 entsteht:

1 0 1
Ty=Tp=|-3 % 1
EE
2 -1 -1
10 V3 -3
1 1 1

Tab. 2: Konstruktion der Transformationsmatrix fur die Diagonalkomponenten

Vorgabe Bedingung
1. Spalte Lllzl und 1_:21:—1 L31:—1+%:—% Gl. (7)

2
2. Spalte t,, =0 und =§ 223=0‘§=‘§ Gl. (8)

3. Spalte t; =1 trs =tz =1 Gl. (9)

Die Transformation der Gl. (1) in a0-Komponenten ergibt:

Up =Zpip +Ugyp +Upyep (15)

2 nach E. CLARKE
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mit Z, =Zg =diag(Z; Z; Z,) und Uyep =Upes :[O 0 QME]T-
Fur symmetrische Quellenspannungen wird:

2 -1 -17[ Ug U 1 [Uge
Ugp =To'Uq =3[0 V3 V3| aUg |=| ~1Uqa | =| Ugp
1 1 1 au,| | 0 | |ug

Damit lautet Gl. (15) ausfihrlich und fuhrt auf die Ersatzschaltungen in Bild 3:

uu Zl 10( uqa 0
Ug |= Z, lg[+|Ug|*| O (15a)
Uo ZoJllo] [Ygo| [YUme
a) Zy
e °
la
(D ..
01
b) Zy
L °
1p
QQB\LCD Ug
02
c) Zy
1 °
%
1o
3Z e J/QME Yo
00

Bild 3: Entkoppelte Ersatzschaltungen der Diagonalkomponenten-
systeme flr symmetrische Quellenspannungen
a) a-System
b) B-System
¢) Nullsystem

e T, und T sind reell
* U, istnicht Null
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Weitere reelle Transformationsmatrizen

Beispiele fur weitere reelle Transformationsmatrizen sind:

2 -1 -1

1 01
11 T, =%-1 2 -1
1

T,=| 0
-1 -1

Raumzeiger

Raumzeiger sind komplexe modale GréRen (Komponenten), die zur Entkopplung von
Momentanwertgleichungen (z.B. der Differentialgleichungen) des Dreileitersystems
dienen. Die Raumzeigerkomponenten werden nach K. P. KOVACS auch als symmet-
rische Komponenten der Momentanwerte bezeichnet. Die Raumzeiger unterliegen
keiner Einschrankung hinsichtlich ihrer Anderungen, wahrend die symme-trischen
Komponenten nur fir einfrequente Vorgénge gelten. Wir werden sehen, dal3 die
symmetrischen Komponenten einen Spezialfall der allgemein gultigen Raumzeiger
darstellen.

Raumzeiger in ruhenden Koordinaten

Wir betrachten jetzt die zu der Anordnung in Bild 1 gehoérenden Differentialgleichun-
gen:

u, Le Ly Lylila R Iy Uga Uvie
U [=|Ly L Lyl |t R Ip | +| Ugp [ +] Uve (16)
U, Ly Ly Lelille R I Uge Uyie

%/—/

diagonal-zyklisch

symmetrisch

und kompakt:

u=Li+Ri+u,+uye (16a)

Foru -u, i-1i, |- jo, Uy—Ug, Uy — Uy geht Gl (16) in die GI. (1) iiber.

Der stationare Fall aus Kapitel 1 ist somit als Sonderfall in der Gl. (16) enthalten,
worauf wir in Kapitel 4 noch einmal zurickkommen werden.

Wir fihren nun in Gl. (16) wieder modale Gré3en nach dem gleichen Ansatz wie in
Kapitel 1 ein, werden aber sehen, dal} die modalen Gré3en aufgrund der geanderten
Ausgangssituation (Momentanwerte anstelle von Zeigergrof3en) eine ganz andere
Bedeutung erlangen:
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T,, sei zunachst zeitinvariant, so daR auch i =T,,i,, gilt. GI. (16) geht tiber in:

U =Ty LT iy + T RT iy + T Uy +T 3 Uye

und abgekdrzt:

Uy =Lyiy *Ruly +Ugu + Uyewm

Fur Entkopplung muf3 gelten:

Ly =II\_/I1LIM =diag(L, L, L)

und:

Ry =Ty RTy =diag(R; R, Ry)

Da die R-Matrix in unserem einfachen Beispiel schon Diagonalform aufweist, braucht
ihre Transformation nicht weiter betrachtet zu werden.

Wegen des diagonal-zyklisch symmetrischen Aufbaus von L sind wieder alle regula-
ren Matrizen, die die GIn (7) (8) und (9) erflllen, mdégliche Transformationsmatrizen.

Die Eigenwerte von L sind in Analogie zu Gl. (6):

L =L -L Mitinduktivitat
L, =L -L, =L  Gegeninduktivitat
Ly =Ls +2Ly =L, Nullinduktivitat

Speziell fur die Raumzeiger in ruhenden Koordinaten gilt:

1 1 1
Ty=Tg=%la® a 1|=1Tg
a a’ 1
und
1 a a’
TR =211 a° a|=2T¢
1 1 1

Die Transformationsmatrix T ist bis auf den Faktor 1/2 mit der der symmetrischen

Koordinaten identisch. Es sei daran erinnert, dal3 die Faktoren an den Eigenvektoren
frei wahlbar sind. Auf den Sinn des Faktors 1/2 kommen wir noch zu sprechen.
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Aus der Ricktransformationsbeziehung folgt mit der allgemeinen Bezeichnung g fur
uundi:

9, 1 a a|fg,] |9
QM = gz :I;g :% 1 22 alg|= QE (17)
95 L1t 29,

Die modale Grol3e 9, heilt Raumzeiger in ruhenden Koordinaten®. Da die 2. Zeile

von 'I;;{l konjugiert komplex zur 1. Zeile ist und der Vektor g reell ist, ist die zweite
modale GroRRe gf stets der konjugiert komplexe Raumzeiger. Die dritte modale Gro6-
e g, ist die doppelte Nullgré3e. Aus der Transformationsbeziehung folgt damit:

a0 =2(9, +9)) ~Projektion auf die Achse a
9o —0o =2(a’g, +ag)=1[a’g_+(a’g)]  =Projektion auf die Achse b
gc —0o =1(ag_+a’g.)=1[lag_+(ag )] ~Projektion auf die Achse ¢

c

Bild 4: Projektion des Raumzeigers auf die nattrlichen Koordinaten (Strangachsen)

Die Anwendung der Raumzeigertransformation auf die Gl. (16) ergibt:

Ug :IF_alLIR iR +IE;1RIR I3 +L§1Uq +II;1UME (18)

und abgekdrzt:

ug = Lg iR +Rgig T Ugr T Uper (18a)

¥ Index s von space phasor
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mit:
1 a’ u 2

a2 2 Uy, =as 1 a a ||uy 0
U =21 @° a ||up |=| Ug und  uyer =2|1 @° a||uye|=| O
Gl. (18) lautet somit ausfuhrlich:
Us | o, o o]lis| [R, 0 07 k| | Yas 0
us (=10 L o ig [+]0 Ry 0 |lig [+ ug [+ O (18b)

Far symmetrische Quellenspannungen wird u,, =0. Die zu den GIn. (18b) gehdren-

den Ersatzschaltungen fir symmetrische Quellenspannungen zeigt Bild 5. Die Be-
zeichnungen "Mitsystem" und "Gegensystem" fur die Komponentensysteme in Bild
5a und 5b in Anlehnung an Bild 2 werden in Kapitel 4 begriindet.

a) R, L,
Y Y'Y °
%
1s
2l (D u.
01
b) Ry L,
Y Y Y\ o
%
is
* u .
e :
02
C) RO’ LO
Y Y Y o
%
ZUMEJ/ ?:;’T_QME 2u,
ME
00

Bild 5: Entkoppelte Ersatzschaltungen der Raumzeigersysteme
fur symmetrische Quellenspannungen
a) "Mitsystem"
b) "Gegensystem"
c¢) doppeltes Nullsystem
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Zerlegung des Raumzeigers in Real- und Imaginarteil

Einsetzen von g=—%+jﬁ und a’ =§D:‘%‘j§ in

9, =2(9. +ag, +a’g.)
ergibt:

gs =0a _%(ga *+0p +gc)+j%(gb _gc)

9, =92 =90 *i5(9 ~9c) =94 *igp

Real- und Imaginarteil des Raumzeigers in ruhenden Koordinaten sind die bereits in
Abschnitt 3.2 definierten Diagonalkomponenten.

Mit den Diagonalkomponenten ergibt sich aus der inversen Gl. (17):

Ja 11 1fg,+jgg] | O g,

g [=21la® a 1|g4-igs|=|-2 2 1| g,

Jc a a’ 1|l 29 -1 -8B 1|9
Tp

und wie Bild 6 zeigt:

O = Re{gs} =0a~Y%
9p =Im{g} = %(9 —9c)

Re

Bild 6: Zerlegung des Raumzeigers in seine
a- und B-Komponente
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Raumzeiger in umlaufenden Koordinaten

Wir lassen jetzt die Bedingung, dal3 die Transformationsmatrix zeitinvariant sei, fallen
und verallgemeinern die Transformationsmatrix zu:

EN
Ty=T, =1&* 7% 1

el% g% 1

oI i gt
1 1 1

Fur die zeitabhangigen Winkel gilt:

F,=at+9,=9
Fp=at+d,—in=9-2m

Tt

W wlN

J.=wt+I,+in=35+

und damit fur die Exponentialfunktionen:

Die Transformationsmatrix und ihre Inverse kénnen zerlegt werden in:

ejz9 e_jz9 1 ejz9 O 0
T, =4a%” ae? 1|=T4| 0 e 0[=TzD

e’ ae™ a%7?| [e 0 0
T =2/ e” a%” ae” |=| 0 & 0|T7=DTS
1 1 1 0 0 1

Fur den Spezialfall # =0 wird T, =T

Aus der obigen Zerlegung folgt allgemein fur 2 #0:
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e?” 0 0 e’ 0 0 g,
9,=T'g=| 0 &7 0[Tgg=| 0 €7 0|g.=|g (19)

0 0 1 0 0 1 29

0

Die modale GrolRe g, hei3t Raumzeiger in umlaufenden Koordinaten. Die zweite

modale Gro6RRe ist wieder der konjugiert komplexe Raumzeiger grD. Die dritte modale
Grole ist wieder die doppelte Nullgrof3e.

Real- und Imaginarteil des Raumzeigers in umlaufenden Koordinaten

Nach GI. (19) gilt;

g, =eg_=e7(g, +ids) =94 +ig,

r

Real-und Imaginarteil des Raumzeigers bezlglich des umlaufenden Koordinatensys-
tems sind die sog. dg-Komponenten (Bild 7).

gq =Re{g,}
9q =Im{g,}
B
g
Im N
L . \\\ Re
- g
gq d
)
L 2 o

Bild 7: Zerlegung des Raumzeigers in die d,q-Komponenten

Zwischen den natirlichen Grof3en und den dg-Komponenten ergibt sich folgender
Zusammenhang:

ga g2 e 1 Og +i9q| |cOsd, -sind, 1| gy
gy :% elh o 1 dq —qu =|cosd, -sind, 1 Jq
% e7% 1|l 29, cos#, -sind, 1}|g,
Tp

Jc e
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O4 cosd, cosd, cosd, (|0,

dq |=%|-singd, -sing, -sind, || g,

go % % % gc
T1

P

T, ist die Matrix der dg- oder Zweiachsentransformation nach R. H. PARK.

Die Einfuhrung der Raumzeiger in umlaufenden Koordinaten in die Gl. (16) gemal:
u=T,u,
=T 0

i =T, i, +T,i,  (Produktregel)

fahrt zu:
-1 - -1 : -1 , -1 -1
u =T, LT i +T (R+LT T,” )T, i +T, Ug +T, "Uye (20)
erweitert
bzw.:
u =L i.L +Z 0 tUq tUye (20a)

mit L, =T'LT, =diag(ly L; Lo)

und (s. Anhang 4):

Rl ]a{l—l O O Rl +Ja‘LLl
Z = R, + 0 -jql 0= R -jaqL =diag(Z,; Z,, Z,,)
R, 0 0 0 R,

Fur symmetrische Quellenspannungen lautet Gl. (20) ausfuhrlich:

Y, L iy Z, i Ygr 0
u' =] L i |+ zZh i [+|ug [+] © (20b)
2u, Lo || 2ig Ry || 2ig 0 2Uye

Die entsprechenden Ersatzschaltungen zeigt Bild 8. Sie sind wieder entkoppelt.

Fir «g =0 ruht das Koordinatensystem und ist lediglich um den Anfangswinkel 3,
gegenuber der Strangachse a verschoben. Ist aul3erdem noch &, =0, so geht die Gl.
(20) in die Gl. (18) Uber.
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01
b) Zy, L,y
- O
I
. Uy
e :
02
C) Ry Lo
O
%
ZUMEJ/ :;fME 2u,
ME
00

Bild 8: Entkoppelte Raumzeigersysteme in umlaufenden Koordinaten
fur symmetrische Quellenspannungen
a) "Mitsystem"
b) "Gegensystem"
c¢) doppeltes Nullsystem

Zusammenhang zwischen Raum- und Zeitzeigern

Zeitzeiger beschreiben einfrequente stationdre Vorgange. Fir diesen Sonderfall sol-
len die Beziehungen zwischen Raum- und Zeitzeigern hergestellt werden. Sie haben
praktische Bedeutung flur die Berechnung des erzwungenen Anteils bei der Lésung
von Differentialgleichungen mit Raumzeigern.

Symmetrisches Dreileitersystem *

Die Momentanwerte der Leitergrof3en sind durch den Realteil des jeweiligen umlau-
fenden Amplituden-Zeitzeigers gegeben:

. =Re{g } =Re{ge!“*#)} = Goos(at +4,) = 3(g, +3.)

“ Symmetrisch heilt hier, da neben symmetrischem Aufbau auch elektrische Symmetrie vorliegt.
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analog gilt fur die Grof3en b und c:
— Al — 174 ~0

9, =Re{g, }=3(9, +9,)

9. =Re{§ }=4(g_+4,)

Im Symmetriefall bilden die Leitergro3en ein reines Mitsystem, so dal3 gilt:

ga :gl

g,=a’g, =a’g,

g.=ag, =ag,

damit wird:

g, =2(g, +ag, +a’g,) =24(§, +g,+a’g, +a’g, +a’g, +ag) =g, =g _=ge'“%
und

9o =0

Die umlaufenden Amplitudenzeiger fur den Leiter a und die Raumzeiger in ruhenden
Koordinaten sind im symmmetrischen stationdren Zustand identisch mit den umlau-
fenden Amplitudenzeiger fir das Mitsystem. Diese Ubereinstimmung wurde durch die
Wahl des Faktors 1/2 vor der Transformationsmatrix erreicht. Die Ortskurve der Zei-
ger ist ein Kreis. Die Raumzeigergleichung fur das "Mitsystem" geht in die Zeigerglei-
chung fur das Mitsystem der Symmetrischen Komponenten Uber:

gs = Lli_‘s +R1i_s +gqs = (Rl + Jall)l_s +gqs = (Rl +jaj—1)£1 +Qq1

Aus dieser Ubereinstimmung leitet sich die Bezeichnung "Mitsystem" fur das Raum-
zeigersystem ab.

Die Symmetriebedingung ist fur die Quellen gewdhnlich erfillt. Damit gilt:

—N =0 = el@tdug)
Qqs - gql - gqa - uq e , (21)

In mit ¢y = w umlaufenden Koordinaten wird:

g = e_Jﬂg - e_Jax e_Jﬁo)g\ eJ(M+¢a) — g\ el(¢a_‘90)
=S

=r

3.3 Unsymmetrisches Dreileitersystem

Stationare Unsymmetriezustande werden gewohnlich durch die symmetrischen
Komponenten beschrieben (s. Abschnitt 3.1). Die umlaufenden Amplitudenzeiger der
Leitergrof3en setzen sich entsprechend der Transformationsmatrix T¢ aus den um-

laufenden Amplitudenzeigern der symmetrischen Komponenten zusammen:
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Fur die Momentanwerte ergibt sich so:

0. =3(6,+9,)=3(8,+9,+4,+6,+ 4, +4,)
0 =3(G, +9,) = 3(a°g, +ag, +g,+ag, +a’g, +4,)
0 =3(3, +§,) =3(ag, +a’g, +g, +a’g, +ag, +4,)

und fir den Raumzeiger:

g

=S

— . T s —
‘%(ga+gb+9c)—gl+g2_gleﬂ +¢1)+gze j(at+dy)

Das Gegensystem verursacht einen invers rotierenden Anteil im Raumzeiger. Die
Ortskurve des Raumzeigers ist eine Ellipse (Bild 9).

b b el
X7 Gelera 77
7 1 - — s gs
/ =N AN ‘_\ _
/ ~T N —
/ - | N _ -7
/ /// \ \///\
/ e ~Y| I
!~ - \ | /
‘/// /- e
//l - . a,a
// \ //// Ja—%
/ \-7 //’ /
| _-x - /
A \ -7 /
/// \\ \ - /
~ \ - /
~< N g s
v
N 7

Bild 9:Ortskurve des Raumzeigers fur ein unsymmetrisches Dreileitersystem
im stationéren Zustand

In mit ¢y =w umlaufenden Koordinaten wird :

g - e_Jﬁ g - e_J(‘-x e_jﬂo g - él ej(¢l_190) + éz e_j(¢2+'90) e_JzaX
=r =S S

ruhender Anteil mit doppelter Frequenz
invers rotierender Anteil

Die entsprechende Ortskurve zeigt Bild 10.
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q
/’——_\\\
// N
/ N
/ .
5 ami@at+gp i)
\
R (S iy
5 o l(@~th)
ge -
9

Bild 10: Ortskurve des Raumzeigers in mit @ umlaufenden Koordinaten
fur ein unsymmetrisches Dreileitersystem im stationaren Zustand

4 Anwendungsbeispiele

4.1  Dreipoliger Erdkurzschlul3

Die Fehlerbedingungen lauten:

U, =
u, =0
u. =0

Ihre Transformation in Raumzeigerkoordinaten ergibt:

Us =
ug =0
2u, =0

Die entsprechende Schaltung der Komponentennetze an der Kurzschlu3stelle zeigt

Bild 11.

Es genugt die Betrachtung des "Mitsystems":

Lli_'s + R1i_s +gqs =0
bzw.:

Lilg +Ry1g = “Ugs

Fur symmetrische Quellenspannungen ist nach Abschnitt 4.1 Gl. (21):

_n o pllattgyg)
Ugs =Uga =Uq®©
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a) Ry L,
YY" Y\ o
%
ds
e
01
b) Ry, L,
- O-
1s
HaS\LCD Us=
02
C) RO’ LO
Y Y Y
%
3R
ZUME\L 3'—& 2uy,=0
00

Bild 11: Ersatzschaltungen der Raumzeigersysteme fiir dreipoligen
ErdkurzschluB3 im Leiter a

a) "Mitsystem"

b) "Gegensystem"

c) doppeltes Nullsystem

Ansatz fir den homogenen Lésungsanteil:

. _ At
Lsh = Ke

(AL +R)k=0
_R__1
L, T

/_]:

Der von der Quelle erzwungene partikulare Lésungsanteil ergibt sich aus dem einge-

schwungenen Zustand, fir den isp =jwig, gilt:

Llja)i_sp + Rli-sp =-u

___ Ygs

j = =9
P R1+ja‘-l

gs
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Zur Berechnung des eingeschwungenen Zustandes sind die in Kapitel 4 hergestell-
ten Zusammenhange zwischen den Raum- und Zeitzeigern nitzlich. Da es sich beim
dreipoligen Kurzschlul3 um einen symmetrischen Zustand handelt, sind nach Ab-
schnitt 4.1 im eingeschwungenen Zustand der Raumzeiger und der umlaufende
Amplitudenzeitzeiger fur das Mitsystem und den Leiter a identisch. Wir kbnnen somit
den erzwungenen Anteil auch in gewohnter Weise aus dem Mitsystem der symme-
trischen Komponenten berechnen und erhalten so ebenfalls®:

Uberlagerung:

_t
. . . T 4
— - g _ gs
Is =lsh +|_sp __ke

Bestimmung der Konstante k fir t =0

. — _ _ gql(_o)
i3(+0) =iy(-0) =k R+l
U(=0) _ uy(-0) _ de™

k=03(-0)+ = — == o
Ri+jay Ry+jay Ry+jay

vollstandige Losung:

S N "L TN 37 )
21 - .
R +Jay R +Jay

und fir den Leiter a:

t

f = U
i, =Refi;} = —cos(, - #y)e ' ——Lcos(ak + @, + I - 8;)
Zl Zl

Gleichanteil iag Wechselanteil igy

mit;

al
Zi=(RI+(@y)*s gy =arctan—=; gy =4,+0
1

Far ¢, =7, d.h. KurzschluB im Nulldurchgang der Spannung des Leiters a, ergibt
sich:

t

] - 0
i :Zisin(¢z)e To +=Lsin(at +0-4;)
1 1

% wir mussen lediglich umlaufende Amplitudenzeiger anstelle der gewohnten ruhenden Effektivwert-

zeiger verwenden
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Erfolgt der KurzschluR aus dem Leerlauf, (d=0, U =L]q) heraus im Nulldurchgang
der Spannung des Leiters a, so wird:

t

G T 0
i :Z—qsin(¢z)e To +Z—qsin(a)t -9,)
1 1

Ist aul3erdem noch ¢, =7 (Vernachlassigung des Wirkwiderstandes), so wird:

A~

i, = u—q[l— cos(at)]
a a‘_l

Fur diesen Fall zeigt Bild 12 die Ortskurve des Raumzeigers.

Im

Uys(=0)

u,(-0)

Bild 12: Ortskurve des Raumzeigers fur dreipoligen Kurzschluf3 im Nulldurchgang
der Spannung u, (Wirkwiderstinde vernachlassigt)

4.2 Erdkurzschlufd

Der Erdkurzschluf3 soll im Leiter a aus dem Leerlaufzustand heraus erfolgen. Die
Fehlerbedingungen lauten dann:
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und fur die Raumzeigerkomponenten:

d —
Ug +QS+2U0 =0

is =iE = 2ig
Den Fehlerbedingungen entsprechend, sind die Raumzeigerkomponenten gleicher-
maf3en wie die Symmetrischen Komponenten bei Berechnung des stationaren Erd-

kurzschlusses an der Fehlerstelle in Reihe zu schalten (Bild 13).

a) R, L, [
%
is
D .
01
b) Ry Ly
Y Y Y\ 5
%
is
Hale u:
02
c) Ro Lo
%
3R
ZUMEJ/ 3LME 2U,
ME
00 . -
L

Bild 13: Schaltung der Raumzeigerkomponenten fir Erdkurzschlu® im Leiter a

Die Berucksichtigung der Fehlerbedingungen an den Gleichungen des ungestdrten
Systems (Gl. (18)) ergibt mit den Abkurzungen Lj =L, +3L,z und Ry =R + 3Ry

(2L, +Lg)is + (2R, +R)ig = ~(Ugs +Ugs)

q1 = Uga =Uq €

j(at+dyq)

wobei flr symmetrische Quellenspannungen wieder u,g = u gilt.

Freier Losungsanteil:
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iy =ket
[A(2L +Lo) + (2R +Rg)[k =0

_2Ri+Ry _ 1

2L+l T,

>

Von u,, erzwungener Losungsanteil:

(2L +Lg) jaijep +(2Ry + Rp)iges = ~Ugy

qu

(2R, +R}) +jw(2L, + L)

lie1 =

Der von der Quelle gierzwungene Losungsanteil ist konjugiert komplex zu dem von

U,; erzwungenem Anteil, also:

O
qu

. .0
e = l1e1 =~
T (@R Ry - el + L)

damit wird:

A

. . . . u
l1e Tljer Tijer = 2Re€{ije} = —2?(‘003(&1 tPuq ~9P2)

. + . I
mit Z = (2R, + Ro)2 + (2L, + wlp)? und ¢, =arctan2ct %k

R, +Rg
Geht man fir die Berechnung des erzwungenen Anteils wieder von den Symmetri-
schen Komponenten aus, so liefern diese als Amplitudenzeiger:

SRS B )
o 22y +Zy+3Zye 22, +7Z'

A

Nach Abschnitt 4.2 gilt:

~ s ~ ~
~ Na u u u u
=i ti, = —(—E—+—=% )= 2Re{——9 }=-2"Tcos(at + ¢, —
“le 7 217 22 (2Z1+10 2;?*‘15) {2Z1+10} 7 ( ¢uq ¢Z)

Uberlagerung:

A

iy =iy +ige =ke ' - qucos(ai + P~ 92)

Bestimmung der Konstante k (der Erdkurzschluf3 sollte aus dem Leerlauf erfolgen):
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a
k=0+ 2%C05(¢uq - ¢Z)

Vollstandige L6sung:

A

. Ty _ U
i, = 2?(‘cos(¢uq -¢,)e 9 - 2%003(6«1 +Pug ~92)

Die Ortskurve des Raumzeigers ist eine zu einer Geraden entartete Ellipse, die auf
der reellen Achse liegt. Die Stréme in den Leitern b und ¢ sind somit Null, so wie es
die Fehlerbedingungen fordern.

Fur den Leiter a ergibt sich unter Beachtung von i, = 1? =2i,:

= 31y +12+ 2i0) = Refiz) +io = 21y = 329 [cos(Bq - #7)e ? - COS(@t + g - #)]

N[




Elektrische Netze: Modale Komponenten Seite 27

Anhang 1: Transformationsmatrizen in bezugsleiterin varianter Form

B T r T B T

X6, G, G, X6, G, G, X6, Gy G,
G | 1 ] 11 i 2 0 i
G,| = 1 a® a -1 43
G, 1 a a° 1 3
G, ] (1 a &7 | |1 10 [ |
G|= |31 & a 1 i
G, 1 1 1 1 0 0 2
G| 2 -1 -1 11 ] 1 i
Gyl = |4 0 V3 -3 S 1
G, 1 1 0 0 1 1

Anhang 2: Transformationsmatrizen in leistungsinvar lanter Form
i G G T _G' G! G'_T _G' G, G'_T

X —a —b —c X 1 =2 =0 X -a =B =0
G| 1 T 1 1 i} 2 0 2]
—a
G,| = 1 % a’ a Jé 1 43 42
— 3 6
G 1 a a’ 1 13 2
L= C| L _ L _ L _
Gi| EREEE R E: 1] i o
G,| = % 1 a* a 1 % 50
G} 3 1 1 1 1 2 0 0 -\/?
G| 2 -1 1] 1 1 0] 1 ]
cil=|4 o 33| 44 j o 1
c| Mz vz vz | %2)o o 42 1

In normierter Form ist G} = Egl = G, (positive Komponente), G, :EQZ =G,
(negative Komponente) und G, :EQO = G,, (Homopolarkomponente)
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Anhang 3: Transformationsmatrizen in leistungsvaria nter Form
T
_ 1] _ _ | _ _ _ _ _ _
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Anhang 4: Spezielle Matrizen und Matrizenprodukte

jme” -jge 0 jme?  -jme? 0
T =1|iwe® -jge™ 0|=1|jga’e” -jgae? 0
jme”* -jge* 0 jgae” -jma’e™ 0

0O 1 -1
LT =3jw@-2"-1 0 1
1 -1 0
0 1 -1
LT, T =4jg@-a"),|-1 0 1| mit L=l -L,
1 -1 0

jcuLL1 0 0
TLTL, T T, =| 0 -jgL O
0 0 0
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1 Einleitung

Die Berechnung stationarer und quasistationdrer Vorgange in Elektroenergiesyste-
men erfolgt fast ausnahmslos auf der Grundlage der Knotenspannungs-Analyse,
nach dem sog. Knotenpunktverfahren (KPV). Die Differentialgleichungen der spei-
cherbehafteten Betriebsmittel (BM) lassen sich unter stationaren und quasistationaren

Bedingungen in Zeigergleichungen Uberfiuihren. Die Zeigergleichungen werden nach

den Stromen aufgelost. Diese Stromgleichungen kénnen unter ausschliel3licher Be-

nutzung der Knotenpunktsatze zu einem Knotenspannungs-Gleichungssystem ver-
knupft werden. Die Vorteile des KPV beruhen darauf, dali3:

- die Koeffizientenmatrix des Knotenspannungs-Gleichungssystems, die Knoten-
Admittanz-Matrix, direkt ohne topologische Hilfsmittel aufgebaut werden kann und
Anderungen der Topologie des Netzes ebenso leicht einbezogen werden kénnen
die Knoten-Admittanz-Matrix schwach besetzt und in der Regel symmetrisch ist,
oder durch Zusatzstrome symmetrisch gehalten werden kann
die unbekannten Grol3en die Knotenspannungen sind, was der bevorzugten kno-
tenorientierten Betrachtungsweise entgegenkommt.

Fur die Berechnung transienter Vorgange wird gewodhnlich das von DOMMEL entwi-

ckelte Differenzenleitwertverfahren (DLV) angewendet. Das Prinzip des DLV beruht

auf einer Diskretisierung der Differentialgleichungen der Betriebsmittel, wodurch diese
in reelle lineare algebraische Differenzengleichungen tbergehen. Die Differenzenglei-
chungen konnen nach den Stromen aufgel6st, und die Stromgleichungen wie beim

KPV nur mit den Knotenpunktsatzen verknipft werden. Das so entstehende Kno-

tenspannungs-Gleichungssystem ist deshalb dem des KPV ahnlich. Es wird wechsel-

seitig mit den BM-Gleichungen geldst (s. Skript Differenzengleichungen des EES).

Alternativen zum DLV sind die Zustandsdarstellung (ZD) und das erweiterte Kno-

tenpunktverfahren (EKPV).

Bei der Aufstellung der Zustandsdifferentialgleichungen (ZDGL) kommt man nicht

mehr nur mit den Knotenpunktsatzen aus. Man bendétigt als topologisches Hilfsmittel

zusatzlich einen Normalbaum (ein Normalbaum ist ein Baum, der maximal viele ka-
pazitive Elemente enthalt), wodurch die Aufstellung der ZDGL aufwendig wird. Topo-
logiednderungen, z.B. durch Fehlernachbildungen, erfordern gewdhnlich einen voll-
standigen Neuaufbau des Gleichungssystems. Die numerische Lésung der ZDGL
bereitet durch ihren steifen Charakter (die Eigenwerte liegen weit auseinander) eben-
falls einen erheblichen Aufwand. Die Vorteile der ZD bestehen im Einblick in das dy-
namische Systemverhalten und in der Unterstiitzung von Reglerentwtrfen durch die
madgliche Eigenwertanalyse der linearisierten Systemmatrix und die relativ einfache

Einbeziehung von Nichtlinearitaten.

Nach dem EKPV wird ein Algebro-Differentialgleichungssystem, das aus den voll-

stéandigen i.a. nichtlinearen ZDGL der BM und, wie beim DLV, aus einem algebrai-

schen Knotenspannungs-Gleichungssystem zur Verknupfung der Betriebsmittel be-
steht, erhalten. Beide Gleichungssysteme werden simultan gelést. Das EPKV nutzt so
die Vorteile der ZD und des DLV, indem fur die Aufstellung des Algebro-Differential-

Gleichungssystems nur die Knotenpunktsatze erforderlich sind, und die u. U. nicht

linearen Zustandsgleichungen der BM erhalten bleiben. Andererseits erlaubt das

EKPV eine Uberfiihrung des Algebro-Differentialgleichungssystems in eine explizite

Zustandsdifferentialgleichung, mit der, Linearitat oder Linearisierung vorausgesetzt,

die Systemeigenwerte berechnet werden kénnen. Eine zusammenfassende Ubersicht

der Berechnungsmethoden gibt die Tabelle 1.
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Tab. 1: Ubersicht (iber die wichtigsten Netzberechnungsverfahren

Knotenpunkt- Differenzen- Zustandsdarstellung | Erweitertes

Verfahren Leitwertverfahren Knotenpunktverfahren
lineares linearisiertes nichtlineares nichtlineares
komplexes reelles Differential- Algebro-Differential-
algebraisches algebraisches gleichungssystem gleichungssystem
Gleichungssystem | Gleichungssystem | 1. Ordnung

2 Gleichungen der Betriebsmittel

Die Betriebsmittel werden nach ihrem Klemmenverhalten unterteilt in induktive oder
L-BM, kapazitive oder C-BM und resistive oder R-BM. Es sollen zunéchst einpolige
Ersatzschaltungen vorrausgesetzt werden. Der Ubergang zur dreipoligen Darstellung
erfolgt spater.

Die Ersatzschaltungen der induktiven Betriebsmittel beginnen an den Klemmen mit
Induktivitaten. Demzufolge sind die Klemmenstrome ZustandsgréfRen und die
Klemmenspannungen Eingangsgrof3en . Die Wirkung weiterer, innerer Zustandsgro-
Ren wird in Spannungsquellen zusammengefalit. Fir das Klemmenverhalten eines L-
BM ergibt sich somit folgende Spannungsgleichung:

Li, +R_i, +ug =u 1)
Die GI. (1) wird nach den Stromanderungen aufgeldst:

Nach Division mit der Kreisfrequenz der Grundschwingung @, ergibt sich:

i Z%i.L :%BL u +%AL i _%BL UqL

und nach Einfuhrung von zweckméafigen Abkirzungen:

L =GLug +A i +ig =GLu +ig (3)

- 1 . r 1 . H - _ 1 . = — r -
GL—%Bb AL—EAU lgL = %BLqu' lgu = AL Flg

Mit Gl. (3) wurde fir die L-BM formal eine algebraische Stromgleichung eingefihrt,

I

auf die sich der Knotenpunktsatz anwenden laf3t. Im "Quellenstrom” ig = A i +ig

kommt nur die tatsachliche Quelle und die ZustandsgréRe i, vor. Beide Grof3en sind

bei der Verknipfung der BM eindeutig bestimmt, so dal3 die Bezeichnung Quellen-
strom gerechtfertigt ist. Seine Einfuhrung ist spater bei der formalen Aufstellung der
Verknupfungsgleichungen natzlich.

Die Ersatzschaltungen der kapazitiven Betriebsmittel beginnen an den Klemmen mit
Kapazitaten. Die Klemmenspannungen sind ZustandsgréRen und die Klemmen-
strome EingangsgrofRen . Die Wirkung innerer Zustandsgrof3en wird durch Strom-
quellen ausgedrtckt. Fur das Klemmenverhalten ergibt sich folgende Stromgleichung:
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Analog zu den L-BM wird auch hier als zweckméaRige Abkurzung der "Quellenstrom”
igqc =igc +*CUc eingefihrt.

Die Ersatzschaltungen der resistiven Betriebsmittel beginnen an den Klemmen mit
Leitwerten. Keine der Klemmengro3en ist eine Zustandsgréf3e. Die Klemmenstrome
sollen i.f. Eingangsgrof3en , die Klemmenspannungen Ausgangsgrof3en sein. Innere
Zustandsgrof3en bilden dann Stromquellen. Das Klemmenverhalten wird damit durch
folgende algebraische Stromgleichung beschrieben:

Ir =CrUg +igr

Die GIn. (3), (4) und (5) bilden die Ersatzschaltungen in Bild 1.

a) _ b)

O L 4 O

iqcig Ge U. Bild 1:

a) Stromquellen-Ersatzschaltung der L-BM
b) Stromquellen-Ersatzschaltung der R-BM
¢) Stromquellen-Ersatzschaltung der C-BM

Fur die weiteren Ausfihrungen werden die m_ Stromgleichungen der induktiven Be-
triebsmittel zusammengefalit zu:

., . , )
IL1 Gy Uiq lgL1 A 1
iy G u [ A i
L2 L2 L2 L2 2 L2
2= . R R . ; (6)
. . , )
I mL Gime || UimL lgLmL Al | ILmL

und in symbolischer Matrizenschreibweise:

L =G u +ig +Ai =G u +ig (6a)
ebenso die mg resistiven Betriebsmittel:

IRy Gr1 Ug1 lgr1
lR2 | _ Cr2 Ugo N lgr2 7)

IRmR Grmr || UrmR lgrmR
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ir =GrUg tige (7a)
und die m¢ kapazitiven Betriebsmittel:
lcy Geq Ucy lgc1 C, Ucy
| G u [ C u
c2 | _ c2 c2 |, acz | 2 c2 8)
lcme Geme [ Yeme lqeme Cinc JLUeme

Schlie3lich werden alle Betriebsmittelgleichungen (Gl.
zusammengefalit zu:

(6), (7) und (8)) noch

i G 00 |u gL +ALTL G 00 (u gL
Ik [=]| 0 iGgi{ O [Jug |+ Iqr =| 0 {Gg | O |jug |*+]|igr 9

In dieser Gleichung sind die BM noch ungekoppelt. Alle Matrizen in GI. (9) sind des-
halb Diagonalmatrizen.

3 Gleichungen zur Verknupfung der Betriebsmittel

Fur die Verknupfung der BM werden die Netzknotenpunkte ebenfalls unterteilt in in-
duktive oder L-Knoten, kapazitive oder C-Knoten und resistive oder R-Knoten. lhre
Definition geht aus Tabelle 2 hervor.

Tab. 2: Knotenspezifikation

Betriebsmittel
L-BM R-BM | C-BM
L-Knoten 0
R-Knoten O 0
C-Knoten 0 [l O

0O am Knoten notwendiges Betriebsmittel
0 zusatzlich mogliches Betriebsmittel

An einem induktiven Knoten sind ausschliel3lich induktive BM angeschlossen. An
einem resistiven Knoten ist mindestens ein resistives BM vorhanden. Daneben kon-
nen auch induktive BM, aber keine kapazitiven BM vorkommen. An einem kapaziti-
ven Knoten ist mindestens ein kapazitives BM vorhanden.
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Zusatzlich kdnnen resistive und induktive BM angeschlossen sein. Nicht zugelassen
sind damit kapazitive BM zwischen C-Knoten und Nicht-C-Knoten. Fur die Verknip-
fung der BM werden ausschlieBlich die Knotenpunktsatze verwendet. Sie werden
formal mit Hilfe der Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix" K ausgedriickt und nach Knoten-
und Betriebsmitteltypen entsprechend der Tabelle 2 geordnet:

L-BM R-BM C-BM

L-Knoten KLL 0 0 iL

C-Knoten KCL KCR KCC IC

Die Null-Matrizen in der 1. Zeile ergeben sich daraus, dal3 an einem L-Knoten per
definitionem kein R- und kein C-BM angeschlossen sein kann und die der 2. Zeile
daraus, dafd an einem R-Knoten kein C-BM angeschlossen sein kann (s. die leeren
Felder in Tabelle 2). Gl. (10) wird wie folgt umgestellt:

0 Kgr | O Jlig == Kgp i (11)
0 [ Ker | Keellc Ke

Nun wird die 1. Zeile von Gl. (11) differenziert (die Strome der induktiven Elemente
sind stetig) und durch @, dividiert, wodurch im Stromvektor anstelle von i, die mit Gl.

(3) eingefihrten Strome i; treten:

Krr 0 E_R~ == _lf__Fg_L_ i (12)
0 [Ker | Keellle KeL

Fir den Zusammenhang zwischen den Klemmenspannungen der BM und den Kno-
tenspannungen gilt bekanntlich:

u | KL Kee RS ([ug
Ug |=| 0 | Kgr | Keg || Ukg (13)
Uc 0 0 K | |Uke

Nach Multiplikation der GI. (9) mit GIl. (12) von links und Substitution der Klemmen-
spannungen durch die Knotenspannungen mit Gl. (13) ergibt sich:

G i Gr i Gc || Uk Ki 0 0 _i_"l':_ ._9._
0 {Grr iGre||Ukr |=—| O (Krri O !QB_ - EB_L i (14)
0 1 Gcr i Gec || Uke 0 i Ker i Kee iéc KeL

mit der Leitwertmatrix :

U Anstelle der Zweige in der Netzwerktheorie treten hier Betriebsmittel
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G, Ggr|Gc]| [Ky! 0 101G ioio]|KL Ke |KE
0 {Grr IGre|=| 0 {Keg! O || 0 iGsr! O 0 Kgg!Kig
0 1 Ger | Gee 0 ' Ker {Kee || 010 1Gc|l 0 0 Kgc

KLLGLKLTL KLLGLKI-?I-L KLLGLK(-ZFL
= 0 KRRGRKFIR KRRGRKgR
0 KcrGrKar | KecGcK e +KcrGrKir

Lost man in Gl. (14) noch die in Gl. (6a) und (8a) eingefuhrten Quellenstrome:

HL
|

. . L :
gL =lg PALT und igc =igc +Cuc

auf, so geht diese mit u. =K. Uy Uber in:

GL iGr |G || Uk STRE.. 0 _i_g_l:_ KH__ AI'_ _~_9_~_
0 {Grr iGre||Ukr |=—| O (Krri O !_95_ - m_'f_R_L___ i = __9__ Uc (15)
0 1 Gcr i Gec || Uke 0 Ker i Kee [|ige KeL Ckk
Die Matrix:
Cri =Kec CKee (16)

ist die Knoten-Kapazitatsmatrix. Sie wird analog zur Knotenadmittanzmatrix des
KPV gebildet.

Zusammen mit den Zustandsgleichungen fur alle induktiven BM (GI. (1)) bildet die Gl.
(15) ein vollstandiges Algebro-Differentialgleichungssystem des Netzes:

0 U | [ G | Gr | Gic [KUA [[ue K, G ! 01O
0 a}; 0 | Grr | Gre | KnL U-K; 0 Ker i O E.JE.L_
Cux @ "l o Ger | Gec | Koo @ | o Ker | Kee _!EF.Q_
L —':_ _KLTL _Ki;{rL _KgL R I-Ij E 0 0 lac
_ _ an

Die Zerlegung der GIl. (17) an den durchgezogenen Linien ergibt folgende algebrai-
sche Gleichungen und Differentialgleichungen:

G, éGLR Uke | _ Gc éKLLAI’_ Uec | | -KuG : 0 lug (18)
0 | Ggr || Ukr Gre | KrL i 0 | Kger || igr

' . 1 H H H u
Cuc | Offticc|_ | Gec Kaf[Ug)| | O | Ger U | [0 Ker|Kee |-
0 L i.L ) _Kgl_ R, iL _KLTL _K;L Ukr E X 0 X 0 -.iR— (19)

IqC
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Das Gleichungssystem wird schrittweise beginnend mit Gl. (18), auf deren rechter
Seite nur bekannte Quellen- und Zustandsgrdf3en stehen, geldst. Die Integration der
GIn. (19) erfolgt mit Verfahren, die dem dynamischen Verhalten des jeweiligen BM
angepaldt sind.

Bild 2 zeigt die Struktur des Algebro-Differentialgleichungssystems. Der Signalfluf3
enthalt keine algebraischen Schleifen, so dafl} die L6sung, solange keine impliziten
Integrationsverfahren angewendet werden, auch bei nichtlinearen L-BM ohne lIterati-
onen auskommt.

Eine weitere vorteilhafte Besonderheit der Struktur des Gleichungssystems besteht
darin, daf3 die Gleichungen aller R- und aller L-BM parallel (in Bild 2 jeweils nur durch
einen Block dargestellt) angeordnet sind. Dies ermdglicht einen objektorientierten Re-
chenprogrammaufbau und eine weitgehende parallele Verarbeitung.

T R-BM
-7 KCR u |
R R
— T
Krr
T
Ke ZDGL L-BM
u, I
KT, [dt
=il
KL
Ukt -
algebraische o
Knotenspannungs-Gleichung
Ukr
ZDGL der C-Knoten
< Idt -
UKC <—

Bild 2: Struktur des Algebro-Differentialgleichungssystems

4 Formaler Aufbau des Algebro-Differentialgleichung ssystems

Der Aufbau des Knotenspannungs-Gleichungssystems unterscheidet sich von dem
des DLV (abgesehen von den unterschiedlichen Leitwerten G;) dadurch, daf’ die
Leitwertmatrix des EKPV unsymmetrisch ist. Die Unsymmetrie entsteht dadurch, daf3
an den R- und C-Knoten die induktiven BM durch ihre Strome auf der rechten Seite
des Knotenspannungs-Gleichungssystems wie Quellenstréme eingehen (die indukti-
ven Strome sind Zustandsgrof3en).
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Diese Unsymmetrie ist durchaus kein Nachteil, da die Nullelemente unterhalb der
Hauptdiagonale die Uberfiihrung der Leitwertmatrix in eine obere Dreiecksmatrix be-
schleunigen.

Der obere Teil der Leitwertmatrix und die rechte Seite des Knotenspannungs-
Gleichungssystems werden ganz analog zum KPV gebildet. Stellt man die BM durch
ihre Ersatzschaltungen nach Bild 1 dar, so kann das Knotenspannungs-
Gleichungssystem wie beim KPV direkt aus dem Netzbild gelesen werden. Das Bild 3
veranschaulicht die formale Bildung des Gleichungssystems in drei Schritten. Aus-
gangspunkt ist die Gl. (14), nicht GI. (15).

[ ]
[ ]
[ ] 1 O
GRC
111
L-Knoten C-Knoten
| I
GLC
GLR
G Uk Ukr Ukc
.L-Krioten R-Knoten C-Knoten
[ ]
[ ]
[ ]
GRC
L-Knoten R-Knoten C-Knoten

Bild 3 a) b) ¢): Schrittweise Bildung des Knotenspannungs-Gleichungssystems
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Im 1. Schritt werden nur die R-Knoten und die Verbindungen zu den C-Knoten be-
trachtet (Bild 3a). Die R-BM werden durch ihre Ersatzschaltung nach Bild 1 darge-
stellt. Von den L-BM interessieren in diesem Schritt nur die Stréme. Man erhalt die
zweite Zeile der Gl. (14):

..................................................................

Ukc

Auf den Nicht-Diagonalplatzen der Untermatrizen G.; und Gg. stehen die Leitwerte

zwischen den Knoten mit negativem Vorzeichen und auf den Diagonalpléatzen die
Leitwerte vom jeweiligen Knoten zum Bezugsknoten mit positivem Vorzeichen plus
die negative Summe der Nicht-Diagonalelemente einer Zeile. Auf der rechten Seite
werden in einer Zeile alle am betreffenden Knoten angreifenden Quellenstrome der
R-BM und die Strome der L-BM vorzeichenbehaftet aufaddiert, wobei vom Knoten
wegfuhrende Strome mit negativem Vorzeichen in die rechte Seite eingehen.

Im 2. Schritt (Bild 3b) werden nur die L-Knoten und die davon abgehenden L-BM,
jetzt mit ihrer Ersatzschaltung nach Bild 1 betrachtet. Man erhélt die 1. Zeile der Gl.
(14):

G i Gr | Gic || Uke KiL '

Die Matrizen G, Gz und G werden aus den G, und die rechte Seite aus den
Quellenstromen ig; nach der gleichen Regel wie unter Schritt 1 aufsummiert.

Im 3. Schritt (Bild 3c) werden nur die C-Knoten betrachtet. Nur die C-BM werden
durch ihre Ersatzschaltung nach Bild 1 dargestellt. Alle R- und L-BM werden nur
durch ihre Stréme bertcksichtigt. Man erhalt die dritte Zeile der Gl. (14) nach den
gleichen Regeln wie unter Schritt 1:

Ukr | = lgr

M
Gcr | Gce || Uke Ker | Kee || lge KeL

Beispiel 1 nach Bild 4

R, .,,L

L1 -1 1

Uy
Ugis I Ui

Bild 4: R-L-C-Beispielnetz
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Das 3-Knoten-Beispielnetz besteht aus 3 L-BM, je einem R- und C-BM, einem L-
Knoten (Knoten 1), einem C-Knoten (Knoten 2) und einem R-Knoten (Knoten 3).

Betriebsmittelgleichungen entsprechend Gl. (9):

iI,_l GL1
i |'_ II,_2 GL2
I |=[its | = Gug
i C iR GR
iC GC

Knotensétze entsprechend Gl. (10) (ein vom Knoten wegfihrender BM-Strom geht mit
+1 in die Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix ein):

Kel o lollif] 1t 1 ololo
Ko | Ker | 0 |lin|=|0 0 -1/1 0

LK)
R

Knotenspannungs-Gleichungssystem entsprechend Gl. (14) (direkt aus Bild 5 ables-

bar:
GutGlo | 0 | GioflUa| | _lqu*iqs
Gr | O ||%s|=7| _Thstie
0 | Gc ||Uk i +ig +ige
Gl. (18):
Uz
G.+tG, | 0 Uer | _ -G, iALl A, O, _ G, G, 0.0
0 Gp | U 0 0 o0 -li,| | 0 0o 01
i3
Gl. (19) mit i und i ¢ = O:
C. Uo| [Gc: 0 -1 1 fue| [0 0 00001
L iy |_ | 0 iRy g | ~1:0{[ U | |1 0
Ls || i -1 Rallis] |01 1:0:




Elektrische Netze: Skript Erweitertes Knotenpunktverfahren (EKPV) Seite 11

5 Berechnung der Netzeigenwerte

Zur Bestimmung der Eigenwerte wird das Algebro-Differentialgleichungssystem in
eine ZDGL uberfuhrt. Dazu ist die algebraische Knotenspannungsgleichung Gl. (18)
in die Differentialgleichungen Gl. (19) einzuarbeiten. Zunachst wird die GI. (18) nach
den Knotenspannungen aufgeldst:

-1 ! - - ] ' ]
Y | _ G | ~G( G rGri |Gic KA U | | KyG T 0 fug _
Ukr 0 i Gri Gre | KaL i 0 [ Kgr || igr

M~ - - |~ . -
_ ~G['G| ¢ +G[{G rGrrCre | ~G K Al +G G rGrrKp |[Uc N (21)
_GF;%QGRC : _GI;]éKRL I
N GK G, ;GELIGLRGFE%QKRR {L_{gl:_j|
0 ; _GF;%QKRR lgr

Mit Gl. (21) kdnnen in Gl. (19) die Knotenspannungen u,, und u,, eliminiert werden.
Man erhélt:

Crx 20 UKC = Fec 2 Feu | Uke + 0 ;HCR ;Hcc .i.ﬁ}. 22)
0 Lj i Fic | R || i Ho [Hg | O ||-%

mit:

Fec = ~Gec +GerGriGro

FoL = —KeL +GCRGF;%eKRL

Flc =Ké —K{ GG c +K [ GG rGrrGre ~ K;LG;;GRC
Fio =R —K{ GIKL A +K( GG RGrrKre ~ KriGrrKrL

Hee = —Kee

Her = ~Ker +GerGrrKer

Hir = K GG rGrrKrr ~KriGrrKrr
Hy = -E +K{GK G,

Diese Matrizenausdriicke sehen zwar kompliziert aus, setzen sich aber nur aus den
Betriebsmittelleitwerten und den Untermatrizen der Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix zu-
sammen. Sie kbnnen somit ebenfalls ohne topologische Hilfsmittel berechnet werden.
Die Gl. (22) a3t sich ohne weiteres nach den zeitlichen Ableitungen der Zustands-
groRen aufldosen, da die Matrizen L und C,, regular sind (bezlglich der dreipoligen

Darstellung s. Abschnitt 5):
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. r . _ ! _ | _ . _ u
{UKC} CrkFec chiFCLMUKC]'_[ 0 ?CK&HCR gCKiHCC] A
L i
i

= i : , :
L L L_lFLC E L_lFLL 'L _1HLL E I‘_1HLR 0 -i-gi-
q (23)
B ! . ' . u
_ Acc | AcL || IL N 0 ; Bcr ; Bce .i_q_'-_
Ac | AL ||Ukc | |Bu |Br| O .i.S.B_
qC

ergeben sich unter Voraussetzung der Linearitat (oder nach Linearisierung) bekannt-
lich aus:

det(AE -A) =0

Fur ein Netz, das keine L-Knoten enthdlt, ist die ZDGL GI. (23) in Minimalform. Es
treten keine Nulleigenwerte auf. Enthalt das Netz L-Knoten, so ist die ZDGL nicht in
Minimalform, da jeder L-Knoten eine algebraische Abhangigkeit zwischen den induk-
tiven Stromen bedeutet. Mit jedem L-Knoten entsteht somit ein Null-Eigenwert. Die
restlichen Eigenwerte werden exakt erhalten.

Die Gesamtzahl der Nicht-Null-Eigenwerte eines Netzes lal3t sich anhand der vorge-
nommenen Klassifizierung der BM und Netzknoten leicht angeben. Sie ergibt sich bei
m, induktiven BM, n, induktiven Knoten und n. kapazitiven Knoten aus der folgen-

den Bilanz:

Anzahl der EW =(m_-n_+n.)+Anzahl der inneren EW.

Die Anzahl der zu den inneren Zustandsvariablen der BM gehérenden inneren EW ist
aus den Modellen der BM bekannt.
Im folgenden sollen noch einige Sonderfalle diskutiert werden.

51 L-Netz

Ein L-Netz besteht nur aus induktiven BM und hat demzufolge auch nur L-Knoten.
Dieser Fall tritt bei der Vernachlassigung aller Netzkapazitaten, wovon man bei der
KurzschluBberechnung Gebrauch macht, auf. Die Eigenwerte eines L-Netzes sind
negativ reell. Ihre Betrége sind die Reziprokwerte der Gleichstromzeitkonstanten, die
den Verlauf der Gleichglieder in den Kurzschlu3stromen bestimmen. Gl. (23) reduziert
sich auf:

i, =-L(R+K L GK AL —LH(E -KGK B ug =A i +B U (24)

qL
Der erste Term in der Systemmatrix A, liefert die Kurzschlul3eigenwerte (Zeitkon-

stanten) der BM, wenn alle BM an ihren Klemmen kurzgeschlossen sind. Der zweite
Term verschiebt die Kurzschlul3eigenwerte entsprechend der Kopplung der BM. Die
Anzahl der EW ist EW =m_—-n_. Sie stimmt damit mit der Anzahl der unabh&ngigen

Maschen des L-Netzes Uberein. Bekanntlich bilden die Maschenstréme im L-Netz
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einen vollstandigen Zustandsvektor. Die Systemmatrix A, von Gl. (24) hat die Di-
mension m_xm,_ und liefert somit neben den exakten Eigenwerten noch n_ Null-
Eigenwerte.

572 L-R-Netz

Aus der zweiten Zeile von Gl. (23) folgt mit u,c =0 und i,c =0:

i‘L = _L_l(RL + KLTLGL_LIKLLA(_ - KELGELlGLRGI;éKRL + KgLGI;]IiKRL)iL

) ) ) B ) ) _ (25)
-LHE - KLTLGLLlKLLGL)UqL +L 1(K|_TLGL|_IGLRGR%2KRR - Ki-?rLGR]IiKRR)IqR

Die Anzahl der EW wird durch die R-BM nicht verandert. Die resistiven BM bewirken
eine weitere Verschiebung der EW (Zeitkonstanten).

5.3 C-Netz

Ein C-Netz besteht nur aus C-BM und folglich nur aus C-Knoten. Dieser Fall kommt in
Energieversorgungsnetzen kaum vor. Gl. (23) wirde sich reduzieren auf:

Uke = -Céi Gec Uke _ClzliKCC Iqc (26)
Die Matrix Gcc entartet zur Knoten-Leitwertmatrix der C-Knoten:
Gk =Kee Ge Kgc

die genauso wie die Knotenkapazitatsmatrix nach Gl. (16) gebildet wird. Die Sy-
stemmatrix A.. von Gl. (23) hat n. negativ reelle Eigenwerte (Zeitkonstanten). Null-

Eigenwerte treten bei nichtverschwindenden Leitwerten nicht auf. Die Knotenpunkt-
spannungen bilden im C-Netz bekanntlich einen vollstdndigen Zustandsvektor.

5.4 C-R-Netz
Aus Gl. (23) wird:

Ue = _CrZrl< (Gec _GCRGF;%QGRC)UKC _CQ&KCC Iqc _CQ& (Ker _GCRGF\_’éKRR)iqR (27)

Die Anzahl der EW andert sich gegenuber dem reinen C-Netz nicht. Die R-BM bewir-
ken lediglich eine Verschiebung der Eigenwerte (Zeitkonstanten).
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Beispiel 2: L-Netz nach Bild 5

RLl’ Ll 1 RL2’ I_2

L_JLl L_JLZ
qul I Uy I 5 quZ
/

Bild 5: L-Netz mit einem Knoten und zwei Betriebsmitteln

T I _ Gy O fjuy 4 Ay O |lig| |Gy O ||Ug
- 1P 0 Gjlus 0 ALl 0 Gy |[Uqo

1 1 ] R ! f— R
L L2 = Ap=-—— A, =12
ol ool oLy ool

G, =

Kip =[1 1]&:} =0

0

G
G, =K, G K =K L1
LL LL~L"MLL LL|:O G|_2

} KLTL =G, +Gp,

Die Matrix G, kann nach den Regeln des Knotenpunktverfahrens auch sofort aus
der Schaltung abgelesen werden.

i‘L = _L_l(RL + KLTLGL_LlKLLA(_)iL -LYE - KLTLGL_LlKLL BL)Uq =

Ry R 1 1
|| L+l L+l || | L+l L, +L, || Ygs
iLo R, _ Ry Jlip] |__ 1 1 UgL2
Fir die beiden Eigenwerte ergibt sich:
(/]_'_ RLl )(/]_'_ RL2 )_ RLl RLZ :/12_'_/]( RLl + RL2 ):0
=0 __Ru*R,
b L +L

Der Nulleigenwert entsteht durch den L-Knoten.
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Beispiel 3: L-R-Netz nach Bild 6

R,Ly 1 RL,

l_JLl R l_JR l_JLz
YaLa 1 I P ULz

Bild 6: L-R-Netz mit zwei L-BM und einem R-Knoten

i i1 G, O 3 0 ||u, A1l lgL1
{.} =12 =] 0 Gip i 0 |l |+ ALy +1gp
AR R 0 0 |Ggl ug 0 0

_ 1 11
K g GriKaL =HR[1 J]:RL J

i.L =-L'(R, - Ki-?rLG;;KRL)iL _L_lqu =

Ry*R R 1,

iy _| L L {iu}_ L, UgLa

1P R R +R [, 0 1 UgLo
L, L, L,

Das Netz hat zwei reelle Eigenwerte:

1

= [(R+R)L, +(R, +R)L F \/[(RLl +R)L, = (R, +R)LJ? +4LL,R?]

A -
o2uL,
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Beispiel 4: L-C-Netz nach Bild 7

R, L, L R, L,

— ’ - —
|UL1 l Uc uLZ'
YaLa <> iL1 GC’C ic iL2 <> qu2

Bild 7: L-C-Netz mit zwei L-BM und einem C-Knoten

y iV 3 0 ||uy, Al lgL1
L} Tz |5| 0 Gz | O Uz |+ Aziz | *)ia2
“Ilic] [0 0 (Gc]luc] | Cuc 0

1
=
-
T o
1
1
= i0
A
7'€XG')L
Qi3
o
|
Lo
P
A
i AN
< id
0
|
1
=
-~
T i
| I |
|
1
Tio
[AN
1
c
e}
o
|

Gl 1 1 0
Ue | ]! C: . C . . Cucl ...
|L1 = 1R 0 ILl - iu L1
i' LCL : Ll i LCI. ‘
L2 ; L2
1y Reltel 1
L L, 2 _|—2 i

Das Netz ist regulér (hat keinen L-Knoten) und damit auch keinen Nulleigenwert. Die

drei Eigenwerte ergeben sich aus:

Ruy e Ry 46y 1, Rey1 1 0 Ryl
(/1+L1)(/1+L2)(/]+C) I_1(/]+L2)C I_2(/1+L1)C 0
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Beispiel 5: R-L-C-Netz nach Bild 1

i, | [GL U | [ Ay ] lgL1
!'I: 2 Gz U2 AL 0
ir | =l |= Gis Ui | +| Alglig |+| O
ic ™ Gy U 0 0
ic Gelluc| | Cue | | O
o
kKol o iolii] [t 1 o0ioj0]is
Ke. |Ker | O ||ig|=[0 0 -1/1 0|is|=0
Ko, | Ker | Kee llic] [0 -1 17011 ig
i
G G | G G,+G, | 0 |-G,
0 [Gur Gmel|=| 0 1Ga| O
0  Gur | Gee 0 0 G.

_Clzll(GCC

Uke | _ _CIEI%KCL
i L_l(KgL_KLTLGL_,_ Lc)

Ukc
- R - = |+
LR, - K GKL AL - KI;FLGR]éKRL)]|: I }

0
T e _wT -1 UgL =
L(E -Ko G K G)

G 1 1
........ cC ... CcC.......Cc.. o
e : Ru R 0 Yk2 g
|| Ll Ll Litl Iy | rlqul
i +ht L+ + :
= Lll in bl Lvl R.+R s | O |
= 0 o -
L L Ly |

Wegen des L-Knotens entsteht ein Nulleigenwert.
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6 Dreipolige Darstellung

Der Ubergang von der einpoligen zur dreipoligen Darstellung ist mit der symbolischen
Matrizenschreibweise einfach zu vollziehen. An die Stelle der Variablen g treten fett
und klein geschriebene Vektoren g und anstelle der Parameter M fett und grof3
geschriebene Matrizen M (Tabelle 3).

Tab. 3: Ubergang zur dreipoligen Darstellung

einpolig dreipolig
nattrliche Koordinaten modale Koordinaten
Variable/Vektoren — T _T T
9 g=[0. 9 0] gw=[01 9, Os]
Parameter/Matrizen M Maa My My 'M; 0 O
M=1Mp, My, My My=|0 M, O
Mca Mcb Mcc 0 0 M3

Die symbolische Matrizenschreibweise steht sowohl flr die Darstellung in nattrlichen
Koordinaten, als auch in modalen Koordinaten. In Hinblick auf die dreipolige Darstel-
lung wurden in den einpoligen Gleichungen bereits Divisionen vermieden (aul3er bei
den Endgleichungen der einphasigen Beispiele) und dafiir der Ausdruck (....)™" in der
richtigen Reihenfolge verwendet, so dafl} auch an diesen Stellen die Einfihrung von
Matrizen formal erfolgen kann.

in der dreipoligen Darstellung stellt bei den induktiven Elementen der freie Sternpunkt
eine Besonderheit dar.

a) _ b)
N\ [ ILa oo ! iLa
|- o -‘ ]
—~ ILp u : L u
O U -_— |l
I | . ! ! Lc
il L
m ! ! LCO \_____J
N\ :R-; Ry R
Ru % L Ui Lns L Ho
O Wololo
M uLc
uLc

Bild 8: Ersatzschaltungen der induktiven BM
a) mit Sternpunkt-Erde-Zweig
b) mit eingearbeitetem Sternpunkt-Erde-Zweig

Aus Bild 8 a) folgt bei vollstandiger induktiver Verkettung:
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L L L i:La R0 Ofia| [Ua| |UYga| |Ua
L, L L i.La + 0 RO |l |+|Uy |+ Ugp |=|Up (28)
L L Lia 0 0 R_Jic] [Un] [Ugc Uic

und wenn der Sternpunkt geerdet ist:
Uy = Ryiv +Lyiy = RM(iLa +ip + i|_c) + LM(iLa +ipp + iLc) (29)

Gl. (29) in Gl. (28) eingesetzt ergibt:

I-m I-n Ln i:La Rm Rn I:\)n iLa qua uLa
I-n I-m Ln i.Lb + Rn I:\)m I:\)n iLb + qub = | Up (30)
I-n I-n I-m iLc Rn Rn I:{m iLc quc uLc

mit:

Ln =L +Ly; L,=Ly+L, und R, =R +Ry; R, =Ry

Zu Gl. (30) gehort die Ersatzschaltung in Bild 8 b). Sie entspricht der Gl. (1) in dreipo-
liger Darstellung:

Li, +R i +ug =u,
Fur die Auflosung der Gl. (1) in ihre explizite Form, wird der Sternpunkt zunachst ge-
erdet angenommen. Die Induktivitdtsmatrix ist damit regular und man erhalt:

1 1

o] [ b L] ] [tn b L] TR Re Reffia] [tn b L] [
(=L b L| || L Ly Ri Rn Ryl || bn Lyl |Ugw|=
iLc _Ln Ln I-m uLc I-n Ln Rn Rn Rm iLc Ln Ln I-m quc

L,
L,

BilfUa|l [An A A |ia| |Bn B
Al
An

_Bm Bn n Bn qua
=By By ByfUn |+ A An Ip |7 By Bn By | Uy
_Bn Bn Bm l'ch Ah Ah ILc Bn Bn Bm quc

oder in komprimierter Schreibweise:
Dies ist die Gl. (2) in dreipoliger Darstellung. Fir die Nicht-Diagonalelemente von B
erhalt man:

S S PN 15

B, = == =
" (Lm - Ln)(l—m + 2Ln) Ll I-O 3 Ll

1
-=)
I‘0

und fur die Diagonalelemente:



Elektrische Netze: Skript Erweitertes Knotenpunktverfahren (EKPV) Seite 20

bty 1 L 12 1,

B
" L) t2L) L Ll 3L L

Die Elemente der A-Matrix werden:

A’n =BmRm-'-ZBan Z_E(ZR R )
3L L
A]zBmRn+Ban+Ban_£(R R)
3'L L

Dabei ist:
L=Ly-L=L-L und Lo =Ly +2L, =L + 2L, +3Ly

Ist der Sternpunkt nicht geerdet, so wird erst nach der Inversion der L-Matrix der
Grenzubergang L, — o vollzogen, womit sich ergibt:

Bm :i Bn - —i
3L, 3L,

sowie
A =-2R: 1R,
3L 3L

Bei nicht geerdetem Sternpunkt werden somit die A- und B-Matrix wie die L-Matrix
singular (in der L-Matrix werden alle Elemente gleich (unendlich grof3) und in der A-
und B-Matrix werden die Zeilen- und Spaltensummen Null). In der Singularitat driickt
sich die algebraische Abhéangigkeit der Strome bzw. der Stromdifferentiale aus, denn
am nichtgeerdeten Sternpunkt gilt i, +i, +i, =0.

In der expliziten Form der Gl. (23) stort diese Singularitat nicht mehr, sie fuhrt lediglich
zu einem Null-Eigenwert. Es ist also wichtig, nicht geerdete Sternpunkte erst in der
expliziten Form zu bericksichtigen. Andererseits wird es so Uberhaupt erst méglich,
die explizite Form der Gl. (23) zu erhalten.

Die Anzahl der Nicht-Null-Eigenwerte ergibt sich in der dreipoligen Darstellung aus:
Anzahl der EW =3x(m_ —n_ +n.)—Anzahl der L-BM mit freiem SP + Anzahl der inne-

ren EW.



Elektrische Netze: Skript Erweitertes Knotenpunktverfahren (EKPV) Seite 21

7 Stationarer Fall

Im stationaren Zustand kénnen Zeiger g anstelle der Momentanwerte g treten. Fur
die zeitlichen Ableitungen g einer GroRRe gilt dann jwg . Damit geht GI. (17) uber in
folgende komplexe Gleichung:

G | Gy G.c KU AL ] U K G | 0 0 U
0 Grr Gre Kre Uee|_| O Krer | O “i_-ﬂ_- 31)
0 | Ger | Gce +jowCyy Ker Ugkc - 0 Kor | Kec [|-5

__KLTL KL K¢ R +jolL | i E 0 0 | tac

Anstelle der ersten Zeile tritt der Knotensatz fur die L-Knoten, an denen vereinba-
rungsgeman nur L-BM angeschlossen sind:

0 0 0 KL Uy 0{ O 0 4
0 | Ggg Grc Kre U |_ |0 Kgg | O -I-_—C-‘~L-- (32)
0 | Ger | Gee *+j@wCi KecL Ugc " 10 Keg | Kee _I.—B.'S._

K/ | -Kg, -K{, R, +joL || i E{ 0 | 0 |l

nach der Einfihrung von Admittanzen und Impedanzen lautet Gl. (32):

0 0 0 K || Uge 0i{ O 0 y
REZN RS LN P LY 20
0 Yer | Yoo | Keao Ukc ~ |0 | Ker | Kee -i:(ﬁ

_KLTL K;L KcT:L Z i E 0 0 nae

Das Gleichungssystem Gl. (32) erhalt neben den Knotenspannungen noch die Stro-
me der L-BM im Vektor der Unbekannten. Diese Darstellung wird als modifiziertes
Knotenpunktverfahren (in der englischsprachigen Literatur als Modified Nodal Appro-
ach (MNA)) bezeichnet.

Zur Gegenuberstellung mit Gl. (32) sei GIl. (17) hier nochmals in der gleichen

Partitionierung wie Gl. (32) wiedergegeben:

0 u_K_L G | Gr | Gc | KuA Uy K G i 0 0
0 Uer |, O 1 Grr Gre | Kru ||U|_ | O Keg | O E:EE
Cux Uy 0 [ Ger | Gee | Koo |uge | 0 Ker | Kee || -3
L i KL | Kpe [ Kee | R i E 0 0 |L'ac

.Der Zustandsvektor* von Gl. (17) ist genauso zusammengesetzt wie der Vektor der
Unbekannten in Gl. (32).
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Beispiel 6: Gl. (32) fur das R-L-C-Netz nach Bild 1

0 0 0 1 1 0 Uia 0
0 Gy 0 0 0 -1 Ugs 0
0 0 Gg+jaC 0 -1 1 Ue| | O
-1 0 0 R +jady 0 0 o | ) Ugs
-1 0 1 0 R, +jal, 0 I, 0
0 1 -1 0 0 Rs+jas]ls| [ 0 |
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Ausfihrungen, insbesondere mathematische Ableitungen ausfuhrlicher dargestellt,
wahrend in der Vorlesung mehr Wert auf das Verstandnis gelegt wird.
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1 Einleitung

Das Fehlermatrizenverfahren (FMV) wurde zur Berechnung beliebiger (symmetri-
scher oder unsymmetrischer) Einfach- oder Mehrfachfehler, die als Quer- oder
Langsfehler auftreten kdnnen, entwickelt. Es zeichnet sich durch einen einfachen
systematischen Algorithmus aus. Das FMV kann sowohl zur Fehlernachbildung im
Differenzengleichungssystem des EMTP/ATP (Electromagnetic Transients Program)
als auch am Knotenspannungs-Gleichungssystems in natirlichen oder modalen Ko-
ordinaten verwendet werden. Die folgenden Ausfihrungen beschranken sich jedoch
auf die Ubliche Darstellung mit symmetrischen Komponenten. Der Ubergang in ein
beliebiges Koordinatensystem wird aber gezeigt.

Die klassische Methode der Fehlerberechnung mit symmetrischen Komponenten
geht von der Berechnung der Strome und Spannungen an der Fehlerstelle aus. Dazu
sind Elemente der Knotenimpedanzmatrix des fehlerfreien Netzes erforderlich (s.
Skript ,Fehler in Elektroenergiesystemen®). Bei unsymmetrischen Fehlern in Netzen
mit freiem Sternpunkt treten dabei Schwierigkeiten auf, da fur solche Netze die Ad-
mittanzmatrix des Nullsystems im fehlerfreien Fall singulér ist, die Elemente der Im-
pedanzmatrix also nicht ohne Kunstkniffe bestimmt werden kdénnen. AufRerdem wird
das Verfahren bei Mehrfachfehlern schnell unibersichtlich, was man auch daran er-
messen kann, dass die klassische Behandlung von Mehrfachfehlern in der einschla-
gigen Literatur immer einen erheblichen Seitenumfang einnimmit.

Eine simple, oft praktizierte Art der Querfehlernachbildung besteht darin, in die Kno-
tenadmittanz Fehlerzweige einzubauen. Im fehlerfreien Fall sind die Admittanzen
dieser Fehlerzweige Null. Schwierigkeiten bereiten bei diesem Verfahren wider-
standslose Kurzschlisse, weil fur diese die Admittanzen der Fehlerzweige unendlich
grof3 sein mussten. In einem Rechenprogramm muss man sich dann mit einem sehr
grofl3en Wert behelfen, wobei bei zu grof3 gewahlten Wert numerische Probleme auf-
treten kbnnen, oder bei zu klein gewahltem Wert immer noch eine Spannung an der
Fehlerstelle zu erkennen ist. Das Verfahren ist also nicht befriedigend.

Das FMV erlaubt die exakte Nachbildung sowohl widerstandsloser als auch wider-
standsbehafteter Fehler in der Knotenadmittanz- oder Knotenimpedanzdarstellung
des Netzes. Der Algorithmus besteht in einfachen fur alle Querfehler gleichen und fur
alle Langsfehler gleichen Operationen mit sparlichen Matrizen, wobei die Ordnung
und Form des Gleichungssystems erhalten bleibt, so dass der Algorithmus auch sehr
ubersichtlich ist.

Die Anwendung des FMV auf die Impedanzdarstellung stellt gewissermal3en eine
Systematik der klassischen Fehlernachbildung dar, wobei allerdings auch hier eine
singulare Admittanzmatrix des Nullsystems einer besonderen Behandlung bedarf.
Aus diesem Grund wird die Anwendung des FMV auf die Admittanzdarstellung be-
vorzugt, bei der eine singulare Nullsystem-Admittanzmatrix des fehlerfreien Netzes
kein Problem darstellt, da die Fehleroperationen bereits an der Admittanzmatrix
durchgefuhrt werden und diese dadurch regular wird.
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2 Fehlerbedingungen

Unter den Fehlerbedingungen versteht man die Strom-Spannungsbeziehungen an
der Fehlerstelle (Bild 1). Sie werden i. f. fur alle Fehlerarten einheitlich mit einer fur
jeden Fehler charakteristischen 3x3-Inzidenzmatrix, der Fehlermatrix F, formuliert.

Yr1
1

Yr2
L2 L2 o—{ ]
Yrs3

L3 * L3 — 1

L1 L1 °

>

U Ur2 Ups
Zr1 H Zr2 H Zr3 [T 1 I

U Uiz Uis
IF1 lr2 I3

Bild 1: Strome und Spannungen an der Fehlerstelle a) Querfehler b) Langsfehler

Als Beispiel werde der Erdkurzschluss im Leiter L1 betrachtet. Aus Bild 1a) folgt:

U -2l =0
I, =0 (1)
gz =0

Diese Gleichungen konnen in die folgende Matrix-Form gebracht werden, wobei die
Fehlermatrix eingefihrt wird.

0 g 1 Uy Zr lgg
1 [t |=0 und 0 U, |- Ze I, [t=0  (2a, b)
1| 1 0]||Us Zes || les

Mit den Bezeichnungen F . fir die Fehlermatrix, F ¢ fiir die transponierte Feh-
lermatrix, Zp =diag(Zg, Zg, Zr;) fur die Diagonalmatrix der Fehlerimpedanzen und
E fir die Einheitsmatrix dritter Ordnung schreiben sich die Gin. (2a, b) kurzer:

lgy U, ey
Flie|l | =0 (E - FLTl-E) Uo |- Ze|lg | =0 (2a, b)
les U [P

Man beachte, dass in der Gl. (2b) alle drei Fehlerimpedanzen enthalten sind, obwohl
die Leiter 2 und 3 nicht vom Fehler betroffen sind. Die Fehlerimpedanzen Zg, und Zg3
der nicht fehlerbehafteten Leiter 2 und 3 spielen aber keine Rolle, da die Strome der
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Leiter 2 und 3 Null sind (Gl. (2a)). Fur Zr> und Zrs kdnnen deshalb beliebige Werte
(auBBer unendlichd) stehen. Man setzt sie am einfachsten Null.

Der Wert der Fehlerimpedanz Zg; im fehlerbehafteten Leiter hangt von der Art des
Fehlers ab. Fur widerstandslosen Erdkurzschluss ist Zgz = 0. Damit werden beim
Fehlermatrizenverfahren auch widerstandslose Erdkurzschlisse (und entsprechend
auch die anderen Kurzschliisse) exakt nachgebildet.

In der Tabelle 1 sind die Fehlerbedingungen und die Fehlermatrizen fur die sog.
Hauptfehler?d zusammengestellt.

Tabelle 1: Fehlerbedingungen und Fehlermatrizen fur die Hauptfehler

Querfehler | &ngsfehler F
ohne Iz, =0 | ohne U,=0] [1 0 0]
Querfehler Ig, =0 Langsfehler Ug, =0 010
lgs =0 Ugs =0 10 0 1]
L1-E Ui =Zalpn =011 lh=YrpUp =0 [0 0 O]
lg; =0 Ug, =0 010
les =0 U =0 10 0 1
L2-L3-E I, =0|L2, L3 Ug, =0 (1 0 0]
U Zgle =0 I =YrUg, =0 000
Uz =Zg3le =0 li3=YrUp =0 10 0 0
L1-L2-L3-E UyZgle =0 L1, L2, L3 I =YpUg =0 0 0 O]
U~ Zeplp =0 I =YgUg, =0 000
Uz =Zesles =0 I3 =Y rUgs =0 |10 0 0]
L2-L3 I =0 1 0 0]
lgp +1g3 =0 011
Uiz —Zgsles) - _O 0 0_
(U, ~Zp 1) =0
L1-L2-L3 gy +lp, +13 =0 11 1]
U, —Zelp) - 00O
(U ~Zplg) =0 10 0 0]
(Uis —Zrslps) -
U1 -Zgle) =0

Wie man aus der Tabelle 1 sieht, sind die Fehlerbedingungen der Langsfehler dual
zu denen der Querfehler. Zu den zwei- und dreipoligen Querfehlern ohne Erdberuh-
rung gibt es keine Entsprechungen bei den Langsfehlern. Sie sind Sonderfalle der
Querfehler mit Erdberihrung.

Fur alle Querfehler haben die Fehlerbedingungen die Form:

1) Es ist ein Trugschluss anzunehmen, Zg, und Zgz; missten unendlich gesetzt werden, damit die Lei-
ter 2 und 3 keinen Fehlerstrom fiihren. Diese Bedingung wird durch die Gl. (1) unabhangig von Zg»
und Zgs erfillt.
2) Unter Hauptfehlern versteht man die Fehlerkonstellation, die symmetrisch zum Bezugsleiter 1 an-
geordnet sind.



Elektrische Netze: Skript Fehlermatrizenverfahren Seite 4

lg U lgy
Fllg [=0; (E-F")i|Upp |~Ze|lg |1 =05 Zg =diag(Ze; Zr, Zes) (33, b, ©)

|_F3 QL3 l-F3

Far alle Langsfehler gilt die duale Form:

U, 4 Uy
FlUg |=0; (E _FT) o |=Y(|Up [ =0; Ye=dag(Yr Y, Yes) (43, b, 0)

!F3 |-L3 QF3

Fiir die Langsfehler und die entsprechenden Querfehler gilt stets F' =F .

Wie man aus Tabelle 1 sieht, kommt das FMV fir die Hauptfehler, einschliel3lich der
fehlerfreien Zustadnde mit nur 6 Fehlermatrizen aus.

Liegen andere Fehlerkonstellationen als die Hauptfehler vor, so sind lediglich die E-
lemente der Fehlermatrix entsprechend zu tauschen. Es besteht deshalb eigentlich
auch kein Anlass, die Hauptfehler wie bei der klassischen Fehlerberechnung zu be-
vorzugen.

3 Fehlerbedingungen in symmetrischen Komponenten
Die Transformation der Fehlerbedingungen mit Hilfe der Transformationsmatrizen:

2

1 1 1 1 a a
To=la® a 1 und Tg'=17¢7=111 a® a | mit a=e”™? (5a, b)
ergibt fur die Querfehler:
I-l ul |_1
Fs|l, |50 (E-Fg){|Us|~Zes|l, ;=0 Zrs =TS'ZeTs (6a, b, ¢)
lo Uy Lo
und fur die Langsfehler:
U, I U,
Fs|U, |=0 (E-Fg)i|ly [~Yes|U, [ =0 Yes =Tg Y T (7a, b, ©)
QO |-0 QO

mit der Fehlermatrix in symmetrischen Komponenten:

Fg= I;,lF Ts (8)
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Fur das Beispiel des einpoligen Erdkurzschlusses erhélt man fir die Fehlermatrix in
symmetrischen Komponenten in Abhangigkeit von der Fehlerlage:

-a -a fehlerbehafteter Leiter a

Feo :% —g* -a L1 (Hauptfehler) 1
* 2

a a2 - 2

L3 a

4 Modellierung von Querfehlern in symmetrischen Kom ponenten

Die Modellierung des Netzes erfolgt zweckmalligerweise in Form des Knotenspan-
nungs-Gleichungssystems mit der Knotenadmittanzmatrix als Koeffizientenmatrix.
Quellenspannungen werden in aquivalente Quellenstrome umgerechnet. Ideale, also
widerstandslose Spannungsquellen werden durch Reduktion des Gleichungssystems
auf die rechte Seite gebracht.

Auf der rechten Seite kommt fur jeden Knoten (an jedem Knoten kann theoretisch ein
Querfehler entstehen) ein Fehlerstromvektor hinzu. Ist ein Knoten fehlerfrei, so ist der
entsprechende Fehlerstromvektor Null. Im fehlerfreien Netz sind alle Fehlerstromvek-
toren Null. Damit lautet das Knotenspannungs-Gleichungssystem in symmetrischen
Komponenten (SK) ohne Indizierung fur die SK:

Yo Yo o Yy oo Yoo llug] [l [ig]
Yo Yo Yo o Yon|lUks i-q2 [
: : . _ -: N ©)
Yii Yo - Yy Yoin || Yki Lgi g
_lnl Y2 Yo 0 Y i [ Ykn | _i-qn ] -i-F” J

oder kurzer:
YikUg =ig+ig
mit folgenden Grol3enbezeichnungen:

Y =diag(Y i Yo Yoi) Mit-, Gegen- und Nulladmittanzen
zwischen den Knoten i und k

T SK der Spannungen am i-ten Knoten

Ui :[Qli U, QOi]
igi = [I_qli 0 O]T SK der Quellenstrome am i-ten Knoten

: T ) :
ig = [I_li P lm] SK der Fehlerstréme am i-ten Knoten

Die Fehlerbedingungen der einzelnen Knoten (GIn. (6) und (7)) werden fir alle Kno-
ten wie folgt zusammengefasst:
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Eor iy
Fs i_:Fi =Fyiz =0 (10)
i Fsnllien ]
und:
E- E; ' I Ui~ ;F81i_F1 ]
E-FL Uy —;si ig | = (Eq ~Ex )(Ug ~Zeig) =0 (11)

T | Uy —Zegpl
E ESn___Kn £FSnZFn |

Bei der rechentechnischen Auswertung ist zu beachten, dass die Matrizen
. T* .
Fy =diag(Fg;...Fg...Fsy),  (Ex —Fx) und  Zp =diag(Zes; ... Zes; .- Zgsn)

sparlich besetzte Matrizen der Ordnung 3nx3n (n Anzahl der Knoten) mit blockdiago-
naler Struktur sind.
Fur das fehlerfreie Netz ist die Fehlermatrix mit der Einheitsmatrix der Ordnung 3n

identisch. Die Matrix (E, —F« ) wird dann zur Nullmatrix, so dass die Gl. (11) unab-
hangig von den Werten von Z erfllt ist. Bei Einfachfehlern weicht nur die Fehler-

matrix des entsprechenden Knotens von der 3x3-Einheitsmatrix ab. Der Unterschied
zwischen Einfach- und Mehrfachfehlern besteht lediglich darin, dass bei Mehrfach-
fehlern mehrere Fehlermatrizen von der 3x3-Einheitsmatrix verschieden sind. Fur
den im folgenden beschriebenen Algorithmus ist es deshalb unbedeutend, ob es sich
um einen Einfach- oder Mehrfachfehler handelt, worin ein weiterer wesentlicher Vor-
teil des FMV gegentber der klassischen Fehlerberechnung, die sich mit Mehrfach-
fehlern schwer tut, besteht.

Aus der GIn. (9) erhalt man fur den Fehlerstromvektor:

Ip =Yg Uy —lg (12)
Einsetzen von i, in die GIn. (10) und (11) ergibt:

Fr Yk Uy —ig) =0 (13)
(Ex —Fx NEx ~ZeY )y +(Ex ~Fy )Zpiy =0 (14)

Aus Symmetriegrinden wird die Gl. (14) noch von links mit der negativen Knoten-
admittanzmatrix (=Y ««) multipliziert¥) und dann zur Gl. (13) addiert. Man erhélt so

schlieRlich:

3) Gl. (13) kann von links mit jeder beliebigen Nichtnullmatrix multipliziert werden
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[FrY ik ~Yux(Ex ~Fze) +Y o F TUy =[Fy +F el iq (15a)
mit der Abkurzung
Fze =Yk (Ex —El*)lp- (16)

Das Gleichungssystem des fehlerbehafteten Netzes hat sich durch die Einbeziehung
von Querfehlern nicht geandert. Die Einbeziehung der Querfehler erfolgt durch einfa-
che Operationen mit sparlichen Matrizen an der Admittanzmatrix und am Quellen-
stromvektor auf der rechten Seite. Versieht man die durch das FMV modifizierte Ad-
mittanzmatrix und den modifizierten Quellenstromvektor mit einem oberen Index F fur
~fehlerbehaftet, so schreibt sich Gl. (15a) fur das fehlerbehaftete Netz kiirzer:

Y ki Uk =ig (15b)

Sind samtliche Fehler widerstandslos, so wird Z. und damit auch F,- zur Nullmat-
rix. In diesem Fall vereinfacht sich Gl. (15a) zu:

(Fx Yk =Y + Yo i) U =Fic g (17)
Far den fehlerfreien Fall geht GI. (15b) mit E, =E Uber in die Gl. (9) fur ig = 0:

Yk Uk =i (18)
Mit den GIn. (15) oder (17) kdnnen die Knotenspannungen des fehlerbehafteten Net-

zes berechnet werden. Hat man die Knotenspannungen berechnet, so erhéalt man die
Fehlerstréme aus der Gl. (11):

I =Y gk Uk g

Die OriginalgroRen werden durch Ricktransformation erhalten.

5 Modellierung von Langsfehlern in symmetrischen Ko mponenten

Langsfehlern werden den Netzzweigen, d. h. den Betriebsmittelgleichungen zuge-
ordnet. Dadurch werden Hilfsknoten wie beim klassischen Verfahren von Langsfeh-
lern vermieden, so dass auch bei Langsfehlern keine Anderung der Ordnung des
Knotenspannungs-Gleichungssystems erfolgt.

Die allgemeine Gleichung der symmetrischen Komponenten eines Zweiges zwischen
den Knoten A und B lautet in Admittanzform:
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I-lAZ XIAA XlAB lllKA QIFA
|-2AZ XZAA XZAB QZKA QZFA
I-OAZ - XOAA XOAB uOKA _ QOFA ( 19 a)
I-lBZ XIBA XlBB QlKB QIFB
I-ZBZ XZBA XZBB QZKB QZFB
_l-OBZ 1 L XOBA XOBB _ _QOKB _ _QOFB _

und abgekdrzt:

i i)
i Yean Ygg ||| Yks Urg

oder noch kirzer:

iz :lzz{liK _!F} (19¢)

Die Ugai und Ugg; in Gl. (19a) sind die Spannungen tber den am Anfang (A) und Ende
(E) des Zweiges angeordneten Fehlerstellen. Im fehlerfreien Fall sind sie Null.

Zur Einbeziehung der Querfehler in einen Langszweig werden die Fehlerbedingun-
gen fur die beiden Seiten des Langszweiges zusammengefasst zu:

Eza Upa | _ _
{ EZJLFJ =F,ur =0 (20)
und
(E —E?){FZ’*} —FPA }F} =(E-F; )i, -Yeue} =0 (21)
Iz Yeg |[Ues

In der GI. (21) wird der Vektor der Zweigstrome mit Hilfe von Gl. (19) eliminiert:

(E _E-Zr*){lZZHK Y +XF]QF} =0

Nun wird GI. (21) noch von links mit Y ., +Y - =Y ,- multipliziert und zu Gl (22) ad-
diert:

[FY e =Y e +Y e F ) lup =~(E-F7 )Y ,u,  mit Y,r =Y, +Y, (22)

Far vollstandige Unterbrechung wird Y =0.

Aus der GI.(22) kbénnen nun die Spannungen Uber den Fehlerstellen berechnet wer-
den:
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Ur =—[F7 Y e =Y e +Y 2 F ) HE —F2 )Y 75Uy =ZeeY 57Uy (23)

Nach Einsetzen dieser Beziehung in die Ausgangsgleichung des Zweiges, Gl. (19),
geht diese Uber in:

: F
i, =(E=Y;Ze)Y 27U =Y 57Uy (24)

Durch die Langsfehlernachbildung wird lediglich die Admittanzmatrix des Zweiges
modifiziert. Die Gl. (24) hat die gleiche Form, wie die GI. (19) des fehlerfreien Zwei-
ges. Das bedeutet, dass ein fehlerbehafteter Zweig genau so in die Knotenadmit-
tanzmatrix eingebaut wird, wie ein fehlerfreier Zweig. Ist der Zweig fehlerfrei, so wird

auf der rechten Seite von Gl. (23) (E —E;*) =0 und damit auch ug =0.

Fur den Sonderfall, dass der Zweig keine Querglieder hat, wie das z. B. bei Trans-
formatoren mit Vernachlassigung des Magnetisierungsstromes, oder bei Leitungen
mit Vernachlassigung der Kapazitdten und Ableitungswiderstande der Fall ist, sind
die GIn. (23) und (24) nicht anzuwenden, wenn der Zweig auf beiden Seiten unter-
brochen (abgeschaltet) ist. Ein Zweig ohne Querglieder hat eine singulare Admit-

tanzmatrix, so dass Gl. (22) bei E;* =0 (vollstandige Unterbrechung) nicht nach u,

auflésbar ist. Das hangt damit zusammen, dass die Spannungen Uber den Unterbre-
chungsstellen ohne Querglieder des Zweiges keinen Bezugspunkt mehr haben. Die
Spannung uber dem unterbrochenen Zweig ist dann durch die Differenz der Knoten-
spannungen an den Anschlusspunkten A und B der Leitung gegeben. Anstelle der Gl.
(24) tritt die Bedingung i, =0.

Querzweige konnen QuellengréfRen enthalten. Das allgemeine Gleichungssystem
eines aktiven Querzweiges in Sternschaltung hat in symmetrischen Komponenten die
Form (Beachte: In Yj ist die dreifache Sternpunkt-Erde-Impedanz enthalten. Bei nicht
geerdetem Sternpunkt wird Yo = 0):

li7 Y, Uik Usr I-lq
Lz |= Y, Uok [-|Uge |¢*] O (25a)
I_OZ !O QOK QOF 0

oder:

iz =Y {ug —ug} +i, (25b)

Bei passiven Querzweigen entfallt der Quellenstrom.

Die Einbeziehung der Fehlerbedingungen in den aktiven und passiven (ohne Quel-
lenstrom) Querzweig erfolgt auf dem gleichen Weg wie fur den Langszweig. Es kann
deshalb sofort das Ergebnis angegeben werden:

Up =TF2 Y e =Y e +Y 2 F I HE —F7 )(Y 2Uy +ig) = Zpe(Y 2Uy +ig) (26)
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iz =(E =Y Zee)(Y 2l *+ig) =Y 72Uy +ig (27)
Die Sternpunkt-Erde-Spannung berechnet sich aus der Beziehung:

Up =Ugk =Uge =(Zo =321y (28)

Bei vollstandiger Unterbrechung wird E;* =0 und Y, =Y. Die Gl. (26), (27) und
(28) gelten dann nur fir geerdeten Sternpunkt und gehen fiir diesen Fall Gber in:

—vi -
Ur —lz(izHK +|_q) =Ug ~U,

iz =(E-Y Y)Y Uy +ig)=0

Uy=0

Bei vollstandiger Unterbrechung des Zweiges mit nicht geerdetem Sternpunkt (Yo =
0) sind die Spannungen Uber den Unterbrechungsstellen und zwischen Sternpunkt
und Erde nicht definiert, da sie keinen Bezugspunkt haben. Die Gin. (26) bis (28)
sind in diesem Fall nicht gultig, da die Admittanzmatrix des Zweiges wegen_Y, = 0
singular wird.

Die OriginalgroRen werden durch Ricktransformation erhalten.

6 Berechnung mit anderen modalen Komponenten

Anstelle mit symmetrischen Komponenten kann die Berechnung auch mit anderen
modalen Komponenten durchgefihrt werden. Auf das mit der Transformationsmatrix
T, transformierte Gleichungssystem werden die transformierten Fehlermatrizen

Frn=ToFTp,

ganz analog zur Vorgehensweise in symmetrischen Komponenten angewandt, so
dass sich die Gleichungen in anderen modalen Komponenten nur durch die Trans-
formationsmatrix und ihre Inverse von denen der symmetrischen Komponenten un-
terscheiden.

7 Modellierung von symmetrischen Fehlern

Die Berechnung dreipoliger Erdkurzschlisse erfolgt nur im Mitsystem der symmetri-
schen Komponenten und kann damit einpolig durchgefuhrt werden. Die Fehlermatri-
zen schrumpfen auf einen Faktor, der den Wert F = 1 (kein Fehler) oder F = 0 (Feh-
ler) annehmen kann. Ansonsten gelten alle vorstehenden Gleichungen analog.
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