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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das effektive Verhalten von instationdren Losungen fiir
zwei nichtlineare partielle Differentialgleichungen untersucht, deren Anfangszustiande sehr
schnell oszillieren. Zu diesem Zweck werden Young-Maf3-Losungen und Young-Maf-Kon-
vergenz definiert. Ein Youngsches Maf ist eine schwach meflbare Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaBen (¥,).cq, wobei Q@ = [0,1] C R ist. Eine Funktionenfolge {u,}nen C
LP(Q2, R?) konvergiert im Sinn der Youngschen Mafie gegen (V. ).cq, wenn fiir alle global
Lipschitz-stetigen Funktionen ¢ : RY — R gilt:
g(u,(x)) konvergiert schwach gegen / ) 9(y) ¥, (dy) (schwach-* falls p = 00).

yeR
Wir zeigen fiir beide Modellgleichungen, daf§ die Dynamik von einem klassischen Sobolev-
Raum X auf den Raum der Youngschen Mafle verallgemeinert werden kann und leiten
die erweiterten Evolutionsgleichungen her. Dazu beweisen wir, dafi der Losungsoperator
P, : X — X fiir alle £ > 0 im Young-MaB-Sinn gleichméBig stetig ist.
Die erste Gleichung bezeichnen wir als mikrokinetisch regularisiertes Modell:

(M) pu = am(o-(amu) + ﬁamu)> u|t=0 = Uo, 'a|t=0 = Yo, u|$=0 = 0> u|$=1 = L.

Dabei ist u : Rt x Q C R — R : (¢t,2) — u(t,x), p > 0, > 0 und o eine glatte reel-
le, nichtmonotone Funktion. Es werden die stationdren Youngschen Mafle bestimmt und
gezeigt, daf} sie eine echte Erweiterung der Equilibria der urspriinglichen Gleichung (M)
darstellen, d.h. es gibt ein stationdres Youngsches Mafl (V,).cq in der Art, dafl keine
Folge von stationdren Losungen in X im Young-MaB-Sinn gegen (V,),cq konvergiert.
AuBlerdem wird die Existenz klassischer Losungen nachgewiesen, die fiir ¢ — oo gegen ein
nichttriviales stationdres Youngsches Mafl (U2°),cq streben. Wir zeigen durch die Anwen-
dung der Energie-Casimir-Methode, dafl eine bestimmte Menge von Equilibria gegeniiber
einer eingeschrankten Menge von Storungen neutral stabil ist. Die Diskussion des mi-
krokinetischen Modells wird abgeschlossen, indem wir eine Methode entwickeln, um die
Dynamik von Young-MafB-Loésungen numerisch zu simulieren und die Ergebnisse einiger
Beispielrechnungen angeben.

Im dritten Kapitel untersuchen wir eine viskos geddmpfte Wellengleichung

(V) it = 0, (0 (0yu) + BO;1) — au,  u|i—g = g, Uli=o = Vo, U|g=o = U|p=1 =0

mit a > 0. Die Erweiterung der durch (V) definierten Dynamik auf einen Young-Maf$-
Raum erfordert die Verwendung von Halbgruppentheorie. Wir erhalten eine verallgemei-
nerte Energie, deren Ableitung entlang von Losungskurven nichtpositiv ist. Mit Hilfe die-
ser Liapunov-Funktion verallgemeinern wir ein Resultat von FRIESECKE und MCLEOD
[1996], das bisher nur fir klassische Losungen bekannt war: Alle Young-MafB-Losungen
deren Anfangsenergie schon gering ist, konvergieren gegen ein Equilibrium, das vom An-
fangszustand abhéngt.

Schlagworte: Oszillationen, Youngsche Mafle, viskose Dampfung.



Abstract

In this thesis the effective behavior of instationary solutions with highly oscillatory initial
states of two nonlinear partial differential equations is investigated. For this purpose the
notions of a Young-measure solution and Young-measure convergence are introduced. A
Young measure is a weakly measurable family of probability measures (V,),cq where
Q = [0,1] C R. A sequence of functions {u,}nen C LP(Q,R?) tends to (V,).eq in the
sense of Young measures if every globally Lipschitz function ¢ : R¢ — R has the property
that

g(un(x)) weakly tends to / g(y) Y. (dy) (weak-* if p = 00).

yeRd

For both model equations we show that it is possible to generalize the dynamics from a
classical Sobolev space X to a Young-measure space. This is done by proving that the
semiflow ®; : X — X is uniformly continuous in the sense of Young measures. In addition
the evolution equations which determine the Young measure solutions are derived.
The equation

(M) pii = 0, (0(0pu) + BOL1L), ult—o = uo, U|t=0 = Vo, U|z=0 =0, u|p=1 = L,

is referred to as the microkinetic model. Here u : RT x Q C R — R : (t,z) — u(t, x),
p >0, >0 and o is a smooth, realvalued nonmonotone function. The stationary Young
measures are determined and it is shown that they constitute a genuine extension of the
set of equilibria of the original equation (M). This means that there exist stationary Young
measures (V,),cq which cannot be approximated by classical stationary solutions in the
sense of Young measures. In addition we prove the existence of classical solutions which
converge to a genuine Young measure as ¢t tends to infinity. By employing the energy-
Casimir method we show that a certain set of Young-measure equilibria is neutrally stable
with respect to a restricted set of perturbations. The discussion of the microkinetic model
is concluded by deriving a numerical scheme which allows us to simulate the dynamics of
Young-measure solutions. Results of exemplary computations are presented.

In the third chapter we consider the viscoelastically damped wave equation

(V) it = Op(0(0pu) + BOU) — qu,  uli—o = o, U|i=o = Vo, U|z=0 = U|z=1 =0,

where @ > 0 and # > 0. The extension of the dynamics defined by (V) to a Young-
measure space requires the use of semi-group theory. We obtain a generalized energy
which decays along solutions. By exploiting this Liapunov function we generalize a result of
FRIESECKE and MCLEOD [1996] concerning the asymptotic behavior of classical solutions:
every Young-measure solution with low energy converges to an equilibrium which depends

in general on the initial value.

Keywords: Oscillations, Young measures, viscoelasticity.
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Einleitung

Seit dem Beginn der 80er Jahre wurden Youngsche Mafle erfolgreich zum Studium nicht-
linearer partieller Differentialgleichungen eingesetzt. Die urspriingliche Motivation zur
Betrachtung dieser verallgemeinerten Funktionen entstand bei der Analyse nichtkonve-
xer Variationsprobleme, deren Infimum nicht angenommen wird, weil die minimierende
Funktion unendlich schnell oszillieren miifite. Das klassische Beispiel fiir ein derartiges
Funktional ist I(u) = fol 1((0pu)? — 1) + w* dx (siche [Yo69]). Es entstand zusitzliches
Interesse an zeitabhingigen Youngschen Maflen als Losungen von nichtlinearen partiel-
len Differentialgleichungen, da die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen
vektorwertiger nichtlinearer hyperbolischer Gleichungen immer noch offen ist. Vor allem
die Vielfalt der moglichen Schocklésungen fithrte zur Einfithrung der Entropie- und Vis-
kositétslosungen. 1983 wies DIPERNA in [DiP83| die Existenz von Viskositétslosungen
fiir die skalare quasilineare Wellengleichung nach, indem er die Losungen einer parabo-
lisch regularisierten Gleichung betrachtete und die Stéarke der Regularisierung gegen 0
streben lieff. Dieser Ansatz erforderte den Begriff der mafiwertigen Losungen, allerdings
wird in [DiP83] im nachhinein gezeigt, dal die so konstruierten mafwertigen Losungen
tatséchlich nur klassische Funktionen sind. In einer wegweisenden Arbeit konnte SLEM-
ROD 1989 fiir die Vorwiérts-Riickwartswarmeleitungsgleichung @ = div¢(Vu), wobei ¢
nicht monoton ist ([g(A1) — ¢(A2)] - (A — A2) < 0 fiir mindestens ein Paar A, A2), die Exi-
stenz echt malwertiger Losungen nachweisen, d.h. sie konnen nicht mehr als Funktionen
dargestellt werden. Uber ein Eulerverfahren konstruierten KINDERLEHRER, PEDREGAL
und DEMOULINTI fiir dieselbe Gleichung ebenfalls echt mafiwertige Losungen. Mit die-
sen Ergebnissen riickte wieder der urspriingliche Gesichtspunkt von Youngschen Maflen
in den Vordergrund, die Moglichkeit im klassischen Sinn schlecht gestellte Probleme zu
analysieren.

Ein vollstéindiger Ubergang von der mittlerweile gut ausgebauten Analysis nichtkonvexer
Variationsprobleme mit Hilfe Youngscher Mafle zu dynamischen Problemen ist bislang je-
doch noch nicht gelungen. 1987 entwickelten BALL und JAMES in [BJ87] eine mathemati-
sche Theorie fiir Materialien, deren elastisches Verhalten von Phaseniibergéngen gekenn-
zeichnet ist. Sie konnten den experimentell beobachteten Mikrostrukturen Youngsche Ma-
Be zuordnen, die das jeweilige Energiefunktional minimieren. Allerdings existiert bislang
noch kein brauchbares mathematisches Modell, das die dynamische Erzeugung der feinen
Strukturen ausgehend von einem glatten Verzerrungsfeld beschreibt. In [BHIJPS91]| wird
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dieses Problem anhand von zwei Modellgleichungen diskutiert:

(L) it = Op(0(0pu) + $0,0) — au  und
(N) i = o([|0zull)O3u + B0 — au,

wobei fiir u gilt v : RT x Q@ — R : (t,2) — u(t,z) und o nicht monoton ist. Glei-
chung (N) wird auch als das nichtlokale Modell bezeichnet; die Losungen entwickeln
zwar Mikrostruktur, allerdings kann das Langzeitverhalten nur im Fourierraum diskutiert
werden. Hier sieht man jedoch physikalisch interessante Eigenschaften der Losungen wie
Grenzflachen nicht mehr. Gleichung (L) (das lokale Modell) wird auch als viskos geddmpf-
te Wellengleichung bezeichnet; sie ist physikalisch sinnvoll, allerdings zeigen die Autoren,
daf die Losungen keine Mikrostruktur entwickeln. Diese Tatsache ist iiberraschend, denn
die Energie nimmt auf Losungskurven ab und ein Penalisierungsterm sorgt dafiir, dafl das
zugehorige Variationsproblem lediglich eine Young-Maf-Losung besitzt.

Durch diese Resultate ist die Frage motiviert, wie sich Losungen verhalten, deren An-
fangsbedingungen schon hochoszillativ sind, d.h. man interessiert sich fiir die Evolution
von Mikrostruktur unter einer gegebenen Gleichung. Dies stellt eine Abschwéchung der
urspriinglichen Frage nach der dynamischen Generierung von Mikrostruktur dar: Man
betrachtet stark oszillierende Anfangsdaten und fragt nach dem effektiven Verhalten der
erzeugten Losungen. Anders als bei der Vorwiérts-Riickwéartswirmeleitungsgleichung ist
hier das zugrundeliegende Problem im klassischen Sinn korrekt gestellt. FONSECA, BRAN-
DON und SWART zeigten in [FBS94] fiir die viskos geddmpfte Wellengleichung (L), da8
man die Evolution eines Youngschen Mafles durch den unendlichen Vektor der Momente
beschreiben kann, allerdings ist das zugehdrige unendlich-dimensionale Differentialglei-
chungssystem so kompliziert, dafl die Frage nach dem qualitativen Verhalten der Losungen
offen blieb.

Gegenstand dieser Arbeit ist es, die Dynamik von zwei Gleichungen auf den Raum der
Youngschen Mafle zu verallgemeinern und Aussagen iiber das qualitative Langzeitverhal-
ten herzuleiten. Der Zugang ist jedoch ein anderer, als der in [FBS94] verfolgte. Anstelle
die Dynamik eines Wahrscheinlichkeitsmafles durch das Verhalten der Momente zu charak-
terisieren, zeigen wir, dafl man sie auch erhalten kann, indem man den zum Wahrschein-
lichkeitsmaf} gehorigen Grundraum transformiert. Dieses Konzept mafiwertiger Losungen
ist restriktiver als DIPERNAS Ansatz, in dem nur die Erhaltungsgleichung beziiglich der
Erwartungswerte erfiillt sein muf}, jedoch nicht die schwache Formulierung, in der allge-
meine Funktionen zum Testen zugelassen sind. Dies fiithrt dazu, dal DIPERNAS Young-
MafB-Losungen nicht mehr eindeutig sind. Da seine Young-MaB-Losungen tatséchlich aber
klassische Funktionen sind, spielt das Problem in diesem Fall keine Rolle.

Eine der in dieser Arbeit untersuchten Gleichungen ist die viskos geddmpfte Wellenglei-
chung aus [BHJPS91], die zweite ist eine Modifikation der ersten, sie wurde in der

7



Literatur bisher wenig erwihnt, wir bezeichnen sie als mikrokinetisches Modell:
(M) pii = 0y (0 (0yu) + BO,1).

Sie konserviert eine Summe der klassischen kinetischen und elastischen Energie und einer
von V. I. LEVITAS in Gespréichen vorgeschlagenen mikrokinetischen Energie, die die
Tréagheit mikroskopischer Strukturen wie z.B. Phasengrenzen beriicksichtigt.

Wir leiten die Evolutionsgleichung fiir Youngsche Mafle her und charakterisieren die sta-
tiondren Young-Mafl (YM)-Losungen, dabei erhalten wir eine deutliche Erweiterung der
Ruhelagen der klassischen stationdren Losungen. Anschliefend weisen wir nach, dafl in
diesem Modell Mikrostruktur entstehen kann, indem wir einen einfachen Fall betrach-
ten, nur klassische Anfangsbedingungen zulassen und zeigen, dafl die Losung fiir ¢ — oo
ein stationéres Youngsches Mafl approximiert. Somit haben wir ein Beispiel fiir die dy-
namische FErzeugung von Mikrostruktur. Die so gefundene Mikrostruktur hat allerdings
mit den experimentellen Beobachtungen bei Formgedéachtnislegierungen wenig gemein-
sam. Wir benutzen die strukturelle Ahnlichkeit des mikrokinetischen Modells mit einer
héufig untersuchten Gleichung aus der Plasmaphysik, dem Vlasov-Poisson-System, um
Aussagen iiber die Stabilitdt von Gleichgewichten herzuleiten. Hauptséchliches Hilfsmittel
ist die Energie-Casimir-Methode, die von MARSDEN und anderen erstmals in [HMRW85]
vorgestellt wurde. Sie stellt ein sehr allgemeines Verfahren dar, um die Stabilitéit von Fix-
punkten in degenerierten Hamiltonschen Systemen nachzuweisen. Der Kern der Methode
besteht darin, den Fixpunkt mit einer spezifisch angepafiten Erhaltungsgréfie einzuschlie-
Ben, die man mit Hilfe der vielen weiteren Erhaltungsgrofien, die das System neben der
Energie besitzt, konstruiert. Wir schlieflen die Diskussion des mikrokinetischen Modells
ab, indem wir ein numerisches Verfahren herleiten, mit dem die Dynamik simuliert werden
kann und einige numerische Resultate vorstellen.

Viele der an diesem Modell entwickelten Methoden konnen wir auch auf die zweite Glei-
chung, die viskos geddmpfte Wellengleichung (L) anwenden, wir leiten auf analoge Weise
eine Evolutionsgleichung fiir YM-Losungen her. Anders als das mikrokinetische Modell ist
(L) dissipativ, dies duflert sich darin, daf§ die Evolutionsgleichung in einer Komponente
parabolisch ist und damit nur in einer Komponente Young-Maf-Losungen zulafit. In die-
sem Modell sind die klassischen stationédren Losungen dicht in der Menge der stationéren
Youngschen Mafle.

Wir zeigen danach in einem ldngeren Beweis, daf} alle Young-MaB-Losungen, deren An-
fangsenergie schon gering ist, fiir ¢ — oo gegen einen Fixpunkt konvergieren. Dieses
Ergebnis ist eine Verallgemeinerung einer Arbeit von FRIESECKE und MCLEOD, in der
das Langzeitverhalten klassischer Losungen fiir die viskos geddmpfte Wellengleichnung
untersucht wird. Obgleich wir die Konvergenz von Young-Maf-Lésungen zeigen und nicht
nur die Konvergenz klassischer Losungen, kénnen wir viele Argumente aus [FM96] fiir
unsere Zwecke anpassen. Mit dieser Verallgemeinerung ist der Nachweis erbracht, dafl das
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in dieser Arbeit vorgestellte Konzept von Young-Maf-Losungen fiir Transportgleichun-
gen eine natiirliche und niitzliche Erweiterung des klassischen Losungsbegriffes darstellen
kann.

Herrn Professor Mielke danke ich herzlich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und die zahl-
reichen interessanten Gespréche, die mir sehr geholfen haben. Weiter bedanke ich mich
bei meinen Kollegen am Institut fiir eine angenehme Arbeitsatmosphére, wobei ich vor
allem meinen Zimmernachbarn Herrn Dr. Pius Sprenger hervorheben mochte.
Diese Arbeit wurde von der VW-Stiftung unter dem Titel I 70 284 gefordert.



KAPITEL 1

Grundlagen

Wir stellen in diesem Kapitel einige Voriiberlegungen zusammen, um den Fluf§ der in
den anschliefenden Kapiteln durchgefithrten mathematischen Analyse nicht durch Defi-
nitionen und einfache Herleitungen unterbrechen zu miissen. Zunéchst fithren wir die bei-
den Differentialgleichungen ein, fiir die wir Young-Maf-Losungen definieren wollen und
diskutieren kurz wichtige Figenschaften der klassischen Losungen sowie die bekannten
Ergebnisse. Im zweiten Abschnitt definieren wir Young-MaB-Losungen fiir nichtautonome
lineare Transportgleichungen und fassen einige Gronwall-Abschétzungen in einem Lemma

zusaminern.

1. Die Modellgleichungen

Die beiden in dieser Arbeit untersuchten Differentialgleichungen modellieren die Dynamik
eines eingespannten Zugdrahtes. Das rein elastische Verhalten wird durch die quasilineare
Wellengleichung

(1.1) pii = 0,0(0xu),  uli=o = uo, U|i=0 = vo

beschrieben, wobei wir zunédchst die Randbedingungen aufler acht lassen. Hierbei ist
u: RT x Q@ — R die gesuchte Funktion, das Grundgebiet Q@ C R wird als Referenz-
konfiguration bezeichnet, es definiert die Gestalt des undeformierten Drahtes. Fiir x € Q)
ist die Position eines Materialpunktes zur Zeit ¢t durch x + u(t, x) gegeben, u heifit auch
Verschiebung, 0,u Verzerrung, p ist die Materialdichte. Wir beschrinken uns auf rein
homogenes Materialverhalten, d.h. p héngt nicht von x ab. Die fest vorgegebene Funk-
tion 0 : R — R beschreibt die Antwort des Materials auf Verzerrungen und wird als
Spannungs- Verzerrungsbeziehung bezeichnet.

//‘ u(t,x) F(1)

L(t)

Wir nehmen an, dafl das Materialverhalten des Zugdrahtes von Phaseniibergidngen ge-
kennzeichnet ist und machen daher folgende Annahmen fiir die Verzerrungsenergiedich-
tefunktion W : R — R:
i.) WeC*R), o : =W, inf.cg W(e) =0,
10



ii.) o hat genau drei nichtdegenerierte Nullstellen z; < zp < zs.
iii.) Es existiert ¢ > 0 so, daB o'(g) > ¢ fiir |¢| — oo, und ||0o'||com) = lip(o) < oco.

Unter diesen Voraussetzungen wird W auch als ,,double-well “-Potential bezeichnet.

AW G

Aus ii.) folgt, dafl es eine Konstante r > 0 gibt, so daf§ fiir |¢| < r die Gleichung o(¢) = ¢
genau drei Losungen zi(c) < zp(c) < 2a(c) besitzt. Wir setzen ¢ := |o(0)| und o.(g) :=
o(e) —c.

Auf die in iii.) geforderte globale Lipschitz-Stetigkeit von ¢ kann zugunsten allgemeinerer
Wachstumsbedingungen auch verzichtet werden, allerdings wiirde dies die Darstellung und
Notation verkomplizieren, daher fordern wir die zusétzliche Regularitét. Das interessante
nichtlineare Verhalten von o wird dadurch nicht eingeschrénkt.

Nur wenn ¢ monoton wachsend ist, ist durch Gleichung (1.1) ein sinnvolles Cauchy-
Problem definiert, anderenfalls existiert eine Hadamard-Instabilitat, die zu stark anwach-
senden Oszillationen und zum ,,Blow-up“ in endlicher Zeit fithren kann. Um trotz Vor-
aussetzung ii.) eine Dynamik erkldren zu koénnen, wird Gleichung (1.1) durch die Hin-
zunahme eines Termes hoherer Ordnung regularisiert, wir betrachten die beiden Falle
0% und 0?1 — au. Fiir das Grundgebiet Q setzen wir das Einheitsintervall [0,1] C R
und definieren die folgenden Evolutionsgleichungen, deren Dynamik wir in dieser Arbeit

analysieren:

Das mikrokinetische Modell:

(1.2) pit = 0p(0(0pu) + BOL1), x €, te€|[0,00),

Uly=0 = uo, Uli=0 = Vo, U|z—0 = 0.

An der Stelle z = 1 schreiben wir entweder eine
e Dirichlet-Randbedingung u|,—; = L oder eine
e Neumann-Randbedingung (o(0,u) + (50,)|.=1 = 0 vor.

Das viskos gedampfte Modell:

(1.3) i = 0, (0(Opu) + O,1) — u,  uli=g = g, U|t=0 = Vo, U|z=0 = U|z=1 = 0.
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Wegen Voraussetzung ii.) fiir o sind beide Modelle nur fiir # > 0 korrekt gestellte Cauchy-
Probleme. Gleichung (1.2) ist konservativ, d.h. es existiert eine Energie, die von den
Losungen erhalten wird.

SATz 1.1. Alle glatten Léosungen von (1.2) konservieren die Gesamtenergie

By = Ealu) = /0 {W(@mu) + %p{f + %ﬁ(&mu)Q} da.

BEWEIs. Wir beweisen die Behauptung, indem wir zeigen, daf die zeitliche Ableitung
von Eg(u(t)) verschwindet.

d

EEB(U(.[:)) :/0 {0(0zu) 0,0 + plti + B(0,1)0, U} dx

1
:/ u{pii — 0,0(du) — B0} da
0
+u(t, 1) (0(Ozult, ) + BOy(t, 1)) — u(t,0) (o(0zu(t, 0)) + S0:i(t, 0))
=0
wegen der Randbedingungen und Gleichung (1.2). O

Der Term g fol(ama)2 dr modelliert die kinetische Energie, die durch die Trigheit der
mikroskopischen Strukturen (z.B. Phasengrenzen) verursacht wird, er wird daher als mi-
krokinetische Energie bezeichnet. Die Betrachtung dieses Termes regte V. I. Levitas im
Rahmen des fiacheriibergreifenden Gemeinschaftsprojektes ,,Spannungs- und verzerrungs-
bedingte Phaseniibergénge® der VW-Stiftung an. Nach Meinung des Verfassers wurde die
durch das mikrokinetische Modell definierte Dynamik bislang kaum studiert, wohingegen
das viskos gedampfte Modell mehrmals intensiv analysiert worden ist.

Im Gegensatz zum mikrokinetischen Modell ist (1.3) dissipativ, wir definieren in diesem
Fall die Gesamtenergie

t1 2 Qo
E,(u) = /0 U + Pk + W (0,u) dx

und erhalten den

SATZ 1.2. FEs sei u(t) eine glatte Losung von (1.3). Dann gilt:

d .
T Ea(u(t)) = =B10:t 2z

BEWEIS.

4y (u(t))—i/ll‘uguuma u)dx—/lud+auu+a(8u)8 ide
dt—* Cdt f, 2 2 ! —Jo e

1 1
:/ (it + au — 0,0 (0u)) dx = / B0 dr = _ﬁ||am’a||%2(ﬂ).
0 0
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Der Regularisierungsterm 302% modelliert eine durch viskose Reibung erzeugte Dampfung
und wird auch als Kelvin-Voigt-Dampfung bezeichnet.

Im folgenden studieren wir einige qualitative Eigenschaften der stationdren Loésungen
von (1.2) und (1.3). Zur Vereinfachung verlangen wir am rechten Rand die Dirichlet-
Randbedingung u|,—; = 0, fiir die anderen Randbedingungen des mikrokinetischen Mo-
dells erhalten wir analoge Ergebnisse. Die Equilibria der beiden Systeme sind durch die
Gleichung

(1.4) 0,0(0;u) —au =0, Ulg=0="1u[p=1 =0

gegeben, wobei im mikrokinetischen Modell (1.2) a = 0 ist. Falls o’(¢) > 0 fiir alle ¢ € R
ist (was durch Voraussetzung ii.) ausgeschlossen ist), ist Gleichung (1.4) elliptisch und hat
daher eine eindeutige Losung, siehe [ BHJPS91]. In unserem Fall, in dem ¢’ auch negativ
sein kann, existiert allerdings ein Kontinuum stationérer Losungen, die in [BHJPS91]
charakterisiert werden. Fiir a = 0 erhélt man die einfache Gleichung o(0,u) = ¢ fiir eine
reelle Konstante ¢. Somit haben fiir |¢| < r die Gleichgewichte die Gestalt:

2
Ot =" xuzle), ul0) =0,

wobei (w;)i=0.1,2 eine beliebige Partition von € ist und Z?:o vol(w;)zi(c) = 0 erfiillt sein
muf.

Die von der viskosen Dampfung beherrschte Langzeitdynamik von (1.3) wurde schon
mehrfach untersucht; fiir monotones o, § > 0 und a = 0 wiesen 1968 GREENBERG,
MacCaMy und MIZEL in [GMMG68] zum ersten Mal nach, daf alle Losungen fiir t — oo
gegen das eindeutige Equilibrium konvergieren. PEGO behandelte 1987 den Fall, dafl o
nicht monoton ist. Obwohl nun viele Equilibria existieren und somit keine eindeutige
Ruhelage mehr als potentieller Grenzwert zur Verfiigung steht, konnte PEGO zeigen, daf3
zu jeder Anfangsbedingung eine Gleichgewichtslosung u* in der oben angegebenen Form
existiert, so daf fiir ¢ — oo das Equilibrium u* in W?(Q) fiir 1 < p < oo von der Losung
u(t) approximiert wird.

Die Motivation fiir den Fall a > 0 stammt aus einer aktuellen Fragestellung der Va-
riationsrechnung. Wir setzen zusétzlich zu den Eigenschaften i.-iii.) von W voraus, dafl
W(z1) = W(z2) und z; < 0 < 29 ist und betrachten das Funktional E, (u). Durch die Aus-
sage von Satz 1. 2 wird nahegelegt, daB fiir & = 0 jede Losung u(t) gegen ein Minumum des
Funktionals G(u fo W (0,u) dzx strebt, dies konnte ja auch von PEGO bestétigt wer-
den. Dabei ist zu beruck81cht1gen, dal PEGO am rechten Randpunkt nicht die Dirichlet-
Randbedingung u|,—; = L, sondern die Neumann-Randbedingung o(0,u)|,—1 = 0 be-
trachtete. Dies hat zur Folge, dafl in den oben konstruierten Equilibria ¢ = 0 ist. Da
die beiden lokalen Minima von W dieselben Werte besitzen, ist jede oben konstruierte
stationdre Losung mit vol(wy) = ¢ = 0 zugleich ein absolutes Minimum von G, d.h. fiir
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tr — oo mit k — oo ist fiir jede Losung u(t), die ein Gleichgewicht ohne Anteile auf zj
generiert, die Folge u(t;) eine minimierende Folge von G. Dieses Bild dndert sich, wenn
a > 0 zugelassen wird. In diesem Fall besitzt G, ( fo W (0,u) + 5 u? dx kein absolutes
Minimum in W?(Q) fiir alle p € [1, 00]. Der zusatzhche Summand fo Su? dr modelliert
eine elastische Energie mit Stédrke «, die den Draht in die Ausgangslage zuriickdrangt.
Ursache dieser Energie ist ein Kontinuum linear elastischer Federn, die jeden Massepunkt
mit seiner Referenzlage verbinden. Die Nichtminimierbarkeit von GG, in klassischen Funk-
tionenrdumen kann durch die Angabe einer minimierenden Folge gezeigt werden. Wenn
0.B.d.A. z; = —2 angenommen wird, dann definieren wir die Folge u,, € W1*°(Q) mit
() = { 5, weU [E, %)

n—1 [2k+1 k+1
22, IEUk0[2n’n)

und u,(0) = 0. Es ist klar, daBl lim, .o Ga(u,) = 0 ist. Angenommen, es gébe eine
Funktion v* € W!?(Q) mit der Eigenschaft G,(u*) = 0, dann wiirde aus W > 0 sofort
folgen, dafl |lu* ||L2(Q = 0 wére und somit u* = 0. Es gilt aber G,(0) = W (0) > 0.
Daher ist eine natiirliche Frage, ob es eine Losung u(t) fiir Gleichung (1.3) gibt, die das
Verhalten der oben konstruierten minimierenden Folge simuliert, d.h. lim;_.., G (u(t)) =
0. Diese Frage konnte in [BHJPS91] verneint werden, allerdings beinhaltet der Beweis
keine Aussage, ob die Losungen fiir a > 0 iiberhaupt in irgendeinem Sinn konvergieren.
1996 bewiesen FRIESECKE und MCLEOD in [FM96], da zumindest alle Losungen mit
niedriger Anfangsenergie gegen eines der in [BHJPS91] charakterisierten Equilibria von
(1.3) konvergieren.

2. Maf3wertige Losungen

Wir interessieren uns fiir das qualitative Verhalten von Losungen der im vorangegange-
nen Abschnitt vorgestellten Evolutionsgleichungen. Dabei wollen wir vor allem Lésungen
studieren, deren Anfangszustidnde sehr schnell oszillieren. Wichtigstes Hilfsmittel fiir die
Analyse sind die in diesem Abschnitt vorgestellten Youngschen Mafle. Die Motivation
fiir die Betrachtung dieser verallgemeinerten Funktionen besteht darin, daf§ der schwache
Grenzwert u* einer Funktionenfolge (uy,)nen (Wir schreiben u, — wu*, = fiir schwach-
x-Konvergenz) keinerlei Riickschliisse auf das Verhalten der Folge g(u,) zulafit, wenn g
eine nichtaffine Funktion ist. Durch das Beispiel g(u) = u? und u,(z) = sin(nz) ist klar,
dal die Beziehung g(u,) — ¢(u*) im allgemeinen nicht gilt. Bei beschrinkten Folgen
(un) kann jedoch eine Teilfolge (uy, )ren so ausgewihlt werden, dafl eine Schar von Wahr-
scheinlichkeitsmafien v, mit der Eigenschaft g(u,(z)) — [ g dv, existiert. Die so erzeugte
Wahrscheinlichkeitsmafischar v, wird als Youngsches Maf3 bezeichnet:

THEOREM 1.3 ([Ba89)). Sei Q C R" Lebesque-mefibar, K C R™ abgeschlossen und zV)
Q) — R™ 5 €N eine Folge Lebesque-mefbarer Funktionen mit der Figenschaft
29 — K im Map,
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d.h. fiir alle offenen Umgebungen U von K C R™ gilt
lim vol{z € Q: 29 (z) ¢ U} = 0.

J—00

Dann existiert eine Teilfolge (290)en von (2)) ey und eine mefbare Familie von nicht-
negativen Maflen (vy)zeq auf R™, so dafs
) me ldv, <1,
ii.) supp l/m C K fiir fast alle x € € und
iii.) f(z00(z)) = [ fdvy in L®(Q) fir alle f € C(R™) mit lim f()\) =

[A| =00

Wenn (z(jl))leN auflerdem eine Beschrinktheitsbedingung

lim sup vol{z € QN Bg : |200(z)| > kY =0 fiir alle R >0

k—o00 i

erfillt, wobei Br = B(0, R) ist, gilt zusdtzlich me ldv, = 1, d.h. v, ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafs und fir jede mefbare Teilmenge A C Q und jedes f € C(R™) mit der
Eigenschaft, daff {f(2U))}ien schwach relativ folgenkompakt ist, gilt:

f(Z9(2)) = [ fdu, in LY(A).

Rm

Gegenstand dieser Arbeit ist die Frage, inwieweit von einem effektiven Verhalten zeitabhéngi-
ger Losungen gesprochen werden kann, wenn als Anfangsbedingung eine Folge betrachtet
wird, die ein Youngsches Maf} erzeugt. Formaler ausgedriickt:
Sei (uf)nen eine Funktionenfolge, Wy ein Youngsches Maf so, daf§ fiir alle stetigen Funk-
tionen g gilt: g(ug — [ g(u) ¥o(du) (die Integration einer Funktion g beziiglich eines
MaBes p wird [ g(x) p(dx) notiert), und es sei u”(t) die Losung einer nichtlinearen par-
tiellen leferentlalglelchung, die der Anfangsbedingung u™(0) = ug geniigt. Gibt es eine
eindeutige, iiber ¢ € [0,T] parametrisierte Schar Youngscher Mafie W, so, daf fur alle
t € [0, 7] und alle stetigen Funktionen g gilt:

—\/ \I]t du

und wenn ja, welche Gleichung erfiillt sie? Eine derartige Schar Youngscher Mafle bezeich-
nen wir als Young-Maf} (YM)-Losung. Ein schwicheres Konzept fiir Young-Maf-Losungen
schlug DIPERNA in [DiP83] vor; hierbei darf g nicht beliebig gewéhlt werden. Dies fithrt
dazu, da§ die YM-Schar U(¢) nicht mehr eindeutig ist. Wir illustrieren dies an einem
Beispiel aus [Mi97].

Fiir eine allgemeine quasilineare Gleichung

Oila(u)] + 0, [b(u)] = f(u)
wird eine YM-Schar ¥(¢) YM-Losung genannt, wenn

0 [ alu) Vi) + 0, [ b0 Vralat) = [ Fu) Vi)
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im distributiven Sinne gilt. Dies ist allerdings nur eine Aussage iiber die Erwartungswerte
der Funktionen a, b und f beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies ¥, ,,, wohingegen unsere
Definition die volle Information des Mafles enthélt. Zum Beispiel ist

\I]t,z = Oé(t,l’)(;,l + ﬁ(t>$)50 + (1 - Oé(t,l’) - ﬁ(t>$))51> O‘aﬁa l—a- ﬁ Z 0

eine YM-Losung der Gleichung (0;+cd,)u = 0 genau dann, wenn (0;+c0d,)[1 —2a— 5] =0
ist. Fiir eine eindeutige YM-Losung in unserem Sinne muf} jedoch gelten: (0; + ¢, )a =
(O + ¢0;)B = 0.

Wir werden die oben formulierte Frage zur Existenz und Eindeutigkeit von Y M-Losungen
fiir die beiden in der Einleitung definierten Evolutionsgleichungen positiv beantworten.
Grundlegend fiir die in den anschlieBenden beiden Kapiteln ausgefithrten Uberlegungen
ist die skalare, nichtautonome Kontinuitiatsgleichung

(1.5) f(t,y) +divy (f(t,y) - vi(y)) = 0.

Hierbei ist y € R? fiir eine natiirliche Zahl d und v;(-) ein vorgegebenes zeitabhiingiges
Vektorfeld. Gleichung (1.5) beschreibt die durch das Geschwindigkeitsfeld v, erzeugte
Evolution einer Massendichte f(¢,y). Unser Hauptinteresse gilt vor allem nichtlinearen
Fragestellungen, d.h. das Vektorfeld v; hangt nicht nur von ¢ und y, sondern auch von der
Losung f(t) selbst ab; die wichtigsten Begriffe lassen sich jedoch am einfachsten anhand
des linearen nichtautonomen Falles einfiihren.

Wir wollen nicht nur Funktionen als Losung von (1.5) zulassen, sondern auch Radonma-
Be, genauer gesagt Wahrscheinlichkeitsmafle, die auch das Verhalten von punktférmigen
Partikeln simulieren kénnen. Fiir n,m € N bezeichnen wir mit C;, (R",R™) den Raum
aller global Lipschitz-stetigen Funktionen, die R™ nach R™ abbilden und an der Stelle 0
verschwinden. Der so definierte Raum trégt die kanonische Norm ||g[|c,, = lip(g), wo-
bei lip(g) die Lipschitzkonstante von g ist. Weiterhin ist M (R?) der Raum der endlichen
Radonmafe. Beziiglich der Norm ||| ps(ra) = fyeRd 1|pu(dy)| ist M(R?) ein Banachraum.
Im folgenden notieren wir die Dualitdt zwischen M(R?) und CP(R?) wie iiblich (u, g),
wobei links das Mafl und rechts die Testfunktion steht. Wenn klar ist, beziiglich welchen
Mafles 1 die Dualitéit ausgewertet werden soll, schreiben wir auch verkiirzt (g). Es sei
PM(RY) C M(R?) die Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmafe, d.h.

(i, g) > 0 fiir alle g € CP(R?) mit g > 0,
(. 1) =1.
Wir erinnern hier an die einfache Tatsache, dafi PM(R?) kein Vektorraum mehr ist.

Die Teilmenge PMP(RY) € PM(R?) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsmafie mit p-tem
Moment:

p € PM(R?Y) < {

PMP(RY) := {5 € PM(RY)] (u(dy), ]yl?) < oo}

Die von || - || yrrey definierte Spurmetrik d, auf PM(R?) hat zwei Nachteile:
16



i.) Fiir kein p > 0 ist PMP(R?) beziiglich d vollstindig.

ii.) Der Transport ist nicht stetig, man betrachte als Beispiel d = 1 und die maflwertige
Funktion g : R — PM(R) : t — §;, wobei d; die um ¢ verschobene Deltadistribution
ist. Fiir die so definierte mafiwertige Funktion gilt, wie man leicht nachpriift: u ¢
C(R, (PM(R),d,)).

Aus diesen Griinden versehen wir PM?!(R?) mit der sogenannten Wasserstein-Metrik:
dy : [PM'(RY]” =R (1,v) — sup (i —v,g)
lip(g)<1
und vermerken dies mit einem Index W: (PM!(RY), dw) =: PM*(R%)yw. Der so erzeugte
metrische Raum PM*(R%)y ist vollstéindig [Ra91, S. 130 ff].
Fiir allgemeine Mafle p interpretieren wir Gleichung (1.5) im distributiven Sinne, d.h. fiir
alle Testfunktionen g € C}(RY) soll gelten:

@ {0,9) = (), Vg0) -l

Da nur Testfunktionen mit kompaktem Tréger betrachtet werden, treten hier keine Pro-

(1.6)

bleme mit der Existenz der einzelnen Ausdriicke auf. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die
Betrachtungen in den anschliefenden Kapiteln sind Energiebilanzen, daher verschéirfen
wir an dieser Stelle den Losungsbegriff geringfiigig. Wir setzen

Cl

L(RY) = {g € C'(RYR)| Vg € Crip(R", R } .
DEFINITION 1.4. Es sei fiir alle (¢,y) € [0,T) x R? das Vektorfeld v;(+) € Cyip (R?, R?) und
v(-,y) € C([0,T),RY). Eine durch ¢ € [0,T) parametrisierte Schar von Wahrscheinlich-

keitsmaflen pu(t) heifit reguldre mafiwertige Losung der Gleichung
(L7 o+ divy (- ) = 0,
wenn
i.) fiir alle t € [0,7T) gilt: u(t) € PM?*(R?),
ii.) p € C([0,T), PM'(RY)w) N CH((0,T), Cy,
iii.) Gleichung (1.6) fiir alle Testfunktionen g € Cfj
Die Bedingung p € C'((0,T), Cif,(R?),,.) ist dabei im folgenden Sinn zu verstehen: Fiir
alle g € C}f,(RY) ist die Funktion ¢ — (4, g) ein Element von C'((0,T), R).

(R,
(RY) erfiillt ist.

Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl 1 und einen Homéomorphismus ¢ : RY — R? definieren
wir das transportierte Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ * pu:

(¢ p,9) = (1, g00)

fiir alle Testfunktionen g € C.(RY). Wir erhalten die Losung fiir Gleichung (1.7), indem
wir den Anfangszustand (0) mit der durch das Vektorfeld v; definierten Flufifunktion ¢,
transportieren. Im folgenden Lemma fassen wir die bisherigen Uberlegungen zusammen
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und beweisen einige Gronwall-Abschéatzungen, die wir fiir den Existenz- und Eindeutig-
keitsbeweis fiir die Losungen der eingangs vorgestellten Evolutionsgleichungen bené6tigen.

LEMMA 1.5. Es sei (vg),ep+ eine Schar Lipschitz-stetiger Vektorfelder in R, so daf fiir
alle (t,y) € RT x R gilt:

i) t — lip(v(t,-)) € L2 (RT),

loc
ii.) v(-,y) € C(R*,RY),
und es sei ¢? : RY — R der globale Lisungsfluf der nichtautonomen gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung v = wvi(y). Dann ist fiir jeden Anfangszustand po € PM?*(RY) mit
w(t) == ¢ % po die eindeutige regulire mafwertige Losung von (1.7) gegeben, die der
Anfangsbedingung pu(0) = po gendigt. Fir ¢, gelten die folgenden Abschdtzungen:

i.) lip(gf)t) < e mit 0 = || lip(v.)||Loo([07t]),

ii.) ||¢f — 2| poo(ray < te - Sl[lop] |vs — V2| Loo(Ray
se|0,t

mit £ = max {[[ip(v") | L= (. }

i) [oe(y) — ¢s(y)| < C@)1E = s (Jyl + [lo(-, 0 o= (0,0))
mit C(t) = (0t + 1)e" max{¢, 1} falls t > s ist.

BEWEIS. Es gilt fiir z,y € R%:

|p¢(x) — ¢e(y)| =

x‘l’/oUso¢s(x)d5_y_/ovso¢s(y)d5

t
<lo =yl + ¢ [ loute) - .ly)lds.
0
Mit der Gronwallschen Ungleichung erhalten wir lip(¢;) < e. Damit gilt:

(u(t, dy), ly?) = (uo(dy), |oe(y)]?)
< (po(dy), lip(¢e)?[y|* + 21ip(¢e ) |9: (0)] [y| + [¢:(0)[*) < 0.

Somit hat fiir alle ¢t € RT die Losung ein zweites Moment. Fiir Ungleichung iii.) benotigen
wir eine weitere Gronwall-Abschétzung. Fiir ¢t > s gilt:

|6e(y) — ds(y)] g/ lvy © du(y)| dt’
< / v 0 Gu(y) — v 0 du(y)| dt’ + / o 0 buly)] d’

< / 60 (y) — duly)| dE’ + / v 0 ()] '
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Somit erhalten wir
t
0w) = 0.0)| < 4 [ o0 6.
t
und [éu(y) — ] < ¢ (mm + [ o) dt') .
0
Daraus folgt

9:(y) — ¢s(y)]
<ellt=s) { / [vpr 0 Bs(y) — v (y)| + |ve(y) — v (0)] + v (0)] dt'}

t
<U(t — 5)e" " {|os(y) — yl + lyl} + / |ow(0)] dt’

<Ot = sl (lyl + [1v-(0) | z=(o.0))
mit C'(t) = (¢t+1)e max{/, 1}. Wir zeigen nun die Punkte ii.) und iii.) der Definition 1.4.
Beweis fiir u; € C(RT, PM'(R%)w): Fiir s < ¢ gilt:

dw (s, pte) = sup  (ps — fie, ) = sup (o, g0 ¢s — g 0 dr) < {fio, [ds — P¢|)
lip(g)<1 lip(g)<1

< O]t — s|(Cuo, [yl) + 1o 0) | = (o,))-
Beweis fiir u(t) € C*((0,T),C}

ip(R)L,.): Fiir g € Cf

lip

(RY) gilt:

| (ut) = (), 9) | = (1o, Vg o dr - v:(dr) — Vg o s - vs()) -

Mit den identischen Uberlegungen folgt

[ (i) = fu(s), g) | < C(t)lip(Vg)|t — 3|

fiir eine geeignete Konstante C' > 0.

p(t) ist eine distributive Losung von (1.7): Fiir g € G (R?) gilt:

d

77 eldy): 9(9)) = Gueldy), Va(y) - vily)

:% (to(dy), g o ou(y)) — (po(dy), Vgo du(y) - ve o duly))

= (po(dy), Vg0 &u(y) - u(y) ~ Vg0 duly) - vi© 6u(y) ) = 0

nach Voraussetzung.
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Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dafl ; eine weitere Losung sei. Wegen
der Dichtheit von C(R?) N Cyip(RY) in Cyp(RY) gilt:

dw (pu(t),v(t)) = sup (u(t) —v(t),9)

geCl(rd)
lip(g)<1
t
< owp {dw(M0>V0)+ / |<n<s>—f/<s>,g>|ds}
geCl(rRd) 0
lip(g)<1
<dw(po, ) + sup /| s),|Vg-w) d
geCL(rd)
lip(g)<1

<dw (110, v0) + £ / dw (1(s), v(s)) ds

=dw(u(t), v(t)) < dw(po, vo)e”,

und somit folgt aus dw(po, o) = 0, daB dw(u(t), v(t)) = 0 ist. Als letztes miissen wir

t t
/v;ogb;ds—/v:fogbgds
0 0

t
< [ 10} 0 61 = vk R llmimey + 10} 0 62 = 2 62l ey d
0

noch Abschétzung ii.) beweisen:

6 — & || Lo (ray =

Lo (R9)

t
<c / 168 — 82l ooeny ds + ¢ sup ([0} — 02| o
0

s€[0,t]

Daraus folgt Ungleichung ii.) mit Hilfe der Gronwallschen Ungleichung. 0

Als néchstes fithren wir die Objekte ein, denen unser Hauptinteresse gilt: Youngsche Mafe.
Wir bezeichnen wie in der Einleitung das Einheitsintervall [0,1] C R zur Vereinfachung
mit .

DEFINITION 1.6. Fiir 1 < p < oo ist Y?(,R?) die Menge aller schwach mefibaren Fami-
lien von Wahrscheinlichkeitsmaflen, deren p-tes Moment integrierbar ist:

YP(Q,RY) = {U: Q — PMP(RY)|Vg € CA(RY) : (U(-,dy), g(y)) ist meBbar und
(U(,dy), lyl") € LY ()}
Wir sagen, daf ein Youngsches Maf ¥ eine Funktion ist, wenn es eine Funktion y : Q — R?
gibt, so dafl W, = 0,(y).
Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir

|| <\Ij(> dy)> |y|> ||§,P(Q) < || <\Ij(> dy)> |y|p> ||L1(Q)

Somit kénnen wir durch ||dw(-, )| 1r(q) eine Metrik d,(-,-) auf Y?(Q,R?) definieren.
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DEFINITION 1.7 (Starke und schwache Konvergenz). Eine Folge ¥ € Y?(€, R¢) konver-
giert stark gegen W* (V" — W*), wenn d,(¥", U*) := ||dw (¥", ¥*)| £r() gegen O strebt.
U™ strebt schwach gegen U* (U™ — U*), wenn fiir alle g € Cy;,(R?) gilt: (I" — U* g) — 0
in LP(Q) (= falls p = o0).

Wir unterscheiden den schwach topologisierten Raum durch einen Index w: Y?P(Q, R%),,.

Beide Konvergenzbegriffe sind in gewisser Weise interessant. Die schwache Topologie
ermoglicht es, Youngsche Mafle mit klassischen Funktionen zu approximieren, siche Theo-
rem 1.3. Es ist auch sofort klar, dafl stark konvergente Funktionenfolgen nur Young-Mafle

erzeugen konnen, die eine Funktion sind.

LEMMA 1.8. Es sei {up}neny C LP(L,RY) mit lim, oo u, = u* in LP(Q,R?), dann gilt
lim,, o 0w, = 0y im starken Sinn in YP(£2, R?).

BEWEIS. Sei lip(g) < 1, dann ist [|g(un) — g(u*)||Lr(0) < ||tn — || ze(0)- O

In der starken Topologie konnen echte Youngsche Mafle nicht durch Funktionen appro-
ximiert werden, da nur die endlichen Linearkombinationen der Deltadistributionen in
PM*(R?) dicht liegen, nicht jedoch die Menge der Deltadistributionen selbst ([Ra91, S.
113]). Die starke Topologie ist natiirlich, wenn numerische Verfahren oder das Verhalten
von den im Anschlufl definierten YM-Losungen fiir endliche Zeiten analysiert werden. Fiir
p # 1 ist allerdings Y?(£2, R?) kein vollstindiger Raum.

Definition 1.4 und Lemma 1.5 kénnen in natiirlicher Weise auf das Szenario der Youngs-
chen Mafle erweitert werden.

DEFINITION 1.9. Es sei (vt2)t.0)efo.1)x0 € Clip(R?, R?) eine Schar Lipschitz-stetiger Vek-
torfelder mit v(-,y) € C([0,T), [L2()]%) fiir alle y € RY. Eine durch ¢ € [0,T) parametri-
sierte Schar Youngscher Mafle W(t) heifit reguldre Young-MaB-Losung der Gleichung
(1.8) T+ divy (¥ - v;) = 0,
wenn

i.) fiir alle t € [0,7T) gilt: U(t) € Y2(Q,RY),

11) U e O([0> T)> Y2(Q> Rd)) N Ol((0> T)> C(llip

iii.) fiir alle g € C}f (R?) die Gleichung

d

7 (Walt, dy), 9(y)) = (Vu(t,dy). Vg(y) - via(y)
in LY(Q) erfiillt ist.

(Rd)iv*)a

LEMMA 1.10. Es sei (v(z))t2)cr+xa eine Vektorfeldschar, so daf fiir alle (t,y) € R* x R4
qgilt:
i.) (t,z) — lip(ve) € LS (RT x Q)

i) v(-,y) € C(R*, [L2(Q)]Y),
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und es sei ¢V : [L2(Q)]¢ — [L*(Q)]¢ der globale Lisungsfluff der Banachraum-wertigen
gewohnlichen Differentialgleichung y = vi(y). Dann ist fir jeden Anfangszustand ¥y €
Y2(Q,RY) durch U(t) = ¢; x ¥q die eindeutig bestimmte requlire YM-Lésung von (1.8)
gegeben. Fiir ¢f gelten die Abschdtzungen

1) || llp(¢t)||Loo(Q) S Gét mzt E = || lip(v)HLo"([O,t]XQ);
11) H ||¢% - ¢?||L°°(]Rd)HL2(Q) < teﬁt ! Sl[l(]pt] H ||'U; - U?HLO"(Rd)HLz(Q)
se|0,

mit L = max | lip(v?) ||Loo([o,t]xﬂ);

i) 11 1615) — 0 2@ < COE = o] (19 + | 1o ) ezl o)
mit C(t) = (0t + 1)e max{l,t} falls t > s.

Der Beweis verlauft vollkommen analog zu dem von Lemma 1.5 und wird daher nicht
ausgefiihrt. O
Wir sagen, ein Youngsches Mal U besitzt Mikrostruktur, wenn es eine Teilmenge My
von 2 gibt, auf der ¥ nicht als Funktion aufgefafit werden kann, d.h. nicht die Gestalt ei-
ner iitber My parametrisierten Schar von Delta-Distributionen hat. Ein wichtiger Aspekt
der in dieser Arbeit betrachteten YM-Losungen ist, dal My zeitunabhéngig ist, d.h. die
Mikrostruktur kann nicht in mikrostrukturfreie Bereiche eindringen und sie kann nicht in
endlicher Zeit verschwinden (My;) = My,). Zur Charakterisierung der Mikrostruktur-

region definieren wir die Varianz von W:
V(t,x) = Var(U(t,x)) = (U(t,z,dy), [y|*) — [ (P (t, 2, dy), y) [*.

Es ist klar, da8 V(t,z) > 0 ist; aus (¢, z) € Y2(Q,RY) folgt auBerdem V() € LY(Q).
Der Triager supp(V(t)) von V(t) ist als Triger desjenigen Repréisentanten definiert, der
in jedem Lebesgue-Punkt stetig und sonst iiberall 0 ist. Mit dieser Notation ist My als
supp V(t) charakterisiert.

THEOREM 1.11 ([Mi97]). Es sei v, eine Vektorfeldschar, die die Voraussetzungen von
Lemma 1.10 erfillt, VU(t) eine regulire YM-Losung von (1.8) und V (t) die Varianz von
U(t); dann ist

supp V (t) = supp V (0)
fiir alle t € [0,00).

BEWEIS. Fiirjedes (t,z) € [0, 00)x ist der Flul des dynamischen Systems ¢ = vy . (y)
ein Diffeomorphismus ¢; , in R?. Die FluBabbildung ¢t und die Inverse cgt,z sind global
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten, die durch e* beschrinkt sind.

Fiir festes x € €2 kann die Varianz folgendermaflen ausgedriickt werden:

V(t) = (U(t,dy), (Y(t,dg, ly — §1*)) = (Yo(dy), (¥o(dT), |¢:(y) — oe(7)]*)) -
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Somit gilt

eV (t,2) S V(0,2) < 'Vt )
und die Behauptung ist bewiesen. O
BEMERKUNG 1.12. Aus diesem Theorem und der Definition mafSwertiger Losungen folgt
sofort, dafl jede YM-Losung W(t) von Gleichung (1.8), deren Anfangsbedingung an der
Stelle z € 2\ My, eine Deltadistribution d,, ist, auch fiir alle endlichen Zeiten die Darstel-

lung W,(t) = 6, besitzt, wobei y(t) die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
Y= 'Ut,z(y), y(O) = g, ist.
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KAPITEL 2

Das mikrokinetisch regularisierte Modell

Wir werden in diesem Kapitel das Langzeitverhalten der Losungen des mikrokinetischen
Modells (1.2) untersuchen. Dazu verallgemeinern wir den Losungsflu von den iiblichen
Funktionenrdumen auf Y?(Q, R?). Unser Ziel ist es, die zeitliche Entwicklung hochoszillati-
ver Anfangsbedingungen zu studieren. Die im néchsten Abschnitt hergeleitete Evolutions-
gleichung fiir YM-Losungen kann daher als makroskopische Beschreibung mikroskopischer
Eigenschaften verstanden werden. Um préziser zu sein, fithren wir zunéchst einige Nota-
tionen ein. Durch eine einfache Transformation bringen wir (1.2) auf die Gestalt einer
Integrodifferentialgleichung

€ =v,
O =— % (o(e) —Bo(e)), (g(0),v(0)) = (g0, v0),

wobei B ein kompakter linearer Operator in L*(€) ist. Der 2-Tupel (g, v) 16st eine hyper-
bolische Gleichung mit Wellengeschwindigkeit 0, schnelle rdumliche Oszillationen bleiben
also erhalten. Wechselwirkungen zwischen (e(¢, z),v(¢,z)) und (e(¢, %), v(t, )) finden nur
durch den nichtlokalen Operator B statt.

Somit koénnen wir zunéchst formal eine Evolutionsgleichung fiir das von t abhéngige
Youngsche Mafl ¥(¢, z,d(e,v)) aufstellen, das die Verteilung von (e, v) beschreibt:

(21&) \IJ = _div(e,v) {\I] ’ < —%(O'(Z) _ k‘) )} ) \I]|t=0 = \I]0>
(2.1b) k=B{o).

Wir erinnern hier an die Konvention, daf§ der Ausdruck (g) den Erwartungswert der nicht-
linearen Zufallsvariablen g beziiglich des WahrscheinlichkeitsmaBes W, ,(dy) bezeichnet,
wobei y = (g,v) ist. Gleichung (2.1) ist der zentrale Gegenstand der Untersuchungen
in diesem Kapitel. Im nédchsten Abschnitt zeigen wir durch Anwendung von Ideen aus
der Transporttheorie die globale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von (2.1) im
Phasenraum Y?(Q, R?). Fiir festes k(¢, z) erhiilt man die Lésung von (2.1a), indem die An-
fangsverteilung W, entlang der Charakteristiken transportiert wird. Dies definiert uns ein
neues k = BB <\Ifo, 0(¢f)>, wobei ¢ die Losungsfluischar fiir die nichtautonome gewshn-
liche Differentialgleichung ¢ = v, v = —%(0(5) — k(t,x)) ist. Fiir ein hinreichend kleines
Zeitintervall ist diese Abbildung eine Kontraktion, deren einziger Fixpunkt die eindeuti-
ge Losung V() bestimmt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dafl nur eine
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Sobolevfunktion k anstelle des Youngschen Mafles W iteriert wird. Die Kopplungsfunkti-
on k liegt in einem wohlbekannten Banachraum, wohingegen ¥ ein Element des Raumes
Y?(Q, R?) ist, der eine viel komplexere Struktur besitzt.

Am Ende des ndchsten Abschnittes zeigen wir, dafl Gleichung (2.1) konsistent mit (1.2)
ist, das heifit klassische Losungen generieren spezielle Y M-Losungen. Wir verwenden den
Begriff | klassische Losung* fiir die Losungen von (1.2), ,mafwertige Losungen® fir die
Losungen der verallgemeinerten Gleichung (2.1). Noch wichtiger als die Konsistenz ist
allerdings, dafl die Losungen auch in der schwachen Topologie stetig vom Anfangszustand
abhéngen. Dies impliziert, dal eine Folge von klassischen Losungen, deren Anfangsbe-
dingungen ein Youngsches Mafl ¥ schwach approximieren, auch in der Néhe der zu ¥,
gehorigen Losung von (2.1) bleibt. Somit beschreibt Gleichung (2.1) tatséchlich das effek-
tive Verhalten von Losungen, die von schnell oszillierenden Anfangsbedingungen erzeugt
werden.

Gleichung (2.1) ermoglicht es, das Langzeitverhalten von YM-Losungen zu untersuchen.
Die wichtigste Eigenschaft des mikrokinetischen Modells ist die Erhaltung der verallge-
meinerten Energie

Ey(0) = / (W (d(e, 0)), W (e) + L30%) + Lpi de,

wobei u(t, ) = fom (v) dzx ist. Wir zeigen, daf jedes stationdre YM W,, das fiir fast alle
x € ) eine Dichtefunktion besitzt, die einfache Form

(0, g) = / £ (2, 160 + W) gle, v) d(z, v)

(e,v)ER?

annimmt, wobei f : QxR* — R* eine meibare Funktion ist. Mit dieser Charakterisierung
werden wir zwei Resultate iiber das Langzeitverhalten beweisen:

i.) Fiir p = 0 und Neumann-Randbedingungen konvergieren die von generischen, klas-
sischen Anfangsbedingungen erzeugten Losungen im schwachen Sinn fir ¢ — oo
gegen ein stationdres Young-Maf3. Dies ist insofern iiberraschend, weil die Losungen
die Energie Ej erhalten und daher nicht zu einem lokalen Minimum von Ej3 konver-
gieren konnen wie die Losungen des viskos gedampften Modells, das im néchsten
Kapitel diskutiert wird. Interessanterweise hat der stationére Zustand U*° auch eine
viel komplexere Struktur als der Anfangszustand: W ist ein echtes Youngsches Ma$,
dessen Mikrostruktur ganz €2 iiberdeckt. Im Gegensatz dazu hat wegen Satz 1.11 die
Losung fiir alle endlichen Zeiten keine Mikrostruktur, da der Anfangszustand eine
klassische Funktion ist; somit ist dies ein Beispiel fiir die dynamische Generierung
von Mikrostruktur. Keine der im néchsten Kapitel untersuchten Losungen fiir das
viskose Modell hat diese Eigenschaft (siehe Satz 3.16).
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ii.) Mit der Energie-Casimir-Methode kénnen wir die Stabilitdt einer grofen Klasse von
Equilibria zeigen. Das Verfahren wurde von MARSDEN und anderen in [HMRW85]
vorgestellt und danach oft erfolgreich auf Stabilitédtsprobleme in konservativen Sy-
stemen angewandt. Eine essentielle Voraussetzung fiir die Anwendung des Verfah-
rens ist allerdings, dal sowohl das untersuchte Equilibrium als auch die Stérung
eine Dichte haben, somit sind also keine Riickschliisse auf das Verhalten klassischer
Losungen moglich.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir eine Methode vor, um Gleichung (2.1)
numerisch zu integrieren und beweisen, dafl das Verfahren in der starken Topologie kon-

vergiert.

1. Existenz der Dynamik

1.1. Vereinfachende Umformungen. Wir transformieren Gleichung (1.2) in eine
Gestalt, die die nachfolgende Analysis wesentlich vereinfacht; dazu setzen wir

e(t,x) = dpu(t,x), wv(t,x)= 0,u(t,x).

Wir bezeichnen mit 7, die orthogonale Projektion in L?(Q2) auf den Unterraum der
Funktionen mit Mittelwert O; fiir den Mittelwert einer Funktion f schreiben wir auch
[f]1 = f — maf. Durch einen Index a bei Funktionenrdumen bezeichnen wir das Bild von
7o Im weiteren seien Ap und Ay die unbeschrinkten Operatoren in L2(Q) und L*(1),
die durch

D(Ap) = Hg () = {u € H;(Q)] Oxttlseqo,y = 0},

D(Ax) = H3(Q) = {u € H3(Q)] d,ulo — uloes = 0}

und Apu = Ayu = pu — 307u definiert sind. Wir bezeichnen mit B, : L2(Q) — HZ 5(Q)
und By : L*(Q) — Hj () die in L7 () beziehungsweise L*(2) kompakten Losungsope-
ratoren des elliptischen Randwertproblems

(0= B = pg, k" € Hy5(Q), K € H (), g € Lz () bzw. L*(Q).

Fir p = 0 ist B, = By = 0. Indem wir Gleichung (1.2) einmal nach x differenzieren,

erhalten wir

(b — BOR)E = D20 (e).
Wir betrachten zuerst den Fall der Dirichlet-Randbedingung. Wegen u(1) = L gilt 0 =
L = [£]. Wir nehmen zunéichst an, daB ¢ — L € H, 2 (Q), damit sind alle nachfolgenden

Umformungen gerechtfertigt, allerdings lassen wir im nachhinein die Forderung der H?-
Regularitéit wieder fallen.

B N PO SR |
§ = Baampa(s) ﬁBa (pma — BO2) pa(e) + ﬁBaﬂaa(e)
= —% (M0 (g) — Bamao(€)].
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Im Neumannfall setzen wir e € H?(Q) sowie 0,&|,—0 = 0 voraus, wobei die Einschrinkun-

gen an € wie oben nur formaler Natur sind.

£ (1) = By (83%0(5) _ 5(1))
- 50 [(p - 5%) S(o(e) - a(e(lm] + B0 [\—a@(nl — (1) +ol)

— —%(0(5) —o(e(1))) + %300(5)
= &= —%(0(5) — Boyo(e))

Somit erhalten wir im Dirichlet- bzw. Neumannfall das folgende System:

(2.2a) £=v,
(2.2b) 0= —5(0(e) — k),
(2.2¢) k = Bo,

wobei Bo = B,m,0(c) + [o(€)] bzw. Bo = Byo(e) ist. Da H7 5(€2) und Hj((Q) dicht in
L2(2) und L*(9) sind, gelten die Gleichungen also auch fiir e — L, v € L2(Q) bzw. L*(Q).
Die wichtigste Eigenschaft dieses Systems ist, dal die Gleichungen fiir ¢ und v hyper-
bolisch mit Wellengeschwindigkeit 0 sind. Diese Transportgleichung gestattet es, schnelle
raumliche Oszillationen zu iibertragen, allerdings nur in den Variablen € und v und nicht in
k, da die Kopplung iiber B kompakt und gliattend ist. Wir leiten daher aus (2.2) zunéchst
formal die folgende Evolutionsgleichung fiir ein Youngsches Mal W her, wobei wir bei
kompakten Operationen nur den Erwartungswert beriicksichtigen.

: T
(2.3a) U = —div(, {\If : <v, —3(o(e) - k:)) } , Ul = Uy € Y(Q,R?),
(2.3b) k=B(o),
(2.3¢) [(e) — L] = [(v)] = 0 im Fall der Dirichlet-Randbedingung.

Ein Anfangszustand ¥ € Y2(Q,R?) heiit im Fall der Dirichlet-Randbedingung zuliissig,
wenn (2.3c) erfiillt ist; bei der Neumann-Randbedingung fillt diese Einschrinkung weg.
Im Rest dieses Abschnittes beweisen wir, daf fiir jeden zuléssigen Anfangswert ¥, €
Y2(Q,R?) die Losung ®;(¥) des Systems (2.3) global fiir ¢t € R existiert und eindeutig
ist. Wir werden auch zeigen, daf§ die Losungen von (2.3) nicht nur in der starken, sondern
auch in der schwachen Topologie von Y?(Q, R?) stetig vom Anfangszustand abhiingen.
Dieses Resultat ist insofern zentral, da die Youngschen Mafle meistens als verallgemeinerte
Grenzwerte schwach konvergenter Funktionenfolgen betrachtet werden, vergleiche z.B.
[Mi97]. Wenn wir also eine Folge klassischer Losungen betrachten, deren Anfangswerte
(g8, vi) € [L2(Q)) so gewihlt seien, daB fiir alle g € Ciip(R2) die Folge g(ei, vi) schwach
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gegen (¥, g) strebt, dann kénnen wir aus dem Stetigkeitsresultat ableiten, daf fiir die
assoziierten Losungen (e, v!) die Beziehung g(e!,vi) — (®,(¥y), g) fiir alle t € R gilt.
Danach zeigen wir, da8 die klassischen Losungen von (2.2) spezielle Losungen von (2.3)
sind, die wir durch die Identifikation R? 3 y — §, € PM(R?) erzeugen.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz und
verwendet Ideen aus der Transporttheorie. Eine Anwendung dieser Methode findet man
in [Mi97], wo YM-Losungen hyperbolischer Systeme untersucht werden. Die wesentliche
Idee besteht darin, das Kontraktionsargument nicht im Raum der Youngschen Mafle an-
zuwenden, sondern nur in L*(Q), einem Funktionenraum, der %k enthélt. Fiir gegebenes
U(t) definieren wir kY := KC(¥(t)) := B(¥;,0) . Unser Beweis ist folgendermafien struk-
turiert:

Das Vektorfeld (v,—%(a(s) — k)T hat in der Maximumsnorm auf R? die Lipschitz-
Konstante max{1, hpﬁ(g)}, die wir in diesem Kapitel mit ¢ bezeichnen, wir koénnen al-

so die Uberlegungen des ersten Kapitels verwenden. Fiir festes k& in C([0, 7], L*(Q))
l6sen wir die nichtautonome lineare Gleichung (2.3a). Dies definiert uns eine Abbildung
U = 9(k) von C([0,T], L*)) nach C([0,T],Y?*(Q,R?)). Es geniigt nun zu zeigen, daf
KoQ:C([0,T], LAQ)) — C([0,T], L*(Q)) fiir geniigend kleines T' > 0 ein kontrahieren-
der Operator ist. Wir verwenden die Konvention, daf fiir einen Banachraum X mit || - || x
die sup-Norm in C([0, T'], X) bezeichnet wird; fiir || - ||c(jo,,22(0)) schreiben wir auch || - ||q,.

THEOREM 2.1 (Globale Existenz und Stetigkeit im Anfangszustand). Fiir jeden zuldssi-
gen Anfangszustand ¥y € Y2(Q,R?) hat das Cauchy-Problem (2.3) eine eindeutige globale
requlire YM-Lésung W(t) = ®,(Vy) im Sinne der Definition 1.9. Fiir festest € R ist ®4(-)
sowohl in der starken als auch in der schwachen Topologie auf Y?(2,R?) stetig und es
gibt eine Konstante C > 0, so dafy dy(®,(¥), ®,(V?)) < Ody(V?, W2)e3EHIBIp(@)/0)t 5,

BEWEIS. Wir definieren den Operator Zr : C'([0,T], L*(Q2)) — C([0, T}, L*(Q)) durch

Tr(k)(t) = B(Uo(dy), o (85())) -

Diese Konstruktion ist aufgrund der Voriiberlegungen in Kapitel 1 wohldefiniert. Fiir
festes k € C([0,T],L*(f2)) ist wegen Lemma 1.10 die regulire YM-Losung von Glei-
chung (2.3a) durch W(t) = ¢ x ¥ gegeben, wobei ¢F der LosungsfluBl des nichtautonomen
Systems (2.2a, 2.2b) ist. Da W(t) eine reguliire YM-Losung ist, gilt ¥ € C([0, T], Y?(Q2, R?)).
Zusammen mit der Stetigkeit von B erhalten wir, dal Zr (k) ebenfalls ein Element von
C([0,T], L*(€2)) ist. Wir zeigen nun, dal Zr kontrahierend ist:

I1Zr (k) — Zr(k2) | = 1B (W0, 0 (¢") — o (¢*2)) |

<I1B)11ip(o) || [|6" = 6" g

<Te"|| B|| "7 || ky — ko| wegen Lemma 1.10.ii.
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Somit geniigt es, T' so klein zu wihlen, dafl Te/ < m ist. Damit ist Zr ein
kontrahierender Operator, der jedem Anfangszustand W, einen eindeutigen Fixpunkt
k* € C([0,T],L*(€)) zuordnet. Da die Wahl von T nicht von der Anfangsbedingung
abhingt, erhalten wir die Existenz fiir alle ¢ € R*. Indem wir dieselbe Argumentation auf
das zeitumgekehrte System

. T
¥ = diviey {\If - <v, ~L(ole) + k:)) } . Wlimo = Uo € Y2(Q,R?),

k= B{o)

anwenden, ist gezeigt, dal die Losung auch fiir alle negativen Zeiten existiert. Das Vektor-
feld (v, —%(0(5) — k*))T erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 1.10, damit ist ¥(¢) =:
®, (V) eine reguldre YM-Losung von (2.3) im Sinne der Definition 1.9.

Als néchstes weisen wir nach, daf§ die Randbedingungen erfiillt sind. Im Dirichletfall muf

gelten:
[K\I](t> d(5> 'U))> 'U>]] = [K\I](t> d(5> 'U))> 5> - L]] = 0.

Dazu leiten wir die beiden Funktionale nach der Zeit ab:

d

ZLe(td(e,v)),e) = L] = [{T(t, d(, v)), v)],

CLw( de, ), 0] = [(W(t,de, ), 2o @)~ B)] = 3 (1o} - (K] =0,

wegen der Definition von k. Somit bleibt der Anfangszustand [(Uy(d(e,v)),e) — L] =
[(Wo(d(e,v)),v)] = 0 fiir alle Zeiten konserviert. Fiir den Neumannfall erhalten wir:

d? d

B (€) +(0) = B (W) +(0) = B(~3(0 = k) + (o).

Wegen k|,—1 = 0 folgt (8L (g) + (0))]s=1 = 0.

Zum SchluB} zeigen wir, dafl ®,(-) fiir festes ¢ sowohl im starken als auch im schwachen
Sinn stetig in der Anfangsbedingung ist. Zunéchst wird die starke Stetigkeit gezeigt. Fiir
zwei zuliissige Anfangsbedingungen ¥l ¥% € Y?(Q, R?) gilt

| dw (@ (1), @,(T?)) HL2(Q)

= sup (P(V') — &,(¥?),9) = || sup ((¥", g(e))) — (¥2 g(47)))
lip(g)<1 12(Q) lip(g)<1 @)

<|| sup (W', g(ep) — g(¢7)) + || sup (W' — % g(¢7)) = I + .
lip(g9)<1 L2(9) lip(g)<1 12(9)
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Wegen Lemma 1.10.i ist I, < e®dy (¥, U?). Wir schiitzen nun I; wie folgt ab:

L< (9 16 = 60| oo

t 1 _¢2
< \Ifl s,2 s,2
<[ (ot )
< [ eI 1ot = e + ”ﬁ” ) 4016 = )] s

L Bl
&

Mit der Gronwallschen Ungleichung erhalten wir

B0 06) — (92,00 02,1

o) (! =% 82| o g s

I < H’%H lip(o)da (WL, W) teHEP@IBI/B)E

Damit folgt dy(®,(U1), ®,(V?)) < Cdy (W, W2)3EHIP@IBI/B! figr eine geeignet gewihlte
Konstante C'. Um die schwache Stetigkeit im Anfangszustand zu zeigen, nutzen wir die
Kompaktheit von B aus.

Sei ' € Y?(Q,R?) eine Folge zulissiger Anfangsbedingungen mit lim; .o, ¥* = ¥* in
Y?(Q,R?),, und g € C;,(R?). Es gilt wie oben:

w-lim <<I>t — (U g> = W-hm <\If Lg(d") — > + w-lim <\Ifl v, g(¢*)> .

1—00 1—00

Der zweite Grenzwert ist 0 wegen der Voraussetzung an ¥’ und da mit Lemma 1.10.i
g(¢*) eine Lipschitz-Funktion ist. Fiir den ersten Grenzwert erhalten wir im starken Sinn:

€%, 9(61) = 98D | 120y < lin(0) || |6} —

in(o) I8 — 4,

L (Rz) L2 (Q)

Es kommt also darauf an, die Konvergenz von ||k* — k*||q, zu beweisen.

o, = I1B(¥, o (6)) — (%, (6] ||,
< ||Bw* = v o (60) g, + UBIH[CP", o (@) — o (dD))lg, = I + L.

(L

Wir konnen I, mit k* — k* kontrollieren:

1., < 181) [

a, ds.

11 < ||Blltip(o) | 6 - o1

< 18] tipfe) [ St |t~ &

Die Behauptung folgt mit der Gronwallschen Ungleichung, wenn wir zeigen konnen, daf I3
gegen 0 strebt. Aus der Kompaktheit von B folgt lim;_« ||B (¥’ — ¥, a(¢j71)>“L2(Q) =0
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fiir alle t € R. Auerdem gilt

HatB <\I]Z - \Ij*’ U(¢:71)>HL2(Q) < ||B|| H<\Ijl - \I]*> UI(¢Z1)¢Z2>HL2(Q)

<|1B||1ip(o) lip(6;) {3315 142 (). )] oy + 142 (), Ty ey + 2||¢:<o>||m(m}

<o0.

Dabei wurde verwendet, dafi (U%(dy), |y|) in L*(Q) schwach konvergent und damit ins-
besondere beschrinkt ist. Damit folgt die gleichmiBige Konvergenz von k' gegen k* auf
kompakten Teilmengen von R und die letzte Behauptung ist gezeigt. O

Zum Schluf etablieren wir den Zusammenhang zwischen YM-Losungen von (2.3) und
den klassischen Losungen des urspriinglichen Systems (2.2), indem wir zeigen, dafl die
starken Losungen spezielle YM-Losungen sind. Es ist naheliegend, diese Eigenschaft als
Konsistenz von (2.3) mit (2.2) zu bezeichnen.

SATZ 2.2 (Konsistenz). Wenn y(t,z) = (e(t,z),v(t,x)) eine Lisung von (2.2) ist, dann
ist W(t,x) = dyt,e) eine YM-Liosung von (2.3).

BEWEIS. Es ist klar, da8 fiir W(¢) = d,) der klassische Kopplungsterm Bo(e) mit

B (o) iibereinstimmt. Fiir g € Cy (R?) erhalten wir

i (%
7 (w0 9) — <5y<t,z>’vg' ( —5(0(e) — k) >>

=Vgly) i~ Valy) - (v.~3(0(2) ~ k) = 0 wegen (2:2)

=

2. Langzeitverhalten

In diesem Abschnitt studieren wir das Langzeitverhalten von YM-Losungen fiir das Sys-
tem (2.3). Wir leiten eine verallgemeinerte Energie E3 her und zeigen das YM-Analogon
zu Satz 1.1: Eg(¥) wird von den reguldren YM-Losungen von (2.3) erhalten, d.h. auch
das verallgemeinerte System ist konservativ. Im Anschlufl daran charakterisieren wir die
stationdren Zustdnde von (2.3). Das Ergebnis wird zeigen, dafi die YM-Losungen eine
echte Erweiterung der Losungen von Gleichung (1.2) darstellen. Wir haben schon im er-
sten Kapitel die stationdren Losungen von (1.2) charakterisiert: Die Verzerrung ¢ kann
nur Werte aus der dreielementigen Menge {z;(c)}i=012 annehmen. Im Neumannfall ist
¢ =0, im Dirichletfall ist ¢ zwar beliebig, jedoch muf} [e — L] = 0 gelten. Somit spielt der
iibrige Verlauf der Spannungs-Verzerrungsbeziehung o keine Rolle mehr. Unsere Analyse
wird zeigen, daf3 die so konstruierten einfachen Equilibria nur einen geringen Anteil an
der Menge aller Gleichgewichtslosungen darstellen. Mit Hilfe einer kanonischen Trans-
formation wird das durch §¢ = —(o(e) — ¢) definierte dynamische System so einfach,
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dal wir die Ruhelagen von (2.3) explizit angeben kénnen. Die nicht-einfachen Gleichge-
wichte erhélt man, indem man die Masse entlang von Losungskurven der gewohnlichen
Differentialgleichung ¢ = v, v = —%(0(5) — ¢) verschmiert.

Die Charakterisierung verwenden wir fiir zwei Anwendungen: Wir zeigen, dafl im Neu-
mannfall fiir p = 0 eine grofe Klasse von Anfangsbedingungen Losungen erzeugt, die fiir
t — oo im schwachen Sinn gegen ein Equilibrium konvergieren.

Im zweiten Teil wenden wir die Energie-Casimir-Methode aus [Re94] auf das System
(2.3) an und konnen somit beweisen, daf eine gewisse Klasse von Equilibria neutral stabil
gegeniiber einer eingeschrinkten Menge von Stérungen ist.

Wir leiten nun die verallgemeinerte Energieerhaltung her. Dabei bezieht sich der Be-
griff | verallgemeinert” auf die Tatsache, dafl wir nicht nur den klassischen Lésungen eine
Energie zuordnen, sondern auch YM-Losungen. Fiir die kinetische Energie benétigt man
die Stammfunktion von = — (¥, v). Dafiir setzen wir X = L*(Q) bzw. L?(Q) und
Y = Hj3,(Q) baw. H; () im Fall der Neumann-bzw. Dirichlet-Randbedingung. Wir
bezeichnen mit C : X — Y den Losungsoperator des elliptischen Randwertproblems

DPu=f; feX uey.
Es ist klar, dafl C kompakt, selbstadjungiert und negativ definit ist.

Satz 2.3. Alle requldren YM-Lésungen fir das Cauchy-Problem (2.3) konservieren die
verallgemeinerte Energie

Ep(¥) = [(W) +38(v*) — 3p(v)C{v)] -

BEWEIS
%Eﬁ(\ll(t)) = [[<\If, W(5)> + %ﬁ <\if,v2> —p(v)C <\P,v>ﬂ , da C selbstadjungiert ist

—[wo) =8 (vie~ k)~ p)c{~L(e~1)]
( c |2k + 5 (o) — 5k] )| = 0.
da —B0%k + pk = p (o) ist. O

2.1. Stationire Zustidnde. Wir charakterisieren die Menge der stationédren Zustéande
von (2.3). Indem wir die zeitliche Ableitung von ¥ gleich 0 setzen, erhalten wir das sta-
tiondre System:

T
(2.4&) diV(ew) {\If . <'U, —%(0‘ — ]{,‘)) } =0,
(2.4b) ph — BO%k — p (W, 0) = 0,
(2.4c) [(e) — L] = [{v)] = 0 im Fall der Dirichlet-Randbedingung.

Mit der Testfunktion g(e,v) = € ergibt Gleichung (2.4a) die Beziehung (¥ (d(e, v)),v) = 0,
die zweite Bedingung in (2.4c) ist also stets erfiillt und kann daher wegfallen. Analog folgt
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mit der Testfunktion g(e,v) = v, daB <\If(d(5, v)), —%(0(5) - k:)> = 0 ist. Somit impliziert
Gleichung (2.4b) 92k = 0 und wegen der linken Randbedingung 0,k|,—o ist & = c fiir eine

reelle Konstante c. Wir erhalten also das vereinfachte stationdre System:

. 1 T
(2.50) v { Wt 0) - (0. -4oule)) =0
(2.5b) [{(¢) — L] = 0 im Fall der Dirichlet-Randbedingung.

Im Dirichletfall kann ¢ beliebig gewéhlt werden, es muf} allerdings Gleichung (2.5b) erfiillt
sein. Im Neumannfall ist ¢ = 0 aufgrund der rechten Randbedingung k|,—; = 0. Um die
Komplexitiat der Notation zu verringern, fithren wir einige abkiirzende Schreibweisen ein.
Wir bezeichnen mit ¢¢(e,v) den Losungsflufl der gewohnlichen Differentialgleichung
g =v

(2.6) 0 = —50c(e).

Die Losungen von Gleichung (2.6) konservieren die Energie H.(¢,v) = ﬁ 2+ W.(g), wobei
die modifizierte Verzerrungsenergiedichte We(e) := W(e) — ce — mineeR(W(s) — ce) ist.
Die Energieflichen H;'(e) = {(¢,v) € R?| H.(g,v) = e} sind geschlossene Kurven in R?,
die invariant unter dem Flu ¢¢ sind, somit sind alle Losungen von (2.6) periodisch. Die
Periodendauer P.(e) einer Losung ist durch die folgende, wohlbekannte Formel gegeben:

re(e)
(2.7) P.(e) = /l . Q_LW(S) de,

wobei das Intervall [I.(e), 7.(e)] diejenige Zusammenhangskomponente von supp(e—W,(+))+
ist, die den Anfangszustand £(0) enthélt. Fiir |¢| < r hat supp(e — W¢(+))+ maximal zwei
Zusammenhangskomponenten. Wir bezeichnen die einzelnen Periodenléingen mit P (e),
1 = 0,1,2. Dabei steht 0 fiir den Fall von nur einer Zusammenhangskomponente. Wir
definieren die folgenden sechs Mengen in R? bzw. R:

Pi(c) = {y € R*|He(y) <
Pa(c) = {y € R*|He(y) <
Po(c) = {y € R*|Hc(y) > We(z0(c))},
&i(c) = [Er(c), Eo(c)), &) = [Ea(c), Eo(c)),  &ul(c) = (Eo(c), 00),
wobei E;(c) = W,(z;(c)) ist. Die Dynamik der Losungen von (2.6) vereinfacht sich erheb-

lich, wenn man anstelle der Phasenraumvariablen y = (¢, v) eine Zeit-Energie-Darstellung
wahlt.

( We(z0(c)) und y1 < z0(c)},
( We(z0(c)) und y1 > z0(c)},
We(
)=

DEFINITION 2.4. Es sei ¢ € {0,1,2} und y € C*(&i(c), Pi(c)) mit H.(y(e)) = e. Dann
bezeichnen wir mit Iy, : W, — P; : (e,t) — ¢f(y(e)) die von y erzeugte kanonische
Transformation, wobei W; = {(e,t) € & x R| 0 < t < P(e)} ist.
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Die so definierte kanonische Koordinatentransformation hat die schone Eigenschaft, daf3
die Funktionaldeterminante konstant ist. Wir werden auf diese Tatsache noch mehrmals

zuriickgreifen und formulieren sie daher in einem Lemma.

LEMMA 2.5. Es sei Ky eine von y erzeugte kanonische Transformation, dann gilt

| det(Ve.o)Ky)| = 3.
BewEIs. Die Behauptung folgt aus der Beziehung H.(¢$(y(e))) = H.(y(e)) = e. Es
gilt:

1= SO} = YV H5 () Vadilu(e) T

de
= faet (Vieito(e) - e dituie)))|-

(¢)

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Mit diesem Riistzeug konnen wir nun die stationdren Zusténde charakterisieren, wobei
wir uns auf diejenigen Gleichgewichte beschrinken, die keine Masse auf der singuldren
Menge H_'(Ey(c)) haben.

THEOREM 2.6. FEs sei fir |c| < r (¢ = 0 im Neumannfall) das Youngsche Mafi W €
Y?(Q,R?) eine Lisung des stationdren Systems (2.5a, 2.5b) mit W(H_ ' (Ey(c))) = 0, ¢¢(y)
der Lisungsfluf von Gleichung (2.6) und P!(e) die durch (2.7) definierte Periodendauer.
Dann gibt es

(v, 1) € {v e [L>(Q)]?

Yw) € 0.1, 3 () = 1} < [y @&,

=0 i=0
so dap fiir alle g € Ciip(R?) und x € Q gilt:

Pi(e)

(Vs g9) /][ (65 (yi(e))) dt pi,(de),

ec&;t=

wobei y; € CH(E;(c), Pi(c)) eine Schar von Anfangszustinden im Sinne der Definition 2./
ist. Wenn VU, auflerdem eine Dichte besitzt, dann g¢ibt es fir alle x € ) drei positive
Funktionen f; : E(c) — RY, i=0,1,2, so dafs gilt:

Umgekehrt ist jedes Young-Mafs, das in der oben definierten Art dargestellt werden kann,
eine stationdre Losung des Systems (2.3), wenn im Dirichletfall [(V(d(e,v)),e) — L] =0
15t.
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BEMERKUNG 2.7.  i.) Wenn man zuléft, dal W auch auf H_'(Ey(c)) Masse hat, ist die
obige Darstellung nicht mehr definiert, da P.(Ey(c)) = oo ist. In diesem Fall ist die
Masse auf den Punkt (¢,v) = (2¢(c),0) konzentriert, die Betrachtung dieses Falls
verkompliziert jedoch die Darstellung, daher wurde darauf verzichtet.

ii.) Die Menge der Equilibria von (2.3) ist eine qualitative Erweiterung der Menge
der stationédren Losungen von (1.2), die in Kapitel 1 charakterisiert wurde und die
wir als einfach bezeichnen. Die zu den einfachen stationdren Losungen gehorigen
Youngschen Mafle haben die Masse auf der Line v = 0 konzentriert, somit liegt
die Menge der einfachen Gleichgewichte nicht dicht in der Menge aller stationéren
Youngschen Mafle.

BEWEIS. Da W cine stationéire Losung ist, muf fiir alle g € C} (R?) in L'(Q) gelten:

<\If(d(5,v)), V(e v) - <v, —%ac(s)>T> )

mit ¢ = 0 im Neumannfall. Alle weiteren Rechnungen sind nun punktweise fiir x € € zu
verstehen. Die Abhéingigkeit von x wird daher nicht mehr explizit erwéhnt. Da aufgrund
der Equilibriumseigenschaft von ¥ der Erwartungswert (¥ (d(e,v)),v) gleich 0 ist, spielt
p bei der Charakterisierung der stationédren Zustédnde keine Rolle. Wir nehmen zunéchst
an, ¥ habe eine stetig differenzierbare Dichte 1) € L'(2). AuBerdem sei supp g C P; fiir
1=20,1,2. Dann gilt:

T
| vlen¥oe ) (n-toe) de) =0
(e,v)ER?
Wir wenden eine kanonische Transformation aus Definition 2.4 an und erhalten mit Lem-
ma 2.5
P;(e)
/ FU(D5(y5(e)) V(b7 (i (e)))df (y5 (e)) dt de = 0.
ec&; t=0
Mit partieller Integration folgt
P;(e)

[ | sowtsionseisenarac=o

ec&; t=0

Aus dem Hauptsatz der Variationsrechnung folgt, daB es eine Funktion f (e) gibt, so dafl

V(d(ye(e))) = f(e). Wenn wir f mit PiT(e) umskalieren, d.h. f(e) = Pée)f(e), folgt aus der

Tatsache, dal W, ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist, die Positivitdt von f und

/ f(e)de = 1.

ee&;
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Mit analogen Uberlegungen folgt, daf die behauptete Darstellung auch fiir nicht-glatte
Wahrscheinlichkeitsmafe ¥ € PM!(R?) gilt.

Jeder dieser Schritte kann auch umgekehrt werden, daher ist jedes der auf diese Art
konstruierten Youngschen Mafle eine stationdre Losung, wenn im Dirichletfall zusétzlich

[(¥(d(e,v)),e) — L] = 0 gilt. O

2.2. Konvergenz gegen Equilibria. Die erfolgreiche Charakterisierung der stati-
onédren Losungen beruht auf dem konservativen Charakter von Gleichung (2.3). Trotz der
Energieerhaltung kann iiberraschenderweise in einem einfachen Modellfall gezeigt werden,
daf} generische Anfangsbedingungen Losungen erzeugen, die fiir £ — oo im schwachen Sinn
gegen ein Equilibrium konvergieren. Das viskos geddmpfte Modell, das im néchsten Kapi-
tel untersucht wird, verhélt sich in einer Komponente parabolisch und gibt daher Energie
ab. Durch das konsequente Ausnutzen der Liapunov-Eigenschaft der Energie kann gezeigt
werden, daff alle Losungen des viskos geddmpften Modells mit geringer Anfangsenergie in
der starken Topologie gegen eine stationdre Losung konvergieren. Interessanterweise ist
dieses Equilibrium im allgemeinen sogar einfacher strukturiert als der Anfangszustand:
Bei klassischen Anfangsbedingungen ist der Grenzwert ebenfalls eine Funktion, kein ech-
tes Youngsches Maf, also kann auch durch den Langzeitlimes keine Mikrostruktur erzeugt
werden.

Diese Langzeitasymptotik steht im Gegensatz zum Verhalten der Losungen des mikrokine-
tischen Modells. Es wird der Spezialfall p = 0 und Neumann-Randbedingung betrachtet.
Wir werden zeigen, dafl die von generischen, klassischen Anfangsbedingungen erzeugten
Losungen gegen einen stationdren Zustand konvergieren, der im allgemeinen ein echtes
Youngsches Maf ist. Die Konvergenz findet in der schwachen Topologie, jedoch nicht in
der starken statt. Dieses Langzeitverhalten konnte als Modell fiir die dynamische Gene-
rierung von Mikrostruktur dienen.

Falls Anfangsbedingungen mit Dichte betrachtet werden, ist zu erwarten, dafl man die
Konvergenz sogar in der starken Topologie auf Y?(£2, R?) zeigen kann. Dieses Resultat ist
allerdings nicht so interessant, da es keinen direkten Riickschlufl auf die Langzeitdynamik
der Losungen von (1.2) zuldBt, daher wurde auf die Ausfithrung verzichtet.

Das Ergebnis beruht im wesentlichen auf der Tatsache, dal die Lésungen im angegebenen
Fall keine rdumliche Kopplung mehr aufler iiber die Anfangsbedingung aufweisen: fiir
festes x € ) verhilt sich die Losung wie ein nichtlinearer Oszillator, dessen Periodenléange
von der Anfangsbedingung abhéngt. Da wegen der Neumann-Randbedingung und p = 0
auch k = 0 ist, kommen nur noch die Funktionen og, Wy und F, vor, wir lassen daher im
weiteren den Index 0 meistens weg. Falls P(e) nicht konstant ist, entstehen bei generischen
Anfangsbedingungen im Laufe der Zeit Phasenverschiebungen, die sich aufaddieren und
somit dazu fithren, daf§ die Verzerrung ¢ immer schneller oszilliert. Wir miissen also eine
Anforderung an die von der Verzerrungsenergiedichte W abgeleitete Funktion P stellen,
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die nicht unmittelbar aus den lokalen Eigenschaften von W gefolgert werden kann:

(N) {e € &|F(e) £0) = &.

THEOREM 2.8. Es sei p =0, 3 > 0, By € C*&), fir W € C*(R) sei die nichtlokale
Voraussetzung (N) erfiillt und fiir die Anfangsbedingung yo € C*(2, &) gelte

(@) {2 € O] LHo(yolw)) # 0} = O
Dann gibt es ein stationdres YM U™ so, daf fir die von der Anfangsbedingung W¥|i—o = 0y,

erzeugte Losung von (2.3) im Fall der Neumann-Randbedingung folgende Konvergenzaus-
sagen zutreffen:
i) U(t) — > in Y3(Q,R?),
i) (e) = (u™®) in L*(Q),
iii.) u(t) — u™ in L*(Q),
wobei u™® = fom (U2(d(e,v)),e) da’ ist. Auflerdem gilt fir alle v € Q : supp U =
H ™ (yo(x)). Falls zusitzlich - Po(Ho(yo(z))) # 0 fiir alle x € Q ist, gibt es ein C > 0 so,

dap |lu(t) — w20 < G-

BEMERKUNG 2.9. i.) Es ist nicht klar, ob das Ergebnis in abgewandelter Form auch
gilt, wenn p > 0 zugelassen wird. Der Beweis von Theorem 2.8 beruht auf der
Tatsache, dafl das System fiir p = 0 und Neumann-Randbedingungen vollsténdig
integrabel ist. Ob auch das allgemeine System diese Eigenschaft besitzt, ist noch
offen, kann aber nicht erwartet werden. Die Ergebnisse der numerischen Simulation
weisen darauf hin, dafl die Losungen im allgemeinen nicht gegen einen stationéren
Zustand konvergieren.

ii.) Wenn W ein Polynom vierten Grades ist, kann die nichtlokale Voraussetzung (N)
mit Hilfe hypergeometrischer Funktionen nachgepriift werden. Insbesondere hat
dann P(-) an der Stelle Ej eine logarithmische Singularitét. Zwar ist fiir eine derarti-
ge Wahl von W die Spannungs-Verzerrungsbeziehung ¢ nicht mehr global Lipschitz-
stetig, dies bedeutet allerdings keine Einschriankung an die globale Existenz, da die
Losungen von vornherein beschréinkt sind. Die triviale Aussage, dafl eine Funktion
mit Singularitdt nicht konstant sein kann, sollte vor dem physikalischen Hinter-
grund der Phasenumwandlungen betrachtet werden. Die Modellierung mit einer
,double-well“-Funktion W schliefit den Fall aus, dal W rein quadratisch ist, die
beiden lokalen Minima erzwingen die Existenz des instabilen Fixpunktes. Somit ist
die Singularitéit eine intrinsische Eigenschaft des mikrokinetischen Modells, wenn
Phaseniibergangsprobleme simuliert werden.

iii.) Auf die Generizitdtsvoraussetzung (G) in Theorem 2.8 kann im Fall p = 0 nicht
verzichtet werden. Anderenfalls gibt es ein nichtdegeneriertes Intervall (a,b) C Q
so, daBl ®;(dy,)|(apn € Y*([a,b],R?) periodisch mit Periodenlinge P(yo(z)) fiir ein
x € (a,b) beliebig ist. Dieser Orbit ist allerdings kompakt und enthélt somit keine
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Folge, die ein echtes YM approximiert. Falls jedoch W, eine Dichte hat, ist keine
derartige Voraussetzung mehr notig.

iv.) Die Voraussetzung yo € C1(€, &) erzwingt, dal die Periodenlinge eindeutig ist und
vereinfacht die Notation. Man kann sie problemlos zugunsten der allgemeinen Vor-
aussetzung yo € C1(Q2, R?) wegfallen lassen, dann miissen aufgrund der Singularitét
von P bei Ej einige technische Details beachtet werden.

v.) Es ist nicht moglich, die erste Konvergenzaussage aus Theorem 2.8 auf die starke To-
pologie zu verschirfen. Da die Anfangsbedingung eine Delta-Distribution ist, behélt
die Losung fiir alle endlichen Zeiten diese Eigenschaft. Zwar sind die endlichen
Konvexkombinationen von Delta-Distributionen dicht in PM'(R?)w, die Delta-
Distributionen selbst sind jedoch abgeschlossen in PM!(R?)w. Fiir jedes z € Q
ist U™ ein echtes Wahrscheinlichkeitsmafl und somit kann die Wasserstein-Distanz
nicht klein werden.

Wir beweisen Theorem 2.8, indem wir diejenigen Abschnitte [a,b] C €2 betrachten, auf
denen Py(Ho(yo)) streng monoton ist. In diesem Fall existiert fiir die Abbildung [a, b] —
Ho(yo([a,b])) : @ — Hy(yo(x)) eine Umkehrfunktion £ mit deren Hilfe der schwache Grenz-
wert beschrieben werden kann. Die Beweisidee besteht darin, 1, durch stiickweise konstan-
te Funktionen zu approximieren. Fiir eine richtig gewéhlte Zeit ¢t erzeugt die Losung eine
Quadraturformel, die konvergiert, wenn die Schrittweite A gegen 0 und t gegen oo strebt.

SATZ 2.10. Es sei wie in Theorem 2.8 die Deformationsenergiedichte W € C*(R), Py €
C?(&), p=0, B>0, yo € C*(Q,&), und es existiere ein nichtdegeneriertes Intervall
[a,b] C Q so, daf gilt: = Py(Ho(yo(z))) # 0 fiir alle x € [a,b]. Dann gibt es eine Konstante
C > 0, die von sup,ei,y |11/-L Py(Ho(yo(x)))| abhingt, so daf fir die gemittelte Lisung
U(t) = £ U(t,x)dx gilt:
S C
dw (¥, 1) < m>

wobei V(t) die von der Anfangsbedingung V|,—o = 6,, erzeugte Lisung von (2.3) ist, die
die Neumann-Randbedingung erfillt und pu> durch die Dichtefunktion

fw) :{ o[£ (Holy)| - fir Holy) € Holyo([a,).

0 sonst
mit £(Ho(yo(x))) = = gegeben ist.

BEWEIS. Fiir p = 0 ist wegen der Neumann-Randbedingung k£ = 0. Die resultierende
Gleichung

(2.8) Bé = —o(e)
wurde schon im vorangegangenen Abschnitt zur Charakterisierung der stationdren Losun-
gen kurz diskutiert. In diesem Beweis wird allerdings ein weiterer Gesichtspunkt von (2.8)
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beriicksichtigt. Da P(H (yo(+))) in [a, b] nicht konstant ist, entstehen Phasenverschiebun-
gen, die sich im Laufe der Zeit aufaddieren und dazu fithren, dafl y(¢,z) rdumlich mit
einer reziprok zu ¢ abnehmenden Wellenlédnge zu oszillieren beginnt.

Wir definieren fiir lip(g) < 1 die beiden Integrale [* = fyeR2 f(y)g(y)dy und I(t) =
Frciuy 9(n(0())) da.

Es ist zu zeigen, daf fiir grofie ¢ das eindimensionale Integral I(¢) in das zweidimensionale
I°° iibergeht. Dazu weisen wir nach, daf§ I(¢) fir ¢ — oo eine Quadraturformel fiir 7
erzeugt, indem wir /(¢) durch eine Riemannsumme I (¢, h) nihern.

Wir verwenden den folgenden einfachen Zusammenhang aus der Approximationstheorie:
Sei A ein kompaktes Gebiet, f € Chip(A), (w;)i=1..n eine Partition von 4 und Stiitzstellen
yi €w; fire=1...N. Dann gilt:

(2.9)

i=1...N

/ () dy = 3 vol(ea) F(30)| < lp() vol(A) s cism()

Wir definieren nun fiir eine Intervallinge h > 0 mit (b — a)/h € N eine Riemannsumme
bma_y

I(t,h) = hz: 9(Pe(yo(a + hi))). Aus (2.9) folgt dann:
i=0

(2.10) [1(t) — I(t,h)| < hlip(¢:) lip(yo)-

Der Hauptteil des Beweises besteht nun darin, den Term |I°°—I(¢, h)| abzuschétzen, indem
wir wieder auf den oben zitierten Satz aus der Approximationstheorie zuriickgreifen.

Sei im weiteren 0.B.d.A. L P(H(yo(z))) > 0 und L H(yo(z)) < 0 fiir alle z € [a, b]. Wir
definieren A := H'(H (yo([a,b]))). Wegen der Koerzivitit von H ist A kompakt.

Wir partitionieren A mit der in Definition 2.4 erklédrten kanonischen Transformation
Kyoe(y filr £, 7 > 0 in der folgenden Weise:

wrt = Kyoey) W)

|H (yo(a)) = H(yo(b))]

furo<i < - —1=:L
und 0 < k < min { P7(_e) e € [H(yo(b)) + Ik, H(yo (b)) + (I + 1)/{]} —1=:K(l),

wobei Wiy := [H (yo(b)) + Ik, H(yo(b)) + (I + 1)k) x [kT, (k + 1)7) ist. Das Mengensystem
(wkl)%%éf bildet keine echte Partition von A. Wir bestimmen zunéchst den Fliachenin-
halt eines Partitionselementes und damit den Inhalt der nichtiiberdeckten Flédche. Durch
die Anwendung der kanonischen Transformation /Cy(.)) erhalten wir mit Lemma 2.5

vol(wr) = % Mit diesem Ergebnis konnen wir die nichtiiberdeckte Restfliche von A
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abschéatzen:

vol(A) = 3 vol(ww) < (“P(P )t +1) H(yo(a)) — H(yo(b)) s

0<k<K T K ﬁ
(2.11) §E(H(y0(a)) — H(yo(b))) max{1,lip(P)}(k +7) =: Ci(k + 7).

g

Der Summand 1 rithrt von der Rechnung mit ganzen Zahlen her und kommt auch bei
allen weiteren ganzzahligen Abschitzungen vor. Die Konstante C; ist unabhingig von
(b—a) beschrinkt, diese Eigenschaft haben auch alle weiteren Konstanten, die im Lauf des
Beweises konstruiert werden. Wir bestimmen nun die Anzahl der Stiitzstellen yo(a + hi),
die unter ¢, in ein Partitionselement wy; abgebildet werden.

Sei nun & = &(H(yo(b)) + (I + 1)) und & = &(H(yo(b)) + lk). Dann ist die Breite des
Bereiches in [a,b], in dem der Anfangszustand yo(z) die richtige Energie (H(yo(z)) €
[H(yo(b)) + Ik, H(yo(b)) + (I + 1)K]) besitzt:

(&2 — & = €' (H(yo(b)) + Ir)|5 + O(k%).

Die O-Konstante ist £]|&”|| 1o ((a,¢)- Analog bestimmen wir die von ¢ abhéingige Breite eines
Teilintervalls [z1, z2] C [&1,&2], das von ¢ vollstandig nach wy; abgebildet wird. Es ist

’7'2 _ T
p— +0 <"_> L P(H(y(x))n

fiir eine natiirliche Zahl n, die die Zahl der Umlaufe von y(t) um den Punkt (zp,0) be-

o1 = 22 = T e O < + _>

zeichnet. Die O-Konstante betrdagt in diesem Fall

1
= max{1,1ip(§)*} sup
2 z€[a,b]

Wegen der Voraussetzungen ist sowohl das Hauptglied als auch der Fehlerterm endlich.

Aus fiir hinreichend grofles ¢, erhalten wir die Abschéatzung

1 n 1
PHmE) = t = PHE))

t . 1
" P(H(yo@z)))' =1+ (P(H@o@(-m)) -

Die Anzahl Ny; der Teilintervalle [z, 23], die nach wy; abgebildet wird, ist

t]é1 — &l £ P(H (yo(2)))|

z=&2 2
PAmE) e el

kl —

d2

T W’ 1} Die Anzahl der Stiitzstellen in ei-

nem Intervall [z}, xo] ist bis auf einen Fehler von 1 durch (z2 — z1)/h gegeben. Aus den

mit O-Konstante max{ SUP (a4

oben durchgefithrten Rechnungen mit den angegebenen O-Konstanten erhalten wir die
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Anzahl der nach wy; abgebildeten Stiitzstellen. Es ist dann

T2 — 1

N - + O(Nw)

[t PO, (I HlE) +10) 0,
- P (0 (8)) + 1) HO )

T

P (H(yo(2)))], e, <W + O(tk + 1)) o ( n | n?

(2.12)

_Bvollwn)|E"(H(yo(b) +I6)]
hP(H (yo(b)) + Ir)

Wir bezeichnen die resultierende O-Konstante, die wir allerdings nicht mehr spezifizieren,
mit Cy. Fiir K - L haben wir die Abschitzung supg,<; L - K(I) < £ mit

Cs = (H(yo(a)) — H(yo(b))) - sup  P(e)
e€H (yo([a.1)

h0< + 7K? —I—ht&)

und erhalten somit zusammengefafit unter Verwendung von (2.9), (2.10), (2.12) und (2.11):

(17 = I@)| < [I%° = I(E, h)| + [I(t, h) = I(1)]
<1 — I(t, h)| 4+ he lip(yo) wegen (2.10)

<vol(A) nax diam(ww)|| f - 9]

0<I<L

1 ht 1
. CyC5 | — — co( ) ——
Ciip(A) T C2 3(m+f'€+ T) lgllz O

+Cillf - 9||L°<>(A)(f€ + 7) + he® lip(yo).

Da f den Faktor ;= enthélt, ist auch der Fehler proportional zu b— Wegen der Kom-
paktheit von A 1st hp(leO(g(_))) := Ck < 00, und somit ist diam(wy) < Ci (7 + k). Indem
wirnun kK = 7 = %, h = 0 wéhlen und beriicksichtigen, dal wegen g(0) = 0 und lip(g) <1

sowohl [|f - gz () als auch || f - g[[¢,, (1) unabhiingig von g beschréinkt werden kénnen,

haben wir die Behauptung des Satzes gezeigt. O

BEWEIS VON THEOREM 2.8.

i.) Wir definieren (0% g) = OP(H(yO(m)))g(ngt(yO(x))) dt. Es sei h € L*(Q) und \ > 0,
dann gibt es eine Treppenfunktion h mit ||h—h|z2) < A. Es geniigt also zu zeigen,
daB fiir jede Funktion g € Cj;,(R?) und jedem kompakten Intervall [a,b] C  gilt:

b
lim [ (V,(t) — ¥, g) de = 0.

t—o0 z
a

Wegen der Voraussetzungen (N), (G) und yo € C%(Q, &) ist die Menge der Punkte
€ [a, b, fiir die 2L P(H(yo(z))) # 0 gilt, offen und dicht in [a,b]. Es gibt also N
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disjunkte Intervalle [a;, b;] C [a,b] so, daB || X445 — XN

z:l[ai7 .
Intervall [a;, b;] die Voraussetzung von Satz 2.10 zutrifft. Damit gilt nach Definition:

bi bi rP(H(yo(x)))
][' (W3, g) do :][' ][ 9(Pe(yo(x))) dt dx =: *.

Wir substituieren x = £(e), wobei £(+) wie in Satz 2.10 erklart ist und erhalten

P(H(yo(£())) 1€ (e)]
—~ | TP () e de
e€H (yo([as,bi]))

) B¢ (H ()|
-/ T = a) PO ) 4
yeH Y (H (yo([as,bi])))

indem wir die Umkehrung der kanonischen Transformation /Cy,¢)(-) anwenden. Mit
Satz 2.10 folgt nun

bi bi
tlim <][ U, (t) dz —][ v d:v,g> = 0.

ii.) folgt nach der Definition der schwachen Konvergenz in Y?({2, R?) aus i.).
iii.) folgt mit dem Rellichschen Einbettungssatz aus ii.).
Falls L P(H(yo(z))) # 0 fiir alle z € Q ist, kénnen wir Satz 2.10 mit [a,b] = [0, ]

anwenden und erhalten

IIU(t)—U"OHm(m:{/Ol [a:{m/(t) >d:c]2da:}2
s{/ol {x<]€ (1) do’ _f s d:v',5>J2dx} < %

<

=

=

O

2.3. Stabilitét spezieller Equilibria mit der Energie-Casimir-Methode. Das
Problem der Stabilitdt von Equilibria konservativer Systeme wurde schon héufig unter-
sucht. In vielen Féllen hat sich die Energie-Casimir-Methode bewédhrt. REIN wandte sie
in [Re94] erfolgreich auf die Vlasov-Poisson-Gleichung an, ein System, das strukturelle
Ahnlichkeit mit dem von uns untersuchten hat, obgleich es die Evolution eines elektrisch
geladenen Kontinuums beschreibt. Wir stellen hier eine Anpassung der in [Re94| présen-
tierten Vorgehensweise an das von uns untersuchte mikrokinetische Modell vor. Mit der
hier ausgefithrten Methode konnen wir nur fiir eine sehr kleine Klasse von Equilibria die
Stabilitdat zeigen, und es werden auch nur Stérungen zugelassen, die eine Dichte besitzen.
Dabher ist die Aussage im Hinblick auf das Verhalten der Losungen des urspriinglichen Sy-
stems (1.2) wertlos, jedoch wird illustriert, dafl die Verallgemeinerung der Dynamik auf die
Menge der Youngschen Mafle neue Ansatzpunkte gibt. Der Startpunkt ist eine allgemeine
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Methode, die nichtlineare Stabilitdt von Gleichgewichten (unendlich-dimensionaler, dege-

nerierter) Hamiltonscher Systeme nachzuweisen, eine allgemeine Einfithrung findet man
in [ HMRW85|.
Sei das untersuchte System durch eine Bewegungsgleichung

= A(u)

auf einem Zustandsraum X gegeben, A : D(A) — X ein nichtlinearer Operator und sei
ug der stationédre Zustand, dessen Stabilitdt untersucht werden soll. Mit den folgenden
vier Schritten kann fiir ug ein Stabilitdtsresultat bewiesen werden.

i.) Finde eine Energie (Hamiltonfunktion) H : X — R des obigen Systems, so daf§ fiir
Losungen u(t) gilt: £H (u(t)) = 0.
ii.) Setze uy mit einer weiteren konservierten Grofle C' : X — R in Beziehung, so daf
up ein kritischer Punkt von He := H + C ist, also DH¢(ug) = 0.
iii.) Zeige, dafl der quadratische Anteil der Entwicklung von He bei ug positiv definit
ist, d.h. finde eine Norm || - || auf X so, da8

He(u) — Heo(ug) — DHe(ug)[u — ug] > Cllu — uol|? fiir alle u € X,
fiir eine Konstante C' > 0.

iv.) Finde eine Norm || - || so, da} He an der Stelle ug stetig ist.
Wenn die Schritte i.-iii.) durchgefithrt werden koénnen, gilt fiir jede Losung

lu(t) — uoll* < éch(U(t)) — He(uo)l,

Schritt iv.) impliziert, dafl fir jedes k > 0 ein § > 0 so existiert, dafi aus ||u(0) — up| < d
die Ungleichung ||u(t) — ug|| < & fiir alle ¢ > 0 folgt, d.h. ug ist nichtlinear stabil.

THEOREM 2.11. Es sei W* ein Equilibrium von (2.3), das punktweise durch eine Funk-
tionenschar (. (€))zcq im folgenden Sinn gegeben ist:

o) = [ glev)ole WE) + 300 derv)
(e,v)ER2

und

o p(x,e) >0 fir alle (z,e) € (2, R)

® [icmere P, W(e) + 38v%) d(e,v) = 1 fiir alle x € Q.

Wir setzen ¢*(e,v) := @(x, W(e) + 36v?). Die Funktionenschar ¢ erfille auferdem:

i.) ¢a(-) € C((0,00)),

Oep(x,€) <0 fir e € [0, Fnax()); @(x,e) =0 fiir e ¢ [0, Emax (7)),

SUD [P (2, o0 Emaxtan) < 0

Supaegpm( ) < 0.
e

ii.

) ¢
)
iii.)
iv.)

43



Dann ist der durch p, definierte stationdre Zustand im folgenden Sinn nichtlinear stabil:
Fiir jede Konstante Cy; > 0 existiert Cy > 0 so, daf fiir alle Anfangsbedingungen Wy €
Y?(Q,R?), die eine Dichte 1o mit ||[tho]| L=(axr2) < Ci haben, die Abschitzung

1@ (100) — ™[ 72 (qupe)
< 02{} [(Wo =0, W(e) + 560*) ]| + [0 — || 1 (xrey + da(Wo, ‘I’*)2}

gilt. dy ist die in Definition 1.6 erklirte Metrik auf Y?(Q,R?).

BEMERKUNG 2.12. Wir haben in Satz 2.6 bereits nachgewiesen, daf§ es sich bei U* tatséchlich
um ein Equilibrium handelt. Das obige Ergebnis konnen wir nur fiir Anfangszustdnde und
Storungen W beweisen, die durch eine Dichte ¢ mittels (¥, g) = fy€R2 U(y)g(y) dy gegeben
sind, weil

i.) (W) nur definiert ist, wenn W eine Dichte ¢ hat und
ii.) auf die Voraussetzung ||4; || Le(q) < 0o nicht verzichtet werden kann.

BEWEIS. Wir definieren 6,(¢) := —foc 0, (s)ds mit ;1 [0,0,(0)] — [0, Emax(T)].
Hierbei verwenden wir, dafl min.cg W (e) = 0 ist. Es ist klar, daf§ die Ableitungen von 6
nach ¢ den folgenden Gleichungen geniigen:

i) 0,(¢) = —¢3'(¢),
i) 03(C) = — oy
Wir setzen 6,(¢) zu 6, € C*(R*) auf R* fort durch 6”(¢) = 6"(0.(0)) = ————1— =

 ehler (ea(0))
—w%(o) fiir ¢ > .(0). Aus den Voraussetzungen ii.) und iii.) folgt:

1
/! > _ — 0
e inf{0..(e)] 0 < e < Epax(x),z € Q} ¢ € (0,00)

und somit gilt 6(¢) — 6(¢) — 6'(Co)(¢ — ¢o) = £[¢ — Gol? fiir ¢ und ¢ > 0 wegen des
Taylorschen Satzes. Durch den Grenziibergang (y — 0 sieht man, dafl die Ungleichung fiir
alle ¢, (o > 0 gilt.

Da die Divergenz des Vektorfeldes (v, —%(0(5) — k)T diberall 0 ist, ist fiir alle (t,2) €
R x 2 der LosungsfluB ¢, , maBitreu. Also erhalten wir zu jeder Anfangsbedingung ¥, mit
Dichte 1y die Losung ¥, des Cauchy-Problems (2.3), indem wir ¢y mit ¢; transportieren:

Ytz e,v) = o(t, z, gb;;(s,v)). Wir definieren

cwy= [ owemden).

Wegen der Mafitreue von ¢, ist C'(¢0) neben der Energie E3(1)) eine weitere Erhaltungs-
grofe. Wir setzen He(v) := Eg(¢) + C(v). Fiir die so definierte ErhaltungsgroBe kénnen
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wir die Schritte ii.) und iii.) durchfithren und erhalten

HL(6) — B0
[ [ e+t -+ o0 - o)

(e,v)ER2

— %p[[(\lf,w C(U,v)— (T*0)C(T*"v) ]

(. J

~
=0 da ¥* ein Equilibrium ist

2| [ e w0 + 0l + 3o - )+ Elo - v )

(e,v)ER2
— %p (U, v)C (\If,v>]]

| [ e dmnw e - e + 380w - v+ Sl - v )
(e,v)ER2

—Lp (W v)C (¥, wﬂ

J

-~

>0
CQD * |12
Z?W — V|72 xr2)-

Es gibt viele Normen, beziiglich derer H¢ stetig ist. Wir geben eine mdogliche Wahl an
und fithren damit Schritt iv.) durch.

|Hc(¢) - Hc(¢*)|
_ ' [fiyese (W0 + 38008 — ) + 6() — 6(0") die. )] — oL, )€ (0. 0)]
< |[(Wo — 9", W(e) + 380") ]| + Livo — 4~ 1(xre) + 5lICHda(Wo, ¥°)?,
wobei L := sup {|0'(¢)| } ¢ € [0, max {||t*|| oo axre), [P0l L(axr2) }] } ist. Damit erhal-
ten wir die folgende Abschétzung:
6= 0 e < 2{ 1100 - 0 (6) + 3607
FLINo = ey + $1C1 (B0, )

und haben somit die Behauptung gezeigt. O

3. Numerische Simulation

In der Literatur werden vor allem Partikelverfahren genannt, um Transportgleichungen
wie das Vlasov-Poisson-System zu simulieren, siche z.B. [G196], [NWT2]. Wegen der
strukturellen Ahnlichkeit dieses Systems mit der aus dem mikrokinetischen Modell her-
geleiteten Evolutionsgleichung fiir Youngsche MaBle (2.3) liegt es nahe, diese Gleichung
mit einer Partikelmethode zu integrieren. Wir konstruieren ein Verfahren und zeigen, dafl
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die Naherungslosung im starken Sinn gegen die exakte Losung konvergiert. Das Verfahren
wird angewandt, um das Konvergenzresultat in Theorem 2.8 zu verifizieren: Wir erhalten
anstelle der theoretisch berechneten Konvergenzrate von t2 sogar t~!. Falls allerdings
p > 0 zugelassen wird, ist die Konvergenz gegen ein Equilibrium nicht mehr nachweisbar.
Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir 0.B.d.A. an, dafl § =1 ist.

Wir bezeichnen ein Young-Maf§ U” als elementares Young-Maf8, wenn es eine endliche
Partition von 2 so gibt, dal U" auf allen Partitionselementen konstant ist. Es sei ¥, €
Y?(Q,R?) eine zulissige Anfangsbedingung in Y?(Q2, R?), die durch eine Folge von ele-
mentaren Young-Mafen (U%),~o im starken Sinn approximiert wird, d.h. es existiert eine
Folge von Partitionen (wlh)l-zlm Imax(h) VOI £ und eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien
(/.Lgi)i<lmax(h), so daB fiir alle b > 0 gilt: W' =37,y nug’ und limy, o da (W, ¥§) = 0.
Wir nehmen 0.B.d.A. diam(w) < h an. Da ®;(¥}) fiir ¢ > 0 im allgemeinen kein elemen-
tares Youngsches Mafl mehr ist, projizieren wir die Dynamik auf die Menge der stiickweise
konstanten Youngschen Mafle. Wir erkléren fiir A > 0 den Orthogonalprojektor

m Q) - 1AQ) e Y Xw][fd:v

1<Imax(h)

und damit die diskretisierte Gleichung

(2.13a) UM = — divi, {\11 : <U, —%(o(e) - k:h)>T} :
(2.13b) k= mB(¥" o).

Die globale Existenz, Eindeutigkeit und Regularitit der Losungen von (2.13) erhélt man in
vollkommen analoger Weise wie fiir das unmodifizierte System (2.3). Insbesondere gilt die
Abschitzung in Theorem 2.1 auch fiir die Losungen von (2.13). Da k" fiir alle i < Iyax(h)
auf w; konstant ist, ist auch der Raum der auf w; konstanten Youngschen Mafle invariant
unter dem durch (2.13) definierten Losungsoperator ®" € C'(R x Y2(€,R?), Y?(Q, R?)).

Die Menge der endlichen Konvexkombinationen von Deltadistributionen liegt dicht in
PM*(R?) (siehe [Ra91], S. 113). Wir konnen also die WahrscheinlichkeitsmaBe (14 )i=1.. 1
des Anfangszustandes ¥} mit Konvexkombinationen ZJTTX %15 i beziiglich der Wasser-
steinmetrik beliebig genau approximieren. Dabei setzen wir 1mphzlt voraus, dafl Jmax, Vij

und yéj von einer vorgegebenen Zahl x > 0 so abhéngen, daf3

Imax Jmax 2\ 1
(3 votten [ aw (s Yot )] ) <
i=1 =1

ist, ohne dies jedoch explizit in der Notation zu vermerken. Die diskrete Struktur des
Anfangszustandes wird von der diskretisierten Gleichung (2.13) erhalten:

P} <Z Xeoi Vi 0,0 ) =) X YisOyii 1),
i i
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wobei 3% (t) als Losung des gewohnlichen Differentialgleichungssystems

ij
Yo

(2.14) y” = < _U(yiﬂ') + m,B [Z” Xwi%'ja(yij)}

) , y9(0) = yg

definiert ist. Gleichung (2.14) kann nun mit einem beliebigen Integrationsverfahren fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen numerisch geldst werden.

THEOREM 2.13. Es sei U € Y2(Q,R?) ein zulissiger Anfangszustand, dann gibt es ei-
ne Konstante C > 0, die von W° abhdngt, so dafy fiir alle h > 0, fiir alle Partitionen

(Wi foae(ny von Q mit max  diam(w) < h und {y§' } i<tme C R? gilt:
’LSImaX(h) F<Jmax

d2 ((ﬁt(\ljo)g (b?(\ljg)) < C¢e3(€+|‘3|‘lip(0))le . (h + d2 (\1109 \Ijg)) ,

wobei Wi =37, Xwi%-jc?yéj, O! (Tl = D i XewiVigOyisry und yY(t) die Lisung des gewdhn-
lichen Differentialgleichungssystems (2.14) ist.

Fiir den Beweis benétigen wir noch ein wohlbekanntes Lemma, das mit der Poincaré-
Ungleichung bewiesen wird.

LEMMA 2.14. Es sei Q = (a,b) CR und u € H'(Q), dann gilt:
u(z) — u(y)] < V]z —ylllu]| 2
BEWEIS. |u(y) —u(z)]* = | [P/ (¢) dt]* < |z —y| [ ]u/ ()] dt. O

BEWEIS VON THEOREM 2.13. Wir verwenden das iibliche Beweisschema, um die Kon-
vergenz des numerischen Verfahrens zu zeigen: Konsistenz und Stabilitét implizieren Kon-
vergenz. Fir die Losung ®4(Wy) definieren wir in diesem Beweis ¢; als den Fluf§ des
dynamischen Systems

e=v, 0=—0(e)+ B(P:(Vy),0),
und analog ¢" als Flul des modifizierten Systems
e=v, 0=—0(c)+mB{(®}(Vo),0).
Konsistenz von 7, B mit B: Wir zeigen, dafl es eine Konstante C' > 0 gibt, so

daB ||(Id — m) B||Lin(z2(0),22(0)) < Ch ist; dieses Ergebnis beruht wesentlich auf der
47



Glattungseigenschaft von B.

(e -viae) (52

2 2
d:v)

][ "dz' — u(x)
2/ Ew;

< (Z/ (\/diam(wi) ||u'||Lz(wi)) d:v) wegen Lemma 2.14
~ J s \ e ——r
i VR

2
<\/_(Z vol(w;) ||u’ ||L2(wl ) < h|u'|| 2.

<h

Die L*(Q2)-Norm von d,(Bu) kann durch die L?(Q2)-Norm von u abgeschéitzt wer-
den. Der einfachste Zugang dazu ist, u in eine Fourierreihe zu entwickeln und die
Fourierkoeffizienten von Bu abzuschétzen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dafi B so-
wohl im Dirichletfall, als auch im Neumannfall selbstadjungiert ist. Im Dirichletfall
ist das Spektrum spec(B) = {1} U {p+ﬁ]27r2

jeN }, die Eigenfunktionen sind

(cos(jmx))jen,. Analog gilt im Neumannfall: spec(B) = mit

Y R
{ p+B(+3)2m
den Eigenfunktionen (cos((j + 3)mx));en,. Damit ist ||0,Bul| < ||)\||Loo(R+ ||| 2

mit A(j) = pfg;éwz. Das absolute Maximum von A ist durch <j = ﬂﬁz A= ﬁ>

gegeben. Durch diese Rechnung haben wir ||(Id — 74) B||Lin(z2(©),22(0)) < \/%h be-
wiesen.

Stabilitdt: Wir miissen da(Wo, ®+(¥y)) kontrollieren, allerdings ist die Abschétzung
in Lemma 1.10.iii nicht gut genug fiir die Behauptung des Theorems, daher beweisen
wir mit der Gronwallschen Ungleichung hier eine schérfere. Es ist

;

+/0 I{®o(dy), |=0(y2) + a0 + B(¥o(dy), 0(42) — 00)[) || 2 () ds + too(1 + || B])

1 (Wo(dy), |o:(y) — yl) ||L2(Q)
_ ! Gs2(y) — Y2 + 12 5
_' <\Ifo(dy), /0 ( o bur(y) 4 By 006) )d

S/O (+ 1Bl lip(e)) - | {Yo(dy), |¢s(y) —yl) || ds

L)

(2.15)

= [(Wo(dy), |6e(y) — Yl 20y < Ce@HIBINRE!
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mit C = (1+]|B]|)(lip(o) (Wo(dy), ly|) 4+ 00). Somit konnen wir den Fehler abschéitzen, der
durch das Diskretisieren im Laufe der Zeit entsteht:

do(®4(Vo), @ (Vo)) = || sup (Wo,g0 ¢ —go¢})
lip(g)<1

! ¢S,2 - ¢?,2
S/0 <\I]0’ ( —Uo¢s,1+00¢?,1 >>

< / W0, 165 = 2D oy + 101 = m)BI | (Zo, 0 0 65.1) |20

+ |muBI| | (o, |00 sy — 0 0 ¢21|> Iz2() ds.

< |[{Wo, [¢¢ — ¢?|>HL2(Q)

L)

‘|‘HB Vg, 00 ¢s1) —7ThB<\Ifo,UO¢ ds

L2(Q)

2@

Der zweite Summand kann aufgrund der Stabilitdtsungleichung (2.15) kontrolliert werden:

1 (Wo,0 0 ¢1) || < || (Wo, |o 0@ —al) || + [ (Lo, 0) ||
<lip(a) (I (Lo(dy), |o:(y) — yl) | + | (Toldy), [y]) |l 22()) + o0
< lip(0)CePHIBIN@N 4 1ip(5) (Wo(dy), y|) + oo.

Daraus folgt wiederum mit Gronwall
da(P4(Vo), D7 (Vo))

< Chel™Hip@)IBI)E {ce@“'\lfﬂhp@ +lip(o) (\Ifo(dy),|y|>+ao}.

Indem wir C := C(lip(¢)C + lip(c) (Wo(dy), ly|) + 00) wihlen, erhalten wir
(2.16) do (B4 (), DI (V) < ChePEHIPIBD?

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun den Beweis abschliefen. Wegen (2.16) erhal-
ten wir mit der in Theorem 2.1 definierten Konstante Cy 1:

dy (®1(Wo), @7 (V7))
<dy (®:(¥o), B} (Vo)) + da (D7 (), B} (V7))
< max{g, 02,1}63(””8”1@(”)” (h+dy (W0, ¥7)).

O

3.1. Numerische Ergebnisse. Wir iiberpriifen die Tauglichkeit des hier entwickel-
ten numerischen Verfahrens, indem wir versuchen, die Langzeitdynamik zu simulieren.
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.8 konvergiert ®;(Wy) fiir ¢ — oo im schwa-
chen Sinn gegen ein stationédres Youngsches Mafl W>°. Als Indikator fiir die schwache
Konvergenz dient die skalare Mefigrofie L(t) = u|,—1 = fo e(t,z)dx. Es ist zu beriick-
sichtigen, dafl die Langzeitdynamik der numerisch berechneten Losungen immer davon
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dominiert ist, dafl sie auf einen endlichdimensionalen Unterraum beschrankt ist. Die nu-
merische Losung ®!(¥%) kann daher nicht schwach konvergieren. Je héher die Dimension
des Unterraumes gewahlt wird, desto stéirker tritt die unendlichdimensionale Dynamik in
den Vordergrund. Dies ist bei den verschiedenen Simulationen fiir unterschiedliche Werte
von n := 3 gut zu erkennen. Fiir die weiteren Variablen wurde W (e) = (> —1)2, vy = 0,
go(r) = V2+z, p = 0und 3 = 1 gewihlt. Als Integrationsformel fiir die gewthnliche Diffe-
rentialgleichung wurde die implizite Mittelpunktregel verwendet. Sie hat die Eigenschaft,
die Energie fiir ldngere Zeitrdume weder stark zu verringern noch zu vergroéflern, sondern
innerhalb einer verniinftigen Schwankungsbreite um den Anfangszustand zu belassen. In
allen Simulationen wurde die Zeitschrittweite 7 = 0.1 gewéhlt, in den Schaubildern ist
auf der Abszisse die Zeit t und auf der Ordinate L(t) abgetragen. Da W symmetrisch ist
und die Energie des Anfangszustandes oberhalb des kritischen Punktes von W liegt, ist
lim;_, L(t) = 0. Aufgrund der schnellen Oszillationen in der Zeit wirkt der Graph von
t — L(t) stellenweise flichig. Die Ergebnisse der numerischen Integration zeigen, daf in
Theorem 2.8 die Konvergenzordnung nicht richtig eingeschétzt wird: Anhand der Steigung
der oberen Begrenzung in der doppelt logarithmischen Darstellung kénnen wir ablesen,
daB L(t) wie t~! und nicht wie ¢~ konvergiert.

1 1 : .
0.1 0.1
0.01 0.01
0.001 0.001
1 1
0.1 0.1
0.01 0.01
0.001 0.001
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0.1

0.01

0.001

10 100

Um zu iiberpriifen, ob fiir p > 0 eine dhnliche Langzeitdynamik vorliegt, wurde dieselbe
Anfangsbedingung fiir verschiedene Werte von p iiber einen festen Zeitraum integriert. Die

Ergebnisse geben keinen Hinweis auf eine allm#hliche Annéherung an einen stationéren

Zustand,

0.1

0.01

0.001

wenn t gegen unendlich strebt.

L(t), n = 2000, rho = 0.01
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KAPITEL 3

Das viskos gedampfte Modell

Wir wenden in diesem Kapitel einige der anhand des mikroskopischen Modells entwickel-
ten Ideen auf die viskos geddmpfte Wellengleichung

(3.1) i = 0, (0(0pu) + fO,1) — au,
U|t:0 = Uo, Zl|t:0 = Yo, U|z:0 = U|z:1 =0,

an. Die grundlegenden Eigenschaften von (3.1), wie die Dissipationsrate und in unserem
Zusammenhang wichtige Ergebnisse, wurden in Kapitel 1 zusammengefafit. Die Resultate
in [BHJPS91] und [FM96] besagen, daf keine Losung von (3.1) schnelle rdumliche Oszil-
lationen entwickeln kann, da die viskose Ddmpfung die Energie zu schnell aus dem System
extrahiert und somit kein Youngsches Maf3 generiert werden kann. Wir werden das Lang-
zeitverhalten von Losungen analysieren, die von Beginn an hochoszillativ sind. Wie im
vorangegangenen Kapitel leiten wir dazu eine Evolutionsgleichung fiir regulare YM-Losun-
gen her. Fiir das viskos geddmpfte Modell wurde die Existenz von YM-Losungen schon
in [FBS94] gezeigt. Allerdings ist der Ansatz auf polynomiale Verzerrungsenergiedichten
W beschrankt. Die Dynamik von YM-Loésungen wird dort durch eine Evolutionsgleichung
fiir den unendlichen Vektor aller Momente des Youngschen Mafles definiert. Unser neuer
Zugang ist fiir allgemeine Funktionen W erfolgreich und setzt auch nicht voraus, dafl alle
Momente der YM-Losungen existieren.

Nach den Vorarbeiten kénnen wir die Menge aller stationédren Young-Mafle charakteri-
sieren und nachweisen, dafl das Langzeitverhalten von YM-Losungen analog zu dem der
klassischen Losungen ist: Falls die verallgemeinerte Anfangsenergie gering ist, konvergiert
jede Losung gegen ein Equilibrium, das eine dhnliche Bauart besitzt wie die klassischen
stationdren Zustdnde. Wir fithren nun einige Bezeichnungen ein, um die spezifischen De-
tails unserer Vorgehensweise zu erldutern. In [Pe87] wird die Gleichung (3.1) in ein Sy-
stem transformiert, das aus einer parabolischen und einer hyperbolischen Gleichung mit
Wellengeschwindigkeit 0 besteht.

p = BOp+ o (%[}H CI]) —Bip+4q), §=-ma0 (%[}H CI]) + Ba(p+ q).

Wie im vorangegangenen Kapitel ist 7, die Orthogonalprojektion auf die Funktionen in
L?(9Q) mit Mittelwert 0 und B, ein kompakter und linearer Operator. Nur die hyperboli-
sche Gleichung fiir ¢ gléttet schnelle Oszillationen nicht weg. Aus diesem Grund kénnen
nur in dieser Komponente YM-Losungen erwartet werden. Das erweiterte System lautet
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daher:
(3:2a)  p=Bdhp+mo(5lp+]) — Balp + (a)),
@:20) =0, {w(o(p+a)—k)} mitk- /0 (o(Llp+ D)dz + Ba(p + (0)).

Wir beweisen die globale Existenz und Eindeutigkeit im Phasenraum H!(Q) x Y2(Q2,R),
wobei YZ2(Q,R) = Y?(Q,R) N {¥ : [(¥(dg),q)] = 0} ist. Im Unterschied zum mikro-
kinetischen Modell liegt hier eine weitere Schwierigkeit darin, dafl sich eine Komponente
parabolisch verhélt und daher den Einsatz der Methoden in [He81] erfordert. Die Haupti-
dee besteht darin, Gleichung (3.2b) fiir gegebenes p(t, ) zu lésen. Da k von W abhéngt,
stellt dies ein nichtautonomes quasilineares Problem dar, das wir analog zu der im vor-
angegangenen Kapitel ausgefithrten Fixpunktiteration in £ l6sen. Somit erhalten wir die
von p abhéngige Losung W(t). Der vollstindige Existenzbeweis ergibt sich, indem wir
diese Iteration mit der klassischen parabolischen Theorie fiir (3.2a) kombinieren. Zum
Schlufl zeigen wir, dafl die YM-Losungen in der schwachen Topologie stetig von den An-
fangsbedingungen abhingen. Somit sind unsere reguldren YM-Losungen dieselben wie in
[FBS94| (siche Theorem 3.6).

Die anschlieflende Analyse des Langzeitverhaltens ist durch die Vorgehensweise in [Pe87]
und [FM96] gepriigt. Es treten jedoch wichtige Unterschiede bei den von uns konstru-
ierten YM-Losungen auf. Nichtsdestotrotz scheint der hier vorgestellte Konvergenzbeweis
kiirzer zu sein. Die wichtigste Eigenschaft von (3.2) ist die verallgemeinerte Dissipations-
identitét

Eulpl0) 9(0) = Eulpn, )~ [ [ (500000207 + 2V (o) 6,0 )

die als neuen Term das Integral iiber die Varianz der Spannung o enthélt:
V(o) =(o(zlp+1)%) = (o(zlp+ )"

Somit kénnen wir zeigen, daB fiir t — oo die Summe ||p(t)||z1 + || ((o — k)?) (¢)|| 1 ge-
gen 0 konvergiert. Dies impliziert die Konvergenz der Phasenanteile (die Masse in einer
kleinen Umgebung von z1, 2o und 2o und der Verzerrung ¢ = (p + (q))/). Der letzte
Schritt, der die Konvergenz von k nach sich zieht, beinhaltet eine einfache Beschreibung
der Gleichgewichte und eine kurze Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen (siche
Lemma 3.15). Somit kann die Verwendung des komplizierten ,refined comparison prin-
ciple“ in [FM96] vermieden werden. Aus diesen Konvergenzen folgt, daf8 alle Losungen
mit geringer Anfangsenergie im starken Sinn gegen einen stationédren Zustand (0, ¥*°)
konvergieren.

Auch in diesem Modell konnen die Mikrostrukturbereiche in endlicher Zeit weder ver-
schwinden noch entstehen. Aus einem Argument in [BHJPS91] folgt jedoch, daf der
Langzeitlimes die Mikrostruktur des viskosen Modells hochstens vernichten und nicht
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erzeugen kann, somit gilt also Mg~ C My(). Im Gegensatz dazu wurde im vorangegan-
genen Kapitel gezeigt, wie im mikrokinetischen Modell Mikrostruktur entstehen kann.
Zum Schlufl verdeutlichen wir den Zusammenhang zwischen Young-Maf-Losungen und
der Existenz eines Minimierers fiir das Energicfunktional Go = [ o Su’+W(0yu) dz, indem
wir eine Folge (U8),en C Y2(Q,R) mit den folgenden Elgenschaften angeben:

i.) Fiir alle n € N gilt: limy_.o, Go(®(VF)) = 0.
ii.) Es existiert eine klassische Funktion £* € L*(Q) so, dafl lim,, . d2(de+, U2) = 0 ist.

Die Tatsache, da8 fiir alle klassischen Anfangsbedingungen y° € [L?(Q)]? die Ungleichung
limy o0 Go (®:(6,0)) > 0 gilt, bezeichnen wir als dynamische Nichtminimierbarkeit von
Go beziiglich der Gleichung (3.1). Durch die Folge (¥§),en ist klar, da8 die dynamische
Nichtminimierbarkeit keine generische Eigenschaft des viskos geddmpften Modells ist,
sondern lediglich auf die unzureichende Auswahl an Anfangszusténden zuriickzufithren
ist.

1. Existenz der Dynamik

1.1. Die Pego-Transformation. Fiir die Untersuchung von Gleichung (3.1) ist es
vorteilhaft, die sogenannte Pego-Transformation, die fiir & = 0 erstmalig in [Pe87] ver-
wendet wurde, einzusetzen. Wir bezeichnen hier mit v(t,x) die Verschiebungsgeschwin-
digkeit (¢, ) und nicht die Verzerrungsgeschwindigkeit 0,%(t,z) wie in Kapitel 2. Es

p(t,x):/ (t,2") da’ —/ / (t,2') dx’ d:n—ﬂa/ v(t, o) dx’,
0

q(t, x) = BOu(t, x) — p(t, ).

H}(Q) ist der Hilbertraum der Funktionen f € H'(Q2) mit f(0) = f(1) = 0. Es ist
wohlbekannt, da§ die Pego-Transformation P : Hy x L2 — H}! x L? : (u,v) — (p,q) ein
stetiger Isomorphismus zwischen Banachridumen ist. Nach dieser Transformation nimmt
das System (3.1) die folgende Gestalt an:

ist

(3.30) p= Ap+ o (%@o ; q>) _Bup+q). p(0, ) = pola),
(3.30) pR— (%<p+ q>) L Balp+q), 1(0,2) = go(a).

Hier ist A : D(A) C L3(Q) — L2(Q) der unbeschrinkte Operator, der durch D(A) =
HZ 5(€2) und
(3.4) Au = BO2u

erkléart ist, wobei wir fiir die Definition von H, 3,8(9) auf Kapitel 2 verweisen. Der kom-
pakte Operator B, : L2(Q) — L3*(Q) ist durch h = B,g definiert, h 16st das elliptische
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Randwertproblem
Ozh = %g; he H:5(Q), g € Ly(Q).

Wir betrachten System (3.3) im Phasenraum H}!(Q) x L2(Q).

Ein wichtiger Gesichtspunkt dieses Systems ist das parabolische Verhalten der p-Gleichung.
Die ¢-Gleichung ist hingegen hyperbolisch mit Wellengeschwindigkeit 0 und erzeugt kei-
ne Dissipation. Somit kénnen die Losungen des Systems nur in der g-Variablen schnell

oszillieren.

1.2. Globale Existenz und stetige Abhingigkeit vom Anfangszustand. Wir
zeigen nun die globale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen des folgenden Systems
in H1(Q2) x Y2(Q,R):

(352)  p=Ap+(o)—k, p(0,2) = pola).
@sb) b=, {(c(3p+0)-k)r},  W0.)=W() e YAQR),

mit k = B,(p+ () + [{o)], wobei Y2(Q,R) = Y2(Q,R)N{V : [(¥(dq),q)] = 0}. Um die
Notation zu vereinfachen, schreiben wir meistens (o) anstelle von ( ¥(dg), U(%(p(t, x) + q))>;
bei dieser Schreibweise tritt allerdings die Abhéngigkeit des Ausdrucks (o) von p nicht
mehr explizit in Erscheinung. Analog ist (W) definiert. Gleichung (3.5b) erfiillt fir fe-
stes k,p € C([0,T], L*(Q)) die Voraussetzungen von Lemma 1.10. Wir setzen in diesem
Kapitel ¢ = %. In den weiteren Ausfithrungen greifen wir auf die Resultate in [He81]
zuriick.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz wird wieder mit dem Banachschen Fixpunktsatz
bewiesen. In diesem Fall wird das Youngsche Mafl nicht von einer, sondern von zwei
Funktionen (p, k) erzeugt, was den Beweis etwas komplizierter macht. Wir benotigen zwei
Funktionale

(0)(2) = S(p, W)(2) = (W(w,da), o (4(p(x) +)) und

k(z) = K(p, ¥)(x) = [{0)] + Balp(-) + (¥ (-, dq), ¢))(x).

Dies definiert uns eine Abbildung (S, K) : H} () x Y2(Q,R) — L*(Q) x L*(Q2). Unser
Beweis verlauft nun folgendermaflen:

Fiir gegebenes p € C([0,T], H}(Q)) 16sen wir die Gleichung (3.5b) iterativ nach ¥, dies de-
finiert uns eine Abbildung ¥ = 7 (p) von C([0,T], H}(R2)) nach C([0, 7], Y2). Wir miissen
jedoch nur ((¢) ,k) = T (p) = (S, K)(T(p),p) kontrollieren. Genauer gesagt, erhalten wir
die Abschéitzung

(3.7) 17 (o) = T ()l 2crsz < C(T) 1 — pall 2

Als néchstes definieren wir einen Losungsoperator fiir Gleichung (3.5a) in C'([0, T, H())

(3.6)

bei gegebenem g = (o) — k, indem wir den Beweis fiir Theorem 3.3.3 in [He81] fiir unser
Problem passend modifizieren. Dies definiert uns einen linearen Operator p = R(po, g)
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von H! x C([0,T],L?) nach C([0,T], H!). Die endgiiltige Iteration wird schlieBlich in
p in der Form p,y1 = G(pn) = R(po, 7T (pn(+))) durchgefithrt, die explizite Darstellung
befindet sich im Beweis zu Theorem 3.6. Die Vorgehensweise bis hierher definiert uns
eine milde Losung in C([0, 7], H'(Q)). Wir beweisen a posteriori, da§ die milde Losung
in der Tat eine starke Losung ist, indem wir nachweisen, dafl p € C*((0,T7], L*(Q)) ist.
Es kann leicht gezeigt werden, dafi (¢) und k diese Regularitit erben. Somit folgt aus
Theorem 3.2.2 in [He81], dafl p eine starke Losung ist. Erst diese Regularitit erlaubt es
uns, die verallgemeinerte Dissipationsrate im néchsten Kapitel herzuleiten.

Wir studieren fiir gegebenes p(t, x), k(t, z) Gleichung (3.5b); in diesem Fall entkoppelt die
gewoOhnliche Differentialgleichung iiber x € 2.

LEMMA 3.1. Sei T > 0 beliebig. Fiirp € C([0,T], HX(Q)) existiert eine eindeutige Lisung
U von (3.5b). Auflerdem gibt es Konstanten T > Ty > 0, C' > 0 so, daf§ die folgenden
Abschdtzungen auf [0, Ty| gelten:

i) <o) () = (@) (P*)lz2 < Cllp" — Pl 22,
ii.) Ik(p") — k(p*)lm> < Cllip" = Pl 2

BewEIs. Wir konstruieren die Losung von (3.5b) mit dem Banachschen Fixpunkt-
satz und leiten danach die behaupteten Abschétzungen her. Dazu bezeichnen wir mit
U = Q(p, k) den Losungsoperator der nichtautonomen linearen Gleichung (3.5b), wenn
p und k fest sind. Somit ist wegen Lemma 1.10 die reguldre YM-Losung W(¢) eindeutig
durch den Transport von Wy mit dem FluB ¢? der gewdhnlichen Differentialgleichung
qg = —0(%((] + p(t, x))) + k(t, ) gegeben: (U(t,x),g) = (Uo(x), g0 ¢y (x,-)). Dies defi-
niert uns {(q)(p, k), (o)(p, k) € C([0,T], L*(Q2)). Wir beweisen zunichst die Existenz von
Cy(T),Cy(T) > 0, limp_o C1(T) = 0 mit der Eigenschaft:

@) (@', k") = (@) (0*, k)2 < CU(T) {llp" — 17112 + k" — K=}

. o) (B &) = (o) (0 K222 < Callp” = p*lle + CL(T) K" — k2|12

Q

Wir definieren B(p, m1, ma) = [mi] + Ba(p + m2) und erhalten

%H|B(p1> <01> ) <Q1>) - B(p2> <02> ) <Q2>)”|H2

<5 (1 = 2+ e = @) ) + ) = )

(**)

Indem wir p' = p? setzen und (*) in (**) einsetzen, erhalten wir die gewiinschte Kontrak-
tionseigenschaft fiir die Abbildung &k +— B(Q(p, k)) in C([0,T], H?), wenn T hinreichend
klein ist. Der Fixpunkt k* bestimmt mit Lemma 1.10 die eindeutige reguliare Y M-Losung
U, die durch ¥ = Q(p, k*) gegeben ist.
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Wir zeigen nun die Abschétzungen (*):

IHa) (Pl k) = (@) (B, K3l = sup || (o, 6 (a) = 6} ()} 12

te[0,T]

(Lemma 1.10.i) <T'e”" max{¢, 1} (|lpy — i llz2 + |k — k3 [l mr2) -
Ebenso kann der Erwartungswert von o wegen Lemma 1.10.1 wie folgt abgeschétzt werden:
Il (o) (72, k) = (o) (070, k)|

= sup H<\Ifo, o <% <p% + ¢f1’k1(Q)>> d <% <pf + ¢f27k2(g)>>>)

te[0,T]

L2

1.,
< sup S1ip(o) (I} —pfle -+t max{t, 1} (Ipf = ploa + Ik = Kille) -
telo,

Es sei nun (¥, k) eine Losung von (3.5b). Wir leiten die behaupteten Abschétzungen fiir
k und (o) her.
a
(") = &)= Sg(lllp1 =Pz + 1{ar) = (@2) lz2) + Il {o1) = (o2) [l
a
SB(lllp1 = Pllzz + CUT)IP" = P*ll2 + CLT)IE" = K[l =)

+ Coflp" = p?llez + CL(T)E — K| e

= (§+ 50+ ) =2+ Gl (G4 1) IK = K

Wir wéhlen T' > Ty > 0 so, dafl C1(Tp) < % ist, damit gilt:
24+ gC’l(T'(]) + 02
5" = k@)l < 22

Ip" = p?[l 2
1— C\(Ty) (% + 1)

O

Wir weisen nun nach, dal die Losungen, die im vorangegangenen Lemma konstruiert
wurden, die zeitliche Regularitéit von p erben.

LEMMA 3.2. Esseip € C([0,T], L*(2)) lokal Hélder-stetig und (¥, k) € Y*(Q,R) x L*(Q)
die Losung von (3.5b). Dann haben die Erwartungswerte (q) und () die folgende zeitliche
Regularitit in L*(Q):

i.) (q) ist lokal Lipschitz-stetig und
ii.) (o) ist lokal Hélder-stetig.

BEWEIS. Fiir t > s gilt wegen Lemma 1.10.iii
| (W(dg) — Vi(dq), q) || 2) < |l (Yo [dr — s |20
< €Wt~ | (411 {¥o(da). lal) 2@ + o0 + sl + I+l2)
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Ebenso erhalten wir
(o (5 + 6 ) = (o (5ls) + 6.(1) )|

<C{lp(t) = p(s)ll L2 + | (Po. [dr — Ds) 12 } -

Aus diesen Abschétzungen folgen sofort die behaupteten Stetigkeitseigenschaften. O

=

L2(Q)

~—

Wir zitieren noch einige Resultate aus [He81] und [Pa83], um zeigen zu konnen, daf die
Losungen fiir die parabolische Gleichung starke Losungen sind.

SATz 3.3 ([Pa83], S. 110, Theorem 3.1). Es sei A der infinitesimale Generator einer ana-
lytischen Halbgruppe T'(t) und es sei f € LP([0,T],X) mit 1 < p < co. Wenn u eine milde
Lésung von t = Au+ f(t), uw(0) = x ist, dann ist u fir jedes € > 0 auf [e,T]| Holder-
stetig mit Exponenten (p—1)/p. Wenn aufferdem x € D(A) ist, dann ist u mit demselben
Ezxponenten auf ganz [0, T] Holder-stetig.

SATZ 3.4 ([He81], Theorem 3.2.2). Es sei A ein sektorieller Operator in X, x € X, f :
(0,T) — X lokal Holder-stetig und [ ||f(t)|| dt < oo fiir ein p > 0; dann ist durch

t
u(t) = ez +/ A9 f(s) ds
0

die eindeutige starke Liosung u fir das Anfangswertproblem @ = Au + f(t), u(0) = =z,
gegeben.

SATZ 3.5 ([He81], Theorem 1.4.3). Es sei A sektoriell und der Realteil R(spec(A)) <
0 < 0. Fir jedes a > 0 existiert C,, < 00 so, daf firt > 0

H(_A)aeAt | S C«atfaeét

ist. Wenn auflerdem 0 < a <1 und z € D((—A)%) ist, dann gilt

[ = 1) el < 20 at ()]

Nun haben wir die Hilfsmittel beisammen, um die globale Existenz der Losungen von
System (3.5) zu beweisen. Aulerdem erhalten wir die stetige Abhéngigkeit der Losungen
vom Anfangszustand.

THEOREM 3.6 (Globale Existenz und stetige Abhéngigkeit vom Anfangszustand). Fiir je-
den Anfangszustand (po, ¥o) € H(Q) x Y2(Q,R) hat das Cauchy-Problem (3.5) eine
eindeutige Lisung (p,¥) = ®;(po, Vo) in C([0,00), H(Q)) x C([0,00), Y2(2,R)); p st
eine starke Losung von (3.5a) und ¥ eine requldre YM-Losung von (3.5b). Auferdem ist
®,(-,-) fiir festes t > 0 in L*(Q) x Y2(Q,R),, stetig.

BEWEIS. Wir verallgemeinern den Beweis von Theorem 3.3.3 in [He81], um ihn
auf unser parabolisches Problem mit Gedéchtnis anwenden zu kénnen, dabei setzen wir
0.B.d.A. § =1 voraus.
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Es sei e?* die analytische Halbgruppe, die vom unbeschrénkten linearen Operator A ge-
neriert wird, wobei A durch (3.4) definiert ist. Wir erkldren den Iterationsoperator Zr
durch die Formel der Variation der Konstanten:

Te()t) = " pola) + | (o) (5) = ko) .

Es ist klar, daBl Zr den Raum C([0, T, H}(€2)) in sich selbst abbildet. Wir weisen nun die
Kontraktionseigenschaft von Zy nach, wobei C' 1 die in Satz 3.5 definierte Konstante ist.
Wegen Lemma 3.1 ist

1Z2(p1) — Zr(p2) 2

_wp/wws p) - wwmuﬁ+éww@wm—ummws

t€[0,7
< sup / [(=A)2e* | ]l {o) (p1) = (o) (2) |22 + [e(p1) = k(p2) |12} ds
t€[0,7
1
< sup / Cui(t = s) 2 ds{[l (o) (pr) = (o) ()l 2 + Nk(pr) — K (p2)ll 2}
telo0,T] Jo
< sup ~Cy2(t —5)?| 20|||p1 polle.
t€[0,7 5=
Indem wir 7' < min{Ty, 1/(2C1C)?} wihlen, haben wir die Behauptung bewiesen, da
ez < 212 1 ist. Die Wahl Von T wird nicht vom Anfangszustand (po, ¥¢) beeinflufit.

Somit haben wir d1e globale Existenz einer milden Losung fiir alle t > 0 gezeigt.

Aus Satz 3.3 folgt, daf3 p lokal Holder-stetig ist, also konnen wir mit Lemma 3.2 folgern,
daB k und (o) lokal Holder-stetig sind. Somit folgt mit Satz 3.4 (der lineare nichtautonome
Fall), daf8 p nicht nur eine milde, sondern auch eine starke Losung ist. Aus Lemma 1.10
folgt, dal W eine regulidre YM-Losung von (3.5b) ist.

Die schwache Stetigkeit beweisen wir mit Hilfe der Kompaktheit von B,, die die schwache
Konvergenz in L?(2) in starke umwandelt.

Wir bezeichnen mit k*, k%, ¢*, ¢* die von den Losungen erzeugten Kopplungsfunktionen
und Losungsfliisse. Nach der Definition der schwachen Konvergenz in Y?(2, R) miissen
wir zeigen, daf3 fiir alle ¢ > 0 der folgende Grenzwert in L?*(2) verschwindet:

w-lim (U} — 0}, g) = w-lim {(U, 9(67)) — (¥5, 9(})) }

= w-lim (WG — W5, g(67)) + w-lim (G, g(¢7) — 9(¢})) -
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Der erste Grenzwert ist 0 nach Voraussetzung fiir (¥});en, da g(¢*) wegen Lemma 1.10.1
eine Lipschitz-Funktion ist. Fiir den zweiten Grenzwert erhalten wir in der starken Topo-
logie von L*(Q)) wegen Lemma 1.10.ii:

€%, 96D = 9(61)) | 2y < Tinl9) | 165 — e

L>(R) )

12(9)
< tip(g) mac{t, 1}t ([loi = pillo, + 145 = Killo, )
wobei || [la, = ||lc(o.4,12(0))- Somit ist der Beweis vollsténdig, wenn wir gezeigt haben, daf

(p', k%) in der starken Topologie auf L?(2) gleichméBig auf [0, ¢] gegen (p*, k*) konvergiert.
Durch die Anwendung der oben bewiesenen Darstellung der Losung p fiir die parabolische
Gleichung mittels der Halbgruppe e erhalten wir:

P} — piollg,
Ik = kil
e (o = ph) + Ji e (W5 0 (0% + 92)) — (Wh o+ 60)) — k2 + KY) s ) '
1Ba 7 + (W5, 67) = b = (W 600 + (W5, 0 (B + 67)) — (W, ol + 65,

| (e = pill + ||y e (W5 — o+ 1)) ds| )
B4l + (¥, 63) — pis — (W, 60l
N ( 5 e (W ooz + 67) — o+ 620) — kit + k) | ) '
| (25,0 +67)) = (¥, ol + 6] (o)

I + I
I3+ 1,4
Unsere Strategie besteht darin zu zeigen, dafl I;, [ = 1...4 durch einen Ausdruck der

i t * i
Form a; + f(] C(ll |||ps’ - ps’|
und C? beliebige positive Zahlen sind, die nur von ¢ abhéngen und a! eine positive reelle

q. T CIk: = kullg, ds majorisiert werden kann, wobei C}f

Folge mit lim; .o a! = 0 ist. Die Konvergenzaussage folgt dann durch Anwendung der
Gronwallschen Ungleichung. Wir setzen K (t) = sup ||e*]].
s€[0,t]

1.: Fiir jedes 0 > 0 ist

t/
B KOl = bl + s [ e (05— w00+ 60,
t’€[0,t] JO

< 0K (t)lip(o) . Hip (&)l 2= 0y (K95, lal) 22 + (%5, lal)] =)

s€[0,t

-5

+ K(0)llpo — pollze + sup / AN (WG — W, 0 (0 + )| 12 ds.
t'eo,t] JO

Der dritte Term kann durch K (t) (;575 |eA(Ws — Wi o (p: + ¢F))|| L2 ds abgeschiitzt

werden. Dieser Ausdruck konvergiert gegen 0, da der Integrand eine Li?, (R)-Funktion
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ist und wegen der Kompaktheit von e®4 punktweise konvergiert, somit ist der Satz
iiber die dominierte Konvergenz anwendbar. Da § beliebig gewéhlt war, strebt Iy
gegen 0.

2.: Wegen Lemma 1.10.i gilt:

I < K(t)

o+ 62) = 00+ 63|y, + K7 = Kl ds

< K(t) /Ot lip(o) ( ]| . mﬂ) +|

< K(1) / ip(o)(1 + te) vk, ds.
3.2 Wir schitzen den dritten Ausdruck dhnlich ab.

1Ba [ + (5, 63 — b — (@5, ¢i] [y

b= Pillg, + lIBa (5 - W5, cbt/

ko = kollo, ds

v =pelg,

— MQ (lip(o)te 4 1)

b= e,

Den Term |[[p* — p'[l,, haben wir bereits in den Schritten 1 und 2 abgeschitzt. Da
B, kompakt ist, konvergiert ||B, (5 — Wi, ¢%)|| 12(0) Punktweise gegen 0. Zusétzlich
erhalten wir durch Differentiation nach s:

d * i *
G [(w - v, 60)]|

< 1Bl ip (@)l (65 <oy (11025 gl oy + 20165 O 220y + ([, a1 |2 ey)

Da (¥(dq),|q|) schwach konvergiert, ist die Norm beschrénkt, also ist der letzte

< Bl 5 = o+ 00+ )
Q

Ausdruck auf [0, ¢] beschrénkt, somit konvergiert der zweite Summand gleichméfig
gegen 0. Fiir den dritten Summanden erhalten wir unter Verwendung von Lem-
ma 1.10.1:

.

‘/ —o(pE+ @) +k +o(pl +¢l) — k:ldsH

|

:tfsel[l(ft] L=®) ] L2(q)
St/sel[lgt]/o lip(o) ( . _piHLz(Q) SHLOO(]R) LQ(Q)) + kS — k’i;HLZ(Q) ds
t
< [ (o) I = pill, + max{iin(o). 1hee o) (1l = v ll, + 1z = £,

Ky — ki |lq, ds.

4.: Da [-]: L*(Q) — L?*(Q) kompakt ist, kénnen wir die analogen Abschitzungen wie
in Schritt 3 durchfiihren.
0
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Wie beim mikrokinetischen Modell miissen wir noch die Konsistenz von (3.5) mit (3.3)

zeigen.

THEOREM 3.7 (Konsistenz). Jede klassische Lisung (p,q) € C([0,T], H:(Q)x L2(2)) von
(3.3) erzeugt durch die Einbettung (p(x),q(x)) — (p(), dq(z)) eine spezielle Losung (p, ¥)
von (3.5).

BEWEIS. Es ist klar, daf§ fiir U = ,(;.,) die Kopplungsterme B, [p(t, z) + (¢)] und [{c)]
mit B,[p(t, z) + q(t, z)] und ﬂa(%(p(t, x) 4+ q(t,x)))] tibereinstimmen. Somit ist Gleichung
(3.5a) dquivalent zu (3.3a). Fiir g € Cyj (R) erhalten wir wegen (3.3b)

d /

77 G021 90)) = Gater, (=0 (5(p(8,2) + ) + k) (1))
=g'(q(t, 2))4(t, 2) + ¢'(q(t, 2)) (o (5(p(t, 2) + q(t, 2))) — k)
=0.

Also ist Gleichung (3.5b) erfiillt. O

2. Langzeitverhalten

Wir untersuchen das asymptotische Verhalten von YM-Losungen fiir Gleichung (3.5). Da-
bei soll die Verzerrungsenergiedichte W zusétzlich zu den Bedingungen i.-iii.) in Kapitel 1
noch die Forderung

iv.) Wi(z1) =W (z2), 21 <0< 29

erfilllen. PEGO zeigte in [Pe87], daf fir a = 0 jede Losung von Gleichung (3.3) ge-
gen einen stationdren Zustand strebt. FRIESECKE und MCLEOD verallgemeinerten das
Resultat auf den Fall a > 0, jedoch ist ihre Methode auf Losungen beschrankt, deren
Anfangszustand geringe Energie hat. Unser Ziel ist es, dieses Resultat zu beweisen, wenn
auch YM-Losungen zugelassen sind. Wir erhalten einen wichtigen Unterschied im Ver-
gleich zum Fall ohne Youngsche Mafle: YM-Losungen kénnen in der Tat die elastische
Energie minimieren, wenn die Zeit gegen unendlich strebt. Der Beweis in [BHJPS91],
der zeigt, dal keine klassische Losung von (3.1) die Energie minimiert, beruht auf der
Tatsache, dafl die Gleichung fiir ¢ asymptotisch autonom ist. Dies impliziert, dafl ¢ gegen
ein schwaches relatives Minimum konvergiert. Aber im Falle klassischer Losungen sind
die lokalen Minima Funktionen, die die Energie nicht minimieren kénnen, wie der kurze
Beweis in der Einleitung von Kapitel 1 zeigt. Dieselbe Konvergenz gilt auch fiir YM-
Losungen, jedoch gibt es hier einen eindeutigen Fixpunkt mit minimaler Energie, z.B.
Upnin = 3 (01 4 0_1) fiir 0(dpu) = (9,u)® — d,u.

Der Konvergenzbeweis fiir klassische Losungen basiert auf der Dissipationsgleichung
L Eo = —p||0:1]2.. Fiir (3.5) erhalten wir eine etwas kompliziertere Dissipationsrate,
sie beinhaltet die Varianz von o, die wir folgendermaflen definieren:

Vo) = <02> — (0>2.
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Da o global Lipschitz-stetig ist, ist V(o) wie Var(¥) eine L'(Q2)-Funktion, falls (p, V) €
L3(Q) x Y2(Q, R) ist.

SATZ 3.8 (Verallgemeinerte Dissipationsgleichung). Wir definieren die verallgemeinerte
Energie

Eo(p, V) = /01 (<W> + %(89529)2 + %u2) dx

mit u(t,z) = [ (p (¢))/Bdz" und o(e) = W'(e). Dann gilt fir Losungen (p, V)
von (38.5) die vemllgememerte Dissipationsgleichung:

1
Eo(p(t), ¥(t)) = Ea(po, o) / / O2p(s,x))* + BV(O‘)(S,ZL‘))dl‘dS.
BEwEIS. Wir erhalten die Identitdat durch Differentiation von E,, nach ¢:
d 1

1 .
= [ )+ @) + u? dr = / 00, W) + (o 55) + (@0)(0up) + v d
0 0

- / (=0 = ko) + (o (92p+ 4((o) = k) ) — (920)3(62p) — (820)((0) — k) + awit da
k(o) + (029) () — BO2D)” — (%) (o) + (D2p)k + it da

—— [ 5t~ (o) + B

wobei @ = 0,p und 0,k = au fiir die letzte Identitdt benutzt wurde. O

I
o\
o

|
I
—
—

R

|
N
S~—

3
~

+

I
—

R
~
o

|
I

2.1. A Priori-Abschitzungen. Ein tiblicher Weg, die Konvergenz von Losungen
dissipativer Systeme nachzuweisen, besteht darin zu zeigen, dafl das Integral der Dissipa-
tionsrate iiber die Zeit beschrankt bleibt. Wenn nun noch die Ableitung des Integranden
beschrinkt werden kann, konvergiert der Integrand gegen 0. Dies ist die grobe Idee des Be-
weises, obwohl wir die Konvergenz eines Youngschen Mafles und nicht nur einer einfachen
Funktion zeigen wollen.

Da die Energie nicht zunimmt, haben wir die folgenden a priori-Abschétzungen:

(3.8) sup [[u(t)|| 2 = sup |[0xp(t)]| L2 < oo,
teR+ teR+

(3.9) sup [|0pu(t)]|r2 < oo,
teR+

(3.10) sup [[(¥(t, -, dq), ¢*) |1 < C(1+ sup [[(W)]|r) < oo.
teR+ teR+

Diese Abschétzungen implizieren die Existenz einer Konstanten C(E,(po, Vo)), so daf fiir

jedes C1 > C das Intervall [—C}, C4] beziiglich des Flusses der nichtautonomen gewohn-

lichen Differentialgleichung ¢ = —o((p(t, ) + q)/3) + k(t,z) fur alle (¢, z) invariant ist.

Diese Aussage folgt aus der Beschrianktheit von ||p||~ wegen (3.8) und da wegen den

Ungleichungen (3.9) und (3.10) sup,cp+ ||kt]|z < oo ist. Da lim. ., o(e) = oo und
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lim. . o, o(e) = —oo ist, existiert ein C' > 0 so, daB —a((p+q)/B) + k < 0 fiir ¢ > C
und —o((p+ q)/B) + k > 0 fiir alle ¢ < —C' ist. Falls also supp ¥o(z) C [—s(z), s(z)],
s(x) € L*(Q) ist, dann gilt fiir alle ¢ > 0 supp ¥ (¢, z) C [—5(x), 5()], wobei L? 3 §(z) :=
max{s(z), C(Ea(po, ¥o))}-

Dieses Ergebnis motiviert die Definition des Raumes der Youngschen Mafle mit kompak-
tem Trager:

Y2(Q,R) ={¥ € YP(QR)| dsg € LP(Q) : supp ¥V, C [—s(x), s(z)]}.

Im weiteren beschrinken wir die Analysis auf Youngsche Maie im Raum Y?(Q,R), der
invariant unter der durch (3.5) definierten Evolution ist. Diese Einschrankung erlaubt es,
einige technische Schwierigkeiten zu vermeiden, die die Komplexitédt des Beweises ver-
grofern wiirden, ohne jedoch neue Erkenntnisse zu erzeugen.

2.2. Stationire Losungen. Wir charakterisieren die stationédren Zustdnde des Sy-
stems (3.5). Indem man alle Terme, die eine Zeitableitung enthalten, durch 0 ersetzt,
erhilt man das stationdre System

(3.11a) 0=802p+ (o) —k, 0,p(0) = d,p(1) = [p] = 0,
(3.11b) 0 =d,[(c — k)],
(3.11c) k=[{o)] + Ba(p+ (q))-

Aus (3.11b) folgt, dal das YM ¥ eine Konvexkombination von drei Punktmafen ist, deren
Positionen die drei Nullstellen ¢ = (;, j = 0..2 der Gleichung o((p + ¢)/3) = k sind. Mit
(3.11a) ist klar, dafl p = 0 ist. Somit sind die Gleichgewichte durch die folgende Teilmenge
von Y?(Q, R) beschrieben:

2

%E[O>1]>Z%:1> R(%C):O}-

=0

(312) sz{ZM@mm

Die nichtlineare Abbildung R : (L*(Q))® — (L%*(Q))® x R ist hierbei folgendermafien
definiert:

(313 RWO:<@@@wwwzﬂﬂmmmmm—&wqhw>'

sy <l

Die letzte Komponente von R(7y,() = 0 ist die rechte Randbedingung (1) = 0, da
Bou={q) =v-C= Z?:o ~;G; 1ist.

Diese Beschreibung der Menge S wird beim Beweis des Konvergenzresultates sehr niitzlich
sein, da auch die instationdren Losungen (p;, V;) durch die nichtlineare Abbildung R
kontrolliert werden konnen.
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2.3. Das Konvergenzresultat. Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir die folgende
Konvergenzaussage beweisen. Interessanterweise findet die Konvergenz gegen den stati-
ondren Zustand in der starken YM-Topologie statt.

THEOREM 3.9. FEs ezistiert eine Konstante eog(c, ) > 0 so, daf fiir alle Anfangszustinde
(po, Wo) € Hy(Q) x Y7 (Q,R) mit E,(po, Vo) < eo(a, B) ein stationdrer Zustand ¥ € S
ezistiert, so daf lim;_o ®¢(po, Yo) = (0, ¥>®) in H(Q) x Y2(Q,R) gilt, d.h. ||p(t)||g +
[dw (®4(Vo), ¥)|[12 — 0 fiir t — oo.

Unser Ergebnis ist auf Anfangszustédnde beschréankt, die geringe Energie haben, diese Ein-
schriankung wird auch in [FM96] vorgenommen. Nach unserer Kenntnis ist fiir beliebige
Anfangsbedingungen trotz des stark dissipativen Charakters der erzeugenden Differenti-
algleichung die Konvergenz der Losungen bislang noch nicht geklart.

Der Beweis des Theorems ist sehr technisch, wir gliedern ihn wie folgt: Zuerst zeigen wir,
da3 || ((o — k)?) ||z1 fiir t — oo gegen O strebt, danach beweisen wir, da§ k in H?(2)
konvergiert. Dieses Ergebnis impliziert, dafl ¥ im starken Sinn gegen einen stationéren
Zustand U™ € § konvergiert.

LEMMA 3.10. Es exzistiert eine Konstante C' > 0 so, daf$ fiir alle (p, V) € H! x Y?(Q,R)
die Abschdtzung

Il + Bl 7 + ) IZ> < CEalp, ¥)
gilt, wobei (o) = S(p, V) und k = K(p, V) durch (3.6) definiert sind.

BEWEIS. Wir erinnern daran, dafi 9,k = au ist, somit gilt ||0:k[3. = o?|lul]3. <
2aF,(p, V). Aus den Eigenschaften von ¢ und W kann elementar die Existenz einer
Konstanten Cyy abgeleitet werden, so daf§ fiir alle ¢ € R gilt: 02(¢) < CyW (e). Indem
wir noch [k] = [(o)] beriicksichtigen, erhalten wir die folgende Ungleichungskette:

[K]* = [(0)]* < [{0)"] < [{0*)] < Cw[(W)] < Cw Ea(p, V).
Mit der Poincaré-Ungleichung ergibt sich insgesamt
1
I = 13 + 10,812 < (o +20 (14 %) ) Bulp ).

Die Abschitzungen fiir p und (o) folgen analog. O

Wir beweisen ein Lemma iiber das Langzeitverhalten von p. Mit der Dissipationsidentitét
erhalten wir, da§ p in H(Q2) gegen 0 konvergiert.

LEMMA 3.11. Sei (p, V) eine Lisung von (3.5) und 7 > 0, dann gilt:

sup [[(8) [z < o0, / lp(®)l[32 dt < oo und lim [|p]m = 0.
>T 0 —00
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BEWEIS. Die Abschitzung fiir ||p||z: folgt aus [Pe87, Lemma A3], einer Umformu-
lierung von Theorem 3.5.2 in [He81] fiir eine abstrakte semilineare Evolutionsgleichung
z=Az+ f(t,2):

SEt—T,t]

[P < K(7) <||p(t — @ + sup ([[{a) (s)]l2 + ||k‘(5)||L2)> :

Die Beschénktheit der rechten Seite folgt aus dem vorangegangenen Lemma und der
Ungleichung FE, (p(t), ¥ (t)) < Eq(po, ¥o). Damit haben wir die erste Aussage gezeigt.

Die anderen beiden Behauptungen kénnen aus der Dissipationsungleichung f(f 102p||3. ds <
Ea(po, Vo) /3 abgeleitet werden. Wegen (0;p)(t,0) = (9;p)(t, 1) = 0 gilt [[p[l s < 2[107p] 2.
Zusammen mit der Beschranktheit von ||p||5: erhalten wir tlirglo |plla: = 0. O

Als néchstes beweisen wir, dafl die verallgemeinerte Spannung o —k gegen eine Punktmasse
konvergiert. Diese Aussage wurde fiir klassische Losungen in [FM96] bewiesen.

LEMMA 3.12. Fiir Losungen (p, W) = ®4(po, Wo) mit (po, Wo) € Hy () x Y7 (Q,R) gilt
(0 — k¢)*) — 0 4n LY(Q) fiir t — 0.

BeEwEIS. Die Hauptidee besteht darin, eine modifizierte Energie E(t) zu definieren:

E(t) = /0 %ﬁ + (BW —p(o — k)) dz.

Fiir die modifizierte Energie werden wir folgende Dissipationsgleichung herleiten:

d 1
(3.14) th( ) = /0 <—<(a—k:)2>+ozp2—p<(ﬁ@§p+(a>—a) >>d:v
In der Herleitung verwenden wir die Identitét
dt O‘f 2 d —ﬁ/ (9:k)(Dup) d :—ﬁ/ k&2pdx,

wobel benutzt Wurde, dal @ = 0,p und 0,k = au ist. Wir erinnern an die Definitionen
(\if,g> = (U, —(0 — k)0,9), W' = o, und daff das Argument von W die Verzerrung
O.u = (p(t,x) — q)/B ist. Damit folgt:
d . . , :
— (U, BW —p(o — k)) = (¥, BW — p(o — k)) + (¥, p(k — po’/B) + pk)
dt
= (0 =k)?*) +k(p—o+k) —p{(p -0 +k)o') +pk.

Indem wir diesen Ausdruck integrieren und zur vorangegangenen Gleichung addieren,
erhalten wir
d ! : ) , .
GEO = [ (=l =17 =pll5 =0 + 1)) + k) do.
wobei aufgrund der Identitéit 80%p = p— (o) +k = (p—o+k) zwei Summanden weggefallen
sind. Da [p] = 0 ist, gilt folpl%dx = fol pOs(mak) dor und somit folgt aus 9,k = au und
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i = O,p die Beziehung folpl%dx = alp||3.. Nach der Eliminierung von p ist somit die
Herleitung von (3.14) beendet.
Indem wir (3.14) integrieren, erhalten wir

/OT [{(o = k)| rdt = E(T) — E(0) + /OT /01 (ap2 — pi(o’ - (B?p + (o) — 0)>>d:v dt.

Aus den Lemmata 3.10 und 3.11 folgt die Beschrinktheit von £ und I Ipll2dt. Somit

muf3 nur noch

I =

/OOO /01p<0' (BO2p + (o) — o)) d:vdt'

abgeschiitzt werden. Indem wir (Jo — (o) |) < +/V(c) und ||p||z2 < = ||0?p|L> verwenden,

— 2

erhalten wir

r<ipfo) [ ol (||ﬁaip||L2 NG daz) i

lip(o) [*1 3 1
< ) [" etz + 5 (190l + [ Vio)ar) e < o
0 0

7

wegen der Dissipationsgleichung. Daraus folgt [ || (o0 — k)?) || 1dt < C.
Um den Beweis zu beenden, benotigen wir noch eine Schranke fiir die zeitliche Ableitung
des Integranden. Es gilt:

%/ﬂ<(a—k)2> dr| = 2H<(a—k‘) <(p—|—k‘—a)a'/ﬁ—f€>>) o
< 21ip(o0) (o — k)2 - 16/ — Hlzz + 511 = b2, ) -

Nun sind p(t) und k() beschriinkt in L>(2), supp ¥(¢,z) C [—5(x), 5(x)] mit § € L*(Q)
(da ¥y € Y2 ist). Also sind || (0 — k)?)||z1 und || (Jo — k|) |2 beschréinkt. Indem wir
die Definition k = [(0)] + Ba(p + (¢)) verwenden, haben wir die Behauptung gezeigt,
da 9, {q) = — (o0 — k), O[(0)] = fol ((p—0o+k)o'/B) dr und ||p||;: wegen Lemma 3.10
beschrankt sind. O

Nun miissen wir das subtilere Verhalten der Verzerrung untersuchen. Im allgemeinen
strebt sie nicht mehr gegen ein Punktmafl wie o, sondern gegen eine Konvexkombination
aus drei Punktmaflen. Zunéchst zeigen wir, dafl die Phasenanteile punktweise konvergieren
und leiten eine Abschéitzung fiir den Erwartungswert der Verzerrung her.

Wir erinnern an die Definition von r > 0 in Kapitel 1, mit der aus |A| < r folgt, dafl die
Gleichung o(z) — A = 0 genau drei Losungen z1(\) < zp(A) < 22(A) hat und definieren:

0<m:= min |0'(2)], M := max |0/(2)], l:L’ B = [2:(0) — 1, 2(0) +1
|cr(z)|§r| ) |cr(z)|§r| (2)] oM [2:(0) (0) +1]
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und

0, %q ¢ B,
Z(q—2(0)+1), 5q€[2(0) =1, 2(0) — 4]
1, 3q € (2(0) — 5
5(2:(0) +1—1q), 54 € [2(0) + §,2(0)

Fiir eine Losung (p, ¥) sind die Phasenanteile durch

(3.15) Y= (V(t, x), x3)

definiert.

xi(q) =

LEMMA 3.13 (Konvergenz der Phasenanteile). Sei (p, V) eine Ldsung von (3.5) und
1k(t) || o) < %L fiir t > to. Dann existieren die Grenzwerte limy .o v;(t) =: 7° in L*(€)
mat Y77 + Y50 —I—% =1.

Wir weisen darauf hin, dafl die geringe Anfangsenergie wegen Lemma 3.10 impliziert, dafl
|k(t)]| o fitr alle ¢ > 0 klein bleibt.

BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir x4 := 1—>_ ;. Nun gilt (x4) <
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Mit Lemma 3.12 folgt daraus, dafl lim; ., (x4) = 0 und somit lim; (71 + 70 + 72) = 1
in L'(Q) ist. Da ~; € [0,1] ist, gilt die Konvergenz auch in L?*(2).

Wir miissen noch beweisen, dafi die einzelnen Grenzwerte existieren. Dafiir geniigt es zu

o — k)2), sobald ||p||ze) < 2! (man verwende die Konvergenz aus Lemma 3.11).
Q) 4

zeigen, dafl ; und v, monoton in ¢ sind. Es sei i € {1,2}, t > s:

) =t = [ (ot == [ (0.0 b ar

t 2
== / <(0 — k) @(XKzi(oH)ﬁ,(zi(o)fé)m = X[(2(0)+ £)8,(2:(0)+1) m)> di’ =: J.

Es gilt aber o <%p + 2z;(0) + > k> und o <ﬁp + 2z;(0) — é) —k< —%l, daraus folgt
J >0, und wir sind fertig. O

Fiir x € €2 definieren wir die YM-gemittelte Verzerrung:

e(x) = (Opu(z)) = B(p(x) +(g)(z))

und leiten eine (punktweise) Abschitzung her, die die Konvergenz von ¢ zeigt.

LEMMA 3.14 (Konvergenz der gemittelten Verzerrung). Es sei W € PM?(R), |k| <7 und
Ip| < B, 4 €0,1], Z?:o q; = 1. Dann existiert eine Konstante C > 0 so, dajs

|€—Z%zz |<C<\/0—7+ZI% Xi )
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BEWEIS. Mit der Holder-Ungleichung ist klar, dal (jo — k|) < \/{(c — . Wir er-
halten die folgende Ungleichung, indem wir R in (B;)i=012 und A (= supp(XA), definiert
in Lemma 3.13; A ist nicht disjunkt zu B;) zerlegen:

=) = 3 ([

:ZI(]—I—Il—I—IQ—I—Ig.

5(0+a)x %zz-(k‘)'> + <%Ip + Q|XA>

Wir schétzen zuerst I3 ab, indem wir die Koerzivitatsvoraussetzung fiir W verwenden. Es
ist

Iy = <%Ip + Q|XA> < <(§|a — k| + C) XA> fiir C' groB genug
s%<@—@%+@—§3m)a

i=0
wobei 0 < ¢ = lim 1nf|a( )| wegen Voraussetzung iii.) an . Aus [p| < 8 und ¢ € B;

le|—

folgt |o((p+ q)/B)| < r. Also gilt fiir i = 0,1, 2:
Ii = ([zi(0)xi — Yizi(k)|) = ((zi(0) — zi(k))xi + (xizi(k) — Fizi(k)))
O lip(zi) v/ (o = k)2) + [zi(k)] | (i) — Fil-

O

Mit diesen vorbereitenden Abschitzungen konnen wir den Beweis von Theorem 3.9 durch-
fithren, indem wir den Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Die Hauptidee besteht
darin, dafl wir aus (3.13) einen nichtlinearen, lokal invertierbaren Operator extrahieren,
der als Nullstelle die von der Phasenverteilung (7;)i—o12 eindeutig festgelegte stationére
Losung hat. Das Argument ist nur innerhalb einer kleinen Umgebung um den absoluten
Minimierer herum anwendbar, in groflerem Abstand konnen Verzweigungen auftreten und
der Ansatz versagt.

Wir teilen k& wieder entsprechend der urspriinglichen Definition auf: & = k, + [k] =
7ok + [k] und definieren die nichtlineare Abbildung

G:U x (=1/2,7/2) x (L*(2))* x L*(2) x R — L*() x R,

(3.16) Gl o) — O2ka aZ%Zz(k‘ + [k]) —
me ﬂ;%mm+wmﬂ—

wobei U = B(H_ 5,7/2) die Kugel um 0 mit Radius /2 in H7 5(9) ist.
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LEMMA 3.15. Wir definieren die Phasenanteile des absoluten Minimierers wie folgt:
1 . 1

0 0
7= ) Yo = 07 Y2 = :
1 1 1 1
21(0) (W - W) 2(0) (W - W)

Dann kann die Gleichung G(m.k, [k],7, f,g) = 0 in einer Umgebung um (0,0,~°,0,0)

eindeutig nach (mwak, [k]) als Funktion von (v, g, h) aufgelost werden.

BEWEIS. Dies ist eine direkte Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen. Durch
klassische Uberlegungen kann man sich davon iiberzeugen, dal G eine stetig differen-
zierbare Abbildung ist (siche z.B. [AP93]). Wir miissen noch die Invertierbarkeit des
linearisierten Operators (D, 1z G)(0,0,7°,0,0) nachweisen. Es gilt:

2kq — (W21 (0) +4925(0)) (ko + [K])
Jo (7621(0) +2925(0)) (ko + [K]) dz

02 —ad —ad ke, , , ,
:( @ Oa ? )([W]) mit § = 472](0) +525(0) > 0.

(Do, 15y G)(0,0,7°, 0, 0) [k, [K]] = (

Da aber 02 — ad : H}, — L fiir o > 0 invertierbar ist, haben wir die Behauptung
gezeigt. O

BEWEIS VON THEOREM 3.9. Die Definition von k, = B,(p+ (q)) = 8Bue und u(1) =
[e] = 0 impliziert fiir Losungen (p, ¥) fir alle ¢ die Identitét

G(ka(t), [R(O)],7(2), af (2), [f (£)]) = 0.

Dabei setzen wir f(t,x) = ¢— 2?:0 vi(t, )z (ko (t, ) +[k(t)]) und bezeichnen mit ;(¢, x)
die durch Gleichung (3.15) definierten Phasenanteile. Wegen Lemma 3.13 existieren die
Grenzwerte 17° = limy_o, 7i(t) in L*(Q2), daher folgt mit Lemma 3.12 und Lemma 3.14,
dafB8 f(t) in L*(Q2) gegen 0 strebt. Somit kénnen wir Lemma 3.15 anwenden und erhalten,
dafl k(t) in H?(Q2) gegen k>, die lokal eindeutige Losung von G(kS°, [£>°],~v,0,0) = 0,
konvergiert.

Um unseren Beweis abzuschlielen, miissen wir noch zeigen, dafl aus lim;_, ||k — k||~ =
limy oo [Pl = limy—oo |[{(0 —k)?)|| ;1 = 0 und lim;_, y(t) = v folgt, daB ¥(¢) im star-
ken Sinn in Y?(Q,R) gegen das Equilibrium ¥>(z) = Z?:o 5(2) 032, (ko (2)) konvergiert,
dessen Masse genau auf den drei Nullstellen von 0(%(]) — k> liegt. Im Rest dieses Beweises
schreiben wir z; anstelle von z;(k*).

2 2
do(Wy, U™°) = ||dw <\Ift, 2’7;0552].) = || sup <\I/t — Z*y;o(;ﬁzj, g>
j=0 12 lip(g)<1 =0 L2
2 2 2
< sup \Ift—ZV;Oc?gzj,g-Xi + || sup ‘I’t—ZV})O%zj,g-xA
i—o ||lir(9)<1 =0 L2 lip(g)<1 = L

=lo+ 1+ 1o+ Is.
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Wir schétzen analog zum Beweis von Lemma 3.14 ab:

I; < [(Cilo = k)12 < Coy/ 1o = 02|,

fiir C hinreichend groB, [|kfo < %2 und ||p|je < %.

L= sup (9xi — 7, °9(Bz)) | 12

lip(g)<1
< | sup ((g—9(Bz)) - xi) ez + 1| sup (O —7°)9(Bz)) || 22
lip(g)<1 lip(g)<1

< [[{Blip(z) o (-/8) = =] xi)ll 2 + 1) — %2 - 1Bzl oo

< Bin(e0) (37 = R+ 2l + k= K%l ) + t0) =%l 5=

Durch die Anwendung von Lemma 3.11 und Lemma 3.12 schlielen wir den Beweis ab. [

Wir beenden unsere Analyse des viskos gedampften Modells mit zwei strukturellen Aus-
sagen iiber die YM-Losungen von (3.5). Zuerst zeigen wir, dal im Gegensatz zu den
Losungen des mikrokinetischen Modells die Losungen des viskos geddmpften Modells im
Langzeitlimes die Mikrostruktur héchstens vernichten, jedoch nicht generieren kénnen.
Dabei erinnern wir an die Tatsache, daf} die in dieser Arbeit betrachteten Modelle wegen
Theorem 1.11 in endlicher Zeit weder Mikrostruktur generieren noch vernichten kénnen.

SATZ 3.16. Es sei (po, Vo) € HH(Q) x Y2(Q,R) ein beliebiger Anfangszustand, so daf
w-limy o, ®;(po, ¥o) = (0, T>) fiir U= € Y2(Q,R) NS ist, dann gilt:

My C M\po.

BEwEIS. In C = Q \ supp Var(V¥(0)) haben wir wegen Bemerkung 1.12 klassische
Losungen (p, ¢) von Gleichung (3.3), somit kénnen wir die Argumentation aus [BHJPS91]
anwenden. Wegen Lemma 3.11 strebt ||p()||co) gegen 0. Daraus folgt wegen der De-
finition der schwachen Konvergenz in Y?(Q,R), daB lim; ... k(t) = B, (¥>(dq),q) +
[[(\Ifoo(dq),a(%q)ﬂ] in C°Q) ist. Sei im folgenden z € C, q* = limsupq(t,z), ¢ =

t—o0

litrgglfq(t,x) und ¢ eine beliebige Zahl im offenen Intervall (¢, ¢"). Dies definiert eine
Folge t¥ — oo, q(tF, z) = qo, £¢(tF, ) > 0. Andererseits ist (5, z) = —o((q0 + p)/B) +
k(tF). Indem wir i gegen unendlich streben lassen, erhalten wir k&% = o(qo/f3). Jedoch
ist o’(q/B) # 0 fiir fast alle ¢, woraus q* = ¢~ folgt, d.h. ¢ konvergiert punktweise und
wegen des Satzes iiber die dominierte Konvergenz konvergiert q(x) in L*(C) gegen ¢*(z).
Eine Majorante in L?*(C) erhalten wir durch s(z) = max{|qo(z)|, C(Eu(po, ¥o))}, wobei
C(Ea(po, ¥o)) in Abschnitt 2.1 definiert wurde. Wegen Lemma 1.8 ist dann W5° = §geo(a)
und die Behauptung ist bewiesen. O

Zum Schluf} konstruieren wir eine Folge von YM-Anfangszustéinden, die einerseits im
starken Sinn gegen eine klassische Funktion konvergiert und andererseits gliedweise das
absolute Energieminimum fiir ¢ — oo realisiert. Damit soll nachgewiesen werden, dafl die
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dynamische Nichtminimierbarkeit der Energie mit klassischen Anfangsbedingungen eine
Folge der unzureichenden Auswahl an Anfangszusténden (ndmlich Funktionen) im Raum
der Youngschen Mafe ist.

THEOREM 3.17. Es gibt eine Folge von YM-Anfangszustinden (ph, V) in der Weise, daf8
einerseits (ph, W) fiir i — oo im starken Sinn gegen eine klassische Anfangsbedingung
strebt und andererseits fiir jedes i € N die erzeugte Liosung ®.(ph, Vi) fir t — oo gegen
das absolute Minimum der Energie konvergiert.

Dieses Resultat ist interessant, da das globale Minimum %5521 + 08z, DUr im
z1/22

1
1—29/21
schwachen Sinn durch schnell oszillierende Funktionen approximiert werden kann.

BEWwWEIS. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir 0.B.d.A. an, daf} zy = 0 ist.
Wir wihlen den homogenen Anfangszustand py = 0 und

1 7
\Dg(Q) - m%(wl) + ﬁfge(k%),

wobei 17 = 21 /23 und 6 > 0 ist.
Zuerst zeigen wir, dafl W9 fiir # — 0 im starken Sinn gegen &, konvergiert:

dw (P8, 80) = sup <\Ifg — 50,g>

lip(g)<1

- s {ﬁg(e(n _1)— ﬁg (9 (1 - %)) - g(O)} < 2.

Als néchstes zeigen wir, dafl jeder Anfangszustand wirklich das globale Minimum realisiert,
Es ist klar, da die Losungen fiir alle Zeiten homogen bleiben, somit gilt W(t) = 1717]541 +
n—ﬁlc?cg, wobei ¢4 und (, die folgende zweidimensionale autonome Differentialgleichung

=0 () + (1) -
=-r (i) o2 1)

G(0)=0(n—1), ¢(0)=

: < >:%<0 (%C&)—“(%@))’

; () - 5 (- (1) == (1))

Aus ¢ = ¢ /n und ((0) = G(0)/n folgt ¢ = ¢ /n und wir erhalten die eindimensionale
gewoOhnliche Differentialgleichung:

(1= ﬁ <U <%C1> -0 <5%7C1>> = f3.(C1)-

Es gilt f(62z1) = 0 und f(¢) < 0 fir ¢ € (£21,0). Der Anfangswert (;(0) befindet sich

fiir gentigend kleines 0 im Intervall (5z1,0). Also ist lim; o (;(¢) = Bz und limy_o (o =

Bzs. O
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Die Frage, in welchem Sinn und in welcher Topologie die stationdren Youngschen Mafe
ohne instabile Phasenanteile dynamisch stabil sind, ist bislang noch offen.
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