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Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit werden die elektronische Struktur und die Transport-
eigenschaften von Quantenpunkten anhand nicht invasiver Ladungs-
messung untersucht. Die Detektion der Ladung erfolgt dabei mittels
eines Quantenpunktkontaktes in direkter Nähe zur Quantenpunkt-
struktur. Als Prozessierungstechnik wurde die lokale anodische Oxi-
dation eingesetzt, wobei die gewählte Probengeometrie der untersuch-
ten Strukturen eine separate Kontrolle aller Parameter der Quanten-
punkte und Quantenpunktkontakte gewährleistet. Elektrisch getrenn-
te Zuleitungen erlauben dabei eine unabhängige Leifähigkeitsmessung
an Quantenpunkt und Detektor.

Die nichtinvasive Ladungsdetektion kann dazu genutzt werden, Än-
derungen der Ladung auf einem Quantenpunkt zu beobachten, er-
laubt aber auch die Messung von Ladungsumverteilungen bei kon-
stanter Elektronenzahl. Dies wurde genutzt um das Verhalten eines
Quantenpunktes im hohen Magnetfeld zu untersuchen, wo der Trans-
port von Elektronen durch die Auswirkungen der Landauschalenstruk-
tur und der Spinblockade dominiert ist. Es war möglich, bei sich än-
derndem Magnetfeld interne Umverteilungen von Elektronen auf dem
Quantenpunkt zu beobachten, ohne dass eine Änderung der Gesamt-
zahl an Elektronen eintrat.

Die hohe Empëndlichkeit der Ladungsmessung, die im Rahmen die-
ser Arbeit erreicht wurde, ermöglichte es, Ladungsänderungen auf dem
Quantenpunkt in Echtzeit mit einer Bandbreite von 100 kHz zu de-
tektieren. So wurden einzelne Tunnelprozesse von Elektronen auf den
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Quantenpunkt und von diesem herunter zu messbar. Dies wurde ge-
nutzt um die vollständige Zählstatistik (full counting statistic) des Elek-
tronentransports über den Quantenpunkt zu gewinnen. Bei der Unter-
suchung des nichtlinearen Transportregimes trat unter Beteiligung an-
geregter Zustände superpoissonsches Rauschen auf. Die Zählstatistik
zeigte in diesem Bereich ein bimodales Verhalten, das durch ein Modell
langsamer Umschaltvorgänge zwischen zwei unabhängigen Transport-
kanälen erklärt werden kann.

Die Bandbreite der Ladungsdetektion, die in dieser Arbeit erreicht
werden konnte, erlaubte es eine hinreichend große Anzahl an Tunnel-
ereignissen zu messen, um auch die Bestimmung höherer Kumulanten
der Zählverteilung zu ermöglichen. Im Speziellen wurde die Abhängig-
keit der Kumulanten von der Messzeit untersucht, was der Analyse des
Rauschens bei endlicher Frequenz (ënite frequency noise) in der direk-
ten Strommessung entspricht. Wie sich herausstellte, zeigen die Kumu-
lanten in Abhängigkeit von der Zeit ausgeprägte Oszillationen, deren
Magnitude faktoriell mit der Ordnung der Kumulante ansteigt. eo-
retische Berechnungen stimmen hier hervorragend mit den gewonnen
experimentellen Daten überein. Ähnliche Oszillationen wurden auch
in Abhängigkeit von der Asymmetrie der Tunnelraten beobachtet.

Die Zählexperimente wurden auch auf einen Dreifachquantenpunkt
ausgedehnt, was eine deutliche Zunahme an Komplexität bedeutete.
Hier konnten Ladungsänderungen für jeden der einzelnen Quanten-
punkte unterschieden und in Echtzeit detektiert werden. Dies ermög-
lichte die individuelle Charakterisierung der Tunnelbarrieren für jeden
der drei Quantenpunkte. Darüber hinaus konnte eine zeitaufgelöste di-
rektionale Transportmessung durch das Quantenpunktsystem demons-
triert werden.

Schlagworte: Quantenpunkt, nichtinvasive Ladungsdetektion, voll-
ständige Zählstatistik (full counting statistics)
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Abstract

In this thesis the electronic structure and the transport properties of
quantum dots are investigated by non-invasive charge detection. is
detection is realized using a quantum point contact placed nearby. e
devices are patterned by local anodic oxidation into a geometry that
allows separate control of all parameters of the quantum dots and the
quantum point contacts. Individual leads allow for independent con-
ductance measurement in separate electrical circuits.

e non-invasive charge detection can be used to measure both the
change of the total charge on the quantum dot and also reconëgurati-
ons of the electronic states at constant electron number. is was used
to examine a quantum dot in a high magnetic ëeld where the electronic
transport is governed by the effects of Landau shells and spin blockade.
It was possible to conërm internal rearrangements of electrons on the
quantum dot at ëxed electron number when changing the magnetic
ëeld.

e high sensitivity of the charge detector realized for this work also
allows to detect changes of the quantum dot charge in real time with a
bandwidth of up to 100 kHz. us individual tunnelling processes of
electrons on and off the quantum dot become detectable. is was used
to directly measure the full counting statistic of electronic transport
through the quantum dot. When investigating the non-linear transport
regime super-Poissonian noise was observed when excited states take
part in transport. e counting statistic in this regime shows a bimodal
behaviour which is explained by a model of a slow switching between
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two individual channels with differing tunnelling rates.
e detection bandwidth realized in this work also allowed gathering

a sufficiently large number of electron counts for the extraction of hig-
her cumulants of the counting distribution. Special attentions was paid
to the dependence of the cumulants on the measurement time which is
equivalent to an analysis of ënite frequency noise in direct current mea-
surements. It was found that the cumulants display striking oscillations
as function of time with magnitudes that grow factorially with the order
of the cumulants. eoretical calculations are in excellent agreement
with these observations. Similar oscillations are also observed as func-
tions of the asymmetry of the tunnelling rates on and off the quantum
dot.

Increasing the complexity counting measurements were also exten-
ded to a triple quantum dot system. Here the changes in the electron
number on each individual quantum dot could be distinguished and
measured in real time. is allowed the characterization of the individu-
al tunnelling barriers of each dot. Furthermore a real time directional
transport measurement of individual electrons through the quantum
dot system was demonstrated.

Keywords: quantum dot, non-invasive charge detection, full coun-
ting statistics
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DQD Doppelquantenpunkt (double quantum dot)
et al. und Coautoren (et alii)
FCS Full Counting Statistik
Gate Steuerelektrode
G1, G2, G3, ... Gate Nummer 1,2,3...
LAO lokale anodische Oxidation
QD Quantenpunkt (quantum dot)
QHE Quanten-Hall-Effekt
QPC Quantenpunktkontakt (quantum point contact)
SMU messfähige Strom-Spannungs-Quelle

(source measure unit)
TQD Dreifachquantenpunkt (triple quantum dot)
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1 Kapitel 1

Einleitung

Seit ihrer Entwicklung Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts hat die
Quantenmechanik unsere Vorstellungen über das Wesen der Welt
grundlegend verändert. Sie widerspricht in vielem scheinbar den alltäg-
lichen Erfahrungen und stellt klassische Vorstellungen in Frage. Auch
Wissenschaftlern mit Weltruhm, wie etwa Albert Einstein, bereitete die
Abkehr vom soliden deterministischen Verhalten klassischer Teilchen
hin zu Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und Wellencharakter Schwie-
rigkeiten. Heute sind die quantenmechanischen Eigenheiten der ele-
mentaren Bausteine unserer Welt natürlich allgemein akzeptiert. Doch
noch immer stehen diese ungewöhnlichen Eigenschaften im Zentrum
des wissenschaftlichen Interesses.

Quantenmechanische Eigenschaften werden die meisten Leser am
ehesten mit dem Atom verbinden. In der Tat ist das Atom und speziell
die Spektroskopie an Atomen ein Forschungsgebiet, das unmittelbar
mit der Entwicklung der Quantenmechanik verbunden ist. Die Her-
ausforderung beim Umgang mit dem Atom ist seine unvorstellbar ge-
ringe Größe. Sein Durchmesser beträgt etwa einem Ångström, das sind

19
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0.1 nm oder 10-10 m. Es ist damit, anschaulich gesprochen, schlechter-
dings unmöglich, Drähte an ein Atom anzuschließen.¹

Mit dem Voranschreiten der technischen Möglichkeiten im Be-
reich der Halbleitertechnologie entstand ein neues Feld quantenmecha-
nischer Untersuchungen. Mit Hilfe der Molekularstrahlepitaxie wur-
de es möglich, Halbleitermaterialien auf Basis von Einkristallen maß-
zuschneidern und sogenannte Heterostrukturen zu erzeugen [3, 4].
Im Kristallgitter von geeigneten Materialien eingebettet ist die effek-
tive Masse eines Elektrons deutlich herabgesetzt [5]. Dadurch nimmt
seine de-Broglie-Wellenlänge zu [6]. Anschaulich bedeutet dies, dass
die quantenmechanischen Eigenschaften von Elektronen auf größeren
Längenskalen sichtbar sind.

Schränkt man etwa Elektronen innerhalb eines solchen Halblei-
ters räumlich ein, so treten bereits bei einigen Hundert Nanometern
Strukturgröße Eigenschaften auf, wie man sie von Atomen kennt. Sol-
che Strukturen, die man Quantenpunkte nennt, werden daher auch als
künstliche Atome bezeichnet. Wie Atome bilden sich in Quantenpunk-
ten diskrete Energiezustände, die von Elektronen besetzt werden kön-
nen [7]. Es bilden sich Orbitale und Schalen [8]. Quantenpunkte lassen
sich, je nach der Zahl der Elektronen die sie enthalten, sogar in einer
Art Periodensystem einordnen [9] und durch das Koppeln von Quan-
tenpunkten ist es möglich, künstliche Moleküle zu erschaffen [10]. An-
ders als bei Atomen ist bei Quantenpunkten aber eine direkte Einìuss-
nahme des Experimentators möglich. Durch fortgeschrittene Bearbei-
tungsmethoden wie die Elektronenstrahllithographie [11–14] oder die
Nanostrukturierung mittels Rasterkraftmikroskop [15] können Zulei-
tungen an einen Quantenpunkt herangeführt und Gatestrukturen in

ĦDie Aussage muss mit Einschränkungen versehen werden. Experimente an
sogenannten break junctions ermöglichen es, sehr kleine Strukturen elek-
trisch zu untersuchen [1, 2]. Auch wenn dabei kein einzelnes Atom unter-
sucht wird, kommen die Experimente diesem Bild schon recht nahe.
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seiner Nähe platziert werden. Es ist damit möglich, den Transport von
Elektronen durch den Quantenpunkt zu untersuchen. Durch das Anle-
gen von Spannungen an Gates kann zudem die Zahl der Elektronen, die
auf dem Quantenpunkt Platz ënden, geändert werden. Bei solcher Art
Messungen werden die diskreten Energieniveaus eines Quantenpunk-
tes sichtbar, weshalb man in diesem Zusammenhang von Transport-
spektroskopie spricht. Als Anfänge der Transportspektroskopie könnte
man die Untersuchungen zum Tunneln von Elektronen auf kleine me-
tallische Strukturen sehen. In diesen Untersuchungen wurde bereits das
Laden mit einzelnen Elektronen beobachtet, was zur Entwicklung des
Einzelelektronentransitors führte [16].

Die Transportspektroskopie an Quantenpunkten entwickelte sich
schnell zu einem breiten wissenschaftlichen Feld [7, 9]. Messungen an
derart kleinen Strukturen sind jedoch ein herausforderndes Unterfan-
gen. Speziell wenn Quantenpunkte nur schwach an die Umwelt gekop-
pelt werden, sind die ìießenden Ströme sehr gering. So ist es zwar mög-
lich, Quantenpunkte vollständig zu entleeren [8, 17, 18], aber häuëg
sinken die Ströme zuvor unter den messbaren Bereich. Als Ausweg bie-
tet sich eine Ladungsdetektion im direkten Umfeld des Quantenpunk-
tes an. Eine elegante - da kaum invasive - Lösung hierzu präsentierten
1993 Field et al., indem sie mit einem eindimensionalen Transportka-
nal, einen Quantenpunktkontakt, Ladungsänderungen auf einem be-
nachbarten Quantenpunkt detektierten [19]. Der Quantenpunktkon-
takt trägt selbst keine lokalisierte Ladung und ist damit ein sehr geeig-
neter Detektor. Mit dem Ladungsdetektor wurden so Messungen bei
Besetzung mit nur einem einzelnen Elektron möglich [20–22]. Die-
se Technik ermöglichte aber auch eine Vielzahl neuartiger Experimen-
te. Bei Doppelquantenpunkten etwa konnte nun auch der Ort eines
Elektrons bestimmt werden, eine Voraussetzung für die Nutzung als
Ladungsqubit [21, 23, 24]. Diese Fähigkeit macht man sich auch bei
Dreifachquantenpunkten zunutze [25–27].
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Der nächste Schritt war nun, die Ladungsdetektion in Echtzeit
durchzuführen und so den Strom als Abfolge von Tunnelereignissen
beobachten zu können. Eine zeitaufgelöste Messung von tunnelnden
Elektronen wurde im Jahr 2003 mit einem Einzelelektronentransis-
tor als Detektor realisiert [28]. 2004 erfolgte die Umsetzung mit dem
Quantenpunktkontakt [29, 30]. Die Zeitauìösung machte unter ande-
rem die Messung des Elektronenspins über die Umwandlung der Spin-
messung in eine Ladungsmessung [31–33] möglich. Ebenso konnte
ein direktionales Elektrometer demonstriert werden[34]. Für die Trans-
portspektroskopie eröffnete die zeitaufgelöste Messung ein neues Feld.
Statt nur den Strom oder den Ladungszustand zu messen, ergibt sich
damit die Möglichkeit, eine Zählstatistik des Transports zu ermitteln,
was 2006 von Gustavsson et al. demonstriert wurde [35]. Mittels so-
genannter Full Counting Statistic lassen sich damit auch Eigenschaf-
ten des Transports analysieren, die bei Gleichgewichtsmessungen ver-
borgen bleiben, wie etwa Transport über virtuelle Prozesse[36] oder
Interferenzeffekte[37].

Diese Arbeit behandelt die Nutzung des Quantenpunktkontaktes
als Ladungsdetektor. Grundlage der Untersuchungen sind Strukturen
auf Basis von GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen. Die präsentierten Mes-
sungen erstrecken sich sowohl auf die Ladungsmessung im Gleichge-
wichtsfall, als auch auf zeitaufgelöste Untersuchungen und Zählstatis-
tik. Der Aufbau der Arbeit folgt dabei der beschriebenen Entwicklung
dieser Detektionstechnik, in deren Kontext auch die präsentierten Er-
gebnisse einzuordnen sind. Vor der Beschreibung der gewonnenen Er-
kenntnisse, werden in Kapitel 2 die theoretischen Grundlagen betrach-
tet. Ausgehend von einem zweidimensionalen Elektronensystem wird
das Verhalten von eindimensionalen Kanälen und nulldimensionalen
Strukturen - den Quantenpunkten - vorgestellt.

Darauf folgt mit Kapitel 3 die Vorstellung der untersuchten Struk-
turen und Messverfahren. Ein besonderes Augenmerk wird dabei auf
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das Konzept der Ladungsmessung mit dem Quantenpunktkontakt ge-
legt, sowie auf die Auswertung des zeitaufgelösten Signals und die Um-
setzung der Zählstatistik. In Kapitel 4 beginnt die Präsentation der
Ergebnisse. Dieses Kapitel behandelt die Ladungsmessung mit dem
Quantenpunktkontakt. Die Ladungsdetektion wird dabei zusammen
mit der Strommessung am Quantenpunkt zur Untersuchung der Elek-
tronenstruktur des Quantenpunktes genutzt. Die Besonderheiten der
Ladungsdetektion werden dabei herausgestellt, wie etwa die Messung
von Besetzungswahrscheinlichkeiten. Bei Messungen im Magnetfeld
wird gezeigt, dass auch die Umverteilung von Elektronen auf einem
Quantenpunkt messbar ist und damit ein direkter Nachweis der Scha-
lenstruktur von Quantenpunkten erbracht.

Während Kapitel 4 Gleichstrommessungen präsentiert, wird in Ka-
pitel 5 der Übergang zu zeitaufgelöster Ladungsdetektion gemacht. Es
wird der statistische Charakter des Einzelelektronentransports demons-
triert, indem die Verteilungen von Tunnelzeiten und Tunnelereignissen
untersucht werden. Wie die Messung einer Zählstatistik neue Einblicke
in Transportprozesse erbringen kann, wird mit der Präsentation bimo-
daler Verteilungen verdeutlicht. Charakterisierend für eine Zählstatis-
tik sind ihre Kumulanten, deren Zeitabhängigkeit präsentiert und mit
theoretischen Berechnungen verglichen wird. Zusammen mit darauf
folgenden Untersuchungen zur Symmetrieabhängigkeit der Kumulan-
ten wird ein Ausblick auf experimentelle Limitierungen der Messung
hoher Kumulanten möglich. Am Ende des Kapitels werden weitere
Möglichkeiten vorgestellt, die sich aus der Messung eines zeitaufgelös-
ten Ladungssignals ergeben. So wird die Charakterisierung des Lade-
verhaltens einer Störstelle präsentiert und die Bestimmung von Tun-
nelraten und Besetzungen aus dem Ladungssignal demonstriert.

Abgeschlossen wird die Arbeit in Kapitel 6 mit der Zusammenfas-
sung der gewonnenen Erkenntnisse.
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2 Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der durch-
geführten Experimente vorgestellt. Zunächst wird auf den Transport
in niederdimensionalen Systemen eingegangen und die grundlegenden
Eigenschaften von Quantenpunkten und Quantenpunkkontakten er-
läutert. Danach wird ausgehend vom Tunnelprozess die Statistik des
Transports durch Quantenpunkte beleuchtet. Ein Einstieg in die Full
Counting Statistik beendet dieses Kapitel.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Das zweidimensionale Elektronengas

In einem zweidimensionalen Elektronengas (2DEG) sind die Elektro-
nen in einer Bewegungsrichtung soweit eingeschränkt, dass sich eine
Quantisierung in dieser Dimension ausprägt [38]. In Analogie zu ei-
nem idealen Gas spricht man dabei von einem Elektronengas, wenn
man die Wechselwirkung der Elektronen untereinander vernachlässi-
gen kann. Durch die Reduktion auf zwei Bewegungsrichtungen ergibt
sich die Energie eines Elektrons in einem 2DEG aus der Addition zwei-
er kontinuierlicher Spektren. Nimmt man an, dass die Quantisierung
in der z-Richtung vorliegt und die Bewegung der Elektronen in der
(x, y)-Richtung stattëndet, so kann die Gesamtenergie in der Form

En(k⃗x, k⃗y) =
 h2k⃗2

x

2m∗x
+

 h2k⃗2
y

2m∗y
+ En

z , n = 1, 2, 3... (2.1)

geschrieben werden. Die beiden ersten Terme beschreiben mit den
Wellenvektoren k⃗x und k⃗y die Bewegung in der Ebene, der dritte Term
stellt die quantisierte Energie in der z-Ebene dar, indiziert durch die
Quantenzahl n. Die effektive Masse m∗x,y beinhaltet den Einìuss des
Kristallgitters auf die Bewegung der Elektronen in der entsprechen-
den Richtung. Im Materialsystem GaAs kann die effektive Masse in
guter Näherung als richtungsunabhängig angenommen werden. Bei
T ∼ 1.5K gilt für GaAsm∗ ≃ m∗x,y,z ≃ 0.067m0.

Abbildung 2.1 zeigt die Zustandsdichte eines solchen 2DEG, die
durch eine Summe aus Stufenfunktionen beschrieben werden kann:

D(E) =
m∗

π h2

∑
n

Θ(E− En
z ). (2.2)

Der stufenförmige Verlauf ist eine Folge der sukzessiven Besetzung der
quantisierten Niveaus in z-Richtung, die in diesem Kontext auch als
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2.1 Das zweidimensionale Elektronengas
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Abbildung 2.1:
Schematische Darstellung der Zustandsdichte eine zweidimensionalen
Elektronengases (links). Daneben ist zudem das Einschusspotential Ez

abgebildet, das zur Quantisierung in z-Richtung führt. EF markiert je-
weils das Niveau der Fermienergie.

Subbänder bezeichnet werden. Ist wie in Abbildung 2.1 nur ein einzi-
ges Subband besetzt, so kann man von einem echt zweidimensionalen
System sprechen. Sind mehrere Subbänder beteiligt wird das System
auch als quasi-zweidimensional bezeichnet. In Abbildung 2.1 ist auf
der rechten Seite zudem ein Beispiel für ein einschließendes Potenti-
al in z-Richtung zu sehen, wie es sich z.B. in den im Rahmen dieser
Arbeit verwandten Probenmaterialien ausbildet.

2.1.1 Zweidimensionales Elektronengas im senkrechten
Magnetfeld

Das Anlegen eines Magnetfeldes senkrecht zum 2DEG führt dazu, dass
die beiden freien Bewegungsrichtungen der Ebene nicht länger unab-
hängig voneinander beschrieben werden können. In der klassischen
Vorstellung zwingt die Lorentzkraft die Elektronen auf Kreisbahnen.
Ein solches System mit B⃗ = ∇× A⃗ = Be⃗z erfährt ein Vektorpotential
A⃗, das nur Komponenten senkrecht zu B⃗ besitzt. Daraus ergibt sich
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quantenmechanisch ein Hamilton-Operator

Ĥ = Ĥ⊥ +
p2

z

2m∗
, (2.3)

der zusammengesetzt ist aus einem auf x und y wirkenden Anteil Ĥ⊥
und einem Term, der nur auf z wirkt. Hierbei wird von einem echt
zweidimensionalen System ausgegangen. Für mehr als das erste Sub-
band eines 2DEG käme noch ein Beitrag V(z) für das Einschlusspo-
tential in z-Richtung hinzu. Die Schrödingergleichung ist lösbar [39]
und führt auf die Energieeigenwerte

En =  hωc

(
n+

1

2

)
, (2.4)

wobei ωc die Zyklotronfrequenz ist und sich zu

ωc =
eB

m∗
(2.5)

ergibt. Diese Energieniveaus nennt man Landauniveaus. Bei tiefen
Temperaturen (kBT ≪  hωc) werden die einzelnen Energieniveaus En

in energetischer Reihenfolge aufsteigend besetzt. Dies ist schematisch
in Abbildung 2.2 aufgezeigt.

Eine dabei bedeutungsvolle Größe ist die magnetische Länge

lB =

√
h

eB
. (2.6)

Sie stellt einen Anhaltspunkt für die ungefähre Ausdehnung der Elek-
tronenwellenfunktion dar. Der klassische Zyklotronradius der Elektro-
nen ergibt sich dann zu

rn = lB ·
√
2n+ 1 . (2.7)
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2.1 Das zweidimensionale Elektronengas
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Abbildung 2.2:
Besetzungder Landauniveaus bei niedrigen Temperaturen im senkrech-
ten Magnetfeld. Die Fermienergie stimmt im gezeigten Fall mit dem
Landauniveau zu Landauquantenzahl n = 2 überein.

Berücksichtigt man außerdem die mit dem Spin verbundene Zeeman-
aufspaltung, so folgt für die Energie

En,s =  hωc

(
n+

1

2

)
+ sµBg

∗B. (2.8)

Dabei bezeichnet s die Spinquantenzahl (s = ±1
2
), g∗ den effekti-

ven g-Faktor und µB das Bohrsche Magneton. Der Entartungsgrad der
Landauniveaus unter Berücksichtigung des Spins beträgt damit:

nL =
eB

h
= D(E)dE. (2.9)

Dies führt bei gegebener Ladungsträgerkonzentration zur Deënition
des Füllfaktors ν:

ν =
ne

nL

=
hne

eB
. (2.10)

Der Füllfaktor ν kennzeichnet somit die Anzahl der gefüllten spin-
aufgespaltenen Landauniveaus. Die zugrundeliegende Zustandsdichte
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des 2DEG im senkrechten Magnetfeld wird durch eine Summe aus
Deltafunktionen beschrieben:

D(E, B) =
eB

h

∑
n,s

δ(E− En,s). (2.11)

2.1.2 Der klassische Magnetotransport im 2DEG

Existiert im 2DEG ein elektrisches Feld E⃗, so ruft dieses eine lokale
Stromdichte ȷ⃗ hervor. Die Abhängigkeit der Stromdichte vom elek-
trischen Feld wird beschrieben durch den Leitfähigkeitstensor σ̂ be-
ziehungsweise den dazu inversen Widerstandstensor ρ̂. Diese beiden
Größen sind im zweidimensionalen Elektronensystem Tensoren zwei-
ter Ordnung:

ȷ⃗ = σ̂ E⃗ bzw. E⃗ = ρ̂ ȷ⃗ (2.12)

σ̂ =

(
σxx σxy

−σxy σxx

)

=
1

ρ̂
=

(
ρxx ρxy

−ρxy ρyy

)−1

(2.13)

Aus dieser Beschreibung eines isotropes Systems ergeben sich folgende
Beziehungen:

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, ρxy =
−σxy

σ2
xx + σ2

xy

. (2.14)

Der Längsanteil ρxx ergibt sich aus der klassischen Drude-eorie. Der
Querwiederstand skaliert linear mit dem Magnetfeld, was Edwin H.
Hall 1879 beschrieb [40]. Der Querwiderstand wird deshalb auch als
Hallwiderstand bezeichnet.
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ρxx =
1

eneµe

und ρxy =
B

ene

. (2.15)

Die Bestimmung des speziëschen Längs- und Querwiderstandes er-
möglicht damit eine direkte Ableitung der Elektronendichte ne sowie
der Beweglichkeit µe. Die Beweglichkeit ist hierbei ein Maß der Streu-
ung von Elektronen an statischen (z.B. Störstellen im Kristall) oder dy-
namischen (z.B. Phononen) Streupotentialen.

2.2 Der Quanten-Hall-Effekt

Während im klassischen Grenzfall ( hωc ≪ kBT ) eine lineare Bezie-
hung zwischen Magnetfeld und Querwiderstand beobachtet wird, stellt
man bei tiefen Temperaturen ( hωc ≫ kBT ) eine Quantisierung des
Hallwiderstands gemäß

RH =
h

e2

1

ν
=
RK

ν
, ν = 1, 2, 3... (2.16)

fest. Im Längswiderstand der Probe zeigen sich Minima, die gleichzei-
tig mit den quantisierten Plateaus im Hallwiderstand auftreten. Die-
ses Verhalten wurde erstmals 1980 von Klaus von Klitzing beobachtet
[41]. Die Größe RK ≈ 25812, 807Ω wird als von-Klitzing-Konstante
bezeichnet. Da dieser Wert weder von den Probeneigenschaften noch
von Umgebungsvariablen, wie etwa der Temperatur, abhängt, wird der
Quanten-Hall-Effekt seit 1990 zu Bestimmung der Widerstandsnor-
malen verwendet. Der Verlauf der longitudinalen Widerstandskompo-
nente wird als Shubnikov-de-Haas-Oszillationen bezeichnet [42]. In
Abbildung 2.3 ist eine typische Messung im Quanten-Hall-Regime zur
Bestimmung von longitudinaler und transversaler Widerstandskompo-
nente eines 2DEG in Abhängigkeit eines senkrecht angelegten Magnet-
feldes gezeigt.
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Abbildung 2.3:
Longitudinaler (Rxx, dunkelblau)und transversaler Widerstand (Rxy, hell-
blau) eines 2DEG in Abhängigkeit eines senkrecht angelegten Magnet-
feldes.

Zur Erklärung des Auftretens der Plateaus sollen hier zwei unter-
schiedliche Modelle herangezogen werden. Das erste geht von der Exis-
tenz von lokalisierten und delokalisierten Zuständen aus. Das zweite
Modell führt das Auftreten der Plateaus auf die Existenz von Randka-
nälen zurück, die in endlichen Proben durch deren räumliche Begren-
zung auftreten.Verweise auf

Formeln erfolgen
in Klammern. Ein

Verweis auf Formel
Nummer 2.5 wird
z.B. geschrieben

als (2.5).

2.2.1 Lokalisierte und delokalisierte Zustände

Eine Veränderung des Magnetfeldes ändert die energetische Aufspal-
tung  hωc ∼ B der Landauniveaus (siehe (2.5)). Dabei werden die
oberen Niveaus entleert und die Elektronen besetzen zunehmend die
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unteren Zustände, da mit wachsendem Magnetfeld gleichzeitig auch
der Entartungsgrad der jeweiligen Landauniveaus steigt (siehe (2.10)).
Mit steigendem Magnetfeld verschieben sich die Landauniveaus also zu
höheren Energien und durchlaufen nacheinander das Ferminiveau EF

(siehe Abb. 2.2).
Aufgrund von Streuung an Störstellen, Phononen oder an in realen

Probensystemen grundsätzlich vorhandenen Kristalldefekten werden
die deltaförmigen Landauniveaus energetisch verbreitert [43]. Dies hat
neben delokalisierten Zuständen im Bereich der Landauniveaus auch
lokalisierte Zustände in den Bereichen zwischen den Niveaus zur Folge
[44]. Eine schematische Darstellung der daraus folgenden Zustands-
dichte zeigt Abbildung 2.4.

Beënden sich im Bereich des Ferminiveaus lokalisierte Zustände,
so kann kein elektrischer Transport über die Probe stattënden, da die
verfügbaren Zustände räumlich lokalisiert und nicht über die gesamte
Probe ausgedehnt sind. Die Leitfähigkeit längs der Probe sinkt auf Null
ab. Im Querwiderstand ergeben sich Plateaus; solange nur lokalisierte
Zustände energetisch erreichbar sind, ändert sich der Querwiderstand
nicht. Im Zentrum der Landaulevel kann der elektrische Transport da-
gegen über delokalisierte Zustände erfolgen und die Leitfähigkeit längs
der Probe nimmt einen endlichen Wert an. Der Querwiderstand hin-
gegen wächst, da das Landauniveau nach und nach entleert wird. Der
Wert des Hallwiderstands hängt dabei vom Füllfaktor ν ab, der angibt,
wieviele der Niveaus besetzt sind.

RH =
h

e2ν

Die Shubnikov-de-Haas-Oszillationen lassen sich im Bild der ausge-
dehnten und lokalisierten Zustände qualitativ als Oszillationen der frei-
en Zustandsdichte verstehen. Die Argumentation gleicht der Erklärung
der Hallplateaus. Beënden sich an der Fermikante ausgedehnte Zustän-
de, so wird Ladungstransport möglich und die Leitfähigkeit nimmt zu.
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Abbildung 2.4:
Zustandsdichte eines zweidimensionalen Elektronengases im Magnet-
feld. Im Bereich der spinnaufgespaltenen Landauniveaus sind die Zu-
stände delokalisiert, dazwischen liegen lokalisierte Zustände.
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Abbildung 2.5:
Verlauf der Widerstände ρxx und ρxy unter Betrachtung lokalisierter
(grau unterlegt) und delokalisierter Zustände (weiß unterlegt).
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Gleichzeitig nimmt dabei auch der speziësche Widerstand ρxx zu (ver-
gleiche (2.14)).

Beënden sich dort jedoch lokalisierte Zustände so wird der Strom-
ìuss unterbunden. Dabei fällt zugleich auch ρxx auf Null ab. Die-
ses Verhalten ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Für eine quantitati-
ve Beschreibung dieses Vorgangs muss außerdem die mit dem Ma-
gnetfeld variierende Anzahl der ausgedehnten Zustände, die Streu-
länge der Elektronen und die Oszillation der Fermienergie berück-
sichtigt werden. Eine detaillierte Beschreibung zu Quantenhalleffekt
und Shubnikov-de Haas-Oszillationen, insbesondere der beiden unter-
schiedlichen Modelle, ëndet sich in [44].

2.2.2 Das Randkanalbild

Im Bild lokalisierter und delokalisierter Zustände wird der Verlauf der
Widerstände im Magnetfeld qualitativ verständlich. Warum jedoch die
exakte Quantisierung der Hallplateaus in ganzzahligen Vielfachen von
h/e2 auftritt, lässt sich einfacher im Randkanalbild darlegen. Dabei
wird im Gegensatz zum oben beschrieben Modell lokalisierter und de-
lokalisierter Zustände die Geometrie der Probe zur Erklärung mit ein-
bezogen.

Die endlichen Abmessungen einer Probe führen dazu, dass die
Elektronen an den Rändern ein Einschlußpotential vorënden. Bei der
Annäherung an den Rand der Probe werden die Landauniveaus konti-
nuierlich zu höheren Energien verbogen. Daraus folgt, dass jedes be-
setzte Landauniveau nun in Richtung Rand hin an einem gewissen
Ort einen Schnittpunkt mit der Fermienergie besitzen muss. Für die
obersten Elektronenzustände auf Höhe der Fermienergie bilden sich
dadurch eindimensionale Randkanäle. Für jedes Landauniveau unter-
halb der Fermienergie wird so ein Randkanal geschaffen.

Eine Skizze dieser Verformung sieht man in Abbildung 2.6. Ein
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0

EF

E
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n = 1

n = 2

n = 3

x , y

Abbildung 2.6:
Verbiegung der Landauniveaus unter Einøuß eines Einschlußpotentials
am Rand der Probe. Die besetzten Niveaus durchstoßen zum Rand hin
die Fermienergie, und es entstehen Randkanäle.

solcher Verlauf der Landauniveaus hätte jedoch eine unstetige und so-
mit unphysikalische Form der Ladungsträgerdichte zur Folge. Dieses
Problem lässt sich umgehen, indem man das Randkanalbild um die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander erweitert. Dies führt
dann dazu, dass die Landauniveaus in Randnähe Plateaus ausbilden,
innerhalb derer sich die Elektronen in y-Richtung, also in Richtung
des Probenrandes, frei bewegen lassen. In den Übergangsbereichen zwi-
schen zweier solcher Plateaus gelingt dies nur unter Aufbringung von
zusätzlicher Energie. Man spricht daher im Bereich der Landauplateaus
auch von kompressiblen Streifen, während die Übergänge als inkom-
pressible Streifen bezeichnet werden [45].

Die Randkanäle, über die im Bereich ganzzahliger Füllfaktoren der
Ladungstransport stattëndet, sind dabei parallel zum Probenrand ver-
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laufende eindimensionale Zustände. Im Inneren des 2DEGs liegen da-
gegen lokalisierte Zustände vor, die in erster Näherung nicht zur Leit-
fähigkeit beitragen. Die Zahl der Randkanäle entspricht dabei der An-
zahl der besetzten spinaufgespaltenen Landauniveaus, wie bereits Ab-
bildung 2.6 verdeutlicht. Für den Fall ν = 3 stehen also beispielsweise
drei Randkanäle für den Transport zur Verfügung. Dabei sind je nach
angelegtem Potential und Magnetfeldrichtung nur jeweils die Kanäle
einer Probenseite am Transport beteiligt.

Das Konzept der Randkanäle läßt sich mathematisch durch den
von R. Landauer [46, 47] vorgeschlagenen und von M. Büttiker [48]
weiterentwickelten Landauer-Büttiker-Formalismus beschreiben. Da-
bei wird der Transport zwischen verschiedenen Strom- und Potential-
kontakten über die Transmissionswahrscheinlichkeit eindimensionaler
Kanäle charakterisiert [49–51]. Der in einen Kontakt i ìießende Strom
wird dabei ausgedrückt durch:

Ii =
2e

h

(Ni − Ri)µi −
∑

j(j̸=i)

µjTj→i

 (2.17)

Ni bezeichnet hier die Anzahl der vom Kontakt i ausgehenden
Kanäle. Der Anteil Ri/Ni wird in den Kontakt i zurückreìektiert.
Die Summe über Tj→i beschreibt die Transmission der von den ver-
schiedenen Kontakten j zum Kontakt i verlaufenden Randkanäle. Die
Transmissions- und Reìexionskoeffizienten T und R werden noch mit
den chemischen Potentialen µi,j der entsprechenden Kontakte gewich-
tet. Der Vorfaktor 2e/h wird für spinaufgespaltene Randkanäle zu ei-
nem e/h.

Nimmt man nun beispielsweise den Fall eines Füllfaktors ν = 3

an, so liegen an beiden Probenrändern drei Transportkanäle vor. Da
Rückstreuung aus einem Randkanal über die lokalisierten Zustände des
Probeninneren bis zum gegenüberliegenden Probenrand sehr unwahr-
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scheinlich ist, kann eine vollständige Transmission der eindimensiona-
len Kanäle entlang der Probe vorausgesetzt werden. Zudem wird ange-
nommen, dass Potentialkontakte zur Messung der Querspannung kei-
nen Strom liefern oder abziehen. Zwischen Eingangs- und Ausgangs-
kontakt an den Enden der Probe liegt eine Potentialdifferenz ∆µ vor.

Dann entspricht das Potential des in Stromrichtung Transport füh-
renden Probenrandes dem des Eingangskontaktes. Der gegenüberlie-
gende Rand, dessen Randkanäle eine Transportrichtung entgegen der
Stromrichtung aufweisen, liegt dagegen auf dem Potential des Aus-
gangskontakts. In einem solchen Fall wird man keine Längsspannung
und damit einen verschwindenen Längswiderstand messen. ∆µ/e ent-
spricht dann der HallspannungUH. Für den Strom I entlang der Probe
ergibt sich aus (2.17) mit Ri = 0 und Tj→i = 1:

I = 3
e2

h
UH. (2.18)

Jeder der Transportkanäle bringt also einen Beitrag von e2/h zur Leit-
fähigkeit ein. Für den Hallwiderstand folgt damit allgemein:

RH =
UH

I
=
1

ν
· h
e2

(2.19)

Im Randkanalbild folgt die Quantisierung des Hallwiderstandes
im Plateaubereich also direkt aus der vollständigen Transmission der
eindimensionalen Kanäle, die wiederum in der räumlichen Trennung
der beiden Transportrichtungen begründet liegt. Dabei werden Viel-
teilcheneffekte wiederum vernachlässigt. Dieses Modell kann jedoch
bereits eine Vielzahl an Transportphänomenen anschaulich erklären
[52, 53].
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Wird die freie Bewegung in einem 2DEG um eine weitere Dimension
eingeschränkt, führt dies zu einem System in dem nur noch eine Be-
wegungsrichtung verfügbar ist: einem eindimensionalen Elektronengas
(1DEG). Im Abschnitt 2.2.2 wurde hierauf bereits ein kurzer Vorgriff
gemacht, als von eindimensionalen Randkanälen die Rede war. Im Fol-
genden sollen die Transporteigenschaften des 1DEG betrachtet wer-
den.

Sei V(z) wieder das Einschlußpotential in z-Richtung. Nun
kommt zusätzlich ein Einschlußpotential V(y) = m∗

2
ω2

yy
2 in y-

Richtung hinzu. Für die Gesamtenergie eines Elektrons erhält man
hiermit:

Ei,n(k⃗x) =
 h2k⃗2

x

2m∗
+

(
i−

1

2

)
 hωy + En

z (2.20)

Dabei bezeichnet i die neu hinzugekommene Quantenzahl der Quan-
tisierung in y-Richtung und ωy die Kreisfrequenz des harmonischen
Potentials V(y). Die Zustandsdichte eines solchen eindimensionalen
Systems wird wie folgt beschrieben:

D(E) =
2m∗

π h2

∑
i,n

√
 h2

2m∗(E− Ei
y − En

z )
Θ(E− Ei

y − En
z ). (2.21)

In Abbildung 2.7 ist eine schematische Darstellung dieser Zu-
standsdichte zu sehen. Hierbei liegt die Annahme Ei

y −Ei−1
y ≪ En

z −

En−1
z zugrunde. Unter dieser Vorraussetzung kann sich auf der Basis

eines 2DEG durch Einschnürung auf eine Dimension ein 1DEG mit
verschiedenen Subbändern ausbilden. Diese Subbänder werden auch
als eindimensionale Moden oder Kanäle bezeichnet.
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Abbildung 2.7:
Schematische Darstellung der Zustandsdichte eines eindimensiona-
len Elektronengases (links). Daneben ist zudem das harmonische Ein-
schlusspotential Ey abgebildet, das zur Quantisierung in in y-Richtung
führt. EF markiert jeweils das Niveau der Fermienergie.

2.3.1 Transport durch ein 1DEG

Eine schematische Darstellung des Transport von Elektronen durch ein
1DEG ist in Abbildung 2.8 zu sehen. Das 1DEG verbindet hier zwei
Reservoire mit den chemischen Potentialen µ1 und µ2. Diese werden
im Folgenden als Source und Drain bezeichnet. Um einen Transport
in eine Richtung aufzuprägen, wird eine Spannung VSD zwischen die-
sen Reservoiren Source und Drain angelegt. Die Potentialdifferenz be-
trägt dann eVSD. Zum Transport durch ein solches System steht dann
prinzipiell eine Vielzahl von Kanälen zur Verfügung, die durch die je-
weiligen Werte für ihre Transmission T und Reìexion R charakterisiert
werden. Im Schemabild trägt nur ein einzelner Kanal zum Transport
bei. Dieser Fall soll nun zunächst genauer betrachtet werden.

Der durch das 1DEG ìießende Strom ergibt sich aus dem Diffe-
renzstrom beider Transportrichtungen.
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µ1

µ21D-Kanäle

RT

Abbildung 2.8:
Schematische Darstellung des 1D-Transportes. Der Transport zwischen
zwei Reservoiren mit den Potentialen µ1 und µ2 erfolgt über eindimen-
sionale Kanäle. Die Transporteigenschaften der 1D-Engstelle können
über deren Transmission T und Reøexion R beschrieben werden.

I = e ·
(∫∞

0

dE υ ·D→ · T · F(µ1) · (1− F(µ2))

)
−e ·

(∫∞
0

dE υ ·D← · T · F(µ2) · (1− F(µ1))

)
= e ·

(∫∞
0

dE υ · 1
2
D · T · (F(µ1) − F(µ2))

)
. (2.22)

Bei den Integralen ist zu bedenken, dass die Zustandsdichte D↔
und die Transmission T von der Energie E abhängen. Dabei soll gel-
ten D→(E) = D←(E) = ½D(E). Ferner bezeichnet υ die eben-
falls energieabhängige Geschwindigkeit und F(µ1,2) die Fermi-Dirac-
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Verteilung gemäß:

F(µ, E) =

(
exp

(
E− µ

kBT

)
+ 1

)−1

. (2.23)

Die Stromgleichung (2.22) kann weiter vereinfacht werden. Zunächst
kann man sich zunutze machen, dass sich Geschwindigkeit und eindi-
mensionale Zustandsdichte bis auf konstanten Faktor gegenseitig weg-
heben:

υ(E) ·D(E) =
1

 h
dE

dk
· 2
π

dk

dE
=
4

h
(2.24)

Nimmt man ferner eine geringe Spannung zwischen beiden Reser-
voiren an, also eUSD ≪ µ1,2 , so kann die Fermiverteilung entwickelt
werden. In erster Ordnung in eUSD folgt aus der Taylor-Entwicklung:

F(µ1, E) − F(µ2, E) =
∂F

∂E
eUSD. (2.25)

Für tiefe Temperaturen T → 0 ergibt sich daraus unter Ausnutzung
von µ ≈ EF für T ≈ 0:

∂F

∂E
eUSD = δ(EF)eUSD. (2.26)

Damit wird aus (2.22) unter Ausnutzung dieser Näherung:

I =
2e2

h
T(EF)USD. (2.27)

Der Leitwert eines 1DEG mit einem Transportkanal ist damit:

G =
I

USD

=
2e2

h
T(EF). (2.28)
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Für den allgemeinen Fall von N Transportkanälen kann unter der An-
nahme, dass die Kanäle voneinander unabhängig Strom führen, eine
einfache Addition über alle Kanäle ausgeführt werden.

G =
2e2

h

N∑
n=1

Tn(EF). (2.29)

Dies entspricht der bereits im Abschnitt 2.2.2 angesprochenen Lan-
dauerformel [51]. Für den Fall eines perfekt transmittierenden 1DEG
kann nun eine Transmission Tn = 1 angesetzt werden und man erhält
die Leitfähigkeit für den sogenannten ballistischen Transport durch das
1DEG:

G = N · 2e
2

h
(2.30)

Die Bezeichnung „ballistischer Transport“ beschreibt dabei genau den
Fall, dass die Elektronen ohne Streuung den 1D-Kanal durchlaufen.
Dies trifft insbesondere auf das Transportverhalten durch die im Rah-
men dieser Arbeit verwendeten Quantenpunktkontakte zu.

Eine schematische Darstellung der Leitfähigkeit eines 1DEG ist in
Abbildung 2.9 zu sehen. Wie aus (2.30) hervorgeht, steigt mit jedem
Subband, das am Transport durch das 1DEG beteiligt ist, die Leitfä-
higkeit stufenweise um 2e2/h.

2.3.2 Der Quantenpunktkontakt

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Quantenpunktkontakte (quantum
point contact, QPC) verwendet, die eine spezielle Form des 1DEG
darstellen. Hergestellt wurden diese, indem innerhalb eines 2DEG eine
eindimensionale Engstelle geschaffen wurde. Dies führt zu einem sehr
kurzen 1D-Kanal, dessen geringe Ausdehnung sicherstellt, dass unter
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Abbildung 2.9:
Schematische Darstellung der LeitfähigkeitG des 1DEG. Mit jedem neu-
en Subband (N = 1,2,3) steigt die Leitfähigkeit um 2e2/h.

den gegebenen Bedingungen der Transport durch den Quantenpunkt-
kontakt ballistisch erfolgt. Im Bereich des QPCs bildet sich dabei ein
Potentialverlauf aus, der in guter Näherung durch ein Sattelpotential
beschrieben werden kann:

Φ(x, y) = Φ0 −
1

2
m∗ω2

xx
2 +

1

2
m∗ω2

yy
2 (2.31)

Diese Näherung ist speziell dann gut, wenn das 1DEG sehr kurz
ist und das Potential praktisch nur durch die engste Stelle deëniert ist
[54]. Genau dies ist beim QPC der Fall. Der QPC wird gebildet, in-
dem das 2DEG durch Seitengates auf einen eindimensionalen Kanal
verengt wird. Die „Seitengates“ sind Bereiche des 2DEG, die elektrisch
isolierend von der Engstelle und den Zuleitungen abgetrennt sind, an
die aber eine Spannung angelegt werden kann, um die Engstelle des
QPC zu beeinìussen. Schematisch ist dies in Abbildung 2.10(a) dar-
gestellt. Mittels der Gates kann die Zahl der verfügbaren Subbänder
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Abbildung 2.10:
Schematische Darstellung des Potentialverlaufs eines Quantenpunkt-
kontakts. Links ist eine Aufsicht auf die x, y-Ebene dargestellt. Es prägen
sich transmittierende und reøektierende Kanäle aus. Rechts sieht man
das sattelförmige PotentialΦ des QPCs.

variiert werden. Das Sattelpotential, dargestellt in Abbildung 2.10(b),
wird durch eine Veränderung der Gatespannung anschaulich gespro-
chen nach oben oder unten verschoben.

Für ein solches Potential wurden von M. Büttiker in [55] die Trans-
missionswahrscheinlichkeiten Tn der 1D-Kanäle analytisch bestimmt:

Tn =

(
1+ exp

(
−π
2
(
E− (n− 1

2
) hωy −Φ0

)
 hωx

))−1

(2.32)

Ausschlaggebend für die Transmission und damit für den Leitwert
des QPC ist also der Quotient ωy/ωx also das Verhältnis der Krüm-
mung des Potentials in y- und x-Richtung. Ist ωy/ωx ≫ 1 so er-
hält man steile Übergänge und klare Plateaus in der Leitfähigkeit. Ist
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dagegen ωy/ωx . 1 so sind die Stufen in der Leitfähigkeit zuneh-
mend ausgewaschen und nur noch schwer zu erkennen, bis sie im Fall
ωy/ωx ≪ 1 vollständig verschwinden. Wird der QPC als Ladungsde-
tektor genutzt, so ist ein steiler Übergang zwischen den quantisierten
Niveaus der Leitfähigkeit ausschlaggebend für eine hohe Sensitivität
(Siehe hierzu Abschnitt 3.2.1). Daher ist es hierbei wünschenswert, ei-
nen möglichst großen Quotienten ωy/ωx zu erhalten. Dies bedeutet
anschaulich, dass ein sanfter Potentialanstieg in x-Richtung und ein
steiler Anstieg in y-Richtung wünschenswert ist.

2.3.3 Abhängigkeit von Temperatur undMagnetfeld

Neben der Geometrie der Engstelle haben noch weitere Parameter Ein-
ìuss auf den Verlauf der Leitfähigkeit des QPCs. Hier sollen Tempera-
tur und Magnetfeld betrachtet werden, da deren Einìuss ebenfalls eine
Limitierung der Funktionalität als Ladungsdetektor darstellt.

Eine endliche Temperatur hat eine energetische Verschmierung des
Verlaufs der Leitfähigkeit zur Folge [56, 57]. Für den Fall kleiner Vor-
spannung gilt:

G =
2e2

h

N∑
n=1

∫∞
0

dE
∂F

∂E
Tn(E). (2.33)

Dabei beträgt die Breite des Maximums von ∂F/∂E ≈ 3.5kBT .
Dies limitiert die Auìösbarkeit der quantisierten Leitfähigkeitsstufen.
Für einen Energieabstand der 1D-Kanäle von ∆E folgt, dass eine Tem-
peratur

T =
∆E

3.5kB

(2.34)

für eine klare Identiëkation von Leitfähigkeitsplateaus deutlich unter-
schritten werden muss. Gleichzeitig sinkt die Steilheit des Anstiegs zwi-
schen den Plateaus. Dies begrenzt deutlich die Sensitivität des QPCs
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auf Ladungsänderungen in seiner Umgebung in diesem Anstiegsbe-
reich. Für einen typischen Energieabstand erhält man gemäß [58] ei-
ne Temperatur T ∼= 6 K als Detektionsschwelle. Für eine Nutzung des
QPCs als Ladungsdetektor ist dagegen eine deutlich niedrigere Tempe-
ratur wünschenswert. Eine Temperatur von etwa 1.5 K kann bei typi-
schen QPCs bereits eine deutliche Einschränkung der Detektorqualität
bedeuten.

Der Einìuss des Magnetfelds äußert sich vielfältiger. Zum einen
geht der Betrag des Magnetfeldes über einen zusätzlichen Zeemanterm
EB = sµBg

∗B in das Energiespektrum des QPC ein. Dies sorgt bei
entsprechend hohem Magnetfeld für eine Aufhebung der Spinentar-
tung und für die Ausprägung von Leitwertstufen mit einem Abstand
von e2/h anstelle der Nullfeldsituation mit 2e2/h hohen Stufen in
der Leitfähigkeit.

Zum anderen führt ein senkrecht angelegtes Magnetfeld zu einer
effektiven Erhöhung des Einschlußpotentials Φ(y) und zu einer Mo-
diëkation der effektiven Masse. Die Gleichung (2.20) wird dann zu:

Ei,n(k⃗x) =
 h2k⃗2

x

2mB

+

(
i−

1

2

)
 hω+ sµBg

∗B+ En
z , (2.35)

mit ω =
√
ω2

y + (eB/m∗)2 undmB = m∗ω2/ω2
y.

Die Folge ist bei gleichbleibenden Gatepotentialen eine zunehmen-
de Entvölkerung der eindimensionalen Kanäle mit steigendem Ma-
gnetfeld. Dies zeigt sich in einer Verbreiterung der Leitfähigkeitspla-
teaus [59]. Zudem hat die Erhöhung des Potentials in y-Richtung ei-
nen positiven Effekt auf das Verhältnis ωy/ωx. Damit ist ein leicht
steilerer Übergang zwischen den Plateaus zu erwarten.

Für die Funktionalität des QPCs als Detektor ist dies zunächst
nicht nachteilig, die leicht steilere Flanke des Übergangs zwischen den
Plateaus ist sogar vorteilhaft. Sobald jedoch eine Feldstärke erreicht ist,
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bei der die Spinentartung soweit aufgehoben ist, dass sich auch bei
e2/h Plateaus ausbilden, hat dies Auswirkungen auf die Nutzung des
QPC als Ladungsdetektor. Da das Plateau bei e2/h eine deutliche Ein-
schränkung der Sensitivität bedeutet, ist der Arbeitspunkt unterhalb
des ersten spinaufgespaltenen Leitfähigkeitsplateaus zu wählen. Dies
bedeutet eine merkliche Einschränkung des Dynamikbereichs. Dem
kann durch die kontinuierliche Anpassung des Arbeitspunktes entge-
gengewirkt werden.

Für noch höhere Magnetfelder bilden sich in Zuleitung und Eng-
stelle Randkanäle aus. Der QPC fungiert dann als Filter für die Anzahl
der transmittierten und reìektierten Kanäle [60, 61]. Dabei ändert sich
der Verlauf der Leitfähigkeit vor allem im nichtlinearen Regime [58].
Dies hat jedoch bei einem Arbeitspunkt unterhalb von e2/h und ge-
ringer Source-Drain-Spannung keinen nennenswerten Einìuß auf die
Charakteristik des QPC-Detektors. Die niedrige Leitfähigkeit, bei der
der QPC dann betrieben werden muss, und die gleichzeitige Beschrän-
kung auf niedrige Spannungen limitiert jedoch die Auìösung des De-
tektors.
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2.4 Das nulldimensionale Elektronengas

Grenzt man mittels Potentialbarrieren die Beweglichkeit von Elektro-
nen in allen drei Raumrichtungen so weit ein, dass ihre Energie nicht
mehr kontinuierliche, sondern nur noch diskrete Werte annehmen
kann, dann spricht man von einem 0DEG. De facto bedeutet dies,
dass die räumliche Ausdehnung eines 0DEGs in der Größenordnung
der Wellenlänge der Elektronen liegen muss. Ein echtes 0DEG hätte
dabei nur einen einzigen energetischen Zustand. Analog zum 2DEG
und 1DEG spricht man jedoch auch bei Systemen mit mehreren dis-
kreten Zuständen von (quasi)-nulldimensionalen Systemen.

Die Zustandsdichte eines solchen Systems ist eine Abfolge von dis-
kreten Zuständen:

D(E) = 2 ·
∑
n

δ(E− En). (2.36)

Eine schematische Darstellung dieser Zustandsdichte ist in Abbildung
2.11 zu ënden. Die Zustände sind als Deltafunktionen am Ort ih-
rer Zustandsenergie eingezeichnet. Die Zustände des 0DEG sind voll-
ständig quantisiert und können diskreten Energien zugeordnet werden.
Nur für für die Energien En existieren Zustände.

Ein 0DEG wird häuëg als Quantenpunkt (quantum dot, QD) oder
künstliches Atom bezeichnet. Die Analogie zum Atom liegt durch die
Quantisierung der elektronischen Zustände auf der Hand. Im Folgen-
den wird nun stets von Quantenpunkten die Rede sein.

2.4.1 Das Anregungsspektrum

Quantenpunkte besitzen eine diskrete Zustandsdichte, da die Bewe-
gung der Elektronen in jeder Raumrichtung eingeschränkt ist. Diese
Einschränkung erfolgt durch Potentiale. In z-Richtung erfolgt dies für
die in dieser Arbeit untersuchten QDs durch das Einschlusspotential
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Abbildung 2.11:
Schematische Darstellung der Zustandsdichte eines nulldimensionalen
Elektronengases: Die Zustände sind vollständig quantisiert.

des 2DEGs. In der x,y-Ebene werden die Elektronen durch die Struk-
turierung der Probe eingeschränkt. Diese Strukturierung hat in guter
Näherung ein harmonisches Einschlusspotential Φext zur Folge.

Φext(r) =
1

2
m∗ω2

0r
2 (2.37)

Dabei istω0 die Kreisfrequenz des harmonischen Potentials und r der
Radius in der x,y-Ebene. Der Hamiltonoperator eines Quantenpunk-
tes sieht unter Berücksichtigung eines externen Magnetfeldes damit fol-
gendermaßen aus [62]:

Ĥ =
1

2m∗
(p− eA)2 +

1

2
m∗ω2

0r
2 +Φ(z) (2.38)

Fock und Darwin haben 1930 das Energiespektrum dieses Systems
erstmals berechnet [63, 64]. Das Fock-Darwin-Spektrum beschreibt
ein einzelnes Elektron, weshalb es auch als Anregungsspektrum be-
zeichnet wird.

Ei,n,m,s = (n+1) h

√
ω2

0 +
1

4
ω2

c−
1

2
 hωcm+sg∗µBB+Ei (2.39)
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Abbildung 2.12:
Das Fock-Darwin-Spektrum berechnet für  hω0 = 1meV. Die roten Lini-
en repräsentieren jeweils s =↑, die schwarzen s =↓.

Dabei ist nϵN0 und m = −n,−n + 2, · · · , n − 2, n. Ersetzt man
Ω2 = ω2

0 + 1
4
ω2

c und betrachtet alle Energien als Abstand zur Sub-
bandenergie Ei, so folgt:

En,m,s = (n+ 1) hΩ−
1

2
 hωcm+ sg∗µBB. (2.40)

Dieses Spektrum ist in Abbildung 2.12 gezeigt.
Für B = 0 ergibt sich aus (2.40) ein äquidistantes Anregungsspek-

trum

En = (n+ 1) hω0 (2.41)
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mit einem Energieabstand von  hω0. Die Quantenzahlen s undm sor-
gen hier für eine 2(n+ 1)-fache Entartung der Zustände.

2.4.2 Das Additionsspektrum

Bislang wurde der Quantenpunkt im Einteilchenmodell betrachtet. Be-
trachtet man Quantenpunkte mit mehr als einem Elektron, so muss
man die Wechselwirkung der Elektronen untereinander berücksichti-
gen. Die grundlegenden Transporteigenschaften eines solchen QD las-
sen sich mittels eines elektrostatischen Modells beschreiben, das nur
die Ladung −e der Elektronen für die Wechselwirkung berücksichtigt
[65–67]. Dazu wird neben den Zustandsenergien des Einteilchenmo-
dells die Ladeenergie EL des Quantenpunktes beachtet, die die elek-
trostatische Abstoßung der Elektronen untereinander beschreibt. Die
aufzubringende Ladeenergie erhöht sich dabei mit jedem Elektron, das
auf den QD geladen wird. Insgesamt ist für die Wechselwirkung von
N Elektronen dann eine Energie von 1

2
N(N−1)EL aufzubringen. Die

N Elektronen werden dann nacheinander auf die Grundzustände des
Fock-Darwin-Spektrums verteilt, woraus sich eine Gesamtenergie EN

von

EN =
1

2
N(N− 1)EL +

N∑
n,m,s

En,m,s (2.42)

ergibt. Die Summe ist dabei so zu verstehen, dass von der niedrigsten
Energie des Fock-Darwin-Spektrums ausgehend die Niveaus bis zum
N-ten Elektron aufsummiert werden. Der Einfachheit halber wird die
entsprechende Energie für das N-te Niveau im Einteilchenspektrum
im Folgenden als EN bezeichnet. Will man die Zahl der Elektronen
auf einem Quantenpunkt um ein Elektron vonN−1 nachN erhöhen,
so muss man eine Energiedifferenz µN aufbringen.

µN = EN − EN−1 = (N− 1)EL + EN (2.43)
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Diese Differenz wird als das chemische Potential für den Übergang
(N− 1) → N bezeichnet. Angeregte Zustände erhält man dabei dann,
wenn das N-te Elektron nicht das quantenmechanische Energieniveau
EN einnimmt, sondern ein höheres. Diese angeregten ZuständeN* lie-
gen dann energetisch um die Differenz zum Grundzustand N höher.

Der Abstand zweier aufeinander folgender chemischer Potentiale
für die Anzahlen N und N+ 1 ergibt sich nach (2.43) zu:

µN+1 − µN = EL + EN+1 − EN ≃ EL (2.44)

Die letzte Näherung gilt, wenn die Ladeenergie erheblich größer ist,
als die quantenmechanische Energiedifferenzen. Für große Quanten-
punktsysteme wie die untersuchten lateralen Strukturen ist dies der
Fall. Das Spektrum eines QD ist damit in erster Näherung eine Ab-
folge äquidistanter chemischer Potentiale, die energetisch jeweils mit
einem Abstand von EL aufeinander folgen.

Die grundlegenden Transporteigenschaften eines solchen QD las-
sen sich daher gut mittels eines elektrostatischen Modells beschrei-
ben, das die Ladung −e der Elektronen berücksichtigt, aber ohne de-
ren Quanteneigenschaften auskommt. Der Quantenpunkt selbst wird
nulldimensional angenommen und einzig über die Ladung Ne der N
Elektronen auf dem QD und die GesamtkapazitätCΣ des QD zu seiner
Umwelt charakterisiert. Will man nun ein zusätzliches Elektron auf den
Quantenpunkt bringen, so muss die Coulombabstoßung überwunden
werden. Dazu ist die Ladeenergie

EL =
e2

CΣ

(2.45)

aufzubringen. Aus diesem Umstand lassen sich die Additionsspektrum
genannten, äquidistanten chemischen Potentiale des QD errechnen.
Ausgegangen wird dabei vom Grundzustand des Systems für ein Elek-
tron. Das chemische Potential für das N-te Elektron ergibt sich dann
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Abbildung 2.13:
Das Additionsspektrum eines Quantenpunkts schematisch dargestellt:
Zwei Tunnelbarrieren (grau) grenzen den QD, dargestellt als Folge von
äquidistanten Energieniveaus, gegen die Zuleitungen Source (S) und
Drain (D) ab. Das N-te Niveau mit dem chemische Potential µN ist mit
einem Elektron besetzt. Der Energieabstand der Niveaus beträgt EL, die
Ladeenergie.

als:
µN = (N− 1)EL (2.46)

Eine schematische Darstellung ist in Abbildung 2.13 zu sehen.
Der QD, dargestellt als Abfolge der in (2.46) benannten Energieni-
veaus, wird durch Tunnelbarrieren, hier durch graue Blöcke angedeu-
tet, von den Zuleitungen abgetrennt. Die Voraussetzung dafür, dass
diese Quantisierung der Energieniveaus des QD in Transportexperi-
menten sichtbar wird, ist eine entsprechend niedrige Temperatur; es
muss gelten kBT ≪ EL. Damit die Elektronen auf dem QD lokali-
siert sind, darf die Ankopplung über die Tunnelbarrieren zu den Zulei-
tungen nicht zu stark sein. Die Leitfähigkeit der Tunnelbarrieren muss
dazu deutlich niedriger als ein Leitfähigkeitsquant sein: GT ≪ e2/h.
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2.4.3 Die Coulombblockade

Das äquidistante Spektrum des Quantenpunkts kann in Transportex-
perimenten sichtbar gemacht werden. Dies ist schematisch in Abbil-
dung 2.14 dargestellt. Legt man eine Spannung VSD zwischen zwei
Zuleitung des QD, Source und Drain, so erhält man einen Energieun-
terschied von eVSD zwischen den chemischen Potentialen der Zulei-
tungen. Damit entsteht ein Transportfenster (hellgrau dargestellt), das
es prinzipiell Elektronen erlaubt, von Source nach Drain zu wandern.
Dazu muss jedoch ein Energieniveau des QD im Transportfenster lie-
gen. Ist dies nicht der Fall, wie in Abb. 2.14(a), dann sind die Zustände
unterhalb des Transportfenster besetzt (in diesem Fall alle Zustände bis
µN). Die Elektronen auf diesen Energieniveaus können den Quanten-
punkt nicht verlassen, da sie keine freien Zustände in den Zuleitungen
vorënden. Das Niveau zu µN+1 wiederum kann nicht besetzt werden,
weil es energetisch zu hoch liegt. Dieser Fall wird als Coulombblockade
bezeichnet, da die Coulombabstoßung der Elektronen auf dem Quan-
tenpunkt verhindert, dass Transport durch den QD stattënden kann.
Es kann jedoch ein Gate am Quantenpunkt verwendet werden, um die
Energieniveaus relativ zu den Zuleitungen zu verschieben. Der Einìuss
des Gates wird beschrieben durch

µ ′N = µN − e
CGQD

CΣ

VGQD
, (2.47)

wobei µ ′n das verschobene Niveau und µn das Niveau ohne Gatespan-
nung benennt. Auf diese Weise gelingt es bei entsprechend positiver
Gatespannung, das nächste Energieniveau, hier µN+1, in das Trans-
portfenster zu verschieben.

Dieser Fall ist in Abb. 2.14(b) zu sehen. Nun können Elektronen
sowohl von der Source-Seite in den QD tunneln, als auch wieder auf
der Drain-Seite diesen verlassen. Die Folge ist ein Peak in der Leitfä-
higkeit. Die Höhe dieses Peaks hängt dabei vom Überlapp der Wellen-
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Abbildung 2.14:
Coulombblockade: Dargestellt sind drei Ladungszustände des QD. Zu-
nächst beönden sich N Elektronen auf dem QD (links). Da kein Energie-
niveau innerhalb des Transportfensters eVSD liegt, kann kein Elektron
den QD betreten oder verlassen. Die Leitfähigkeit GQD (rechts) ist Null.
Wird ein Energieniveau durch eine Gatespannung VGQD

in das Trans-
portfenster verschoben, tunneln Elektronen durch den QD, was zu einer
endlichen Leitfähigkeit führt. Schiebt das Niveau wieder aus dem Trans-
portfenster, sinktGQD wieder auf Null.
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funktionen auf dem QD und in den Zuleitungen ab. Dieser schlägt
sich in den Tunnelraten Γin und Γout nieder, die die Ankopplung an
Source und Drain charakterisieren.

Wird nun die Gatespannung weiter erhöht, verschiebt sich schließ-
lich µN+1 unter das chemische Potential von Drain, wie in Abb.
2.14(c) zu sehen. Ist dies geschehen, ist µN+1 dauerhaft mit einem
Elektron besetzt, da dieses nicht nach Drain abìießen kann. Das nächs-
te Niveau µN+2 ist aber noch oberhalb des Transportfensters, kann
also noch keinen Transport ermöglichen. Es ist damit wieder der Fall
der Coulombblockade eingetreten und die Leitfähigkeit sinkt erneut
auf Null. Da die Leitfähigkeit also direkt das Additionsspektrum ab-
bildet, kann man aus einer Messung der Leitfähigkeit wichtige Größen
des Systems ablesen. Insbesondere die Kapazität CGQD

zwischen Gate
und QD lässt sich bestimmen, da sie nach (2.47) und (2.45) direkt aus
der zusätzlich angelegten Gatespannung V ′GQD

folgt, die nötig ist, um
genau ein weiteres Niveau zu bevölkern. Es ergibt sich:

CGQD
=

e

V ′GQD

(2.48)

Eine gleichzeitige Änderung der Spannungen VG1 und VG2 an
zwei verschiedenen Gates eines Quantenpunkts lässt sich in einem
zweidimensionalen Bild veranschaulichen, das Ladungsdiagramm ge-
nannt wird. Jedes einzelne Gate führt bei einer Änderung der ange-
legten Spannung zu einer Folge von Coulombblockadepeaks. Dies ist
für Gate 1 unter Abb. 2.15 1⃝ und für Gate 2 entsprechend unter
Abb. 2.15 2⃝ schematisch dargestellt. Bei gleichzeitiger Änderung bei-
der Gates wirken beide Spannungen entsprechend der jeweiligen kapa-
zitiven Ankopplung der Gates auf den Quantenpunkt.

Stellt man die Leitfähigkeit des QD nun als Funktion beider Gate-
spannungen dar, folgt daraus eine Schar paralleler, äquidistanter Cou-
lombblockadelinien, wie man sie in Abb. 2.15 sieht. Die Steigung der
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Abbildung 2.15:
Schema eines Ladungsdiagramms: Änderungen der Gatespannungen
VG1 und VG1 führen jeweils zu Coulombblockadepeaks 1⃝, 2⃝. Eine
gleichzeitige Veränderung der Spannungen führt zu parallelen Cou-
lombblockadelinien, die die Blockadebereiche (N,N+ 1,N+ 2) vonein-
ander trennen.

Linien ist dabei abhängig vom Verhältnis der Ankopplung der Gates.
Im Schemabild ist die Kopplung von Gate 1 an den QD etwa doppelt
so stark wie die von Gate 2. Dieses Verhältnis lässt sich bei einem gemes-
senen Ladungsdiagramm aus dem Verhältnis ∆VG1/∆VG2 ermitteln.
Gemäß (2.48) lassen sich somit gleichzeitig die Kapazitäten CG1 und
CG2 bestimmen.
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Abbildung 2.16:
Schema eineMessung von Coulombrauten: Änderungen der Gatespan-
nungen VG und der Spannung zwischen Source und Drain VSD führen
zweidimensional dargestellt zu Coulombrauten. Während bei VSD = 0

Coulombpeaks auftreten 2⃝, prägen sich bei Änderung von VSD Leitfä-
higkeitsplateaus aus 1⃝. Eine gleichzeitige Veränderung der Spannun-
gen führt zu einemRautenmuster, das in Blockadebereiche (N,N+1,N+

2) und Transportbereiche mit unterschiedlich vielen gleichzeitig trans-
portierten Elektronen zerfällt.
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2.4.4 Coulombrauten

Eine zwischen Source und Drain angelegte Spannung VSD führt, wie
in Abschnitt 2.4.3 erläutert, zu einem Transportfenster eVSD. Als Folge
kann bei hinreichend hoher Spannung VSD auch mehr als ein Zustand
des Quantenpunkts zum Transport beitragen. Wird die Gatespannung
VG konstant gehalten, führt dies zu einem stufenartigen Verlauf der
Leitfähigkeit, wie es in Abb. 2.16 1⃝ schematisch dargestellt ist. Oh-
ne angelegte Vorspannung VSD beëndet sich der QD zunächst in der
Coulombblockade und die Leitfähigkeit ist gleich Null. Für VSD=0 ist
nur dann eine endliche Leitfähigkeit zu verzeichnen, wenn sich die Zu-
leitungen in Resonanz mit einem Niveau des QD beënden, was für den
gezeigten Schnitt nicht der Fall ist. Sobald das Transportfenster durch
Erhöhen von VSD so groß geworden ist, dass ein Niveau des QD im
Fenster liegt, nimmt die Leitfähigkeit einen endlichen Wert an. Auf
dem erreichten Wert verharrt sie solange, bis ein zweites Niveau beitra-
gen kann, um auch dort wieder zu verbleiben, bis das nächste Niveau
erreicht ist.

Die Zuleitungen koppeln zudem auch kapazitiv an den Quanten-
punkt, weshalb VSD auch die Niveaus des Additionsspektrums um
−e(CS/CΣ)VSD verschiebt. Es wird hier angenommen, dass die Span-
nung VSD an Source angelegt wird. Dabei ist CS die Kapazität zwi-
schen Source und dem Quantenpunkt. Bei zusätzlich angelegter Gate-
spannung ergibt sich ein Verlauf, wie dies in Abb. 2.16 zu sehen ist.
Es entstehen rautenförmige Blockadebereiche, in denen kein Energie-
niveau des QD im Transportfenster liegt. Die Kanten der Rauten ha-
ben dabei zwei Steigungen, die positive Steigung β1 und die negative
β2. Die Schnittpunkte dieser Grenzlinien liegen wiederum bei VSD=0.
Dies ist die Situation, in dem das Muster in den Fall einfacher Cou-
lombblockadepeaks übergeht (Abb. 2.16 2⃝). Die Grenzen der Rauten
markieren die Änderung in der Leitfähigkeit und damit den Punkt, an
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dem ein Niveau des QD gerade am chemischen Potential µS oder µD

von Source bzw. Drain vorbeigeführt wird. Dabei kann jeweils eine
Steigung einer Zuleitung zugeordnet werden, so entspricht eine Kante
mit der Steigung β1 einer Resonanz mit Source und eine Kante der
Steigung β2 einer Resonanz mit Drain. Es lässt sich daher analog zu
(2.47) für die Resonanz eines Niveaus µN mit Source folgende Bezie-
hung aufstellen:

µ ′N = µN − e
CG

CΣ

VG − e
CS

CΣ

VSD = µD − eVSD. (2.49)

Daraus ergibt sich unter Umstellung die Geradenschar:

VG =
CΣ − CS

CG

VSD +
CΣ

eCG

(µ ′N − µD). (2.50)

Damit lässt sich die positive Steigung β1 unter Ausnutzung von β1 =

∂VG/∂VSD herleiten:

β1 =
CΣ − CS

CG

. (2.51)

Entsprechend lässt sich mit der Bedingung µN = µS für Resonanzen
mit Source analog β2 bestimmen:

β2 = −
CS

CG

. (2.52)

Hieraus erhält man mit der gemäß (2.48) bestimmten Gatekapazität
CG die Kapazität zu Source CS. Durch Umkehren der Spannungsrich-
tung lässt sich analog hierzu auch CD bestimmen. Führt man die For-
meln für die Steigungen β1 und β2 zusammen, folgt daraus:

CΣ = CG(β1 − β2). (2.53)

Damit ist nach Einsetzen von CG auch die Gesamtkapazität CΣ be-
stimmt.
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Abbildung 2.17:
Der aus dem Fock-Darwin-Spektrum folgende Verlauf des chemischen
Potentials des 62sten Elektron eines Quantenpunkts. Es wurde  hω0 =

1meV angenommen.

2.4.5 Quantenpunkte im senkrechten Magnetfeld

Das elektrostatische Modell kann als grundlegende Erklärung vieler Ei-
genschaften von Quantenpunkten dienen. Um den Einìuss eines ex-
ternen Magnetfelds zu verstehen, ist jedoch die quantenmechanische
Behandlung notwendig. Die Energiezustände eines QD im Magnet-
feld folgen dem bereits vorgestellten Fock-Darwin-Spektrum (2.40).
Ein solches Spektrum wurde bereits in Abbildung 2.12 dargestellt. Be-
rechnet wurde es für  hω0 = 1meV unter Annahme eines effektiven
g-Faktors g∗ = 0.3 und einer effektiven Masse m∗ = 0.067 · me.
Für niedrigere Magnetfelder erkennt man eine Vielzahl von sich über-
kreuzenden Energieniveaus, während für hohe Felder die Landauquan-
tisierung dominiert und sich deutliche Landaufächer ausprägen. Um
von den so berechneten Energieniveaus eines einzelnen Elektrons in
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Abbildung 2.18:
Der aus dem Fock-Darwin-Spektrum folgende Verlauf des chemischen
Potential des 62sten bis 66sten Elektron eines Quantenpunkts. Es wur-
de  hω0 = 1meVund eine LadeenergieEL=0.25meV angenommen. Die
Ladeenergiewurde der Übersicht halber sehr niedrig gewählt, ein realis-
tischererWert wäre 1-2meV. Die Energieachse ist nur bis auf konstanten
Offset gültig.

einem Quantenpunkt auf den Verlauf des chemischen Potentials µN

des N-ten Elenktrons zu schließen, muss man, wie in Abschnitt 2.4.2
erläutert, die Energieniveaus nach und nach mit Elektronen bevöl-
kern. In Abbildung 2.17 ist als Beispiel die Energie des 62sten Elek-
trons gezeigt. Durch das Überkreuzen der beiden ersten Landaufächer
entsteht im Bereich mittlerer Magnetfelder ein charakteristisches Zick-
Zack-Muster. Das Elektron besetzt abhängig vom anliegenden Magnet-
feld abwechselnd Zustände der ersten oder zweiten Landauschale. Erst
wenn es dauerhaft auf in der untersten Landauschale verbleiben kann,
endet dieses Muster. Dies ist zugleich der Punkt, an dem der Quanten-
punkt einen Füllfaktor ν = 2 besitzt.
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Das gesamte Additionsspektrum des Quantenpunkts im Magnet-
feld erhält man, wenn man den Verlauf von N für beliebigeN aufträgt.
Exemplarisch ist dies in Abbildung 2.18 für N =62..66 gezeigt. Dies
entspricht qualitativ dem, was eine Messung in Abhängigkeit von Ma-
gnetfeld und Gatespannung experimentell ergibt. Im Magnetfeld fol-
gen die Coulomb-Blockade-Maxima den Zick-Zack-Linien des Spek-
trums. Experimentell ist jedoch nicht allein der Verlauf der Energieni-
veaus des Quantenpunktes zugänglich. Wie in Abschnitt 4.4.3 gezeigt
wird, ist auch die Umverteilung der Elektronen von einer Landauschale
in die andere direkt nachweisbar.
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2.5 Full Counting Statistic

Bislang wurden hier Gleichgewichtssituationen eines physikalischen
Systems betrachtet. Will man die Dynamik eines Systems betrachten,
sind Messungen im Gleichgewicht nur beschränkt hilfreich. Untersu-
chung der Fluktuation einer Messgröße ermöglichen einen erheblich
tieferen Einblick. Für die Transportspektroskopie bedeutet dies eine
Analyse der Fluktuation des Stromes, also das Betrachten des Rau-
schens eines Systems. Die folgenden Abschnitte sollen daher die statisti-
schen Eigenschaften eines Quantensystems behandeln. Statt jedoch aus
dem Rauschen einer kontinuierlich gemessenen Größe Eigenschaften
des Systems abzuleiten, soll der Weg beschritten werden, die einzelnen
Tunnelereignisse direkt zu betrachten. Der Name dieser Herangehens-
weise ist „Full Counting Statistic“ (FCS). Es wird davon ausgegangen,
dass der Strom durch ein System als Partikelstrom messbar ist, also als
Abfolge individueller Tunnelereignisse.

2.5.1 Der Tunnelprozess

Grundlegend für das Verständnis der Transportstatistik von Quanten-
punktsystemen ist der Tunnelprozess an einer Potentialbarriere. Wäh-
rend in zwei- oder eindimensionalen Systemen die Elektronen oft qua-
siklassisch betrachtet werden können, erfordert der Übergang zu null-
dimensionalen Systemen einen Tunnelprozess. Der Einfachheit halber
betrachten wir den verallgemeinerten Fall einer einlaufenden Welle.
Abbildung 2.19 stellt diese Situation dar. Von der linken Seite läuft eine
Welle Amit der Energie E auf eine Potentialbarriere der Höhe V0 und
der Breite 2a zu. An der Barriere wrd die Welle mit einer Amplitude B
reìektiert (nicht abgebildet) und mit einer Amplitude F transmittiert.
Die Wellenfunktion für den gesamten Verlauf lässt sich dabei aus den
drei Teilabschnitten vor, in und hinter der Barriere zusammensetzen
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Abbildung 2.19:
Allgemeiner Fall eines Tunnelvorgangs. Dargestellt sind die einlaufende
WelleA und transmittierte Welle F.

und ergibt sich zu

ψ(x) =


Aeikx + Be−ikx ; x < −a

Ce−κx +Deκx ; −a < x < a

Feikx +Ge−ikx ; x > a,

(2.54)

mit den Wellenzahlen k =
√
2mE/ h, κ =

√
2m(V0 − E)/ h. Vor

und hinter der Barriere liegt eine Welle vor, innerhalb der Barriere ein
exponentieller Abfall der Amplitude [39].Aus der Anwendung der An-
schlußbedingungen bei −a und +a folgt für die Transmissionsampli-
tude S(E) also das Verhältnis F/A:

S(E) ≡ F

A
=

e−2ika

cosh 2κa+ (iϵ/2) sinh 2κa (2.55)

mit
ϵ =

κ

k
−
k

κ
.
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Die Durchlässigkeit der Barriere, also die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Teilchen, das auf die Barriere trifft, diese durchdringen kann, ist durch
das Betragsquadrat |S(E)|2 gegeben.

|S(E)|2 =
1

1+ (1+ (ϵ2/4)) sinh (2κa)2
(2.56)

Für den Fall sehr hoher und breiter Barrieren ist κa ≫ 1 und damit
sinh (2κa)2 ∼= (1/2)e2κa ≫ 1. Damit lässt sich (2.56) weiter verein-
fachen und man erhält:

|S(E)|2 ∼= e−4
√

2m(V0−E) a
 h . (2.57)

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen die Tunnelbarriere durch-
quert, ist also ungleich Null. Im Falle von Elektronen bedeutet dies,
dass bei angelegter Spannung auch über eine Tunnelbarriere ein Strom
ìießt. Die reale Tunnelwahrscheinlichkeit im Experiment ist jedoch
nicht direkt diese Transmissionswahrscheinlichkeit. Vielmehr spielt die
Zustandsdichte vor der Barriere eine Rolle, sowie die angelegte Span-
nung, die eine ganze Energiebande für den Tunnelprozess deëniert. Die
Tunnelwahrscheinlichkeit erfordert damit ein Integral über diese En-
ergiebande. Zudem ist ein Elektron als Wellenpaket zu betrachten und
die Barriere als Potentialberg. Die theoretischen Grundlagen hierfür
wurden 1926 mit der Entwicklung der WKB-Methode durch Gregor
Wentzel, Hendrik Anthony Kramers und Leon Brillouin gelegt [68–
70]. Dennoch zeigt auch die einfache Vorstellung der stehenden Welle
(2.57), dass der Transport durch Tunnelbarrieren grundsätzlich durch
Transmissonswahrscheinlichkeiten (Te) bzw. Tunnelraten (Γ ) deëniert
ist.

2.5.2 Die einzelne Barriere: Poissonverteilung

Wie im vorangegangenen Abschnitt klar wurde, folgt aus dem Tunnel-
prozess ein Strom von Elektronen, der durch Tunnelwahrscheinlichkei-
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ten charakterisiert ist. Die direkte Folge hieraus ist, dass der Strom ei-
ner gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n) folgt, die angibt, mit
welcher Wahrscheinlichkeit P eine Zahl von n Elektronen in einem
gegebenen Zeitintervall t0 die Barriere durchdringt.

Um einen unidirektionalen Transport zu gewährleisten, liegt eine
Spannung V an der Barriere an, wodurch sich eine Energiedifferenz
für die chemischen Potentiale vor und hinter der Barriere ergibt. Für
die Elektronen, die versuchen, die Barriere zu durchqueren, nehmen
wir eine energieunabhängige Transmissionswahrscheinlichkeit Te an.
Solch ein Transport ist ein Bernoulliprozess [71, 72]. Für den Fall einer
1D Tunnelbarriere versucht eine Anzahl K = t0eV/h Elektronen von-
einander unabhängig, die Tunnelbarriere während des Zeitintervalls t0
zu passieren. Die Anzahl n der transmittierten Elektronen ist dann ge-
geben durch die Verteilung:

P(n, t0) =

(
K
n

)
Tn

e (1− Te)K−n
. (2.58)

Nimmt man an, dass Te ≪ 1, so ist der Transport eines Elek-
trons ein seltenes Ereignis, und die Quantenstatistik tritt in den Hin-
tergrund. In diesem Übergang und mit KTe = ⟨n⟩ = t0Γ folgt der
Transport einer Poissonverteilung:

P(n, t0) =
(t0Γ)

n

n! · e−t0Γ (2.59)

Diese Verteilung beschreibt gut die Fluktuationen im Transport - das
Rauschen - für eine einzelne Tunnelbarriere. Das Rauschen ist hierbei
frequenzunabhängig und wird daher als weißes Rauschen bezeichnet.

2.5.3 Die kumulantengenerierende Funktion

Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits klar wurde, ist im Ansatz
der FCS die Wahrscheinlichkeit P(n, t0), dass im Zeitintervall t0 eine
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Abbildung 2.20:
Die Kumulanten und ihre anschauliche Bedeutung: C1 entspricht dem
Erwarungswert der Verteilung, C2 charakterisiert die Breite, C3 die Schie-
fe und C4 die Wölbung der Verteilung.

Anzahl n Elektronen das System durchquert haben, die zentrale Größe.
Sobald man diese Größe kennt, lassen sich alle Einzelheiten des sto-
chastischen Prozesses ableiten. Die Kenngrößen der Statistik sind die
sogenannten Kumulanten. Die Kumulanten der Verteilung berechnen
sich aus der charakteristischen Funktion F(χ), die auch Kumulanten-
generierende genannt wird. Sie ist deëniert durch:

F(χ) = − ln
(∑

n
P(n, t0)einχ

)
(2.60)

Aus der Kumulantengenerierenden können die Kumulanten der
Verteilung bestimmt werden. Die k-te Kumulante Ck ergibt sich ge-
mäß:

Ck = −(−i)k
(
∂

∂χ

)k

F(χ)

∣∣∣∣∣
χ=0

(2.61)
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In Abbildung 2.20 sind die ersten vier Kumulanten und ihre anschau-
liche Bedeutung aufgezeigt. So ist die erste Kumulante C1 gleichbe-
deutend mit dem Schwerpunkt der Verteilung. C2 ist ein Maß für die
Breite, C3 bezeichnet die Schiefe und C4 die Wölbung der Verteilung.

Der mittlere Strom lässt sich ebenfalls durch die Kumulanten der
Verteilung ausdrücken:

I =
e

t0
C1. (2.62)

Sind die Fluktuationen des Transports frequenzunabhängig so lässt sich
auch für die Rauschleistungsdichte ein einfacher Zusammenhang an-
geben:

S =
2e2

t0
C2. (2.63)

Für den Fall der Binomialverteilung (2.58) ergibt sich die Kumu-
lantengenerierende zu

FB(χ) = K · ln
(
1+ Te(eiχ − 1)

)
(2.64)

Daraus ergibt sich für die ersten beiden Kumulanten:

C1 = KTe (2.65)
C2 = KTe(1− Te) (2.66)

Im Übergang Te ≪ 1 ergibt sich damit analog zu Abschnitt 2.5.2:

IP =
e

t0
⟨n⟩ (2.67)

SP =
2e2

t0
⟨n⟩ = 2eI (2.68)

Eine im Rahmen von Rauschmessungen oft verwandte Kenngrö-
ße ist der Fanofaktor α. Dieser gibt das Verhältnis der gemessenen
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Rauschleistungsdichte zur Rauschleistungsdichte eines Poissonschen
Rauschprozesses (etwa der einzelnen Tunnelbarriere) an. Damit lässt
sich der Fanofaktor sehr elegant durch die normierte zweite Kumulan-
te darstellen:

α =
S

2eI
=

2e2

t0
C2

2e · e
t0
C1

=
C2
C1
. (2.69)

Die Kumulantengenerierende für das Poissonsche Rauschen ergibt
sich zu:

FP(χ) = t0Γ
(
eiχ − 1

)
. (2.70)

Im Übergang zu sehr großen Erwartungswerten ⟨n⟩ geht die Poisson-
verteilung in die Gaussverteilung über. Für die Gaussverteilung sind
alle Kumulanten bis auf die ersten beiden gleich Null. In diesem Limit
sehr langer t0 streben daher auch alle höheren Kumulanten gegen Null.
Dies hat direkte Konsequenzen für die Messung von Kumulanten, da
sie für große ⟨n⟩ stark unterdrückt sind. Eine Bestimmung höherer Ku-
mulanten wird daher für herkömmliche Rauschmessungen drastisch
schwieriger, da man sich hier normalerweise in diesem Grenzfall wie-
derëndet [73, 74].

2.5.4 Momente und Kumulanten

Um von der zeitaufgelösten Messung auf die Kumulanten der Vertei-
lung zu schließen, ist eine Bestimmung der Momente der Verteilung
notwendig. Aus den Momenten lassen sich dann die Kumulanten er-
rechnen. Die Momente bestimmen sich gemäß:

Mm = ⟨(n − ⟨n⟩)m⟩
∣∣∣∣
⟨ ⟩ über alle t0

(2.71)

Wie man erkennt, ist M1 = 0. Aus den gemessenen n aller Zeitab-
schnitte t0 lassen sich damit prinzipiell beliebig hohe Momente bestim-
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men. Der statistischen Streuung, aber auch Fehlern in n, also ausgelas-
senen oder zu viel gezählten Tunnelereignissen, fällt jedoch durch die
immer höher werdenden Potenzen zunehmend mehr Gewicht zu. Für
hohe Momente ist also eine möglichst große Stichprobe, sprich mög-
lichst viele Zeitabschnitte t0, und eine möglichst fehlerfreie Detektion
der Tunnelereignisse wichtig.

Aus den Momenten der Verteilung können nun die Kumulanten
bestimmt werden [75]. Die Beziehung zwischen Momenten und Ku-
mulanten ist dabei für i > 1:

Cm = Mm −

m−1∑
k=1

(
m − 1

k − 1

)
Ck ·Mm−k (2.72)

Damit folgt für die ersten 6 Momente:

C1 = ⟨n⟩
C2 = M2

C3 = M3

C4 = M4 − 3C2
2

C5 = M5 − 10C3C2
C6 = M6 − 15C4C5 − 10C2

3 − 15C3
2 (2.73)

Mit zunehmender Ordnung werden die Kumulanten immer komple-
xer. Daher erfordert die Bestimmung hoher Kumulanten eine sehr gro-
ße Stichprobe.

2.5.5 Tunneln durch zwei Barrieren: Der Quantenpunkt

Bislang wurden Fluktuationen betrachtet, die vom Tunneln durch eine
einzelne Tunnelbarriere herrühren. Bei einem Quantenpunkt liegen je-
doch zwei Barrieren vor, und die Elektronen sind zwischen den Barrie-
ren zudem auf quantisierte Energieniveaus verteilt. Qualitativ ist damit
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eine Unterdrückung in der Stärke der Flunktuationen zu erwarten, also
eine Abnahme der Rauschleistungsdichte. Die Kumulantenerzeugende
für einen einzelnen Quantenpunkt wird in [76, 77] entwickelt. Unter
der Annahme einer hinreichend großen Spannung über den Quanten-
punkt und damit eines unidirektionalen Tunnelns, sowie unter Ver-
nachlässigung von Elektron-Elektron Wechselwirkung über das Addi-
tionsspektrum des Quantenpunkts hinaus, erhalten die Autoren:

F(χ) =
t0

2

(
Γe + Γc −

√
(Γe + Γc)2 − 4ΓeΓc(1− e−iχ)

)
(2.74)

Diese Kumulantengenerierende ist dabei unabhängig davon, ob kohe-
rentes oder sequenzielles Tunneln angenommen wird [78]. Die Tun-
nelraten Γe und Γc beschreiben dabei die Raten vom Emitter in den
Quantenpunkt bzw. vom Quantenpunkt in den Kollektor. Anschau-
lich werden sie auch als Γin und Γout bezeichnet. Für den Fall symme-
trischer Tunnelraten Γe = Γs = Γ ergibt sich eine Kumulatengenerie-
rende, die der Poissionverteilung ähnelt:

F(χ) =
t0

Γ

(
e−iχ/2 − 1

)
(2.75)

Bestimmt man den Fanofaktor aus den Kumulanten dieser Erzeugen-
den, so erhält man α = ½. Dies ist die untere Grenze für den Fanofak-
tor, wie er aus (2.74) folgt. Für das Bild des Transportes nicht wech-
selwirkendener Elektronen durch einen Quantenpunkt ergibt sich al-
so für den Fanofaktor ½<α<1. Für sehr asymmetrische Tunnelraten
(Γe ≪ Γc, Γe ≫ Γc) ergibt sich wieder die Poissonsche Statistik, so
dass der höchste unter diesen Bedingungen zu erwartende Fanofaktor
α = 1 ist.

Aus (2.74) lässt sich auch die zu erwartende Verteilung P(n, t0)

herleiten. Die zugehörige Verteilungsfunktion zu einer beliebigen ku-
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Abbildung 2.21:
Die Verteilung P(n). Die Balken stammen aus einer Messung über ca.
650000 Ereignisse, die gestrichelte Linie stellt die theoretischeKurvedar.

mulantengenerierenden Funktion erhält man gemäß:

P(n, t0) =
1

2π

∫π

−π

dχ e−F(χ,t0)−nχ. (2.76)

Zur direkten Berechnung der Verteilung ist eine geeignete numeri-
sche Integration notwendig. Allerdings ist das Integral unter Anwen-
dung einer Sattelpunktsnäherung lösbar [78]. Die Sattelpunktnähe-
rung ist dabei solange gültig wie F(χ) ≫ 1 und ⟨n⟩ ≫ 1. Bis auf
Normierung ergibt sich die Verteilung zu:

P∗(n, t0) = exp
[
−t0 ·

(
Γe + Γc −

√
(Γe − Γc)2 +

2n
t20

(n +W)

)

− n ln
(

1

2t20ΓeΓc
· 1

n(n +W)

)]
, (2.77)
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wobeiW deëniert ist als

W =

√
n2 + t20Γ

2
e − 2t20ΓeΓc + t20Γ

2
c .

Zur Normierung muss P∗ noch durch das Integral über alle n geteilt
werden.

In Abbildung 2.21 ist die theoretische Verteilung im Vergleich mit
einer Messung von ca. 650000 Ereignissen gezeigt. Die Messung, dar-
gestellt als Balken, und die eoriekurve, dargestellt als gestrichelte
Kurve, zeigen bis in die Randbereiche der Verteilung eine hervorra-
gende Übereinstimmung. Einzig ganz am Rande zeigt sich eine Abwei-
chung, die jedoch daher rührt, dass hier nur noch wenige Ereignisse als
Datenbasis vorliegen. Bislang wurde die Statistik analysiert, indem die
Zahl der Elektronen innerhalb eines Zeitintervalls betrachtet wurde.
Betrachtet man statt dessen jedoch die Verteilung P(τ) der Tunnelzei-
ten, also der Zeiten, die ein Elektron braucht, um auf den Quanten-
punkt zu tunneln bzw. diesen wieder zu verlassen, so erhält man

P(τe,c) =
N

Γe,c

· e−Γe,c·τe,c , (2.78)

wobeiN die Gesamtzahl der Tunnelereignisse bezeichnet und τe,c, Γe,c

die Emitter bzw. Kollektor Tunnelzeiten und -raten. Direkte Folge dar-
aus ist die Beziehung:

Γe,c =
1

⟨τe,c⟩
. (2.79)

Diese Beziehung ist jedoch nur gültig, solange eine unendliche Band-
breite des Messsystems angenommen wird, mit dem die Tunnelzeiten
bestimmt werden. Sobald es ein unteres Limit für die messbaren Tun-
nelzeiten gibt, führt die Bestimmung der Tunnelrate mittels (2.79) auf
zu niedrig abgeschätzte Raten.
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Abbildung 2.22:
Schematische Darstellung des Detektionsvorgangs. Die Tunnelvorgän-
ge im realen System erfolgen mit den Raten Γe,c zwischen zwei Zustän-
den A und B. Der Detektor hat jedoch eine endliche Bandbreite Γd was
zu neuen Raten Γ∗e,c zwischen den Detektorzuständen A∗ und B∗ führt.

2.5.6 Der Einøuß der Detektorbandbreite

Sobald man ein reales Messsystem annimmt, kann nicht mehr davon
ausgegangen werden, dass jedes Tunnelereignis in der Messung detek-
tiert wird. Dies hat deutliche Auswirkungen auf die aus der Messung
abgeleiteten Größen. Zum Vergleich von Messung und eorie muss
daher die Bandbreite bedacht werden.

In Abbildung 2.22 ist eine Schemazeichnung des Detektionsvor-
gangs dargestellt. Das reale System, der Quantenpunkt, wechselt beim
Transport zwischen den Zuständen A und B. Der Wechsel erfolgt mit
den Raten Γe,c wie bereits in den vorangegangenen Abschnitten be-
trachtet. Nun hat jedoch der Detektor, mit dem die Tunnelereignisse,
also die Übergänge zwischen A und B, gemessen werden, eine endliche
Reaktionszeit. Tunnelereignisse, die sehr schnell stattënden, werden
nur noch mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit detektiert. Im Mo-
dell wird dies durch die Detektorbandbreite Γd beschrieben. Mit die-
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Abbildung 2.23:
Theoretische Verteilung der Tunnelzeiten bei verschiedenenWerten für
die Detektorbandbreite Γd. Es sind die Tunnelzeiten τe dargestellt für
Γe = 1500Hz und Γc = 2800Hz.

ser Bandbreite bildet der Detektor die Zustandsübergänge im QD auf
die Detektorzustände A∗ und B∗ ab. Die direkte Folge ist, dass expe-
rimentell nicht die Tunnelraten des QD zugänglich sind, sondern die
Übergangsraten Γ∗e,c zwischen den Detektorzuständen.

Aus diesem Detektormodell, wie es in [79] theoretisch behandelt
wird, ergibt sich für die Verteilung der Tunnelzeiten:

P(τ) =
e− 1

2
(Γd+Γe+Γc+Ω)τ ·

(
eΩτ − 1

)
ΓdΓ

Ω
(2.80)

mit
Ω =

√
−4ΓdΓ + (Γd + Γe + Γc)2,

wobei Γ = Γe,c für τ = τe,c.
Die Verteilung der gemessenen Tunnelzeiten für verschiedenen De-

tektorbandbreiten ist in Abbildung 2.23 zu sehen. Für eine unendlich
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schnelle Reaktion des Detektors folgt die Verteilung (2.78) (rote Linie
in der Abbildung). Für endliche Bandbreite sieht man für kurze Tun-
nelzeiten ein Einbrechen der Ereignisse. Zudem ìacht der Verlauf der
Verteilung ab. Je niedriger die Bandbreite, desto deutlicher ist dieser
Effekt. Die Ursache ist, dass immer mehr Tunnelereignisse zu schnell
vonstatten gehen, um vom Detektor als Ereignis registriert zu werden.
Da zu kurzen Zeiten zunehmend Ereignisse fehlen, ist die gesamte Ver-
teilung zu höheren Tunnelzeiten verschoben, was zu einem ìacheren
Verlauf führt. In der Abbildung sind die Verteilungen auf 1 normiert,
weshalb die Kurven nicht zusätzlich noch in der absoluten Zahl der
Ereignisse absinken.

Durch das Verkippen der Verteilung führt eine Bestimmung der
Tunnelraten aus dem Exponenten des exponentiellen Abfalls zu langen
Tunnelzeiten unweigerlich auf einen zu niedrigen Wert. Für typische
Tunnelraten (in der Abbildung Γe = 1500 Hz und Γc = 2800 Hz)
weichen die Werte auch für eine Detektorbandbreite von 75 kHz noch
erkennbar ab, was etwa dem 20-fachen der Tunnelraten des Systems
entspricht.

Die gemessenen Γ∗ lassen sich, sofern Γd bekannt ist, aus den Tun-
nelraten Γ berechnen. Dazu wird (2.80) logarithmiert, abgeleitet und
ein limes τ → ∞ gebildet. Die Beziehung zwischen den Tunnelraten
des Systems und der Messgröße Γ∗ ist dann:

Γ∗e,c =
1

2
·
(
Γd + Γe + Γc −

√
−4ΓdΓe,c + (Γd + Γe + Γc)2

)
(2.81)

Für eine Emittertunnelrate Γe = 1500 Hz würde eine Messung mit
Γd = 75 kHz auf eine gemessene Tunnelrate Γ∗e = 1445 Hz führen. Um
von den gemessenen Tunnelraten Γ∗ auf die Tunnelraten des Systems
zu schließen, ist ein simultaner Fit mit (2.80) an die Verteilungen von
τe,c durchzuführen.
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33 Kapitel 3

Experimentelle Grundlagen

In diesem Kapitel werden die experimentellen Techniken vorgestellt.
Den Anfang macht der prinzipielle Aufbau einer Transportmessung an
einem Quantenpunktsystem, dann folgen die Beschreibungen der spe-
ziellen Messtechniken, die für die unterschiedlichen Experimente die-
ser Arbeit notwendig waren. Neben dem Messaufbau werden zudem
besondere Auswerteverfahren vorgestellt, die Anwendung fanden.
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3.1 Quantenpunktstrukturen

In diesem Abschnitt werden die drei unterschiedlichen Quantenpunkt-
strukturen vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht wur-
den. Basis aller Proben sind Heterostrukturen, die bei niedrigen Tem-
peraturen ein 2DEG ausbilden. Das Probenmaterial wurden mittels
optischer Lithographie prozessiert, wobei das 2DEG vorstrukturiert
und Goldkontakte zur Kontaktierung des 2DEG aufgebracht wurden.
Nach der optischen Strukturierung erfolgte die Nanostrukturierung
mit dem Rasterkraftmikroskop (atomic force microscope, AFM). Da-
bei wurde die Technik der lokalen anodischen Oxidation (LAO) ge-
nutzt [80, 81]. Hierbei wird zwischen AFM Spitze und der Probe eine
Spannung angelegt. Dabei wird für eine ausreichende Luftfeuchtigkeit
gesorgt, die einen Flüssigkeitsëlm auf der Probenoberìäche sicherstellt.
Die Spannung zwischen Spitze und Probe sorgt für die lokale Oxidation
der Oberìäche. Im Bereich unterhalb der Spitze bildet sich eine Oxid-
schicht von einigen Nanometern Tiefe. Damit ist es möglich, durch
Verfahren der Spitze Oxidlinien auf die Oberìäche zu schreiben. Un-
terhalb der Oxidlinien wird die Bandstruktur der Heterostruktur ver-
ändert, was zu einer Verarmung des 2DEG unter den Oxidlinien führt.
Dies ermöglicht es, auf der Skala von Nanometern das 2DEG in Be-
reiche zu unterteilen und so Zuleitungen, Quantenpunktbereich und
Gates zu deënieren.

3.1.1 Der Einzelquantenpunkt

Der Einzelquantenpunkt basiert auf der Heterostruktur C021227B.
Diese Heterostruktur stammt aus dem Walter Schottky Institut Mün-
chen und wurde von W. Wegscheider hergestellt. Es handelt sich da-
bei um eine Struktur mit einem besonders ìach unter der Oberìäche
beëndlichen 2DEG. Der Abstand des 2DEG zur Probenoberìäche be-
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G2G2
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Abbildung 3.1:
Der Einzelquantenpunkt hat Source und
Drain Zuleitungen und zwei Seitengates.
Neben dem QD ist ein QPC platziert, der
über ein Seitengate kontrolliert werden
kann.
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Abbildung 3.2:
Der Doppelquantenpunkt wurde als Ein-
zelquantenpunkt konzipiert. An Source
bildet sich jedoch ein zweiter Quanten-
punkt, so dass die Struktur zu einem se-
riellen Doppelquantenpunkt wird. QD A
ist an Source angeschlossen, B an Drain.
Links und rechts ist ein Seitengate plat-
ziert. Oberhalb vonQDB liegt einQPCmit
Seitengate.
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Abbildung 3.3:
Der Dreifachquantenpunkt verfügt über
drei Zuleitungen. Die QDs A, B und C kön-
nen mit insgesamt vier Seitengates kon-
trolliert werden. Unterhalb der QDs beön-
det sich einQPC, der über ein fünftesGate
angesteuert wird.
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trägt 35 nm, wodurch die Bearbeitung mittels LAO ermöglicht wird.
Die Mobilität des 2DEG beträgt µ4.2 K = 6.43·105 cm2

Vs , die Elektronen-
dichte liegt bei n4.2 K = 4.59·1011 cm-2. Die Prozessierung der Struktur
erfolgte in Zusammenarbeit mit B. Harke. In Abbildung 3.1 ist ein
AFM-Bild der Probe gezeigt. Die unbehandelte Probenoberìäche ist
grau. In diesen Bereichen ist das 2DEG zu ënden. Die dunklen Be-
reiche sind oxidierte Linien, unter denen das 2DEG verarmt ist. Die
Linien trennen also verschiedene Bereiche des 2DEG voneinander ab.
Die Kantenlänge des QD im Zentrum der Struktur (als A bezeichnet)
beträgt etwa 290 nm. Die Tunnelbarriere zu Source hat eine Breite von
ca. 60 nm, die Tunnelbarriere zu Drain ist etwa 40 nm weit. Der QPC
ist an der Engstelle ca. 70 nm breit. Diese Breiten sind jedoch als geo-
metrische Breiten zu verstehen. Die Oxidlinien erzeugen zu beiden Sei-
ten einen Verarmungsbereich, wodurch die elektrischen Breiten gerin-
ger ausfallen. Die Struktur verfügt über zwei Seitengates (G1 und G2)
für den QD, mit denen die Energieniveaus des QD beeinìußt und
die Tunnelraten der Tunnelbarrieren kontrolliert werden können. Di-
rekt neben dem QD wurde die Engstelle des QPCs erzeugt. Dessen
Leitfähigkeit wird mit einem dritten Seitengate (G3) eingestellt. Die
Seitengates können mit Spannungen bis zu ±500 mV belastet werden.

3.1.2 Der Doppelquantenpunkt

Der Doppelquantenpunkt wurde auf Basis der Heterostruktur 05-31-
00.3 prozessiert. Die Prozessierung erfolgte in Zusammenarbeit mit
I. Neumann. Das Material stammt von der Technischen Universität
München und wurde von M. Bichler hergestellt. Die Heterostruktur
bildet bei niedrigen Temperaturen ein 2DEG in einer Tiefe von 37 nm
unter der Probenoberìäche. Die Mobilität des 2DEG beträgt µ4.2 K =
3.3·105 cm2

Vs , die Elektronendichte liegt bei n4.2 K = 3.5·1011 cm-2. Ein
AFM-Bild der Struktur ist in Abbildung 3.1 zu sehen. Das Zentrum der

82



3

3.1 Quantenpunktstrukturen

Struktur ist der kreisförmige QD B mit einem geometrischen Durch-
messer von ca. 600 nm. Die Tunnelbarriere an Source ist etwa 120
nm breit. In diesem Bereich bildet sich ein zweiter QD (A) aus. Über
eine etwa 130 nm breite Barriere ist QD B an Drain angeschlossen.
Dadurch, dass sich an der Sourcebarriere ein QD ausbildet, handelt
es sich hierbei um eine serielle Doppelquantenpunktstruktur, obwohl
sie geometrisch als Einzelquantenpunkt ausgelegt ist. An beiden Seiten
des zentralen Kreises beënden sich Seitengates (G1 und G2). Der QPC
im oberen Bereich ist ca. 120 nm breit und wird von Gate G3 kon-
trolliert. Die Oxidlinien dieser Struktur sind etwas breiter als die des
Einzelquantenpunktes. Dies hat auch eine etwas breitere Verarmungs-
zone zur Folge.

3.1.3 Der Dreifachquantenpunkt

Hergestellt wurde der Dreifachquantenpunkt von M.C. Rogge. Aus-
gangsmaterial ist die Heterostruktur 7-10-00.1. Das Material stammt
ebenfalls von M. Bichler von der Technischen Universität München.
Das 2DEG beëndet sich in einer Tiefe von 33 nm. Die Mobilität
des 2DEG beträgt µ4.2 K = 4.21·105 cm2

Vs , die Elektronendichte liegt
bein4.2 K = 3.47·1011 cm-2. Ein AFM-Bild des Dreifachquantenpunkts
zeigt Abbildung 3.2. In der Mitte beënden sich die Quantenpunkte
A, B und C. Sie sind lediglich durch einen Oxidpunkt im Zentrum
der Struktur voneinander getrennt. Durch vier Seitengates werden die
Quantenpunkte voneinander getrennt. Dadurch bilden sich Tunnel-
barrieren zwischen A und B, sowie A und C; B und C koppeln nur
kapazitiv aneinander. Jeder QD verfügt außerdem über eine Tunnel-
barriere zu einer Zuleitung. Der QPC unterhalb von B und C wird mit
einem fünften Gate gesteuert und kann zudem selbst als Gate für die
Quantenpunkte genutzt werden.
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3.2 Nichtinvasive Ladungsdetektion

Die Detektion des Ladungszustandes, bzw. dessen Änderung ist ei-
ne der grundlegenden Aufgabenstellungen der Transportspektrosko-
pie an Quantenpunkten. Der Quantenpunktkontakt hat sich hierbei
in den letzten Jahren als hervoragendes Hilfsmittel herausgestellt, da
er nicht nur sehr genaue Messungen von Ladungsänderungen ermög-
licht, sondern dabei zusätzlich eine nichtinvasive Messmethode ermög-
licht [21, 29, 31, 82–84]. In diesem Abschnitt wird nun der prinzipielle
Ablauf einer Ladungsdetektion mittels Quantenpunktkontakt erläutert
und die zur Analyse im Rahmen der Doktorarbeit verwandten Techni-
ken vorgestellt.

3.2.1 Der Quantenpunktkontakt als Ladungsdetektor

Wie in Abschnitt 2.3.2 beschrieben bilden sich innerhalb der Engstelle
des QPCs Subbänder aus, die Transportkanäle für die durchquerenden
Elektronen bilden. Dies führt zu einer stufenförmigen Leitfähigkeit.
Die Übergänge zwischen diesen Stufen sind bei geeignetem Potential-
verlauf entlang der Engstelle steil. Ist der QPC (z.B. mittels eines Sei-
tengates) so präpariert, dass sich sein Arbeitspunkt gerade in einer sol-
chen Flanke beëndet, reagiert er daher sehr empëndlich auf Änderun-
gen des lokalen Potentials. Dabei ist es gleichgültig, was die Änderung
des Potentials hervorruft. Diesen Umstand kann man sich nun zunutze
machen und den QPC direkt neben einem Quantenpunkt platzieren.
Zuerst wurde dies von Field et al. mittels metallischer Topgatestruktu-
ren realisiert [19]. Später folgte die Umsetzung mittels LAO [29, 85].
Eine Detektion ist prinzipiell auch mit einem zweiten Quantenpunkt
durchführbar [86, 87]. Der QPC hat jedoch den entscheidenden Vor-
teil, selbst keine lokalisierte Ladungen zu tragen. Damit reduziert sich
sein Einìuß auf das zu vermessende Quantensystem beträchtlich. Der
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Messvorgang kann als nahezu nichtinvasiv angenommen werden.
Wie nun ein QPC auf Ladungsänderungen des Dots reagiert, ist in

Abbildung 3.4 dargestellt. Zu Beginn (a) beënden sich N Elektronen
auf dem QD (links dargestellt) und keines der Energieniveaus des QD
beëndet sich innerhalb des Transportfensters. Der QPC (in der Mitte
dargestellt) ist so eingestellt, dass sich sein Arbeitspunkt (Leitfähigkeit
des QPC ist rechts dargestellt) in diesem Zustand des QDs gerade im
Anstieg auf das erste Leitfähigkeitsplateau beëndet. Die Fermienergie
EF des QPCs liegt somit knapp unterhalb des ersten Subbands.

Werden die Energieniveaus des QDs verschoben, etwa durch Anle-
gen einer Gatespannung, und ein neues Energieniveau (N+ 1) gelangt
in das Transportfenster, können Elektronen den QD betreten und auch
wieder verlassen. Diese Situation ist unter Abb. 3.4(b) zu sehen. Wann
immer nun ein Elektron auf den QD tunnelt, verändert sich das loka-
le Potential am QPC um ∆Φ . Das zusätzliche Elektron übt eine zu-
sätzliche abstoßende Wirkung auf die Leitungselektronen im QPC aus
und verschiebt damit das Leitfähigkeitsplateau zu höheren Energien.
Als Folge davon sinkt die Leitfähigkeit des QPCs. Verläßt das Elektron
den QD wieder, verschiebt die Leitfähigkeitskurve entsprechend wie-
der zu niedrigeren Energien. Es tritt also eine messbare Leitfähigkeits-
differenz ∆G zwischen geladenem und ungeladenem QD auf. Solange
Elektronen auf den QD und herunter tunneln, folgt der QPC diesen
Ladungsänderungen, indem die Leitfähigkeit bei jedem Tunnelvorgang
um ∆G sinkt oder steigt.

Wenn nun die Niveaus des QD noch weiter verschoben werden,
wird schließlich ein Zustand erreicht, in dem das Niveau (N+1) unter-
halb des Transportfensters liegt und daher ständig von einem Elektron
besetzt bleibt. In diesem Zustand ënden wie in (a) keine Tunnelereig-
nisse statt und somit bleibt auch das Potential am QPC konstant auf
dem höheren Wert, der sich durch das zusätzliche Elektron nun dauer-
haft eingestellt hat. Die Leitfähigkeit ist in Situation (c) daher um ∆G
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Abbildung 3.4:
Der QPC als Ladungsdetektor: Dargestellt sind drei Ladungszustände
des QD. Zunächst (a) beönden sich N Elektronen auf demQD (links), der
QPC(mitte) ist so eingestellt, daß seine Leitfähigkeit GQPC (rechts) im
Anstieg zum ersten Plateau liegt. Tunneln Elektronen durch den QD (b),
führt deren Ladung zu einer Änderung des PotentialsΦ amQPC, was zu
einer Änderung von GQPC führt, die abgeschlossen ist, wenn dauerhaft
N+1 Elektronen auf dem QD sind (c).
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niedriger als dies in (a) der Fall war.
Eine Leitfähigkeitsmessung am QPC, die dieses Verhalten aus-

nutzt, sollte damit geeignet sein, sehr empëndlich Ladungsänderungen
auf einem Quantenpunkt festzustellen. Es ist dazu nicht notwendig,
dass der QD eine meßbare Leitfähigkeit besitzt. Eine direkte absolute
Ladungsmessung ist auf diese Weise unmöglich. Das Messprinzip er-
möglicht lediglich die Messung von Änderungen der Ladung im Ver-
gleich zu einem Startzustand. Ist man jedoch in der Lage, den QD
vollständig zu entleeren, so wird eine Absolutmessung möglich. Die
Leitfähigkeitsänderungen können dann in Relation zum Zustand voll-
ständiger Entleerung gemessen werden [21, 22, 26]. Die Messung ist
dabei keinesfalls auf die Detektion von Elektronenladungen begrenzt.
Die hohe Sensitivität ermöglicht es, auch Änderungen der Elektronen-
konëguration zu detektieren, wie im Abschnitt 4.4.3 gezeigt wird.

3.2.2 Der Leitfähigkeitsverlauf bei Transportmessungen

Das Leitfähigkeitssignal des QPC wird durch die hohe Empëndlich-
keit natürlich nicht nur durch die Änderung der Elektronenzahl auf
dem Quantenpunkt beeinìußt. Auch Gates, die zum Verändern des
QD genutzt werden, haben deutlichen Einìuß auf die Leitfähigkeit.
In Abbildung 3.5 ist der prinzipielle Verlauf der QPC Leitfähigkeit bei
einer typischen Spektroskopiemessung am QD dargestellt.

Im oberen Teil der Abbildung ist links noch einmal der Leitfähig-
keitsverlauf des QPC in Abhängigkeit vom lokalen Potential zu Beginn
der Messung ΦQPC zu sehen. Dieses Potential ist in der realen Messi-
tuation durch den Ladungszustand des QD und die am QPC angelegte
Gatespannung gegeben. Der Arbeitspunkt verschiebt nun zu niedrige-
ren Leitfähigkeiten, wenn zusätzliche Elektronen den QD laden. Dies
erreicht man jedoch typischerweise dadurch, dass über ein Gate des QD
ein positives Potential an den QD angelegt wird. Die positive Gate-

87



3 Experimentelle Grundlagen

G
Q

PC e-VGQD G
Q

D

VGQD∆VΦQPC

VGQD

G
Q

PC

G
Q

D
 

N N+1 N+2 N+3

Abbildung 3.5:
Leitfähigkeitsverlauf des Detektors: (oben) Der Leitwert des QPC wird
von zusätzlichen Elektronen verringert, wogegen ein positiveres QD
Gate zu einer Erhöhung führt. In Kombination führt dies zu einem säge-
zahnartigen Verlauf der Leitfähigkeit in Abhängigkeit von VGQD . (unten)
Verlauf vonGQPC über mehrere Ladungszustände des QD hinweg.

spannung VGQD wirkt natürlich auch auf den QPC. Sie verschiebt, wie
in der Abbildung durch den roten Pfeil angedeutet, den Arbeitspunkt
kontinuierlich in Richtung des Leitfähigkeitsplateau.

Rechts daneben ist der Leitfähigkeitsverlauf in Abhängigkeit der
angelegten Gatespannung VGQD dargestellt. Mit positiverer Gatespan-
nung steigt zunächst die Leitfähigkeit des QPCs kontinutierlich an.
Ohne eine Ladungsänderung des QDs würde dies stetig weitergehen
und erst mit dem Erreichen des Leitfähigkeitsplateaus sättigen. Gerät
jedoch durch die positivere Gatespannung ein Energieniveau des QD
in das Transportfenster, so reagiert der QPC auf die zusätzliche Ladung.
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Bei einer Gleichstrommessung, die hier angenommen wird, ist die La-
dungsìuktuation, die bei Resonanz auf dem QD eintritt, nicht aufzu-
lösen. Bei direkt messbarer Leitfähigkeit des QD (angedeutet durch den
Coulombpeak in der Leitfähigkeit GQD) beträgt die Frequenz der Tun-
nelereignisse mehrere hundert MHz. Die Gleichstrommessung bildet
daher nur die mittlere Besetzung des QD ab. Daher erfolgt der Leit-
fähigkeitsabfall im QPC sanft und entsprechend der Verbreiterung des
Coulombblockadepeaks. Nachdem das niedrigere Leitfähigkeitsniveau
erreicht ist, folgt wieder der durch das Gate verursachte Aufwärtstrend.
Durch die Auìadung des QD ist jedoch eine Potentialänderung einge-
treten, die einer Veränderung der Gatespannung VGQD um einen Betrag
von ∆V entspräche. Der Verlauf der Leitfähigkeitskurve ist somit zu
niedrigeren Gatespannungen verschoben worden.

Dies ist im unteren Teil von Abbildung 3.5 demonstriert. In grün
ist die Leitfähigkeit des QPC dargestellt, in rot die des QD. Der rea-
le Leitfähigkeitsverlauf (hellgrün, durchgezogen) lässt sich aus einer
Schar von Leitfähigkeitskurven ohne Ladungsänderung (hellgrün, ge-
strichelt) auf dem QD zu verschiedenen Startpotentialen ableiten. Jedes
zusätzliche Elektron auf dem QD entspricht dabei einer Verschiebung
der idealisierten Kurve um ∆V . Zu Beginn der Messung folgt der QPC
der ersten Kurve. Sobald ein zusätzliches Elektron auf den QD geladen
wird, folgt die Leitfähigkeit der zweiten, verschobenen Kurve, der sie
nun bis zum nächsten Coulombblockadepeak folgt. Dort steigt wie-
derum die Zahl der Elektronen auf dem QD um eins, weshalb nun die
dritte Kurve verfolgt wird, die um 2 ∆V zur ersten verschoben ist. Auf
diese Weise entsteht eine Leitfähigkeitskurve die einem Sägezahnmus-
ter gleicht.

Wie lang und steil dabei die Anstiege zwischen den Ladungszacken
sind und wie weit jeweils die Leitfähigkeit beim Übergang zur nächst-
höheren Elektronenzahl ist, hängt von der Ankopplung des QPC an
das verwandte Steuergate und der Kopplung zwischen QPC und QD
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ab. Die Wahl des Arbeitspunktes hat ebenfalls starken Einìuß hier-
auf. Ideale Messbedingungen sind gegeben, wenn sich der QPC zur
Zeit der Umladung stets am sensitivsten Arbeitspunkt beëndet. Dazu
muß jedoch der Einìuß des Steuergates am QD auf den QPC zwischen
den einzelnen Coulombblockadepeaks gerade den Einìuß des zusätzli-
chen Elektrons kompensieren. Da solche Überlegungen sich jedoch bei
der Probenherstellung z.B. der Funktionalität der Tunnelbarrieren und
ähnlichen Probenparametern unterordnen müssen, ist diese Situation
meist nicht perfekt gegeben. Dennoch kann eine solche Situation er-
reicht werden. Dazu muß jedoch ein linearer Ausgleich mit dem QPC
Gate erfolgen. Hierzu wird die Spannung am Gate des QPC in einem
festen Verhältnis zu den Gatespannungen des QD nachgefahren und
deren Einìuss kompensiert.

3.3 Der Messaufbau

In diesem Abschnitt soll der Messaufbau vorgestellt werden, mit dem
die Messungen an QD und QPC durchgeführt wurden. Der Messauf-
bau folgt für Einzel-, Doppel- und Dreifachquantenpunkt prinzipiell
dem gleichen Schema. Ein Unterschied besteht nur in der Zahl der ver-
wandten Gates und Zuleitungen. In Abbildung 3.6 ist die Messanord-
nung am Beispiel des Einzelquantenpunktes schematisch aufgezeigt.

Im Zentrum des Aufbaus steht die Probe. Sie ist, wie auch die
Messung, in zwei Bereiche aufgeteilt: den QD (rot dargestellt) mit sei-
nen Zuleitungen und Gates, sowie den QPC (grün) mit dem Steuer-
gate. Die Probe beëndet sich in einem Kryostaten (dargestellt durch
den blauen Bereich), in dem ein Magnet ein senkrechtes Magnet-
feld an die Probe anlegen kann. Als Kryostat kamen zwei 3He-4He-
Entmischungskryostaten der Firma Oxford Instruments zum Einsatz,
die jeweils eine Basistemperatur von unter 20 mK erreichten. Außer-
dem wurden Messungen in einem 4He Kryostaten (ebenfalls Oxford
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Abbildung 3.6:
Schematische Darstellung des Messaufbaus. Die Messung kann in zwei
separateMesskreise unterteilt werden. Auf der einen Seite (roter Bereich
der Probe) erfolgt dieMessung amQD, auf der anderen (grüner Bereich)
die am QPC Ladungsdetektor.

Instruments) durchgeführt.
Die Messungen an QD und QPC sind vollständig von einander

getrennt, bis auf den Bereich des QPCs selbst, wo die Ladungsmes-
sung am QD erfolgt. Am QD wird auf der Sourceseite eine Vorspan-
nung VSD angelegt. Dies erfolgt wahlweise über einen Digital-Analog-
Wandler (digital analog converter, DAC)(IOtech DAC488HR/4) oder
eine messfähige Strom-Spannungs-Quelle (SMU, source measure unit)
(Keithley 2400). Die Gate werden mit einen DAC auf die gewünsch-
ten Gatespannungen VG gesetzt. Am Drainkontakt des QD wird der
Strom mit einem Stromverstärker in eine Spannung umgewandelt und
dabei verstärkt. Als Verstärker kam hier ein rauscharmer Gleichstrom-
verstärker (ITHACO 1211) zum Einsatz. Die Spannung wird mit ei-
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nem Multimeter (Keithley 2000) gemessen. Für die Messung der diffe-
rentiellen Leitfähigkeit wird die Lock-In Technik genutzt [88]. Dabei
wird ein kleines AC Trägersignal zu VSD addiert. Die Spannung des Ver-
stärkers wird dann zusätzlich mit einem Lock-In-Verstärker gemessen.
Als Lock-In-Verstärker wurde der EG&G 7260 verwendet.

Am QPC wird ebenfalls eine Vorspannung an Source angelegt.
Dies erfolgte mittels SMU. Das Gate des QPCs wird mit einem DAC
gesteuert. An Source erfolgt ebenfalls eine Verstärkung. Hier kamen
für die Gleichstrommessungen der ITHACO 1211 oder der FEMTO
DLPCA-100 zum Einsatz. Die Messung der Spannung erfolgte wie-
der mittels Multimeter. Für die zeitaufgelösten Messungen wurde als
Verstärker der FEMTO LCA-100K-50M genutzt.¹ Die zeitaufgelöste
Messung der vom Verstärker ausgegebenen Spannung wurde mit ei-
nem Keithley KUSB-3116 Data Acquisition Module eingelesen. Der
Gleichstromanteil wurde parallel mit einem Multimeter bestimmt. Die
Ansteuerung aller Messgeräte erfolgte über einen Messrechner mittels
der Software LabVIEW von National Instruments [89].

ĦFür die zeitaufgelöstenMessungen amDreifachquantenpunkt kam dagegen
ebenfalls der ITHACO 1211 zum Einsatz.

92



3

3.4 Auswertung der zeitaufgelösten Messdaten

3.4 Auswertung der zeitaufgelösten
Messdaten

Die zeitaufgelöste Messung des Stromes durch den QPC, liefert natür-
licherweise kein ideales Signal. Um von den rohen Messdaten zu phy-
sikalisch relevanten Daten zu gelangen, muss eine Reihe von Daten-
verarbeitungsschritten durchgeführt werden, die in diesem Abschnitt
detailliert dargestellt werden.

3.4.1 Das Messsignal

Die Strommessung erfolgt mittels eines 100 kHz Stromverstärkers und
wird digital erfasst. Die Datenerfassung erfolgte mit bis zu 500 kHz.
Das Messsignal liegt dann als Reihe von Stromwerten vor; für einen
Zeitraum einer Sekunde hätte man also bis zu 500000 einzelne Mess-
werte. Findet während der Messung Transport statt, so ist im Mess-
signal ein klares Springen des Stromwertes zu erkennen (siehe hierzu
auch Abschnitt 3.2.1). Im Bild 3.7 ist dieses Verhalten deutlich zu er-
kennen. Das Auge identiëziert sofort die beiden verschiedenen Banden,
auf die das Signal verteilt ist. Im Histogramm über den gemessenen
Strom sind zwei deutliche Peaks für die jeweiligen Banden erkennbar.

Die übliche Herangehensweise zur Identiëkation der im Signal auf-
tretenden Sprungereignisse zwischen den beiden Banden, die ja die
Tunnelereignisse markieren, wäre nun die Bildung der Ableitung und
damit eine Flankenerkennung. Dies ist technisch kein größeres Pro-
blem und üblicherweise eine schnelle Methode. Sie erfordert aber eine
hohe Signalqualität und ist damit sehr anfällig gegen spontan auftre-
tende Störungen des Messsystems. Effektiv bedeutet dies, dass bei dem
gegebenen Verhältnis von Signal zu Rauschen eine Filterung unabding-
bar wäre, um auch Messungen mit Störimpulsen zuverlässig auszuzäh-
len. Eine Filterung geht aber stets mit Einbußen in der Bandbreite des
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Abbildung 3.7:
Zeitaufgelöstes Signal des QPC Stromes. Es sind klar zwei Banden zu er-
kennenund klareÜbergänge zwischendiesen. Rechts nebendemMess-
signal ist ein Histogrammüber IQPC abgebildet. Die beiden Banden tre-
ten als zwei Peaks hervor.

Messsystems einher, die mit Blick auf die Zielsetzung der FCS sehr
schmerzlich sind. In dieser Arbeit wurde daher ein anderer Ansatz zurDie Bedeutung der

Bandbreite für die
FCS wird im

Theoriekapitel in
Abschnitt 2.5.6

detailliert
behandelt.

Detektion der Tunnelereignisse gewählt. Wie bereits erwähnt, vermag
das Auge sofort zwischen beiden Banden zu trennen. Dies geschieht
ganz natürlich, da man erkennt, dass das Signal in einem bestimmten
Muster auftritt. Die Übergänge zwischen den Banden erkennt das Au-
ge ebenfalls spielend, solange die Banden klar genug zu trennen sind.
Es ist also die Feststellung, dass es Banden gibt, die das menschliche
Auge selbst sehr kurze Wechsel zwischen den Banden sicher erkennen
lässt. Diese Mustererkennung galt es in die Auswertung zu übertragen.
Die Auszählung eines Zeitabschnitts folgt daher folgendem Fahrplan:

• Bestimmung der Banden und deren Grenzen

• Bewertung der Messwerte Punkt für Punkt

• Identiëkation der Bandenwechsel

• Extraktion der relevanten Messwerte
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Abbildung 3.8:
Zeitaufgelöstes Signal des QPC Stromes. Anhand des Histogramms über
das QPC Signal werden die Grenzen der Banden bestimmt.

Im Folgenden sollen nun die einzelnen Schritte auf dem Weg zur voll-
ständigen Auszählung eines Datensatzes im Einzelnen erläutert werden.

3.4.2 Bestimmung der Banden und deren Grenzen

Um die Banden zu erkennen wird zunächst ein Histogramm der Mess-
daten erzeugt. Ein solches ist in Abbildung 3.8 zu sehen. Das Histo-
gramm weist wie schon oben festgestellt zwei klar trennbare Peaks auf.
Die Bandengrenzen werden nun aus der Breite der jeweiligen Peaks ge-
wonnen, dies kann etwa durch die Wahl eines Schwellwertes geschehen
oder durch eine fest vorgegebene Bandenbreite. Letzteres hat sich gera-
de bei stark asymmetrischen Tunnelbarrieren und niedrigen Tunnelra-
ten als sinnvoll erwiesen, da in diesem Falle die beiden Peaks des His-
togramms drastisch unterschiedliche Höhen aufweisen. Die Auìösung
des schwächeren Histogrammpeaks nimmt durch die immer seltener
auftretenden und zudem sehr kurzen Ereignisse in diesen Fällen stark
ab. Eine Identiëkation des Peakmaximums ist dabei aber noch mög-
lich. Wie man in Abbildung 3.8 klar erkennt, liegt der Großteil der
Messpunkte innerhalb eines der beiden durch die Grenzen deënierten
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Niveaus (in der Abbildung als graue Balken dargestellt). Externe Stö-
rungen zeichnen sich nun dadurch aus, dass sie typischerweise das Si-
gnal stark über die Grenzen hinausschnellen lassen. Durch die Bestim-
mung der Bandengrenzen hat man also ein gutes Werkzeug zur Hand,
um eine Zunahme externer Störungen zuverlässig von Ladungsände-
rungen im untersuchten System zu unterscheiden. Diese Information
wäre bei einer reinen Flankendetektion nicht verfügbar.

3.4.3 Der Auszählalgorithmus

Sind die Grenzen bekannt, kann der Auszählalgorithmus auf den Da-
tensatz angewandt werden. Ein Schemabild des Vorgangs ist in Abbil-
dung 3.9 gezeigt. Der erste Schritt ist stets das Laden eines Datenpunk-
tes. Dieser wird mit den Grenzen verglichen, die mittels Histogramm
ermittelt wurden (siehe Abschnitt 3.4.2). Liegt der Punkt in der glei-
chen Bande wie sein Vorgänger, so ist das System noch im gleichen
Ladungszustand. Es hat noch keine Umladung stattgefunden. Zudem
wird der aktuelle Stromwert zu den vorangegangen Werten aufaddiert.
Dies ermöglicht die Bildung eines Mittelwerts, sobald ein Sprung er-
mittelt wird. Dann folgt der nächste Datenpunkt. Solange also die Da-
tenpunkte innerhalb ein und derselben Bande bleiben, werden sie ad-
diert und die Anzahl der Datenpunkte mitgezählt. Liegt ein Daten-
punkt in gar keiner Bande, so handelt es sich um einen Ausreißer. Diese
Punkte werden weder mit einem Mittelwert verrechnet, noch sind sie
Indiz für einen möglichen Zustandswechsel. Sie sind allerdings gehäuft
auftretend ein Indiz für eine externe Störung. Daher wird ein Ausreißer
vom Programm gespeichert. Folgen viele Ausreißer aufeinander, wird
die Auswertung zunehmend konservativer bei der Identiëkation von
Umladungen.

Eine Umladung kann nur dann aufgetreten sein, wenn der neue
Punkt zwar innerhalb der Bandengrenzen liegt, jedoch gerade nicht in
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neuer Messpunkt

Punkt überprüfen

Vormittellänge anpassen

auf neue Bande testen

Punkt in Mittelung aufnehmen

Vorausmittelung prüfen

Sprung detektiert, neuer Mittelwert

außerhalb der Banden innerhalb der Banden

alte Bandeneu

außerhalb neue Bande

Abbildung 3.9:
Schemazeichnung des Auszählalgorithmus.

der Bande, in der die bisherigen Punkte lagen. Ist dies der Fall, erwartet
das Programm eine Umladung. Um dies zu veriëzieren, wird ein ”Blick
in die Zukunft“ gewagt. Das Programm hält in der Abarbeitung der
Datenpunkte inne. Nun wird eine Anzahl von Punkten gemittelt, die
direkt auf den aktuellen potentiellen Sprungpunkt folgen. Bei norma-
len Bedingungen wird eine Vorausmittelung von 2 weiteren Punkten
vorgenommen. Sollten in letzter Zeit viele Ausreißer aufgetreten sein,
so erhöhlt sich diese Zahl kontinuierlich. Jeder Punkt innerhalb der
Grenzen verringert die Zahl wieder. Das Ergebnis der Vorausmittelung
wird nun wiederum mit den Grenzen verglichen. Sollte der Mittelwert
ebenfalls innerhalb der neuen Bande liegen, handelt es sich wirklich
um eine Umladung. Sollte er aber außerhalb liegen, dann handelte es
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Abbildung 3.10:
Zeitaufgelöstes Signal des QPC Stromes (oben) im Vergleich mit dem
quasi-digitalen Ergebnis des Auszählalgorithmus und der gewonnenen
Liste der gemessenen Tunnelzeiten τin und τout (unten).

sich doch um einen Ausreißer, der zufällig innerhalb der anderen Bande
lag. Wurde eine Umladung identiëziert, so wird die Zeit seit der letzten
Umladung in die Liste der Tunnelzeiten eingetragen. Dann wird mit
dem Punkt des Sprungs ein neuer Mittelwert begonnen. Alle jetzt fol-
genden Punkte dieser Bande werden nun mit diesem verrechnet. Die
neue Bande ist nun also der aktuelle Zustand, und die Prozedur geht
wie gewohnt beim nächsten Punkt weiter. Zur späteren Kontrolle wer-
den die Mittelwerte zwischen den Tunnelereignissen gespeichert. Am
Ende der Prozedur erhält man damit eine quasidigitale Version der aus-
gewerteten Messung. Statt digitaler Werte (0 für die untere und 1 für
die obere Bande) enthält sie jedoch die jeweiligen Mittelwerte. Damit
ist ein direkter Vergleich mit den Rohdaten möglich. In Abbildung 3.10
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sind Signal und ausgewertetes Ergebnis im Vergleich abgebildet.
Während die Auswertung also Punkt für Punkt erfolgt, werden zwei

Listen für die Tunnelzeiten τin und τout erzeugt. Diese Listen enthal-
ten die vollständige Information der Tunnelereignisse und ermöglichen
damit zum Beispiel bereits eine Abschätzung der Tunnelraten gemäß
(2.79). Auf dem Weg zu einer Untersuchung des Stromrauschens be-
nötigt man jedoch weitere Auswerteschritte. Nachdem aus dem rohen
Messsignal nun eine Abfolge von Tunnelzeiten geworden ist, beginnt
die statistische Analyse.

3.4.4 Die Erzeugung einer Verteilung
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Abbildung 3.11:
Aus den gemessenen Tunnelzeiten (oben) wird die Verteilung der Tun-
nelereignisse abgeleitet. Dazu wird in einem Zeitfenster t0 die Anzahl
n der abgeschlossenen Eintunnelzeiten τin bestimmt. Aus der Liste der
Tunnelereignisse n (unten links) wird dann mittels Histogrammbildung
die Verteilung P(n) gewonnen.

Der erste und naheliegendste Schritt ist es nun, die gewonnenen
Tunnelzeiten zu nutzen, um aus ihnen die Statistik der Tunnelereignis-
se abzuleiten. Dazu wird die Messung in Zeitabschnitte t0 aufgeteilt.
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Dargestellt ist dies im oberen Graphen von Abbildung 3.11. In diesen
Zeitfenstern wird nun jeweils die Zahl der vollendeten Tunnelzeiten
τin bestimmt, also wie oft in dem betreffenden Zeitfenster ein Elek-
tron vom Source-Kontakt in den Quantenpunkt getunnelt ist. Die so
gewonnene Anzahlen N stellen gegen die Zeit aufgetragen ein Gegen-
stück zu einer klassischen Strommessung dar, nämlich Anzahl n der
getunnelten Elektronen pro Zeitintervall t0. Dargestellt ist dies links
unten in Abbildung 3.11. Will man nun aus dieser gezählten Strom-
messung zu einer Verteilung kommen, ist nur noch die Berechnung des
Histogramms der n-Werte erforderlich. Das Ergebnis ist die Verteilung
P(n) für ein gegebenes t0; zu sehen ist dies rechts unten in Abbildung
3.11.

3.4.5 Berechnung der Momente

Aus den so bestimmten Werten n lassen sich nun die verschiedenen
Momente der Tunnelstatistik berechnen. Diese sind notwendig, um
die Kumulanten der Statistik zu bestimmen (siehe Abschnitt 2.5.5).
Die Momente berechnen sich gemäß:

Mm = ⟨(n − ⟨n⟩)m⟩

Je höher das zu bestimmende Moment ist, desto größer muß hier-Experimentelle
Ergebnisse zur
Bestimmung

höherer
Kumulanten
önden sich in
Abschnitt 5.6.

bei die zugrundeliegende Stichprobe sein. Um möglichst viele Zeitab-
schnitte t0 zu bekommen sollte zum einen t0 ausreichend klein gewählt
werden, zum anderen die Gesamtzeit t der Messung möglichst lang
sein. Die minimale Länge von t0 ist dabei durch die Tunnelraten und
die Bandbreite des Systems begrenzt. Wird der Erwartungswert ⟨n⟩ im
Zeitintervall t0 sehr niedrig, spiegelt das Ergebnis der Auswertung nur
das universelle Verhalten der Kumulanten für sehr kurze Zeiten wie-
der. Meist ist daher ein Erwartungswert in der Größenordnung von 1
die sinnvolle untere Grenze für die Wahl des Zeitfensters. Andererseits
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besteht bei längeren Messzeiten die Gefahr, dass eine Drift der System-
temperatur oder andere externe Einìüsse die Tunnelraten verändern.
Dies ist auf jeden Fall zu vermeiden, da sonst die Statistik verfälscht
wird. Ein Ausweg ist unter Umständen die Wahl einer höheren Tun-
nelrate. Dazu ist jedoch eine hinreichende Bandbreite des Messsystems
erforderlich. Die Messung höherer Momente muss also stets mit Rück-
sicht auf die experimentell realisierbaren und physikalisch sinnvollen
Systemparameter geschehen.

3.4.6 Technische Vergrößerung der Stichprobe

Die oben beschriebene Technik zur Bestimmung der Momente geht
von einer einzelnen Liste detektierter Tunnelergebnisse n in einem
Zeitintervall t0 aus. Dies ergibt eine Stichprobe von t/t0 Zeitabschnit-
ten, denen jeweils eine gemessene AnzahlN zugeordnet ist. Diese Stich-
probe lässt sich jedoch vergrößern, wenn man folgender Argumentati-
on folgt:

Die Auswertung stützt sich auf die Auszählung eines zeitaufgelös-
ten Signals der Länge t. Während der Messung wurde das System nicht
verändert. Die Statistik der Tunnelereignisse ist eine direkte Folge der
Transporteigenschaften des Quantenpunktes. Diese sollten sich aber
während der gesammten Zeit t nicht geändert haben. Damit dürfte je-
der Teilabschnitt t ′ der verstrichenen Zeit t zur gleichen Zählstatistik
führen. Unterschiede sollten einzig und allein der endlichen Stichprobe
geschuldet sein. Insbesondere kann der Startpunkt, an dem die Unter-
teilung des Messsignals in Zeitfenster t0 beginnt, keinen Einìuß auf
die zugrundeliegende Statistik haben.

Dies kann man sich zunutze machen. Nachdem das Signal ausge-
zählt ist und die vollständige Liste der Tunnelzeiten vorliegt, beginnt
man wie in Abschnitt 3.4.4 geschildert mit dem Unterteilen in Zeit-
intervalle t0 und bestimmt die TunnelereignisseN. Aus diesen werden
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Abbildung 3.12:
Vergrößerung der Stichprobe: Aus den gemessenen Tunnelzeiten wird
die Verteilung der Tunnelereignisse abgeleitet. Dazu wird in einem Zeit-
fenster t0 die Anzahl N der abgeschlossenen Eintunnelzeiten τin be-
stimmt. Dann wird der Vorgang mehrfach wiederholt, wobei der Start-
punkt des ersten Zeitfensters zu späteren Zeiten hin verschoben wird.
Die Ergebnisse der einzelnen Schritte werden anschließend gemittelt.

wie in Abschnitt 3.4.5 erläutert die Momente berechnet. Dann wird
der Startpunkt der Auswertung verschoben und wiederum die Liste
der Tunnelereignisse pro Zeitintervall erzeugt und die Momente der
Statistik bestimmt. Dieser Vorgang wird mehrfach wiederholt und die
Momente der einzelnen Durchgänge werden gemittelt. Auf diese Weise
läßt sich die Stichprobe, aus der die Transportstatistik berechnet wird,
bei gleichbleibender Gesamtzeit t und gleichem Zeitinterval t0 deut-
lich vergrößern.
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3.5 Limitierungen der zeitabhängigen
Ladungsmessung

Mit steigender Detektorbandbreite werden immer kürzere Tunnelzei-
ten messbar, was zu einer genaueren Messung der Zählstatistik führt.
Experimentell ist die Erhöhung der Bandbreite jedoch ein schwieriges
Unterfangen. In diesem Abschnitt sollen daher die experimentellen Li-
mitierungen der Ladungsdetektion behandelt werden. Der Messaufbau
und die Charakteristik des QPC begrenzen die Bandbreite des Detek-
tors. Dabei sind es zwei Größen, die im Widerstreit stehen. Auf der
einen Seite stehen die Steilheit des QPCs am Arbeitspunkt und die
Ankopplung des QD an den QPC, die eine maximale Reaktion auf
einen Tunnelprozess festlegen. Auf der anderen Seite bestimmen der
Messaufbau, speziell der Anschluss des QPC an die Messelektronik,
und die Güte des eingesetzten Verstärkers das technische Rauschen. Je
stärker die Reaktion des QPC auf den Tunnelvorgang ausfällt, desto
höher kann das technische Rauschen und damit die Bandbreite sein.

Betrachten wir zunächst die Minimalbedingungen für eine De-
tektion eines Tunnelereignisses. Damit ein Ereigniss aufgelöst werden
kann, muss die Reaktion des QPC ∆IQPC auf ein zusätzliches Elektron
auf dem Quantenpunkt stark genug sein, eine klare Änderung vor dem
Rauschhintergrund auszulösen. Unabhängig davon, ob eine Banden-
detektion erfolgt, wie sie hier vorgestellt wurde, oder aber eine kom-
plexere Mustererkennung, ein Tunnelereignis sollte einen Sprung in
der Leitfähigkeit bedeuten, der mindestens die Breite der Rauschban-
de ausmacht. Unterhalb dieser Sprunghöhe muss man mit sehr hoher
Wahrscheinlichkeit einen Verlust an Bandbreite durch den Auswerte-
mechanismus in Kauf nehmen. Als Ursache der Rauschbande wird ei-
ne gaussförmige Streuung des RMS-(root mean square)-Rauschstromes
Inoise angenommen. Die Breite der Rauschbande lässt sich dann mit
2 ·

√
2 · Inoise abschätzen. Damit folgt, dass für eine erfolgreiche Detek-
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Abbildung 3.13:
Schematisches Schaltbild der Ladungsmessung: Der Stromverstärker
wird durch sein Stromrauschen in und sein Spannungsrauschen en cha-
rakterisiert. Das Spannungsrauschengeneriert dabei einenStrom, inAb-
hängigkeit vom Widerstand RQPC des Quantenpunktkontaktes und der
Kapazität CBNC der Verkabelung.

tion von Tunnelereignissen ∆IQPC & 2 ·
√
2 · Inoise gelten muss.

Betrachten wir den Messaufbau. Ein schematisches Schaltbild der
Ladungsmessung ist in Abbildung 3.13 gezeigt. Gemessen wird mit
einem Stromverstärker der über sein Spannungsrauschen en und sein
Stromrauschen in charakterisiert werden kann. Typischerweise wird die
Probe in einem Kryostaten auf Temperaturen im Bereich von mK ab-
gekühlt. Der Verstärker für den QPC Strom wird dann bei Raumtem-
peratur betrieben. Solange dabei keine Niederkapazitätskabel für den
Anschluss des QPC an den Verstärker zum Einsatz kommen, hat man
es mit einer Koaxialleitung von etwa 1.5 Metern Länge zu tun. Dies
entspricht typischerweise einer Kapazität von CBNC = 150 pF. Außer-
dem hat der Quantenpunktkontakt selbst einen Widerstand RQPC ≃
30 kΩ. Man kann nun das technischen Rauschens des Stromverstärkers
abschätzen, indem man das angegebene Stromrauschen des Verstärkers
und den durch das Spannungsrauschen generierten Rauschstrom über
Kapazität und QPC-Widerstand berechnet.
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Inoise =

(∫β

0

i2ndf+

∫β

0

4π2f2C2e2
ndf+

∫β

0

(
en
RQPC

)2

df

) 1
2

(3.1)

Hierbei bezeichnet β die Bandbreite der Messung, en das Spannungs-
rauschen und in das Stromrauschen des Verstärkers (beides pro

√
Hz).

Nach Ausführung des Integrals ergibt sich daraus:

Inoise =

√
4

3
π2C2e2

nβ
3 + i2n · β+

(
en
RQPC

)2

· β

Anhand dieser Formel lässt sich für einige Verstärker die niedrigste zu
erwartende Breite der Rauschbande bestimmen.

In Abbildung 3.14 sind für vier verschiedene Messsysteme Abschät-
zungen der Rauschbande dargestellt. Dabei wurde in je zwei Fällen von
einer gewöhnlichen Koaxialleitung (150 pF) bzw. einer Niederkapazi-
tätsleitung (30 pF) ausgegangen. Zwei Kurven sind zu einer Bandbrei-
te von 400 kHz und zwei zu 4 MHz bestimmt. Für 400 kHz wurde
der Verstärker FEMTO LCA-400K-10M angenommen, für 4 MHz
einmal der FEMTO HCA-4M-500K-C (für 150 pF) und einmal der
FEMTO HCA-4M-500K (30 pF), der ein geringeres Rauschen auf-
weist, aber nur für niedrige Leitungskapazitäten ausgelegt ist.

Im Bereich bis 400 kHz liegt die Rauschbande des FEMTO LCA-
400K-10M (blau) praktisch durchgehend unter 1 nA. Nur für die nor-
male Koaxialleitung überschreitet die Bande diesen Wert ab ca. 200
kHz. Bei 400 kHz liegt der Maximalwert etwas über 2 nA für den Fall
von 150 pF Leitungskapazität und bei etwa 0.4 nA für die Niederka-
pazitätsleitung. Für höhere Frequenzen zeigen die Verstärker FEMTO
HCA-4M-500K-C und FEMTO HCA-4M-500K deutlich stärkeres
Stromrauschen. Der FEMTO HCA-4M-500K-C erreicht bei 1 MHz
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Abbildung 3.14:
Dieminimale Rauschbande für vier experimentelle Konögurationen. Ro-
te Kurve: 4 MHz Stromverstärker FEMTO HCA-4M-500K-C mit einer Lei-
tungskapazität von 150 pF. Orange: 30 pF Leitungskapazität und ein op-
timierter 4 MHz Stromverstärker (FEMTO HCA-4M-500K). Dunkelblau
(150 pF) und Hellblau (30 pF): 400 kHz Verstärker FEMTO LCA-400K-10M.

eine Rauschbande von etwa 10 nA, der FEMTO HCA-4M-500K an
einem Niederkapazitätsaufbau immerhin erst 2.5 nA.

Die experimentellen Ergebnisse haben gezeigt, dass eine realistische
Reaktion des QPC auf ein Tunnelereignis eine Änderung des Stromes
in der Größenordnung von 2 nA liegt. Eine Erhöhung dieser Stromän-
derung ist möglich, wenn man die Source-Drain-Spannung des QPC
weiter anhebt. Dies hat jedoch unter Umständen eine Wirkung auf die
Prozesse des QD [90]. Der Spielraum ist also begrenzt. Dennoch wä-
re eine moderate Erhöhung möglich. Für eine weitere Steigerung des
Stromes wäre eine strukturspeziësche Untersuchung sinnvoll, die die
Änderung der Zählrate in Abhängigkeit vom QPC-Strom charakteri-
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siert, wie es beispielsweise in [91] getan wurde.
Ein weiterer Parameter ist der Potentialverlauf des QPC. Auch hier

wäre eine Optimierung durchaus vorstellbar. Grenzen setzt dabei die
Komplexität der Quantenpunktstruktur. Außerdem muss die Länge
des QPC möglichst gering gehalten werden, solange LAO als Herstel-
lungsmethode dient. Die Oxidbarrieren machen Störstellen im Bereich
der Engstelle sehr wahrscheinlich. Ein Ausweg könnte hier der Über-
gang zu Topgatestrukturen sein. Das Potential, das in der Optimierung
des QPC Designs liegt, lässt sich allerdings nur schwer abschätzen.

Betrachtet man Abbildung 3.14 unter dem Gesichtspunkt, dass ei-
ne Rauschbande mit unter 2 nA Breite erreicht werden muss, so ist
festzustellen, dass dies klare Grenzen für die Bandbreite des Messsys-
tems bedeutet. Bereits für 400 kHz wird das technische Rauschen bei
normalen Koaxialleitungen selbst im Idealfall ebenso groß wie die zu er-
wartende Reaktion des QPC. Dies gilt jedoch nur, wenn keine weiteren
Rauschquellen von Bedeutung sind. Für 400 kHz Bandbreite ist also
bereits ein Messaufbau mit niedriger Leitungskapazität wünschenswert.
Damit sollte im Idealfall eine Rauschbande unterhalb von 500 pA mög-
lich sein. Für Frequenzen oberhalb dieses Bereichs verschärft sich das
Problem. Mit normalen Koaxialleitungen erreicht man bei 1 MHz be-
reits eine 10 nA breite Rauschbande, was selbst mit optimiertem QPC
und hohen Strömen die Detektion unmöglich machen dürfte. Etwas
besser stellt sich die Situation für niedrige Leitungskapazität dar. Hier
liegt die Bande bei 1 MHz im Idealfall gleichauf mit der Reaktion des
QPC. Dennoch wären für eine zuverlässige Messung ein sehr saube-
rer Messaufbau und einige Optimierungsschritte am QPC zwingend
erforderlich.

Noch höhere Frequenzen sind mit Verstärkern bei Raumtempera-
tur realistisch betrachtet nicht zu erreichen. Statt dessen ist ein Über-
gang zu Tieftemperaturverstärkern notwendig. Dies hat zwei entschei-
dende Vorteile. Zum einen sorgt die niedrige Temperatur für ein deut-
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lich geringeres thermisches Rauschen. Zum anderen kann die Leitung
zwischen Verstärker und Probe drastisch verkürzt werden. Damit ist
eine Leitungskapazität von unter 30 pF auch in einem Entmischungs-
kryostaten möglich.

All diese Überlegungen gelten nur dann, wenn die untersuchten
Strukturen selbst kein zusätzliches Rauschen verursachen und kein zu-
sätzliches technisches Rauschen den Quantenpunktkontakt erreicht.
Werden bei der Herstellung der Proben Störstellen geschaffen, die nahe
am QPC liegen und sich laden und entladen können, so kann dies bei-
spielsweise die Messung empëndlich stören. Die Technik der lokalen
anodischen Oxidation birgt hier ein gewisses Risiko, da bei der Bildung
der Oxidbarrieren leicht Störstellen entstehen können. Diese wirken
wie der zu untersuchende QD und verschieben bei Umladevorgängen
das Potential des QPC. Derartigen Störungen kann unter Umständen
durch eine Absenkung der Temperatur begegnet werden. In Abschnitt
5.8.1 wird die Temperaturabhängigkeit einer solchen Störstelle unter-
sucht.
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4 Kapitel 4

Der Quantenpunktkontakt
als Ladungsdetektor

Der Quantenpunktkontakt als Ladungsdetektor ermöglicht es, den Pa-
rameterraum der Transportspektroskopie an Quantenpunkten deutlich
zu erweitern. Die Messungen, die in diesem Abschnitt vorgestellt wer-
den, sollen dies demonstrieren und zudem Grundlagen für das Ver-
ständnis der tiefergehenden Messungen späterer Abschnitte legen.

Zur Erinnerung ist in Abbildung 4.1 noch einmal ein Relief der
Probe gezeigt. Der Quantenpunkt ist in Rot dargestellt. Der Transport
wird durch zwei Tunnelbarrieren zu Source und Drain ermöglicht. Die
Gates G1 und G2 kontrollieren die Durchlässigkeit der Tunnelbarrie-
ren. Außerdem wird mit ihnen das Potential des QD verändert, um die
Energiezustände des QD in Resonanz mit den Zuleitungen zu bringen.

In Grün dargestellt sieht man in der unteren Hälfte den QPC. Die
Engstelle zwischen Source und Drainkontakt des QPC wird von einem
weiteren Gate GQPC bestimmt. Mit diesem Gate wird der Arbeitspunkt
des QPC kontrolliert und so eingestellt, dass die Steigung der Leitfä-
higkeit des QPC am Arbeitspunkt möglichst steil ansteigt.
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Abbildung 4.1:
Die Probe: In Rot ist im oberen Teil der Quantenpunkt zu sehen. Im
unteren Teil, in Grün dargestellt, der QPC, dessen Arbeitspunkt das
QPC-Gate kontrolliert.
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Abbildung 4.2:
Messung der Leitfähigkeit des QPC und der differentiellen Leitfähigkeit
des QD im Bereich der Coulombblockade.
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4.1 Nichtinvasive Messung der
Coulombblockade

Nun wird die differentielle Leitfähigkeit des QD und die Leitfähig-
keit des QPC gemessen, während eines der QD Gates (z.b. G2) variiert
wird. Das Ergebnis einer solchen Messung ist in Abbildung 4.2 zu se-
hen.

Betrachten wir zunächst die differentielle Leitfähigkeit des Quan-
tenpunktes (rote Kurve). Die Leitfähigkeit ist die meiste Zeit gleich
Null, in regelmäßigen Abständen ënden sich jedoch Peaks mit end-
licher Leitfähigkeit. Dies ist das typische Verhalten eines QD unter
Einìuss der Coulombblockade, wie es in Abschnitt 2.4.3 hergeleitet
wurde. Immer wenn ein Energieniveau des QD in Resonanz mit Sour-
ce und Drain kommt, steigt die Leitfähigkeit sprunghaft an. Beëndet
sich kein Energieniveau in Resonanz, verhindert die Coulombblockade
den Transport. Über dieses Verhalten hinaus erkennt man bei sinkender
Gatespannung, also in negative Gaterichtung, ein deutliches Abìachen
der Coulombpeaks. Ab etwa 75 mV Gatespannung sind keine weiteren
Peaks mehr zu sehen. Das bedeutet jedoch nicht etwa, dass kein Ener-
gieniveau unterhalb dieses letzten sichtbaren mehr verfügbar wäre und
der QD keine Elektronen mehr beinhaltet. Vielmehr ist schlicht die
Leitfähigkeit so niedrig geworden, dass sie in der direkten Strommes-
sung nicht mehr aufgelöst werden kann.

Betrachten wir nun die Leitfähigkeit des QPC. Zunächst fällt ein
generelles Ansteigen der Leitfähigkeit zu positiverer Gatespannung an
G2 auf. Dies ist einfach eine Folge des elektrostatischen Einìusses von
G2 auf den QPC. Der Effekt ist nicht sehr stark, da das Gate räumlich
relativ weit entfernt ist. Über dieses Ansteigen hinaus erkennt man in
regelmäßigen Abständen ein deutliches Einbrechen der Leitfähigkeit.
Die Position dieser Zacken stimmt mit der Position der Coulombpeaks
in der QD Messung überein. Die Zacken entstehen, weil sich an diesen
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Gatespannungen die mittlere Ladung auf dem QD um ein Elektron
ändert. In Abschnitt 3.2.1 ist dieser Mechanismus genauer erläutert.

Während die Leitfähigkeitsmessung am QD unterhalb von 75 mV
keine weiteren Energieniveaus auìösen kann, zeigt die Leitfähigkeit des
QPC deutlich weitere Niveaus. Die allmähliche Abnahme in der Deut-
lichkeit der Zacken ist die Folge des immer ungünstiger werdenden Ar-
beitspunktes. Wird der Arbeitspunkt mit Hilfe vonGQPC nachgeregelt,
um den Einìuss von G2 auszugleichen, bleibt die Deutlichkeit der
Zacken auch für deutlich niedrigere Ströme erhalten. Die Auìösbar-
keit von Energieniveaus mit Hilfe des QPC ist unabhängig vom Strom
durch den QD, vorausgesetzt es ëndet überhaupt Ladungstransfer von
einer Zuleitung in den QD statt.

Besonders deutlich wird diese Vergrößerung des Parameterraums
bei der Messung eines Ladungsdiagramms. Hier werden beide Gates
des QDs variiert und die Leitfähigkeit des QD als Funktion von VG1
und VG1 aufgetragen. Ein solches Diagramm ist in der oberen Hälfte
von Abbildung 4.3 dargestellt. Wie in Abschnitt 2.4.3 erläutert, erhält
man in solch einer Messung statt einzelnen Peaks nun Linien, die anzei-
gen, bei welchen Gatespannungen der QD in Resonanz mit seinen Zu-
leitungen kommt. Man erkennt diese Linien sehr deutlich in dem mit
1⃝ bezeichneten Bereich, jedoch werden sie für negativere Spannungen
an beiden Gates rasch schwächer, da die Tunnelbarrieren undurchlässi-
ger werden, und somit die Leitfähigkeit des QD immer geringer wird.
Im Graphen ist die untere Grenze der Auìösbarkeit von Resonanzen als
gestrichelte blaue Linie eingezeichnet. Nur innerhalb des Bereichs 1⃝ ist
die Auìösung des Messaufbaus fein genug, um eine direkte Messung
der Leitfähigkeit zu ermöglichen. Jenseits dieser ersten Linie können
in einer Leitfähigkeitsmessung am QD keine weiteren Energieniveaus
vermessen werden.

Anders ist dies in der Messung mit dem QPC. In der unteren Hälfte
von Abbildung 4.3 ist die Leitfähigkeit des QPC abgeleitet in Richtung
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Abbildung 4.3:
Das Ladungsdiagramm des Quantenpunktes: oben die Leitfähigkeits-
messung amQD, unten die in Richtung vonG2 abgeleitete Leitfähigkeit
des QPC für den gleichen Bereich.
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G2 gezeigt. Wie in Abbildung 4.2 gezeigt, erhält man in der Leitfä-
higkeit des QPC einen Sprung, sobald sich die Ladung auf dem QD
ändert. Daher ist hier die Ableitung und nicht die Leitfähigkeit selbst
aufgetragen. So ist auch in diesem Graphen immer dort eine Linie zu
sehen, wo der QD in Resonanz mit seinen Zuleitungen ist. Das Signal
des QPC zeigt dabei deutlich mehr Resonanzen. Im Bereich 1⃝ wie-
derholt sich das in der Leitfähigkeit des QD sichtbare Linienmuster.
Es erstreckt sich jedoch erheblich weiter und so ist auch für den Be-
reich 2⃝ und damit für deutlich negativere Gatespannungen eine De-
tektion der Energieniveaus des QD möglich. Erst für erheblich nega-
tivere Gatespannungen, am unteren Rand von Bereich 2⃝, sieht man
die Linien unstet werden. Hier ist die Tunnelrate durch die Barrieren
zu Source und Drain des QD bereits so niedrig, dass sie in die Größen-
ordnung der Messzeit für einen einzelnen Datenpunkt dieser Messung
kommt (ca. 1 s). Da der Tunnelprozess ein statistischer ist, sind dann
keine klare Linien zu erwarten, sondern das hier sichtbare Rauschen in
der Position. Die niedrigen Tunnelraten kündigen den Bereich 3⃝ an,
in dem der QD komplett von den Zuleitungen abkoppelt und keine
Elektronen mehr tunneln können. Dieser beginnt jenseits der zwei-
ten gestrichelten Linie. Hier ist der Transport über die Tunnelbarrieren
komplett unterdrückt. Daher bleibt die Ladung auf dem QD konstant.
Die direkte Folge ist, dass nun auch mit dem QPC keine tieferen Ener-
gieniveaus mehr aufzulösen sind, da hierfür eine Änderung der Ladung
zwingende Voraussetzung ist.

Eine Besonderheit in diesem Ladungsdiagramm ist die deutlich
ausgeprägte Linie, die sich von oben nach rechts unten durch den Gra-
phen zieht. Betrachtet man diese genauer, so erkennt man ein deut-
liches Abknicken der Coulomblinien, die zu dieser Linie führen. Die
Linie besteht genau genommen aus einer Vielzahl von vermiedenen
Kreuzungspunkten, so dass nur die Biegungen der Coulomblinien die
Linie sichtbar machen. Dieses Verhalten nennt man Anticrossing. Ent-
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lang dieser Linie koppelt der QD an einen zweiten QD, eine Char-
getrap nahe des QD, und bildet mit diesem molekülartige Zustände.
Derartige Artefakte sind nicht untypisch für Strukturen, die mit Hilfe
der AFM-Lithographie erzeugt wurden. Durch die Bildung eines ge-
koppelten Zustands variiert auch die Leitfähigkeit des QD.

Aus der Messung lassen sich die Kapazitäten der beiden Gates des
QD bestimmen, wie dies in Abschnitt 2.4.3 beschrieben ist. Durch
Bestimmung von ∆VG1 und ∆VG1 folgt:

CG1 =
e

∆VG1
= 14.7 aF

CG2 =
e

∆VG2
= 10.7 aF

Wie bereits die Symmetrie der Probe nahelegt, liegen beide Kapazitä-
ten in der gleichen Größenordnung. Der leichte Unterschied zwischen
der Ankopplung an G1 und G2 deutet auf eine leicht asymmetrische
Position des QD hin.

4.2 Messung von Coulombrautenmit dem
Ladungsdetektor

Bei Variation einer Gatespannung und der Vorspannung VSD, erwar-
tet man, wie in Abschnitt 2.4.4 beschrieben die Ausprägung von Cou-
lombrauten. In Abbildung 4.4 ist ein Beispiel einer solchen Messung
dargestellt. Unter 4.4(a) ist die Leitfähigkeit des QD in Abhängigkeit
von VSD und VG2 zu sehen. Es bilden sich dabei klar die rautenför-
migen Blockadebereiche heraus. Neben den Grundzuständen sind bei
endlicher Source-Drain-Spannung auch angeregte Zustände zu erken-
nen. Vergleicht man dies mit der Ladungsmessung mittels QPC, so
fällt sofort auf, dass hier nur abfallende Linien sichtbar sind, die einer
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Abbildung 4.4:
Dargestellt ist die nichtlineare differentielle Leitfähigkeit des Quanten-
punktes (links, rot) sowie die Änderung in der Leitfähigkeit des QPC
(rechts, grün). Es prägen sich deutlich Rauten in der Leitfähigkeit des
QD heraus, während in der QPC-Leitfähigkeit nur jeweils eine Kanten-
richtung sichtbar ist.
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Drainresonanz entsprechen, nicht jedoch ansteigende. Es scheint so, als
wäre der QPC nur unter bestimmten Bedingungen in der Lage, Reso-
nanzen für beide Zuleitungen zu detektieren. Warum dies der Fall ist,
wird schnell einsichtig, wenn man sich den Messprozess veranschau-
licht. Die Leitfähigkeit des QPC ist abhängig von der Ladung auf dem
QD. Die Messung erfolgt jedoch mit einer großen Zeitkonstante, wo-
durch das Signal des QPC die mittlere Ladung auf dem QD innerhalb
der Messzeit widerspiegelt. Leitfähigkeitsänderungen des QPC, wie in
Abbildung 4.4 dargestellt, sind immer dann sichtbar, wenn sich die
mittlere Ladung auf dem QD ändert. Nimmt man nun an, dass eine
Tunnelbarriere deutlich durchlässiger ist als die zweite, dann hängt die
mittlere Ladung auf dem QD von der Transportrichtung ab. Liegt die
Barriere mit hoher Tunnelrate am Ausgang des QD, so verlassen die
Elektronen den QD sehr viel schneller, als sie durch die Barriere mit
niedriger Tunnelrate nachrücken. Im QPC-Signal unterschiedet sich
diese Situation praktisch nicht vom Blockadebereich, da die mittlere
Ladung sich dabei nicht signiëkant verändert. Liegt die Barriere mit
hoher Tunnelrate am Eingang des QD, so ist der Quantenpunkt im
Mittel grundsätzlich geladen, sobald ein Tunneln in den QD möglich
ist, da die Elektronen deutlich längere Zeit brauchen, den Quanten-
punkt zu verlassen, als nötig ist, um auf den Quantenpunkt zu tunneln.

4.2.1 Einøuss der Symmetrie

Betrachten wir für eine detailliertere Behandlung Abbildung 4.5. Hier
ist wiederum die Änderung der Leitfähigkeit des QPC in Abhängigkeit
von VSD dargestellt, wobei nun VG1 variiert wird. Für Gatespannun-
gen oberhalb von -260 mV erkennt man hier abfallende Linien, was
einer Resonanz mit Drain entspricht. Warum ist dies so? Hier ist die
Tunnelrate durch die Sourcebarriere deutlich niedriger als die durch die
Drainbarriere. Für negative Werte von VSD bedeutet dies, dass die Elek-
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Abbildung 4.5:
Die Änderung in der Leitfähigkeit des QPC, in Abhängigkeit der Lade-
richtung: Abhängig von der Symmetrie der Tunnelraten des Quanten-
punktes detektiert der QPC jeweils nur eine der beiden Zuleitungsreso-
nanzen.
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tronen mit geringer Rate in den QD tunneln, dort dann aber nur kurze
Zeit verbleiben und dann wieder durch die durchlässigere Drainbarrie-
re heraustunneln. Im Mittel ist der QD damit ungeladen, erst wenn der
Zustand bei zunehmender Gatespannung das Transportfenster verlässt,
also bei der Resonanz mit Drain (µN = µD), ändert sich die mittlere
Ladung. Für positive Werte von VSD verläuft der Transport in entge-
gengesetzte Richtung, also von Drain nach Source. Hier hat sich die
Situation umgekehrt. Die Elektronen durchqueren mit hoher Tunnel-
rate die durchlässigere Drainbarriere, benötigen dann aber eine längere
Zeit, um durch die Sourcebarriere den QD zu verlassen. Sobald ein
Zustand das Transportfenster betritt, also wiederum bei der Resonanz
mit Drain, ist der QD im Mittel geladen.

Unterhalb einer Gatespannung von -280 mV hat sich die Situati-
on umgekehrt. Nun ist die Sourcebarriere deutlich durchlässiger als die
Drainbarriere. Die Folge ist, dass für den Transport von Source nach
Drain, also für negative Werte von VSD, die Elektronen mit hoher Rate
auf den QD tunneln können, aber diesen nur mit geringer Tunnelrate
verlassen. Im Mittel ist der QD damit geladen, sobald die Sourcere-
sonanz µN = µS passiert wird. In Gegenrichtung für positive Werte
von VSD tunneln die Elektronen nur mit geringer Rate von Drain auf
den QD, aber mit hoher Rate vom QD zu Source. Dadurch tritt eine
Änderung der mittleren Leitfähigkeit erst dann ein, wenn das Niveau
des QD das Transportfenster verlässt, was wiederum bei Erreichen der
Resonanz mit Source, also für µN = µS, der Fall ist.

Zwischen diesen beiden Extremen liegt ein Bereich, in dem die
Tunnelraten für Source und Drain nahezu gleich sind. Hier zeigen sich
dann, wie auch in der Leitfähigkeitsmessung am QD, Resonanzen für
beide Zuleitungen. Zudem erkennt man hier vereinzelt auch angeregte
Zustände des QD. Klare Rauten prägen sich nicht aus, da der Bereich
symmetrischer Barrieren zu schmal ist.

Die Schlussfolgerung aus diesen Ergebnissen ist, dass man bei
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Abbildung 4.6:
Die Bestimmung der Symmetrielinie: Dargestellt ist die Änderung der
Leitfähigkeit des QPC. Die Messung entspricht Abbildung 4.3, es wurde
jedoch eine Source-Drain Spannung von VSD =1mV angelegt. Die Linie
symmetrischer Tunnelraten ist als gestrichelte Kurve eingezeichnet.

Gleichgewichtsmessungen für eine detaillierte Spektroskopie am QD
nur dann wirklich das Potential des QPC ausschöpfen kann, wenn
es gelingt, den QD im Bereich möglichst symmetrischer Barrieren zu
halten. Die Sensitivität des QPC auf die Symmetrie der Tunnelbar-
rieren kann jedoch genutzt werden, um gerade diese Symmetrielinie
innerhalb des Ladungsdiagramms des QDs zu ënden. Da der QPC im
Übergang über die Symmetrielinie zwischen Drain- und Sourcereso-
nanz ”umschaltet”, muss man diese nur mittels VSD hinreichend von-
einander trennen, um die Symmetrielinie direkt in der Messung der
QPC-Leitfähigkeit zu sehen. Dies ist in Abbildung 4.6 gezeigt. Die-
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se Messung zeigt das Ladungsdiagramm in Abhängigkeit von beiden
Gatespannungen bei einer Vorspannung VSD =1 mV. Man erkennt
deutlich, wie sich ein Band durch das Diagramm zieht, innerhalb des-
sen eine deutliche Auffächerung der Coulomblinien zu erkennen ist.
Diese Auffächerungen rühren daher, dass hier angeregte Zustände und
Resonanzen mit Source und Drain im QPC Signal sichtbar werden.
Man kann also direkt ablesen, für welche Werte VG1 und VG2 die Tun-
nelraten der Tunnelbarrieren symmetrisch werden.

Für eine Charakterisierung des QD wurde nun eine Messung ent-
lang dieser Symmetriekurve durchgeführt und die Vorspannung vari-
iert. Die Ergebnisse dieser Messung sind in Abbildung 4.7 gezeigt. Es
sind wieder die Leitfähigkeit des QD in Rot (linke Seite) und die Än-
derung der Leitfähigkeit des QPC in Grün (rechte Seite) dargestellt. In
der Leitfähigkeit des QD sind wie schon in Abbildung 4.4 deutliche
Rauten und eine Reihe von angeregten Zuständen zu sehen. Unterhalb
von ca. -265 mV reicht die Messauìösung nicht mehr aus, um den im-
mer niedriger werdenden Strom durch den QD zu messen.

In der Ladungsänderung des QPC ist nach einem kurzen Bereich
verstimmter Tunnelraten ab der dritten Coulombraute eine Vielzahl
von weiteren Rauten sehr scharf ausgeprägt. Bis der QD bei sehr nega-
tiven Gatespannungen von den Zuleitungen abkoppelt, können zwölf
weitere Energieniveaus aufgelöst werden. Die Resonanzen mit beiden
Zuleitungen sowie zahlreiche angeregte Zustände sind klar und deut-
lich erkennbar. So kann man etwa für einige Zustände bis zu 6 Anre-
gungen vermessen.

Dabei stellt sich zunächst die Frage, warum der QPC überhaupt
eine Messung angeregter Zustände ermöglicht. Die maximal erlaub-
te Ladung des QD ändert sich durch die Zugänglichkeit eines weite-
ren Zustands schließlich nicht. Bislang wurde von Ladungsmessung
gesprochen. Dies ist auch korrekt, wenn man konstante Ladung auf
dem QD und Übergänge zwischen zwei Ladungszuständen des QD be-
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Abbildung 4.7:
Dargestellt ist die nichtlineare differentielle Leitfähigkeit des Quanten-
punktes (links, rot) sowie die Änderung in der Leitfähigkeit des QPC
(rechts, grün). Variiert wurde wie im Diagramm angegeben die Span-
nung an G1, es wurde dabei jedoch G2soweit nachgeregelt, dass die
Tunnelraten des QD symmetrisch blieben.
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trachtet. Was der QPC jedoch eigentlich misst, ist die mittlere Ladung
in seiner Umgebung. Die Ladung auf dem QD ändert sich natürlich
ständig zwischen N und N+1 Elektronen, sobald Transport stattëndet.
Dadurch ist die Ladungsmessung genau genommen eine Messung der
mittleren Besetzung des QD mit Elektronen gemittelt über die Zeit-
konstante des QPC Detektors. Wenn also ein weiterer angeregter Zu-
stand für den Transport zur Verfügung steht, so ändert dies die mittlere
Besetzung des QD und damit auch die mittlere Ladung und somit das
Potential, das der QPC erfährt.

4.2.2 Bestimmung von Systemgrößen

Anhand der nichtlinearen Messungen konnten die Kapazitäten zur Zu-
leitung CS und damit auch die Gesamtkapazität CΣ bestimmt werden
(siehe dazu Abschnitt 2.4.4).

β1 = −
CS

CG

⇒ CS = −β1CG = 132.4 aF

Damit folgt für die Gesamtkapazität:

CΣ = −β2CG + CS = 164,3 aF

Der gemessene Abstand der angeregten Zustände lässt unter An-
nahme eines parabolischen Potentials eine Abschätzung des Durchmes-
sers des QDs zu. Aus der Gesamtkapazität des QD folgt:

EL =
e2

CΣ

=
e2

164,3 aF
= 1.56 meV

Dies entspricht 10.54 mV Gatespannung an G1 bzw. 16.05 mV an G2.
Nun lässt sich der Energieabstand der angeregten Zustände direkt ab-
lesen. Er beträgt ∆ϵ = 265 µeV. Dabei entspricht ∆ϵ dem Energieab-
stand  hω des Anregungspektrums. Damit lässt sich gemäß

 hω =
2 h2

m∗r2
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der Durchmesser des QD abschätzen zu:

d = 2 · r = 2

√
2 h2

m∗∆ϵ
≈ 185 nm.

Die geometrische Kantenlänge des durch Oxidlinien begrenzten Be-
reichs, in dem sich der Quantenpunkt ausbildet, beträgt etwa 290 nm.
Da bei Oxidbarrieren ein Veramungsbereich von 50 nm Breite nicht
unrealistisch ist, stimmt somit der abgeschätzte Durchmesser mit der
zu erwartenden Größe des Quantenpunkts gut überein.

4.3 Absolute Ladungsmessung

Der QPC ermöglicht es nicht nur, Ladungsänderungen in seiner Um-
gebung zu detektieren, man kann diese sogar quantitativ auswerten.
Dazu ist es zunächst wichtig, sich die Funktionsweise der Ladungsde-
tektion zu vergegenwärtigen, wie sie in Abschnitt 3.2.1 erläutert ist.
Eine Ladungsänderung nahe des QPC verändert das Potential am Ort
des QPC und verschiebt damit die energetische Lage der Transportka-
näle. Dies entspricht exakt der Wirkung des QPC Seitengates GQPC.

Will man daher die Stärke einer Ladungsänderung quantiëzieren,
so kann man dies tun, indem man feststellt, wie hoch eine Spannungs-
änderung anGQPC sein müsste, um den gleichen Effekt zu erzielen. Dies
lässt zunächst relative Vergleiche von Ladungsänderungen zu. Will man
absolute Messungen vornehmen, ist zudem eine Eichung des QPC nö-
tig. Dies geschieht am leichtesten anhand einer Elektronenladung: die
Verschiebung des Potentials durch das Laden des QD um ein weiteres
Elektron entspricht einer detektierten Ladung von e.

Auf diesem Wege ist es nun möglich, aus der Leitfähigkeitsmes-
sung des Quantenpunktkontaktes eine Ladungsmessung des QD ab-
zuleiten. Dargestellt ist dies in Abbildung 4.8. Im oberen Graphen ist
der Leitfähigkeitsverlauf des QPC in Abhängigkeit der Gatespannung
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Abbildung 4.8:
Der QPC ermöglicht die Messung absoluter Ladungsänderungen. Dar-
gestellt ist die Leitfähigkeit desQPC (oben) in Abhängigkeit von VG1. Aus
einem simultanen linearen Fit im Sprungbereich wird die der Ladungs-
änderung entsprechende Gatespannung ∆x bestimmt. Nach Normie-
rung ist damit eine absolute Angabe der Landungsänderung in Einhei-
ten einer Elektronenladung möglich (unten).
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4 Der Quantenpunktkontakt als Ladungsdetektor

an G1 gezeigt. Der gestrichelte Bereich ist exemplarisch vergrößert. In
der Vergrößerung ist dargestellt, wie für eine Resonanz die Ladungs-
änderung bestimmt wird. Dies geschieht durch einen simultanen Fit
vor und hinter der Sprungstelle. Der Fit wird symmetrisch links und
rechts der Sprungstelle xS durchgeführt, wobei die Steigung für beide
Teilbereiche gleich gehalten und ∆x, der Abstand der beiden Kurven
auf der Spannungs-Achse, optimiert wird.

Gët(x) =

{
A1 + B ·

(
x− ∆x

2

)
, für x < xS

A2 + B ·
(
x+ ∆x

2

)
, für x > xS

Weiß man von einer Ladungsstufe, dass sie einem zusätzlichen Elek-
tron auf dem QD entspricht, kann ∆x direkt in ein ∆QQD umgerech-
net werden. Um auch den Übergang im Bereich des Sprungs in der
QPC Leitfähigkeit korrekt abzubilden, wird in diesem Bereich für je-
den Punkt ein Abstand ∆x zum linearem Fit bestimmt.

Man erkennt sofort, dass die Ladungsstufen abgerundet sind. Die
Ursache für diese Abrundung liegt wieder im Messprinzip des QPC
Detektors. Da beim Übergang zwischen N und N+1 Elektronen, die
Besetzungswahrscheinlichkeit für Niveau N+1 des QD durch die ther-
mische Verbreiterung allmählich ansteigt, verläuft auch die Messung
des QPC Detektors sanft in der Form einer Fermistufe.

4.3.1 Messung der Besetzungswahrscheinlichkeit

Wie im vorangegangenen Abschnitt geschildert wurde, kann aus der
Messung der Leitfähigkeit die mittlere Ladung des Quantenpunkts
bestimmt werden. Findet Transport statt, ist dies zugleich eine Mes-
sung der mittleren Besetzungswahrscheinlichkeit. Sind N Elektronen
auf dem QD und kann ein weiteres Elektron das Niveau N+1 bevöl-
kern, so ist die Besetzungswahrscheinlichkeit P(N+1) gegeben durch:
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Pb(N+1) =
Γe

Γe + Γc
∼ ⟨Q⟩ (4.1)

Solange das zusätzliche Niveau noch oberhalb des chemischen Po-
tentials des Emitters liegt, ist dabei Γe = 0 und damit P(N+1) = 0.
Liegt es unterhalb des chemischen Potential des Kollektors, ist Γc = 0

und damit Pb(N+1) = 1. Für den Fall starker Asymmetrie und hinrei-
chend hoher Tunnelraten folgt außerdem:

Γe ≫ Γc → P ≈ 1
Γe ≪ Γc → P ≈ 0

Dies beschreibt den in Abschnitt 4.2 erläuterten und in Abbildung 4.5
gezeigten Sachverhalt. Im Falle stark asymmetrischer Tunnelraten de-
tektiert der QPC stets eine Besetzungswahrscheinlichkeit von 0 oder
1, nicht jedoch Zwischenwerte. Nahe der Symmetrie ermöglicht der
Detektor jedoch eine detaillierte Untersuchung der Besetzungswahr-
scheinlichkeit der Zustände des QD. Eine solche Messung ist in Ab-
bildung 4.9(a) dargestellt. Auf der z-Achse ist die detektierte mittlere
Ladung aufgetragen ⟨Q⟩, auf der y-Achse die Gatespannung anG1 und
auf der x-Achse die angelegte Source-Drain-Spannung VSD. Es sind klar
die rautenförmigen Coulombblockadebereiche als Plateaus erkennbar,
auf denen die Ladung des QD konstant bleibt. Ein solches Plateau für
N Elektronen ist in der Abbildung durch hellblaue gepunktete Linien
angedeutet. Zwischen zwei solcher Plateaus bilden sich bei endlicher
Vorspannung weitere Stufen aus. Hier sind, wie bereits in der Dis-
kussion von Abbildung 4.7 beschrieben, angeregte Zustände für den
Transport verfügbar. Dabei ist jedoch die mittlere Besetzung des QD
abhängig von den jeweiligen Tunnelraten und damit von der Ankopp-
lung der Zuleitungen an die Zustände des QD. Die Besetzungswahr-
scheinlichkeit des QD hängt damit zum einen davon ab, wieviele an-
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Abbildung 4.9:
(a) Dreidimensionale Darstellung der mittleren Besetzung der Niveaus
des QD in Abhängigkeit von Source-Drain- und Gatespannung. (b) Zwei
Schnitte bei festen Source-Drain-Spannungen im Vergleich. Die Kurve
zu endlicher Spannung (grün) ist zur besseren Sichtbarkeit verschoben
dargestellt. Die Kurve zu VSD=0 (rot) ist zusätzlich als gepunktete Linie
zum Vergleich hinterlegt.
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Abbildung 4.10:
Schematische Darstellung der Besetzungswahrscheinlichkeit bei endli-
cher Source-Drain-Spannung für symmetrische Tunnelraten.

geregte Zustände zugänglich sind, zum anderen wie diese die Tunnel-
raten beeinìussen. Für den Übergang zwischen N und N+1 sind die
auftretenden Stufen in der Besetzungswahrscheinlichkeit als weiße Li-
nien eingezeichnet. Dabei fällt auf, dass die Resonanz des Grundzu-
stands mit Source für steigendes VSD zunächst nur zu einer teilweisen
Besetzung des QD führt, erst die Resonanz mit Drain lässt die Beset-
zungswahrscheinlichkeit auf 1 ansteigen, da dann der Grundzustand
das Transportfenster verlässt. Das Verhältnis der Stufenhöhen spiegelt
dabei direkt das Verhältnis der Tunnelraten Γe zu Γc wider, wobei hier
Source als Emitter und Drain als Kollektor fungiert. Für den Fall sym-
metrischer Tunnelraten weisen beide Stufen eine Höhe von 0.5 e auf.
Schematisch ist dies in Abbildung 4.10 dargestellt. Hier sieht man den
theoretischen Verlauf der Besetzungswahrscheinlichkeit. Mit der Re-
sonanz mit dem Emitter beginnt die Tunnelrate Γe entsprechend der
Temperaturverbreiterung anzusteigen bis sie ihren endgültigen Wert er-
reicht. Die Tunnelrate Γc zum Kollektor dagegen startet bei eben die-
sem Wert und beginnt zu sinken, sobald der Zustand in die Nähe der

129



4 Der Quantenpunktkontakt als Ladungsdetektor

Resonanz mit dem Kollektor kommt. Die (4.1) folgende Besetzungs-
wahrscheinlichkeit zeigt dadurch eine Doppelstufe.

Sobald ein angeregter Zustand in das Transportfenster gelangen
kann, ändern sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten in Abbildung
4.9(a) sichtbar. Nach der Stufe des Grundzustandes folgt nun eine wei-
tere, wenn der angeregte Zustand in Resonanz mit Source gerät. Dies ist
die direkte Folge der Änderung der Tunnelraten, die sich nun aus den
Raten für den Grundzustand und denen für den angeregten Zustand
zusammensetzen. Wie sich in Gegenwart von angeregten Zuständen
die Besetzungswahrscheinlichkeit verhält, ist dabei von der jeweiligen
Ankopplung an Source und Drain abhängig.

In Abbildung 4.9(b) sind zwei Schnitte durch die dreidimensiona-
le Darstellung der mittleren Ladung gezeigt. Die rote Linie entspricht
einer Sourcedrainspannung von VSD = 0 mV, die grüne VSD = 0.75 mV.
Während ohne angelegte Vorspannung die Stufen einer vollen Elek-
tronenladung entsprechen, sind für den Schnitt bei 0.75 mV deutlich
mehrere Zwischenstufen zu sehen, da für zwei der Ladungsstufen be-
reits angeregte Zustände verfügbar sind. Die erste und die dritte Stufe
zeigen noch keinen angeregten Zustand, hier sind nur die beiden Stu-
fen für Source- und Drainresonanz festzustellen. Für die zweite und
die vierte ist die zu erwartende Zwischenstufe deutlich erkennbar. Die
Stufe für Source und Drainresonanz sind dabei jeweils gleich hoch (ca.
0.3 e), die des angeregten Zustandes etwas ausgeprägter (0.4 e).

4.4 Der Quantenpunkt im senkrechten
Magnetfeld

Wie im Abschnitt 2.4.5 bereits theoretisch behandelt, folgen die che-
mischen Potentiale des Quantenpunktniveaus im senkrechten Magnet-
feld dem Fock-Darwin-Spektrum. Im Bereich mittlerer Magnetfelder,
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wo sich verschiedene Landaufächer kreuzen, ist dabei ein zickzackför-
miger Verlauf der Energieniveaus in Abhängigkeit vom Magnetfeld zu
erwarten. Dieses Zickzackmuster ist von vielen Gruppen demonstriert
worden [18, 92, 93]. In diesem Abschnitt soll dieses Transportverhalten
im Magnetfeld in Transport- und Ladungsmessung vorgestellt und die
etablierten Modelle erläutert werden. Im Anschluß folgen Messungen
mit dem QPC als Ladungsdetektor, die Umverteilungen von Elektro-
nen auf dem QD direkt sichtbar machen.

4.4.1 Das Fock-Darwin-Spektrum

In Abbildung 4.11(a) ist die Leitfähigkeit des QD in Abhängigkeit von
Gatespannung und Magnetfeld dargestellt. Die Resonanzen des QD
zeigen zunächst einen relativ konstanten Verlauf, der jedoch einer Viel-
zahl an unregelmäßigen Richtungsänderungen unterworfen ist. Ab 2 T
ist zudem eine wellenförmige Entwicklung festzustellen, auf der ab et-
wa 3.5 T ein regelmäßiges Zickzack erkennbar ist. Dieses endet bei
etwa 5.5 T und die Resonanzen folgen einem generellen Abwärtstrend.
Betrachtet man die Änderung der Leitfähigkeit des QPC, so wird deut-
lich, dass sich dieses Verhalten auch für die in der Leitfähigkeit des QD
nicht mehr auìösbaren Resonanzen fortsetzt. Diese Entwicklung hat
zweierlei Ursachen. Zunächst ändert sich die Zustandsdichte der Zu-
leitungen im magnetischen Feld. Dies ist die Ursache der allmählichen
wellenförmigen Modulation der Peakposition, die besonders zwischen
2 und 4 Tesla deutlich zu Tage tritt. Des weiteren wird der Verlauf
der Resonanzen durch die sich bei steigendem Magnetfeld kreuzenden
Landauniveaus des QD bestimmt. Wie man Abbildung 2.12 in Ab-
schnitt 2.4.5 entnehmen kann, sind dabei für niedrige Magnetfelder
eine Vielzahl von Energiniveaus beteiligt, die sich jeweils unterschied-
lich im Magnetfeld entwickeln.

Ab einem Magnetfeld von 3 T wird das Muster jedoch regelmäßig.
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Abbildung 4.11:
(a) Leitfähigkeit des QD in Abhängigkeit von der Gatespannung VG2 und
demmagnetischen Feld B. (b) dG/dV des QPC für den gleichen Bereich.
Der Übergang zu Füllfaktor ν=2 ist in beiden Graphen markiert.
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Abbildung 4.12:
Leitfähigkeit des QD in Abhängigkeit von der Gatespannung VG2 und
dem magnetischen Feld B. Darunter dG/dV des QPC für den gleichen
Bereich. Dargestellt ist eine Detailmessung zu Abb. 4.11.

Hier ist der Bereich erreicht, in dem das Spektrum nur noch von zwei
Landaufächern bestimmt wird. Die Position der Resonanzen folgt hier
abwechselnd den abfallenden Zuständen des ersten und den aufstei-
genden Zuständen der zweiten Landauschale. Erst wenn kein Zustand
der zweiten Landauschale mehr verfügbar ist, endet das Zickzack und
die Resonanzen folgen dem Abwärtstrend der ersten Landauschale. Der
Quantenpunkt hat nun den Füllfaktor ν = 2 erreicht.

In Abbildung 4.12 ist der Bereich zwischen 3.3 und 4.1 Tesla detail-
lierter dargestellt. Es sind wiederum QD Leitfähigkeit und dG/dV des
QPC gegen magnetisches Feld und Gatespannung aufgetragen. Man
erkennt hier deutlich das regelmäßige Zickzack der Peakposition. Dar-
über hinaus fällt eine Modulation der Leitfähigkeit des QD entlang der
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Abbildung 4.13:
Dargestellt ist ein Schnitt durch Abb. 4.12 entlang einer Resonanzlinie.
Oben (blau) ist zum Vergleich die Position der Resonanz im Magnetfeld
aufgetragen, unten (rot) die Leitfähigkeit direkt auf der Resonanz. Es tre-
ten deutlich Schwankungen der Leitfähigkeit in Abhängigkeit vom Ma-
gnetfeld auf. Rechts ist die letzte Periode vergrößert dargestellt, wobei
vier unterscheidbare Bereiche markiert sind.

Coulomblinien auf. Bereiche höherer Leitfähigkeit wechseln sich mit
Bereichen deutlich niedrigerer Leitfähigkeit ab. Ein Schnitt entlang der
Resonanz wie in Abbildung 4.13 zeigt dies sehr deutlich. Dargestellt ist
im oberen Bereich der Abbildung die Position der Resonanz in Abhän-
gigkeit vom Magnetfeld. Es ist wieder deutlich das Zickzackmuster zu
erkennen. Darunter ist die Leitfähigkeit des QD direkt auf der Reso-
nanz aufgetragen, ebenfalls in Abhängigkeit vom Magnetfeld. Sie zeigt
eine Abfolge von Bereichen hoher und niedriger Leitfähigkeit, getrennt
durch Abschnitte mit stark unterdrückter Leitfähigkeit. Eine einzelne
Periode dieses Verlaufs ist im rechten Teil der Abbildung 4.13 gezeigt.
Man kann deutlich vier Bereiche unterscheiden. In Bereich A steigt
die Position der Resonanz mit steigendem Magnetfeld. Die Leitfähig-
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Abbildung 4.14:
(a) SchematischeDarstellung der Ladungsdichteverteilung ρ imQD.Das
erste Landauniveau (n=0) ist komplett gefüllt, das zweite (n=1) teilwei-
se. Die gestrichelte Form zeigt die Entwicklung bei leichter Erhöhung
des Magnetfeldes. (b) Schematische Darstellung des Transports im Mo-
dell der Landauschalen. Die Tunnelrate für Transport durch die innere
Landauschale ist deutlich geringer als die für den Transport durch die
äußere. (c) Verlauf von Position der Resonanz und Leitfähigkeit durch
den QD. Für ansteigende Resonanzposition öndet Transport durch die
innere Schale statt und GQD sinkt ab.

keit durchläuft dabei ein Minimum. Im darauf folgenden Abschnitt B
fällt die Position der Resonanz ab, während die Leitfähigkeit maximal
wird. Es folgt im Abschnitt C ein weiteres Minimum in der Leitfä-
higkeit bei wiederum ansteigender Peakposition. Abgeschlossen wird
die Periode mit Abschnitt D, in dem die Position der Resonanz wie-
der fällt und die Leitfähigkeit deutlich höher liegt, wenn sie auch klar
unterhalb des Maximums in Abschnitt B bleibt. Zur Erklärung dieses
Ergebnisses sind zweierlei Modellvorstellungen heranzuziehen, von de-
nen die eine den QD, die andere die Zuleitungen betrifft. Betrachten
wir zunächst den QD. Im Magnetfeld bilden sich im Quantenpunkt
Landauschalen aus. Diese entsprechen den Landauniveaus, die sich im
2DEG im senkrechten Magnetfeld ausprägen. Zwischen den kompres-
siblen Landauschalen bilden sich inkompressible Streifen aus. McEuen
et al. zogen diese Analogie heran, um die Unterschiede der Leitfähig-
keit zwischen Bereichen aufsteigender und absteigender Peakposition
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zu erklären [92]. Die Bereiche steigender Peakposition entsprechen ei-
nem Transport durch ein Niveau aus der zweiten Landauschale, die
Bereiche sinkender Position entsprechen dem Transport durch ein Ni-
veau der ersten Landauschale. Analog zum 2DEG sind die erste und
zweite Landauschale räumlich im QD getrennt. Die erste Landauscha-
le liegt dabei außen, die zweite weiter im Innern des QD. Eine Sche-
mazeichnung der beiden Schalen ist in Abbildung 4.14 zu sehen. Die
Ergebnisse von McEuen et al. zeigten, dass nur eine selbstkonsisten-
te Betrachtung der Zustände des QD eine hinreichende Erklärung für
die Leitfähigkeitsunterschiede für Zustände der beiden Landauschalen
liefern konnte. Das Ergebnis war die in Abbildung 4.14(a) dargestellte
Ladungsdichteverteilung für die beiden untersten Landauniveaus. Ei-
ne Erhöhung des Magnetfeldes führt zu einer stärkeren Entartung der
Landauniveaus. Solange keine Elektronen den QD verlassen, hat dies
zur Folge, dass das elektrostatische Potential im Zentrum des untersten
Landauniveaus mit steigendem Magnetfeld zunimmt, während es am
Rand abnimmt.

In Bereichen steigender Peakposition liegt der für den Transport ge-
nutzte Zustand in der zweiten Landauschale, also räumlich betrachtet
im Innern des QD. Für Bereiche sinkender Position liegt der Zustand
in der ersten Landauschale, also am Rand des QD. Beim Übergang von
einem ansteigenden zu einem absteigenden Teil der Resonanzkurve ën-
det also ein Wechsel der Transportschale von der inneren auf die äußere
statt. Dabei wird allerdings kein im QD gebundenes Elektron umver-
teilt, es ändert sich nur das Niveau, durch das der Transport stattëndet.
Beim Übergang von einer fallenden zu einer ansteigenden Flanke der
Coulombpeakposition wird dagegen ein gebundenes Elektron aus der
Inneren in die äußere Schale umverteilt. Der Transport ëndet daraufhin
wieder durch einen Zustand im Inneren des QD statt. Die Tunnelra-
te für beide Bereiche ist deutlich unterschiedlich. Die Tunnelrate ins
Innere des QD ist stark vermindert, was in einer deutlich geringeren
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GQD

B

Abbildung 4.15:
Die Spinblockade: Im hohenMagnetfeld bilden sich in den Zuleitungen
Randkanäle aus, die zu einer räumlichen Trennung von Spin up (↑) und
Spin down (↓) tragenden Zuständen in den Zuleitungen führen. Dane-
ben ist der Verlauf der Position des Coulombpeaks sowie die Leitfähig-
keit GQD auf der Resonanz in Abhängigkeit vomMagnetfeld skizziert. Im
Verlauf der Position ist auch der Spin des Transportzustands im QD an-
gegeben. Für Spin up ist dabei eine generelle Abnahmeder Leitfähigkeit
zu erwarten.

Leitfähigkeit resultiert. Dieses erweiterte Schalenmodell erklärt gut die
Unterschiede zwischen den Bereichen A / C und B / D.

4.4.2 Die Spinblockade

Im Modell der räumlich getrennten Landauschalen lässt sich die un-
terschiedliche Leitfähigkeit erklären, die für einen Transport durch die
erste bzw. zweite Landauschale gemessen wird. Sie erklärt jedoch noch
nicht, warum für den Transport durch die äußere Landauschale im an-
steigenden Magnetfeld abwechselnd hohe und weniger hohe Leitfähig-
keit auftritt. Um auch diesen Effekt zu erklären, erweiterten Ciorga et
al. das Modell von McEuen et al. um die Annahme von Randkanälen
in den Zuleitungen [18]. Schematisch ist dies in Abbildung 4.15 ge-
zeigt. Nimmt man auch in den Zuleitungen eine räumliche Trennung
der Randkanäle an, so hat dies zur Folge, dass in den Zuleitungen die
Elektronen mit Spin down näher am Quantenpunkt liegen als solche
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mit Spin up. Im Fock-Darwin-Spektrum folgen nun aber für die beiden
Landaufächer abwechselnd Spin-up- und Spin-down-Zustände aufein-
ander (vergleiche Abb. 2.17). Wann immer nun der Transportzustand
auf dem QD Spin up aufweist, ist die zu überbrückende Distanz für die
Elektronen aus den Zuleitungen größer, da der Randkanal für Spin up
weiter vom QD entfernt liegt. Damit sinkt auch die Tunnelrate und da-
mit die Leitfähigkeit des QD. Die Blockade des Transports wird auch
als Spinblockade bezeichnet, da sie eine Modulation des Stromes in
Abhänggkeit vom Spin des Transportelektrons darstellt. Diese Bezeich-
nung ist jedoch nicht eindeutig. Auch Spin-Auswahlregeln können in
Quantenpunkten zu einem Einìuß des Spins auf die Leitfähigkeit füh-
ren [94].

Die Kombination von räumlich getrennten Landauschalen und
Randkanälen in den Zuleitungen ermöglicht also ein Verständnis des
in Abbildung 4.13 bzw. 4.12 dargestellten experimentellen Befundes.
Damit ist es nun auch möglich, den Spin des tunnelnden Elektrons zu
bestimmen. Betrachten wir dazu erneut Abbildung 4.13. In Abschnitt
A ist die Leitfähigkeit unterdrückt, da der Transport durch das Inne-
re des QD stattëndet. Eine weitere Verminderung ist im Vergleich zu
C feststellbar, was sich dadurch erklärt, dass der Transport über einen
Spin-up-Zustand stattëndet. In Abschnitt B ist die Leitfähigkeit hoch,
da der Transportzustand am Rand des QD liegt. Er ist zudem höher
als in Abschnitt D, da es sich um einen Spin-down-Zustand handelt.
Für C ist der Transport unterdrückt, da wiederum durch das Zentrum
des QD getunnelt wird, aber die Unterdrückung ist nicht so stark wie
für A, da für C das Transportelektron ebenfalls Spin down trägt. D
bringt letztendlich wieder eine relativ hohe Leitfähigkeit, da der Trans-
port erneut über den Rand der Probe läuft. Die Leitfähigkeit ist aber
geringer als in Abschnitt B, denn es liegt wieder Transport von Spin-
up-Elektronen vor.
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4.4.3 Die Umverteilung von Elektronen im senkrechten
Magnetfeld

Das in den vorangegangenen Abschnitten beschriebene Schalenmo-
dell postuliert eine räumliche Umverteilung von Ladung innerhalb des
Quantenpunktes. Der Übergang von der inneren in die äußere Landau-
schale ist hier gleichbedeutend mit der Umladung eines Elektrons vom
Zentrum des Quantenpunktes an den Rand. Dies sollte prinzipiell ei-
ne Veränderung des Potentials am QPC zur Folge haben. Mittels des
QPC als Ladungsdetektor könnte damit ein direkter Beleg für dieses
etablierte Modell erbracht werden.

Betrachtet man die bisher präsentierten Messungen am QPC im
Bereich des Zickzackmusters (z.B. in Abb. 4.12), so ist keinerlei Beson-
derheit zu erkennen. Die Coulombpeaks werden deutlich abgebildet,
allerdings kann keine besondere Veränderung am Übergang der beiden
Landauschalen festgestellt werden. Speziell zwischen den Resonanzli-
nien, wo sich die Zahl der Elektronen nicht ändert, ist keinerlei Effekt
der Umladung feststellbar. Es stellt sich die Frage, warum dies so ist.

Zunächst einmal ist der erwartete Effekt klein, deutlich geringer
als die Änderung durch ein einzelnes Elektron. Die Messungen ha-
ben jedoch gezeigt, dass der Detektor durchaus sensitiv genug ist, um
auch Ladungsänderungen im Bereich von einem Zehntel einer Elek-
tronenladung zu detektieren. Desweiteren muss hier die Messtechnik
berücksichtigt werden. Es wurde bislang eine Änderung der Leitfähig-
keit des QPC in Abhängigkeit von der angelegten Gatespannung be-
trachtet. Da bislang Ladungsänderungen aufgrund der Besetzung ei-
nes weiteren Zustandes des QD untersucht wurden, war dies die logi-
sche Vorgehensweise, da die Gatespannung die Energieachse deëniert.
Der nun gesuchte Effekt ist jedoch mit der Änderung des Magnetfel-
des verbunden. Die Position, an der eine Umladung erwartet wird, liegt
jeweils in einem relativ engen Bereich des Magnetfeldes. Die Messung
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Abbildung 4.16:
Ladungsänderungen im Magnetfeld: Links (rot) ist die Leitfähigkeit des
QD in Abhängigkeit vom Magnetfeld B dargestellt. Die Gatespannung
an G2 wurde dabei schrittweise erhöht. Rechts daneben ist die Ände-
rung der Leitfähigkeit des QPC für den gleichen Bereich gezeigt. Die ge-
strichelte Linie markiert die Position des Schnitts, der in Abb. 4.17 ge-
zeigt ist.

der Leitfähigkeit des QPC in Abhängigkeit von der Gatespannung und
schrittweiser Erhöhung des Magnetfeldes ist damit kein probates Mit-
tel. Stattdessen wird im Folgenden die Änderung der Leitfähigkeit des
QPC in Abhängigkeit vom magnetischen Feld, also dG/dB, betrachtet.

In Abbildung 4.16 ist eine Messung der Leitfähigkeit des QD und
der Leitfähigkeitsänderung des QPC in Abhängigkeit des Magnetfelds
dargestellt, wobei nun die Gatespannung schrittweise erhöht wurde.
Die Messung wurde also als eine Abfolge von Messungen unter Än-
derung des Magnetfeldes durchgeführt, für die jeweils eine feste Gate-
spannung anG2 angelegt wurde. Auf der linken Seite ist in Rot die Leit-
fähigkeit des QD dargestellt. Man erkennt erneut das typische Zick-
zackmuster. Die Messung schließt vom Magnetfeldbereich an die Mes-
sung aus Abbildung 4.12 an.
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Abbildung 4.17:
Schnitt durch das QPC Signal aus Abb. 4.16. Links ist die Leitfähigkeits-
messung amQPC zu sehen. Zur Veranschaulichung ist der theoretischen
Verlauf der QPC Leitfähigkeit ohne Ladungsänderung als gestrichelte Li-
nie angedeutet. Rechts daneben ist die daraus berechnete mittlere La-
dung dargestellt, die am QPC detektiert wird. Normiert wurde die La-
dung an einer Ladungsstufe eines Coulombpeaks.

Die Messung am QPC unterscheidet sich dagegen deutlich von
den bislang gezeigten, da hier dG/dB gezeigt ist und nicht wie bislang
dG/dV. Zunächst fällt auf, dass die Coulomblinie eine alternierende
Färbung von Weiß und Schwarz aufweist. Dies ist eine Folge der Mes-
sung in Magnetfeldrichtung. Bei der Erhöhung des Magnetfeldes än-
dert sich für die Linienbereiche, die im Magnetfeld abfallen, die Zahl
der Elektronen von N zu N+1. Das bedeutet, dass der QPC hier eine
Erhöhung der Ladung detektiert, was zu einer Verringerung der Leit-
fähigkeit des QPC führt. Dies entspricht einer hellen Färbung im Gra-
phen. Für das Passieren der ansteigenden Bereiche der Coulomblinie
wird bei Erhöhung des Magnetfeldes dagegen eine Verringerung der
Ladung auf dem QD von N+1 zu N gemessen. Hierdurch erhöht sich
die Leitfähigkeit des QPC, was einer dunklen Färbung im Graphen
entspricht. Ob Weiß oder Schwarz, es wird bei der Kreuzung der Cou-
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4 Der Quantenpunktkontakt als Ladungsdetektor

lomblinie jeweils eine Ladungsänderung um ein Elektron gemessen.
Zwischen den Coulomblinien ist die Ladung auf dem QD dagegen

konstant. Durch die Coulombblockade können keine weiteren Elek-
tronen den QD betreten, und es steht auch keine Energie für die ge-
bundenen Elektronen zur Verfügung, um den QD zu verlassen. In der
Messung treten bei Erhöhung des Magnetfeldes dennoch Bereiche auf,
in denen der QPC eine Änderung des Ladung anzeigt. Diese Bereiche
verlaufen als Linien jeweils von einem lokalen Maximum in der Peak-
position aufwärts zu einem lokalen Minimum der darüberliegenden
Coulomblinie. Die detektierte Ladungsänderung ist deutlich geringer
als für die Coulomblinien.

Betrachten wir den Schnitt entlang der gestrichelte Linie. Dieser
ist in Abbildung 4.17 zu sehen. Auf der linken Seite ist zunächst die
Leitfähigkeit des QPC gezeigt. Man erkennt einen generellen Abfall
der Leitfähigkeit. Dies ist die Folge des steigenden Magnetfeldes. Zu-
dem sind aber deutlich Stufen zu erkennen, eine bei 4.1 T, eine weitere
bei etwa 4.17 T. Bei diesen Magnetfeldstärken erhöht sich sprunghaft
die Leifähigkeit des QPC, was einer Abnahme des Potentials am Ort
des QPC entspricht. Berechnet man aus der Leitfähigkeit des QPC die
absolute Ladungsänderung, erhält man den im rechten Teil gezeigten
Verlauf. Bei 4.1 T verringert sich die gemessene Ladung um 0.2 und
bei 4.17 T noch einmal um 0.3 Elektronenladungen.

Obwohl also die Zahl der Elektronen auf dem QD konstant bleibt,
verringert sich das Potential am Ort des QPC. Die naheliegende Erklä-
rung hierfür ist eine Änderung der Ladungsanordnung auf dem QD.
Wann immer sich dabei die Ladung auf dem QD umverteilt, wird in
der Leifähigkeitsänderung des QPC eine Umladelinie sichtbar. In die-
sem Falle ist die Umverteilung der Elektronen auf dem QD derart, dass
der QPC effektiv weniger Ladung detektiert.

Diese Umladungen folgen in Ort und Verlauf dem in Abschnitt
4.4 vorgestellten Schalenmodell. Folgen wir hierzu der schematischen
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Abbildung 4.18:
Die Änderung der effektiven Ladung als Folge der Umverteilung von
Elektronen im Modell der Landauschalen.

Darstellung in Abbildung 4.18. In der Ausgangssituation I⃝ beëndet
sich das energetisch höchste Elektron im Innern des QD. Sobald nun
die innere Landauschale (n=1) für das Spin up tragende Elektron ener-
getisch höher liegt als der nächste freie Zustand der äußeren Landau-
schale (n=0), wird das Elektron an den Rand des QD umverteilt. Dies
ändert das Potential am QPC und damit seine Leitfähigkeit. Die ef-
fektive Ladung, die der QPC detektiert, hat sich um ∆Q verändert.
Dannach bleibt die detektierte Ladung konstant, die QPC Leitfähig-
keit folgt weiter ihrem Verlauf im steigenden Magnetfeld. Der für den
Transport genutzte Zustand wechselt von der Randschale zurück in das
Zentrum des QD. Dies hat jedoch keine Auswirkung auf die effektive
Ladung, da dieser Zustand bereits besetzt war. In dieser Situation II⃝ be-
ëndet sich ein Spin up Elektron in der äußeren Landauschale und eines
in der inneren. Im weiter steigenden Magnetfeld wird schließlich der
Punkt erreicht, an dem der innere Zustand energetisch zu hoch liegt,
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Abbildung 4.19:
DieUmladungen imMagnetfeld können zur Identiözierungder Konögu-
ration des QD genutzt werden. Links ist die Leitfähigkeitsänderung des
QPC in Abhängigkeit vomMagnetfeld unter allmählicher Änderung der
Gatespannung an G2 gezeigt. Rechts ist das Muster der Coulomblinien
und der Umladelinien zu sehen. Zusammenmit der Leitfähigkeit des QD
(nicht gezeigt) kann jeder Zelle eine Konöguration zugeordnet werden
(siehe Abb. 4.18).

um besetzt zu sein. Sobald dann das nächste Elektron von der inne-
ren in die äußere Landauschale umgeladen wird, erscheint ein weiterer
Sprung in der QPC Leitfähigkeit, denn wieder hat sich die effektive
Ladung geändert. Im Endzustand beënden sich nun Spin up und Spin
down Elektron in der äußeren Schale. Diese Situation entspricht da-
mit wieder der Ausgangssituation, denn in der inneren Schale stehen
erneut zwei Elektronen für die Umladung bereit.

Der Effekt der Spinblockade (Abschnitt 4.4.2) ermöglicht es die
Spinkonëguration auf dem QD zu bestimmen. Damit ist es nun mög-
lich, die im Modell beschriebenen Situationen in der Messung zu iden-
tiëzieren. Die Leitfähigkeit auf der absteigenden Resonanz ist maximal,
wenn auf dem QD ein Spin down Elektron den Transport trägt. Dies
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entspricht im beschriebenen Modell der Situation II⃝. Abbildung 4.16
ist zu entnehmen, dass dieser Fall für den Schnitt aus Abbildung 4.17
zwischen 4.1 T und 4.7 T vorliegt. Davor und danach beëndet sich der
QD jeweils in Situation I⃝.

In Abbildung 4.19 ist dies für einen größeren Parameterraum zu se-
hen. Es ist wiederum die Leitfähigkeitsänderung des QPC in Abhängig-
keit vom magnetischen Feld aufgetragen. Die Spannung an G2 wurde
dabei ebenfalls schrittweise erhöht. Es sind eine Vielzahl an Umladeli-
nien zu identiëzieren. Das Muster der Coulomblinien und der Umla-
delinien wurde daraus extrahiert und ist daneben als zweiter Graph zu
sehen. Es bildet sich ein Wabenmuster aus sechseckigen Zellen. Auch
hier kann mittels der Leitfähigkeitsmessung am QD und der dort auf-
tretenden Spinblockade auf den Resonanzen ein Startpunkt für die Zu-
ordnung der Konëgurationen des QD gefunden werden. Die Folge ist
eine genaue Karte der Elektronenverteilung auf die Landauschalen und
deren Übergänge. Die eingezeichneten Konëgurationen entsprechen
den in Abbildung 4.18 eingeführten und im Modell beschriebenen Si-
tuationen I⃝ (ein Elektron im Zentrum, eines in der äußeren Schale)
und II⃝ (beide Elektronen in der gleichen Schale).

4.4.4 Umladelinien zweiter Art

Die Untersuchungen zur Umverteilung der Elektronen wurden auch
auf der Symmetrielinie des Quantenpunktes durchgeführt. Hierzu wer-
den beide Gates des Quantenpunktes gleichzeitig verändert, und die
Tunnelbarrieren zu Source und Drain so möglichst symmetrisch gehal-
ten (siehe Abschnitt 4.2). Das Ergebnis ist in Abbildung 4.20 zu sehen.
Dargestellt ist wieder dG/dB des QPC in Abhängigkeit von Magnet-
feld und Gatespannung. Wie auch in Abbildung 4.16 erkennt man die
Umladungslinien. Hier sind sie hell, was einer Zunahme der detek-
tierten effektiven Ladung entspricht. In Abbildung 4.16 war eine Ab-
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nahme detektiert worden. Dieser Unterschied kommt wahrscheinlich
durch einen Unterschied in der Position und geometrischen Form des
Quantenpunkts zustande. In Abbildung 4.16 beëndet sich der Quan-
tenpunkt deutlich abseits der Symmetrielinie. Hier ist die Messung di-
rekt auf der Symmetrielinie ausgeführt.

Während in beiden Messungen also die Umladelinien für die Um-
ladung eines Elektrons in die äußere Landauschale beobachtet werden
kann, treten hier weitere Linien auf, die in Bezug auf Gatespannun-
gen und Magnetfeld eine entgegengesetzte Steigung aufweisen. Auch
diese Linien scheinen von einem Maximum der Peakposition auszuge-
hen und zu einem Minimum in der Peakposition der darüberliegenden
Coulomblinie zu verlaufen. Da diese Linien etwas breiter und unschär-
fer sind, ist der Ausgangspunkt nicht zweifelsfrei feststellbar. Die Linien
verlaufen dabei jedoch quer durch die Waben, die von den Umladeli-
nien aufgespannt werden.

Die Ladungsänderung für diese neuen Linien ist dabei in die ent-
gegengesetzte Richtung. Während also am Ort der Umladung eines
Elektrons auf die äußere Schale eine Zunahme der effektiven Ladung
detektiert wird, wird an diesen quer verlaufenden Linien eine Abnah-
me gemessen. Die Ursache für diese zusätzliche Ladungsänderung ist
ungeklärt. Die Änderung ist in der gleichen Größenordnung wie die
Umladung selbst, allerdings scheint sie weniger scharf auf einen Wert
des Magnetfelds festgelegt zu sein. Eine mögliche Erklärung der Än-
derung des Potentials am QPC, die am Ort dieser Linien stattëndet,
könnte eine Umstrukturierung der Elektronen auf dem Quantenpunkt
sein. Bislang wurde stets nur das energetisch höchste Elektron betrach-
tet. Es beënden sich jedoch viele Elektronen auf dem Quantenpunkt.
Eine Umkonëguration der Elektronen auf dem Quantenpunkt zur Mi-
nimierung der Gesamtenergie könnte eine solche Änderung der QPC
Leitfähigkeit verursachen.
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Abbildung 4.20:
dG/dB des QPC. Die Gatespannung an G1 und G2, wurde dabei schritt-
weise entlangder Symmetrielinie desQuantenpunkts erhöht. Anders als
in Abb. 4.16 treten hier zwei Arten von Umladelinien auf.

4.4.5 Umladungen in einem Doppelquantenpunkt

Die Untersuchtungen zu Umladungen im Magnetfeld wurden zusätz-
lich auch an der Doppelquantenpunktstruktur (siehe Abschnitt 3.1.2)
durchgeführt. Die Tatsache, dass es sich um zwei Quantenpunkte in
Reihe handelt, ist in diesem Zusammenhang unerheblich. Die Zahl
der Elektronen auf dem ersten Quantenpunkt liegt etwa bei 10, die
des zweiten bei mehr als 50. Die Folge ist, dass bei den Magnetfeldern,
zu denen für den größeren QD Umladungen zu erwarten sind, für den
kleinen QD bereits alle Elektronen im untersten Landauniveau ange-
kommen sind. Umladungen für den kleinen QD konnten nicht unter-
sucht werden, da dieser räumlich zu weit vom QPC entfernt liegt und
dadurch die Kopplung und somit die Messauìösung zu gering ist.

In Abbildung 4.21 ist eine Messung an der Doppelquantenpunkt-
struktur im für die Umladungen relevanten Bereich mittlerer Magnet-
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Abbildung 4.21:
Ladungsänderungen im Magnetfeld: Oben ist die Leitfähigkeitsände-
rung des QPC in Richtung des Magnetfelds B dargestellt. Die Gatespan-
nung anG2 wurde dabei schrittweise erhöht. Darunter ist die Änderung
der Leitfähigkeit des QPC in Richtung der Gatespannung für den glei-
chen Bereich gezeigt.

felder gezeigt. Betrachten wir zunächst den unteren Graphen. Hier ist
die Änderung der QPC-Leitfähigkeit in Richtung der Gatespannung
dargestellt, wobei das Magnetfeld schrittweise erhöht wurde. Man er-
kennt deutlich das Zickzack der Coulomblinien im Magnetfeld. Bei et-
wa -205 mV Gatespannung ist zudem eine etwas schwächer ausgepräg-
te Linie zu sehen, die kein Zickzackmuster aufweist. Diese Coulombli-
nie gehört zum kleinen QD des Doppelquantenpunkts. Für diesen sind
bereits alle Elektronen in das unterste Landauniveau gewechselt.

Bereits in dieser Messung lassen sich zwischen den Coulomblocka-
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Abbildung 4.22:
Die Änderung der effektiven Ladung als Folge der Umverteilung von
Elektronen unter Berücksichtigung von drei Landauschalen.

den Umladelinien ausmachen. Die Signatur dieser Linien ist erheblich
deutlicher als es für den Einzelquantenpunkt der Fall war. Im oberen
Graphen ist die Leitfähigkeitsänderung in Abhängigkeit vom Magnet-
feld dargestellt. Wie angesichts der Messung in Gaterichtung bereits
zu erwarten war, sind hier die Umladungen als deutliche Linien über
mehrere Coulombpeaks hinweg klar erkennbar. Interessanterweise sind
sogar zwei unterschiedliche Steigungen auszumachen. Die Linien wei-
sen abwechselnd eine höhere und eine ìachere Steigung auf.

Charakterisierungsmessungen am größeren QD, von dem hier die
Umladelinien zu sehen sind, legen die Vermutung nahe, dass die Zahl
der Elektronen auf dem QD deutlich höher ist, als es für den Einzel-
quantenpunkt der Fall war. Es ist daher naheliegend, die unterschied-
lichen Steigungen den Landauniveaus n=1 und n=2 zuzuordnen. Im
Gegensatz zum Einzelquantenpunkt können hier scheinbar Umladun-
gen aus zwei inneren Landauschalen beobachtet werden. Eine schema-
tische Darstellung hierzu ist in Abbildung 4.22 gezeigt. Statt zwei sind
nun drei Landauschalen beteiligt, aus denen abwechselnd Elektronen
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in die äußere Landauschale umgeladen werden (vergleiche hierzu auch
Abb. 2.12).

In der absoluten Ladungsmessung ist alledings kein deutlicher Un-
terschied zwischen beiden Linientypen zu erkennen. Die Ladungsän-
derung, die der QPC detektiert, ist im Rahmen der Messgenauigkeit
nicht zu unterscheiden. Offensichtlich ändert sich das Potential für den
QPC weitestgehend gleich stark, unabhängig davon, ob ein Elektron
aus der dritten oder der zweiten Landauschale umgeladen wird.

Ein Problem dieser Erklärung sind jedoch die Materialeigenschaf-
ten der Probe. Da das Probenmaterial bei niedrigen Temperaturen ei-
ne Elektronendichte ne von 3.3·1011 cm-2 besitzt, müsste der Füllfak-
tor ν=4 bereits bei 3.7 T eintreten. In der Messung scheint dies aber
erst bei über 4 T der Fall zu sein. Ursache für die Abweichung könnte
sein, dass während des Abkühlvorgangs eine höhere Elektronendichte
erreicht wurde.
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5 Kapitel 5

Zeitaufgelöste
Ladungsdetektion

Die bislang betrachteten Ergebnisse behandelten Messungen der QPC-
Leitfähigkeit mit langer Zeitkonstante, üblicherweise in der Größen-
ordnung einer Sekunde. Im Rahmen solcher Messungen wird im Nor-
malfall der Gleichgewichtszustand eines Quantenpunktsystems abge-
bildet. Die Ladungsmessung entspricht dabei der mittleren Ladung,
die sich innerhalb der Zeitkonstante auf dem QD beëndet.

Im Folgenden werden nun zeitaufgelöste Messungen betrachtet,
deren Zeitkonstante deutlich unterhalb von Sekunden liegt. Die Band-
breite des Messsystems liegt typischerweise bei etwa 100 KHz. Im Rah-
men dieser Messungen sind also auch solche Prozesse beobachtbar, die
auf Zeitskalen unterhalb einer Millisekunde stattënden.

Die zeitaufgelöste Ladungsmessung mit dem QPC als Detektor ist
ein junges und sehr beachtetes Feld. Realisiert wurde die Echtzeitmes-
sung von Tunnelereignissen auf Quantenpunkten 2003 von Lu et al.
[28]. Die Methode wurde schnell auch in anderen Gruppen etabliert
und verfeinert [30, 34]. Mit den Methoden der FCS öffnete sich da-
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mit ein vollkommen neues Feld der Transportspektroskopie. Die erste
Umsetzung der zeitaufgelösten Detektion von Tunnelereignissen zur
Untersuchung der Transportstatistik gelang Gustavsson et al. [35].

5.1 Einzelelektronentunneln

In Abbildung 5.1 ist exemplarisch ein kurzer Ausschnitt einer zeitauf-
gelösten Messung des Stromes durch den QPC gezeigt. Für diese Mes-
sung wurde ein Niveau des QD in Resonanz mit den Zuleitungen ge-
bracht und eine Spannung VSD=700 µV angelegt. Damit ist sicherge-
stellt, dass kontinuierlich Elektronen von Source den QD betreten und
diesen dann Richtung Drain wieder verlassen. Die Vorspannung stellt
dabei den unidirektionalen Transport sicher. Die Abbildung zeigt nun
einen Ausschnitt des Stromes durch den QPC für einen Zeitraum von
10 ms. Es fällt dabei sofort ins Auge, dass der Strom durch den QPC
sprunghaften Änderungen unterworfen ist. Es bilden sich zwei Banden
aus. Die Banden lassen sich den zwei möglichen Ladungszuständen des
QD zuordnen. Für N Elektronen auf dem QD ìießen ca. 4 nA durch
den QPC, beënden sich hingegen N+1 Elektronen auf dem QD, so
fällt der Strom durch den QPC auf 2 nA. Diese Leitfähigkeitsände-
rung kommt zustande, da das zusätzliche Elektron das Potential des
QPC verändert (vergleiche Abschnitt 3.2.1).

Die zeitaufgelöste Messung bietet also einen detaillierten Einblick
in die Tunnelprozesse, die zum Strom durch den QD führen. So las-
sen sich z.B. die Tunnelereignisse für einen gegebenen Zeitabschnitt
zählen und so eine sehr genaue Strommessung durchführen. Auch die
Tunnelprozesse selbst können genau untersucht werden. Charakteris-
tisch für einen Tunnelprozess ist die Tunnelrate. Sie deëniert, wie viel
Zeit ein einzelnes Elektron durchschnittlich benötigt, um die Barrie-
re zu durchdringen. Diese Zeit wird als Tunnelzeit τ bezeichnet, wo-
bei der Transport durch den Quantenpunkt über zwei Tunnelbarrieren
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Abbildung 5.1:
Zeitaufgelöstes Signal des QPC Stromes. Es sind zwei Banden zu erken-
nen und klare Übergänge zwischen diesen. Die Banden lassen sich den
Ladungszuständen des QD zuordnen. Es sind zudem die Tunnelzeiten
τin und τout markiert.

auch durch zwei Tunnelzeiten τin und τout charakterisiert wird. Die
Tunnelzeit τin bezeichnet dabei die Zeit, die ein Elektron benötigt, um
den Quantenpunkt von Source kommend zu betreten. Die Tunnelzeit
τout gibt an, wie lange es dauert, bis ein zusätzliches Elektron auf dem
QD diesen in Richtung Drain wieder verlässt. In der Messung lassen
sich diese Tunnelzeiten ablesen. Die Tunnelzeit τin entspricht dabei der
Zeit, während der Strom durch den QPC in der Bande für N Elektro-
nen auf dem QD liegt. Die Zeit τout erhält man entsprechend aus der
Zeit, die der Strom in der Bande für N+1 Elektronen verweilt. In der
Abbildung 5.1 sind die Tunnelzeiten für zwei Tunnelvorgänge beispiel-
haft eingezeichnet.

Unter der Annahme eines perfekten Detektors lassen sich aus den
gemessenen Tunnelzeiten die Tunnelraten bestimmen. Der Zusam-
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menhang ist gemäß (2.79):

Γin,out =
1

⟨τin,out⟩

Als Grundlage für eine exemplarische Bestimmung der Tunnelraten soll
eine Langzeitmessung über ca. 15 Minuten dienen. Für die gesamte
Messzeit wurden die einzelnen Tunnelzeiten ausgewertet. Es handelt
sich dabei um 853284 Tunnelereignisse. Der Mittelwert der Tunnel-
zeiten betrug dabei:

⟨τin⟩ = 389.3 µs
⟨τout⟩ = 778.0 µs.

Hieraus ergeben sich als Tunnelraten:

Γin = 1
389.3µs−1 = 2568Hz

Γout = 1
778.0µs−1 = 1285Hz.

Wie in Abschnitt 2.5.6 dargelegt wurde, hat die Bandbreite der
Strommessung am QPC jedoch einen entscheidenden Einìuss. Ist die-
se nämlich nach oben begrenzt, so werden Tunnelereignisse, die kürzer
sind als die Zeitkonstante der Messung, nicht registriert [95]. Damit
wird ein zu hoher Mittelwert ⟨τin,out⟩ ermittelt. Dieser Effekt tritt auch
auf, wenn die Tunnelrate signiëkant geringer ist als die Bandbreite der
Messung.

Zur genaueren Bestimmung der Tunnelrate ist es notwendig, die
Verteilung der Tunnelzeiten zu untersuchen. Aus dem exponentiellen
Abfall der Wahrscheinlichkeitsdichte kann dann die Tunnelrate gewon-
nen werden. In Abbildung 5.2 ist die Verteilung der Tunnelzeiten für
die beschriebene Messung abgebildet, wobei auf der x-Achse die Zeit
und auf y-Achse der dazu gehörige Wert der Wahrscheinlichkeitsdich-
te auf logarithmischer Skala aufgetragen sind. Die Wahrscheinlichkeit,
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Abbildung 5.2:
Verteilung der Tunnelzeiten τin und τout. Dargestellt ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte pdf(τ) über der Zeit (Punkte). Zusätzlich sind Fits an den
exponentiellen Bereich der Verteilung gezeigt (Linien).

dass nach einer Zeit t0 ein Elektron getunnelt ist, ergibt sich dann aus
dem Integral der Wahrscheinlichkeitsdichte bis t0. Zu kurzen Zeiten
ist ein Einbrechen der Messwerte zu beobachten. Dies ist die Folge des
oben beschriebenen Bandbreiteneffekts. Man erkennt hier auch, wa-
rum dies einen so starken Einìuss auf den Mittelwert der Tunnelzei-
ten hat: die Wahrscheinlichkeit, eine Tunnelzeit zu beobachten, nimmt
exponentiell mit der Zeit ab. Kurze Tunnelprozesse sind also drastisch
häuëger als lange. Im Mittelwert schlägt sich eine untere Grenze der
beobachtbaren Tunnelzeiten damit deutlich nieder.

Gemäß (2.78) entspricht der Exponent der Verteilung direkt der
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Tunnelrate. Um diesen zuverlässig zu bestimmen, wurde ein exponen-
tieller Fit vorgenommen, wobei nur Tunnelzeiten eingingen, die im
linearen Bereich der abgebildeten Verteilung liegen. Der exponentielle
Fit entspricht dabei hervorragend den gemessenen Werten. Die so ge-
wonnen Tunnelraten sind naturgemäß höher als die Abschätzung über
den Kehrwert der mittleren Tunnelzeiten:

Γin = 2823Hz
Γout = 1344Hz.

Die so gewonnenen Tunnelraten liegen erheblich dichter an den wah-
ren Tunnelraten des QD als der einfache Mittelwert über alle Tunnel-
zeiten. Wie in Abschnitt 2.5.6 erläutert wurde, liegt aber auch dieser
Wert für endliche Bandbreite noch zu niedrig.

5.2 Charakterisierung der Detektorbandbreite

Die bestmögliche Bestimmung der Tunnelraten des QD erfordert die
Berücksichtigung der Detektorbandbreite Γd. Um aus den experimen-
tellen Ergebnissen die Tunnelraten Γin, Γout und Γd zu bestimmen, wird
für die Verteilungen von τin und τout ein simultaner Fit mit der Formel
(2.80) durchgeführt. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Der
Fit beschreibt sehr gut den Verlauf der Kurve, sowohl das allmähliche
Einbrechen der Wahrscheinlichkeit zu kurzen Tunnelzeiten, wie auch
der exponentielle Abfall zu langen Zeiten wird sehr gut angenähert.
Die Tunnelrate sowie die Bandbreite des Detektors sind die einzigen
Fitparameter und ergeben sich zu:

Γin = 2935Hz
Γout = 1440Hz
Γd = 42.8kHz.
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Abbildung 5.3:
Verteilung der Tunnelzeiten τin und τout. Dargestellt ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte pdf(τ) über der Zeit (Punkte). Dargestellt ist außerdem
ein Fit mit dem in Abschnitt 2.5.6 diskutierten Detektormodell. (Linien).

Diese Werte der Tunnelraten liegen wie erwartet etwas oberhalb der
Ergebnisse für den Fit des exponentiellen Abfalls der Verteilung. Der
Unterschied ist jedoch vergleichsweise gering. In diesem Experiment
bei einer Stichprobe von mehreren Hunderttausend Tunnelereignissen,
ist der Unterschied messbar. Typische Stichproben von Spektroskopie-
messungen liegen jedoch allein aus zeitlichen Gründen deutlich niedri-
ger, meist in der Größenordnung von 1000 Ereignissen pro Messpunkt.
Bei diesen Stichprobengrößen liegt der statistische Fehler in der glei-
chen Größenordnung wie der Fehler, der aus der endlichen Bandbreite
resultiert.

Als dritter Fitparameter ergibt sich aus dem Fit der Tunnelzeiten
die Bandbreite des Detektors. Mit etwas über 40 kHz liegt sie hinrei-
chend deutlich unterhalb der Grenzfrequenz des verwendeten Verstär-
kers (100 kHz). Bei der Beurteilung des Detektors muss jedoch nicht
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Abbildung 5.4:
Verteilung der Tunnelzeiten τin und τout. Dargestellt ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte pdf(τ) über der Zeit (Punkte). Für kurze Zeiten (grauer Be-
reich)weist dieMessungeinedeutlicheDiskrepanz zumDetektormodell
(Linien) auf.

nur die Detektion des Signals, sondern auch die Verarbeitung der Mess-
daten berücksichtigt werden. In Abbildung 5.4 ist hierzu der Bereich
kurzer Zeiten im Detail dargestellt. Man erkennt deutlich, dass für Zei-
ten länger als 40 µs der Verlauf der Fitfunktion die Entwicklung sehr
gut widerspiegelt. Für kürzere Zeiten verhält sich die Messung jedoch
vollkommen anders als die theoretische Beschreibung, der der Fit Rech-
nung trägt. Der dem Fit zugrundeliegende theoretische Ansatz geht von
einem Detektormodell aus, das analog zu den Tunnelzeiten eine expo-
nentielle Wahrscheinlichkeitsverteilung der Detektionswahrscheinlich-
keit postuliert. Die Detektorbandbreite geht dabei als Exponent ein.
Die Detektorbandbreite konnte damit gegenüber bisherigen Publika-
tionen [96, 97] deutlich vergrößert werden.

Die experimentellen Ergebnisse zeigen jedoch für kurze Zeiten ein
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deutlich schnelleres Einbrechen der Tunnelzeiten, also eine deutlich
verminderte Detektionswahrscheinlichkeit. Die Ursache hierfür ist Vergleiche hierzu

Abschnitt 3.4.3.
Dort ist im Detail
dargelegt, wie die
Auswertung des
zeitaufgelösten
Signals realisiert
wurde.

der Auszählalgorithmus, mit dessen Hilfe die Tunnelereignisse iden-
tiëziert werden. Die technische Untergrenze für die Detektion eines
Tunnelvorgangs ist durch den Auswertevorgang in diesem Experiment
20 µs, was zwei zeitlich getrennten Messpunkten bei 100 kHz Abtast-
rate entspricht. Die Wahrscheinlichkeit, sehr kurze Ereignisse zu de-
tektieren, wird daher von Seiten der Auswertung nach unten begrenzt.
Für eine Abtastrate von 100 kHz muss man also für kurze Tunnelzei-
ten von einer Bandbreite von etwa 30 kHz ausgehen. Erst für Zeiten
deutlich oberhalb des durch die Auswertung bestimmten Zeitbereichs
entspricht die Detektorbandbreite den ca. 40 kHz, die sich aus dem Fit
ergeben.

5.3 Die Verteilung der Tunnelereignisse

Bislang wurden nur die aus Messung der QPC-Leitfähigkeit gewonne-
ne Tunnelzeiten betrachtet. Mit ihrer Hilfe lassen sich die Tunnelraten
und damit die Besetzungswahrscheinlichkeit sowie die Symmetrie eines
QD sehr genau bestimmen. Will man nicht die Besetzung der QD-
Niveaus, sondern direkt den Transport durch den QD untersuchen,
betrachtet man die Verteilung der Tunnelereignisse. Der Auswertevor-
gang vom Messignal zur Verteilung ist in Abschnitt 3.4.4 beschrieben.
Prinzipiell ist die Vorgehensweise, dass die gesamte Messung in Zeitin-
tervalle t0 unterteilt wird. Für jedes Zeitintervall wird die Zahl der in
diesem Zeitraum detektierten Tunnelereignisse bestimmt. Das Resul-
tat ist eine zeitliche Abfolge von Tunnelereignissen pro Zeitintervall t0.
Dies entspricht einer zeitabhängigen Messung des Stromes durch den
Quantenpunkt. In Abbildung 5.5 ist eine solche Strommessung darge-
stellt. Man erkennt sofort, dass der Strom keineswegs eine konstante
Größe ist. Die genaue Zahl der Tunnelereignisse für die verschiedenen
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Abbildung 5.5:
Der Strom als statistische Größe: Dargestellt ist die Anzahl n Elektronen,
die pro Zeitinterval t0 den QD passieren über einen Zeitraum von 1000
Sekunden. t0 beträgt 100ms, es wurden 10000 Intervalle ausgewertet.
Der Mittelwert der Elektronen pro Zeitintervall entspricht dem klassi-
schen Strom durch das System und ist als Linie eingezeichnet.

Zeitintervalle zeigt klar ein statistisches Verhalten und variiert zwischen
60 und 110 Tunnelereignissen pro 100 ms.

Aus der Statistik des Stromes lassen sich nun eine Vielzahl von Sys-
temeigenschaften ableiten. Die naheliegendste Größe ist vielleicht der
mittlere Strom, wie man ihn in einer Gleichgewichtsuntersuchung er-
mitteln würde. Der Gleichstrom durch den QD ergibt sich aus dem
Mittelwert der Zählstatistik:

I =
⟨n⟩ · e
t0

wobei ⟨n⟩ der Mittelwert der Tunnelereignisse ist, e die Elementarla-
dung des Elektrons und t0 die Länge eines einzelnen Zeitintervalls. In
der betrachteten Messung liegt der Mittelwert bei 85.11 Elektronen pro
Zeitintervall. Das entspricht einem Strom von 136.1 aA. Hierbei ist je-
doch die Strommessung durch die Bandbreite des Detektors verfälscht.
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Abbildung 5.6:
Dargestellt ist die Verteilung der Tunnelereignisse zu 10000 Zeitinter-
vallen der Länge t0=100ms. Auf der linken Achse ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte aufgetragen, auf der rechten zum Vergleich die absolute
Zahl der gezählten Ereignisse. Die experimentellen Daten (orange Bal-
ken) stehen im Vergleich zur theoretischen Kurve (schwarze Linie).

Ein genaueres Ergebnis erhält man aus den Tunnelraten [98]:

I =
ΓinΓout

Γin + Γout
· e (5.1)

Mit den Tunnelraten aus Abschnitt 5.2 ergibt sich ein wahrer Strom
von 154.7 aA. Der Mittelwert der Tunnelereignisse ist jedoch nur das
erste Moment der statistischen Verteilung. Um auch höhere Momen-
te anschaulich zu machen, ist es sinnvoll, die Verteilung der Tunnel-
ereignisse darzustellen. Dies ist in Abbildung 5.6 getan. Die x-Achse
entspricht Anzahlen von Tunnelereignissen, die innerhalb des Zeitin-
tervalls t0 gemessen wurden. Auf der y-Achse ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte sowie die absolute Menge der zur Anzahl n gehörigen Zeit-
intervalle aufgetragen.
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Die Verteilung der Tunnelereignisse (orange Balken) gleicht einer
gaussförmigen Verteilung. Dies ist eine Folge des relativ hohen Mittel-
werts von über 80, bei der die Poissonverteilung sich bereits weitgehend
der Gaussverteilung angeglichen hat. Mit den Tunnelraten, die aus der
Messung extrahiert wurden, kann der theoretische Verlauf der Vertei-
lung berechnet werden. Da in der Verteilung der Tunnelereignisse na-
türlich nur die wirklich detektierten Ereignisse erfasst sind, ist es nicht
sinnvoll, für diese Berechnung die durch die Bandbreite korrigierten
Werte zu nutzen, da die perfekte Verteilung natürlich einen höheren
Mittelwert aufweisen muss. Stattdessen wurden als Tunnelraten direkt
die Kehrwerte der gemessenen mittleren Tunnelzeiten eingesetzt. Das
Ergebnis ist als schwarze Linie in Abbildung 5.6 eingezeichnet.

Wie man erkennt, entspricht die theoretische Kurve in ihrem Ver-
lauf sehr gut den experimentellen Daten. Die Abweichungen sind die
Folge des hohen Mittelwerts und damit der breiten Verteilung der be-
grenzten Stichprobe. Die gute Übereinstimmung der Form lässt dar-
auf schließen, dass für die ersten Momente (Mittelwert, Breite, Ver-
kippung) keine drastische Auswirkung der Bandbreite zu erwarten sein
sollte. Vorsicht ist dagegen bei höheren Momenten geboten.

Aus der Verteilung lässt sich als nächste Messgröße der Fanofaktor
extrahieren. Wie in Abschnitt 2.5.2 erläutert, errechnet sich der Fano-
faktor direkt aus dem zweiten Moment der Verteilung:

α =
C2
C1
.

Er ist ein Maß dafür, wie weit die Fluktuationen eines gemessenen Stro-
mes vom Fall der Poissonschen Verteilung abweichen. Für den Trans-
port durch Quantenpunkte ist ein Fanofaktor zwischen 0.5 und 1 der
normale Fall. Für die betrachtete Messung ergibt er sich zu:

α =
C2
C1

=
⟨(n− ⟨n⟩)2⟩

⟨n⟩
= 0.536.
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5.4 Transportspektroskopie mittels
Zählstatistik

Die Zählstatistik kann als Mittel der Transportspektroskopie eingesetzt
werden. Sie verspricht tiefere Einblicke in die Vorgänge auf dem Quan-
tenpunkt. Dies ist unter anderem bei nichtlinearen Untersuchungen
von Interesse, etwa um den Einìuß des Anregungsspektrums zu unter-
suchen. Die Vorgehensweise gleicht dem der Gleichgewichtsmessun-
gen. Es wird eine Gatespannung und die Vorspannung des QD va-
riiert. Für diesen Parameterraum wird dann an jedem Messpunkt eine
gewisse Zeit lang das zeitaufgelöste Signal des QPC aufgenommen. Für
jeden der Punkte kann anschließend die Statistik ausgewertet werden
und die Kumulanten als Funktion der variierten Spannungen darge-
stellt werden. Da das QD System für den Zeitraum der Messung kei-
nesfalls durch externe Einìüsse gestört und verändert werden darf, ist
die Zeit pro Messpunkt deutlich geringer, als dies in der einleitenden
Bespielmessung der Fall war. Übliche Messzeiten pro Punkt liegen im
Bereich weniger Sekunden. Dies schränkt die Auswertung der Kumu-
lanten deutlich ein. Meist sind hier nur die ersten drei Kumulanten mit
annehmbarer Genauigkeit zu bestimmen.

In Abbildung 5.7 ist eine nichtlineare Messung präsentiert. Auf
der linken Seite ist das aus der Zählstatistik gewonnene Bild zu se-
hen (blau), auf der rechten Seite zum Vergleich die gleichzeitig auf-
genommene Gleichstrommessung am QPC (grün). Die x-Achse ent-
spricht der Vorspannung VSD, die y-Achse der Gatespannung VG2. Für
die Zählstatistik wurde an jedem Punkt der Mittelwert der Statistik
ermittelt und als z-Wert aufgetragen. Die Messung entspricht damit
einer Strommessung, wie sie in Abschnitt 4.2 besprochen wurde, nur
dass hier der Strom mittels Zählen einzelner Tunnelereignisse ermittelt
wird. Aus der Änderung der QPC Leitfähigkeit im Gleichgewichtsfall
wurden die Positionen der Resonanzen gewonnen und als Hilfslinien
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Abbildung 5.7:
Auf der linken Seite ist die Zählrate in Elektronen pro Sekunde ge-
genüber der Gatespannung VG2 und der Vorspannung VSD aufgetra-
gen. Zum Vergleich ist rechts daneben die Änderung der Leitfähigkeit
des QPC für den Gleichgewichtsfall gezeigt. Beide Messungen wurden
simultan aufgenommen. Die Resonanzen der Gleichgewichtsmessung
sind als Hilfslinien in die gezählte Transportmessung eingezeichnet.
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in die gezählte Transportmessung eingetragen.
Zunächst ist festzustellen, dass die Tunnelraten des QD inner-

halb des gezeigten Bereichs stark ansteigen. Während unterhalb von
-160 mV Gatespannung unter 200 Elektronen pro Sekunde den QD
passieren, sind es oberhalb von -140 mV bereits deutlich mehr als 1000
Elektronen. Dieser Schritt in der Gatespannung entspricht dabei nur
zwei zusätzlichen Elektronen auf dem QD. Die Gatespannung hat ei-
nen sehr starken Einìuss auf die Durchlässigkeit der Tunnelbarrieren.
Der Parameterraum für die Gatespannungen ist damit auf den gezeig-
ten Bereich begrenzt, da bei Transportraten oberhalb von 2 kHz bereits
deutlich Auswirkungen der Bandbreite zu verzeichnen sind.

Vergleicht man die Zählrate mit den eingezeichneten Positionen
der Resonanzen, so fällt auf, dass die Tunnelraten sehr empëndlich
auf die Zahl der zum Transport beitragenden Zustände reagieren. Die
Transportrate nimmt z.B. für den Bereich zwischen -150 und -140 mV
Gatespannung sprunghaft zu, sobald der erste angeregte Zustand in das
Transportfenster gelangt.

5.5 Bimodale Zählstatistik

Bislang gleicht die Messung der konventionellen Transportspektrosko-
pie, nur dass sie auf sehr niedrige Ströme im Bereich von Attoampere
ausgedehnt wurde. Da jedoch für jeden Messpunkt eine zeitaufgelöste
Transportmessung durchgeführt wurde, kann man auch höhere Kumu-
lanten der Stromverteilung betrachten.

In Abbildung 5.8 ist die normierte zweite Kumulante für den glei-
chen Parameterraum dargestellt. Links ist wiederum die Zählrate ge-
zeigt, also der Mittelwert der Verteilung, rechts C2/C1, der Fanofaktor
des Systems. Der Fanofaktor liegt für die Bereiche endlicher Zählrate in
den meisten Fällen nahe 0.5. Für die Grundzustandsbereiche, die eine
sehr niedrige Zählrate aufweisen, nähert sich der Fanofaktor 1, was dem
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Abbildung 5.8:
Auf der linken Seite ist wiederum die Zählrate in Elektronen pro Sekun-
de gegenüber der Gatespannung VG2 und der Vorspannung VSD aufge-
tragen. Daneben ist der aus der Zählstatistik berechnete Fanofaktor α
für den gleichen Spannungsbereich gezeigt. Zwei Bereiche A und B sind
markiert, in denen ein superpoissonsches Rauschen (α > 1 gemessen
wurde. Die Hilfslinienmarkieren die Resonanzen des QD, wie sie aus der
Gleichgewichtsmessung extrahiert wurden.
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Fall einer einzelnen Barriere entspräche. In den übrigen Bereichen, al-
so auch dort, wo viele angeregte Zustände zur Verfügung stehen, wird
fast durchgehend die 0.5 erreicht. Dies entspricht der Erwartung für
einen weitgehend symmetrischen QD beim Transport über Einzelelek-
tronentunneln.

Eine deutliche Ausnahme ist in den beiden rot umrandeten Berei-
chen zu verzeichnen. Hier ist klar erkennbar, dass der Fanofaktor Werte
über 1 erreicht. In beiden Fällen handelt es sich um Bereiche in denen
bereits angeregte Zustände am Transport beteiligt sind. In den jeweil-
gen Grundzuständen ist dagegen ein Fanofaktor kleiner 1 zu ënden,
wobei der Grundzustand zu Bereich B nur sehr niedrige Tunnelraten
ermöglicht, so dass dort der Fanofaktor nahe 1 liegt. Ein Fanofaktor
α > 1 bedeutet, dass die Fluktuationen des Stromes hier größer sind,
als es für einen Poissonprozess der Fall wäre. Deshalb wird in diesen
Fällen auch von superpoissonschem Rauschen gesprochen. Im Bild der
Verteilung der Tunnelereignisse bedeutet dies, dass die Verteilung brei-
ter ausfällt als eine Poissonverteilung.

Poissonsches Rauschen erhält man beispielsweise für den vollkom-
men zufallsbestimmten Transport durch eine einzelne Tunnelbarriere.
Für zwei Barrieren liegt die normierte zweite Kumulante unter der allei-
nigen Annahme der Coulombblockade zwischen 0.5 und 1. Um einen
Fanofaktor zu erhalten, der größer ist, muss ein Prozess wirken, der
eine zusätzliche Streuung der Ereignisse zur Folge hat. Da dieses Ver-
halten zudem zusammen mit dem Transport über angeregte Zustände
einsetzt, liegt die Vermutung nahe, dass hier ein direkter Zusammen-
hang besteht. Im Mittelwert der Verteilung, also im Gleichgewichts-
strom durch das System, ist keine deutliche Auswirkung zu erkennen.
Einzige Besonderheit ist hier, dass sich die Zählrate für den Bereich
A nicht deutlich steigert, sobald angeregte Zustände erreichbar sind.
In einer Gleichgewichtsmessung wäre also dieses Verhalten überhaupt
nicht feststellbar.
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Abbildung 5.9:
Dargestellt sind Verteilungen aus drei Bereichen von Abbildung 5.8.
Links ist eine Verteilung für den Grundzustand unterhalb von Bereich
A gezeigt, danneben eine Verteilung aus Bereich A. Ganz rechts ist eine
Verteilung aus Bereich B zu sehen. Für die Bereiche A und B ist die Ver-
teilung bimodal, während für den Grundzustand eine unimodale Vertei-
lung gemessen wird.

5.5.1 Bimodale Verteilungen und Umschaltverhalten

Um zu untersuchen, was genau in den Bereichen erhöhten Rauschens
geschieht, ist es sinnvoll, die Verteilungen der Tunnelereignisse selbst
zu betrachten. In Abbildung 5.9 sind die Verteilungen für die Berei-
che A und B, sowie zum Vergleich die Verteilung für den Bereich des
Grundzustandes unterhalb von Bereich A dargestellt. Auf der y-Achse
sind hier absolute Ereignisse aufgetragen, um eine Einschätzung der
Stichprobe zu ermöglichen. Für den Grundzustand erhält man die er-
wartete Glockenform, wie sie auch schon in Abbildung 5.6 zu sehen
war. Anders sieht das Bild für die Verteilungen von Bereich A und B
aus. Hier bildet sich statt einer Glockenform eine Doppelhöckerstruk-
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Abbildung 5.10:
Dargestellt ist die zeitliche Entwicklung der Tunnelereignisse, die zu den
Verteilungen der drei Bereiche aus Abbildung 5.9 gehören. Die Zeit ist
auf der y-Achse, die Zahl der detektierten Tunnelereignisse auf der x-
Achse aufgetragen. Links ist wiederum die Entwicklung für den Grund-
zustandunterhalb vonBereichAgezeigt, die keine Bimodalität aufweist.
Daneben folgt die Entwicklung für die BereicheAundB. Für die Bereiche
A und B erkennt man ein Umschaltverhalten zwischen einem schnellen
und einem langsamen Kanal.

tur aus. Die Verteilungen in diesem Bereich sind bimodal. Zwischen
zwei Abschnitten mit hoher Wahrscheinlichkeitsdichte ist ein Mittel-
bereich zu erkennen, der deutlich geringere Wahrscheinlichkeiten auf-
weist. Für Abschnitt A beispielsweise ëndet der Transport von Elek-
tronen also bevorzugt mit 4 oder 9 Elektronen pro Zeitintervall statt,
während der Transport mit 6 Elektronen pro Zeitintervall ein lokales
Minimum darstellt.

Die bimodale Verteilung legt nahe, dass es sich um einen Transport-
prozess handelt, der über zwei Transportpfade erfolgt. Um ein besseres
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Abbildung 5.11:
Für die Transportmoden I⃝ und II⃝ ist jeweils die Verteilung der Tunnel-
zeiten τin und τout dargestellt. Die Tunnelzeitenwurden aus demBereich
A aus Abbildung 5.8 entnommen. Die angegebenen Tunnelraten wur-
den durch den Fit an den exponentiellen Abfall der Verteilung gewon-
nen. Für kurze Tunnelzeiten kann man deutlich den Einøuss der Band-
breite erkennen.

Verständnis für die Entstehung der Bimodalität zu erlangen, wurde die
zeitliche Entwicklung der gezählten Ereignisse untersucht. Hierzu wer-
den wie in Abbildung 5.5 die Anzahlen aller ausgezählten Zeitinterval-
le in zeitlicher Reihenfolge abgebildet. Dies ist für alle drei Bereiche
in Abbildung 5.10 zu sehen. Auf der y-Achse ist die Zeit aufgetragen,
wobei ein Zeitraum von einer Sekunde dargestellt ist. Die Werte der
x-Achse markieren wie in Abbildung 5.9 die Zahl der gezählten Ereig-
nisse. Die Entwicklung für den Grundzustand (ganz links) entspricht
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einer typischen statistischen Streuung. Dies war in Anbetracht der un-
auffälligen Verteilung zu erwarten. Anders sieht es für die Bereiche A
(Mitte) und B (rechts) aus. Für beide Bereiche erhöhten Fanofaktors
sieht man deutlich ein Umschaltverhalten. Die gezählten Ereignisse lie-
gen für einen Zeitraum von einigen Zehn bis Hundert Millisekunden
innerhalb einer Bande und wechseln dann sprunghaft in die andere.
Die Banden entsprechen dabei den Moden der bimodalen Verteilung.
Bezeichnen wir sie mit I⃝ und II⃝. Das Umschalten zwischen den bei-
den Transportmoden gleicht dem Umschalten des QPC im zeitaufge-
lösten Transportsignal. Auch hier lassen sich Zeiten τs identiëzieren, in
denen sich der QD in Transportmode I⃝ oder II⃝ beëndet.

5.5.2 Modell zweier Transportkanäle

Zur Analyse der einzelnen Transportkanäle wurden nun die Moden se-
perat untersucht und für jede Mode einzeln die Tunnelraten bestimmt.
Dazu wurden zunächst die Tunnelzeiten nach Moden I⃝ und II⃝ unter-
schieden und dann jeweils die Verteilung der Tunnelzeiten τin und τout
erzeugt. Aus dem exponentiellen Fit an die Verteilungen können dann
die Tunnelraten für die Moden bestimmt werden. In Abbildung 5.11 ist
diese Analyse für den Bereich A aus Abbildung 5.8 durchgeführt. Das
Verhalten in Bereich B ist vergleichbar, die Streuung der Ergebnisse je-
doch zu groß für eine saubere Untersuchung des Umschaltverhaltens.

Oben sind die Verteilungen für die Transportmode I⃝ zu sehen,
darunter die für II⃝. Für kurze Zeiten ist ein deutlicher Einìuß der
Bandbreite zu erkennen. Dieser fällt in dieser Messung deutlicher aus,
als dies für die bislang präsentierten Messungen der Fall war. Die Ursa-
che hierfür ist die Weise, auf die die Tunnelzeiten den Moden I⃝ und
II⃝ zugeordnet wurden. Hierbei wurden nur solche Bereiche der Mes-
sung herangezogen, die sich klar einer der beiden Moden zuordnen
ließen. Das hat zur Folge, dass schnelle Änderungen besonders für die
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langsame Mode deutlich seltener ausgewählt wurden. Es handelt sich
also um einen systematischen Auswertefehler, der künstlich die Band-
breite beschränkt. Für die Bestimmung der Tunnelraten ist daher der
exponentielle Fit das Mittel der Wahl. Die Ergebnisse für die Trans-
portmoden waren dabei:

I⃝
{
Γin = 6.0 kHz
Γout = 3.6 kHz

II⃝
{
Γin = 5.7 kHz
Γout = 1.0 kHz

Die Tunnelraten Γin sind dabei für beide Moden praktisch iden-
tisch. Für beide Transportmoden scheint sich die Ankopplung an Sour-
ce nicht nenneswert zu unterscheiden. Die unterschiedliche Leitfähig-
keit folgt aus einem deutlichen Einbrechen von Γout. Γout sinkt um fast
2 kHz beim Übergang von der schnellen in die langsame Transportmo-
de. Beide Moden unterscheiden sich also deutlich in ihrer Ankopplung
an Drain. Verglichen werden diese Ergebnisse mit dem Grundzustand
unterhalb von Bereich A. Die Tunnelraten dort betragen Γin = 2.8 kHz
und Γout = 3.4 kHz. Wenn also der angeregte Zustand zum Transport
beitragen kann, steigt die Tunnelrate auf den QD deutlich. Für Mode
I⃝ ändert sich die Rate zu Drain dabei kaum. Für II⃝ sinkt sie dagegen

verglichen mit dem Grundzustand deutlich ab.
Als Ursache der Bimodalität kann ein Modell zweier Transporka-

näle entwickelt werden. Ausgehend von der FCS ist die Verteilung ei-
nes solchen Systems für n Elektronen, die den QD passieren, gegeben
durch:

P(n) = q

∫π

−π

e−S1(χ)−nχdχ

2π
+ (1− q)

∫π

−π

e−S2(ξ)−nξdξ

2π
, (5.2)
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Abbildung 5.12:
Erwartete Verteilung der Tunnelereignisse nach demModell zweier un-
abhängiger Transportkanäle (schwarze Linie) im Vergleich mit den ex-
perimentellen Ergebnissen (Balken) für Bereich A aus Abbildung 5.8.

S1 und S2 sind hierbei die kumulantenerzeugenden Funktionen
für die jeweilige Transportmode. Eine Wechselwirkung der Moden
untereinander wird nicht berücksichtigt. Als kumulantengenerierende
Funktion wird, wie in Abschnitt 2.5.5 dargelegt, (2.74) angenommen.
Da die Raten beider Moden bestimmt sind, bleibt nur der Gewich-
tungsfaktor q als freier Parameter. Die beste Übereinstimmung zwi-
schen Experiment und theoretischer Kurve wird für q = 0.51 erreicht.

In Abbildung 5.12 ist der Vergleich zwischen Modell und Experi-
ment gezeigt. Die nach dem Modell zu erwartende Verteilung ist als
schwarze Linie eingezeichnet, die experimentellen Daten aus Bereich
A liegen als Balken dahinter. Man erkennt, dass eine gute qualitative
und auch eine annehmbare quantitative Übereinstimmung zwischen
Modell und Experiment vorliegt. Der Prozess lässt sich damit als Um-
schalten zweier Einzelprozesse beschreiben, die jeweils der eorie des
QD Transports über ein Transportniveau folgen. Die einzelnen Pro-
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Abbildung 5.13:
Links ist die Verteilung der Umschaltvorgänge ns dargestellt. Rechts da-
neben die Verteilung der Umschaltzeiten τs. Aus dem exponentiellen
Verlauf der Verteilungvonτs lassen sich zweiUmschaltratenbestimmen.
Aus diesen lässt sich analog zum Tunnelvorgang eine theoretische Ver-
teilungderUmschaltvorgängeberechnen.Diese ist als gestrichelte Linie
auf der linken Seite eingezeichnet.

zesse führen einzeln nicht zu einem superpoissonschen Rauschen. Erst
das Umschalten zwischen beiden Prozessen hebt den Fanofaktor über
1 hinaus. Damit unterscheidet sich diese Situation deutlich von Situa-
tionen mit unimodaler Verteilung und erhöhtem Rauschen [99, 100].

5.5.3 Untersuchung des Umschaltverhaltens

Um ein besseres Verständnis für den Umschaltvorgang zu gewinnen,
wurde auch die Statistik der Umschaltvorgänge untersucht. Dazu wur-
den die Umschaltzeiten τs in den einzelnen Moden für eine möglichst
große Zahl an Umschaltvorgängen ermittelt. Damit ist es nun mög-
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lich, die Verteilung der Umschaltzeiten und die Verteilung der Um-
schaltvorgänge ns zu analysieren. Dargestellt sind beide Verteilungen
in Abbildung 5.13. Auf der linken Seite ist zunächst die Verteilung
der Umschaltvorgänge gezeigt (Balken). Sie hat wie die Verteilung der
Tunnelereignisse eine Glockenform. Dies ist nicht unerwartet, da es
sich ebenfalls um einen statistischen Wechsel zwischen zwei Zuständen
eines Systems handelt. Die Verteilung der Umschaltzeiten τs (rechte
Seite) ist dementsprechend auch durch einen exponentiellen Abfall zu
langen Zeiten gekennzeichnet. Die Umschaltvorgänge spielen sich al-
lerdings bei deutlich längeren Zeiten ab. Die längsten Umschaltzeiten,
die gemessen wurden, betragen über 500 ms. Aus dem Abfall der Um-
schaltzeiten können zwei Umschalraten ermittelt werden. Sie betragen
ΓI =7.7 Hz und ΓII =13.3 Hz. Die mittleren Umschaltzeiten sind da-
mit ⟨τI⟩ =130 ms und ⟨τII⟩ =75 ms.

Diese Werte kann man nun ihrerseits auf das Modell anwenden,
das für die einzelnen Transportkanäle zur Anwendung kam. Das Er-
gebnis ist in Abbildung 5.13 als gestrichelte Kurve in der Verteilung
der Umschaltvorgänge eingezeichnet. Modell und experimenteller Be-
fund passen qualitativ gut zueinander. Hierbei ist zu bedenken, dass
die Statistik der Umschaltvorgänge auf einer relativ kleinen Stichprobe
basiert und damit die Umschaltraten einer recht großen Unsicherheit
unterworfen sind. Dennoch kann mit Sicherheit festgestellt werden,
dass es sich auch beim Umschaltvorgang um einen subpoissionschen
Prozess handelt. Damit steht fest, dass der Befund superpoissonschen
Rauschens durch eine Kombination von subpoissonschen Transport-
prozessen zustandekommt, zwischen denen in einem subpoissonschen
Vorgang hin und her geschaltet wird. Es war also möglich, das unge-
wöhnliche Transportverhalten in einzelne, behandelbare Teilprozesse
zu unterteilen.

Zur Erklärung des Umschaltverhaltens kann ein Ratenmodell auf-
gestellt werden. Eine schematische Darstellung des Ratenmodells ist in
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Abbildung 5.14:
Schematische Darstellung eines Ratenmodells zur Erklärung der zwei
Transportmoden.

Abbildung 5.14 gezeigt. Im Bereich der Bimodalität werden vier Zu-
stände des Quantenpunkts angenommen: N, N+1, N* und N+1*. Der
Transport für I⃝ wird vom Übergang N 
 N+1 getragen, in Bereich
II⃝ vom Übergang N* 
 N+1*. Der Transport erfolgt solange über
N 
 N+1, bis das System via N → N+1* in einen angeregten Zu-
stand übergeht. Ab diesem Moment erfolgt der Transport dann über
N* 
 N+1*. Dort bleibt das System, bis es vom angeregten Zustand
via N+1* → N wieder in den Grundzustand übergeht.

Die Raten entsprechen direkt den gemessenen Tunnel- und Um-
schaltraten. Der Übergang N 
 N+1 wird durch Γ I

in,out bestimmt, der
Übergang N* 
 N+1* von den Raten Γ II

in,out. Die Übergangsrate zwi-
schen Grundzustand und angeregtem Zustand N 
 N+1* entspricht
den gemessenen Umschaltraten ΓI und ΓII.

Der Umschaltvorgang ist damit eine Folge einer Umkonëgurierung
des QD. Als Ursache der beiden Konëgurationen kommen Spin und
Ladung in Frage. Die Messung ergibt, dass die Bimodalität bei einer
Anregungsenergie von 0.3 meV auftritt. Diese relativ hohe Energie legt
eher Ladung denn Spin als Ursache nahe. Für einen Spineffekt wür-

176



5

5.5 Bimodale Zählstatistik

Abbildung 5.15:
Schematische Darstellung der Zeitskalen eines Bimodalen Systems. Nur
dann, wenn die Tunnelzeiten τin und τs klein gegen das Messintervall t0
sind und dieses wiederum kleiner als die Umschaltzeiten τs, wird eine
bimodale Statistik messbar.

de man zudem eine Änderung der Tunnelrate von Source auf den QD
erwarten. Diese Rate ändert sich allerdings kaum beim Wechsel der
Konëguration. Stattdessen ist eine deutliche Änderung der Kopplung
an Drain festzustellen. Damit handelt es sich sehr wahrscheinlich bei
den beiden Transportmoden um zwei unterschiedliche Ladungskonë-
gurationen auf dem QD.

5.5.4 Auøösbarkeit der Bimodalität

Im letzten Teil dieses Abschnitts soll es um die systemeigenen und ex-
perimentellen Voraussetzungen der Detektion von Bimodalität gehen.
Prinzipiell wird der emenkomplex von drei Zeitskalen dominiert. Da
sind zum einen die Tunnelzeiten τin und τout des QD. Diese bewegen
sich üblicherweise im Bereich von einigen Zehn bis einigen Hundert
Mikrosekunden. Zudem gibt es die Übergangszeiten τs zwischen zwei
Konëgurationen des QD. Die letzte wichtige Zeit ist die Länge eines
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Zeitintervalls t0 der Analyse der Messdaten.
In Abbildung 5.15 sind die Zeitskalen in einer Schemazeichnung

veranschaulicht. Grundvoraussetzung zur Messung einer sinnvollen
Transportstatistik ist zunächst τin,out ≪ t0. Damit sich nun ein Um-
schalten als Bimodalität in der Statistik niederschlägt, müssen die Um-
schaltzeiten ihrerseits signiëkant länger sein als das Messintervall t0.
Schaltet nämlich innerhalb eines t0 mehrfach die Konëguration um,
so hat dies zwar eine Verbreiterung der Verteilung zur Folge, nicht aber
eine Bimodalität. Nur dann, wenn es mehrere t0 innerhalb einer Kon-
ëguration gibt, trennen sich die beiden Transportmoden in der Vertei-
lungsfunktion. Dies ist sehr wahrscheinlich einer der Gründe, warum
dies experimentell zuvor nicht realisiert werden konnte. Erst eine hohe
Bandbreite (zur Auìösung schneller Tunnelereignisse) und ein lang-
samer Umschaltmechanismus ermöglichen die Wahl eines geeigneten
Zeitintervalls.
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Abbildung 5.16:
Zeitabhängigkeit der Kumulanten C2, C3 und C4.

5.6 Oszillationen hoher Kumulanten

In Abhängigkeit von verschiedenen Parametern, wie etwa Zeit oder
Symmetie, zeigen die höheren Kumulanten von Zählstatistiken ein os-
zillierendes Verhalten. Dieses Verhalten soll in diesem Abschnitt an-
hand experimenteller Ergebnisse untersucht und mit theoretischen
Modellen verglichen werden.

5.6.1 Zeitabhängigkeit hoher Kumulanten

Bislang wurden Kumulanten stets für ein festes Zeitintervall t0 be-
trachtet, wobei t0 stets so gewählt wurde, dass eine hinreichende Zahl
von Tunnelereignissen innerhalb dieser Zeit beobachtet werden konn-
ten. Der Wert einer Kumulante hängt jedoch direkt von t0 ab. Geht
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man zum Beispiel zu einem sehr kurzen Zeitintervall, in dem nur noch
ab und an einmal ein Tunnelereignis gemessen wird, so wird sich die
Statistik immer mehr einer Poissonverteilung annähern. Die Folge ist,
dass im Übergang t0 → 0 alle Kumulanten den Wert von C1 anneh-
men. Die normierten Kumulanten beginnen damit für t0 = 0 allesamt
mit einem Wert von 1. Auf der anderen Seite nähert sich die Poisson-
verteilung für extrem große Zeitabschnitte einer Gaussverteilung an.
Im Limes langer Zeiten sollten dabei alle Kumulanten einen Wert von
Null erreichen, sofern keine Abweichungen vom Poissonschen Verhal-
ten auftreten.¹ Die Möglichkeiten der FCS erstrecken sich zwischen
diesen beiden Extremen. Üblicherweise wird in theoretischen Betrach-
tungen das Langzeitverhalten, das sogenannte zero-frequence-limit, be-
trachtet, welches das Startverhalten zu kurzen Zeiten vernachlässigt.
Physikalisch entspricht dies z.B. für die zweite Kumulante dem zero-
frequency-noise. Durch die Verfügbarkeit von höheren Kumulanten be-
steht die Möglichkeit, auch Effekte zu betrachten, die sich in der zwei-
ten Kumulante noch nicht niederschlagen. Das Rauschen für endliche
Frequenzen ist dagegen im Bereich mittlerer Zeitintervalle zu suchen.
Über das Verhalten höherer Kumulanten der Verteilung in diesem Zeit-
fenster, das dank zeitaufgelöster Messungen zugänglich ist, wurden bis-
lang kaum experimentelle Erkenntnisse veröffentlicht [96]. Gerade für
diesen Bereich mittlerer Zeiten ist allerdings ein interessantes Verhal-
ten zu erwarten. Flindt et al. entwickelten einen theoretischen Forma-
lismus [101], der in Abhängigkeit von verschiedensten Systemparame-
tern, wie etwa der Symmetrie der Tunnelraten, Oszillationen in den
hohen Kumulanten beschreibt. Hierzu wurde die Behandlung der FCS
im Rahmen einer generalisierten Master Equation Formulierung erwei-

ĦEine Abweichung kann technischeGründe haben, z.B. die Bandbreite des De-
tektors, aber auch, was natürlich weit interessanter ist, durch physikalische
Prozesse innerhalb des Quantenpunkts verursacht werden, die über das Ein-
teilchenbild hinausgehen.
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tert [78, 102, 103]. Prinzipiell sollten derartige Oszillationen auch in
der Zeitabhängigkeit sichtbar werden.

In Abbildung 5.16 sind die normierten Kumulanten bis C4 in ih-
rer Zeitabhängigkeit dargestellt. Grundlage ist eine Messung mit ca.
670000 Tunnelereignissen, die in einer Zeitspanne von 770 Sekun-
den detektiert wurden. Dazu wurde eine Vorspannung von 330 µV am
Quantenpunkt angelegt. Die Tunnelraten des Systems entsprechen de-
nen, der in Abschnitt 5.2 gezeigten Messung. In der Auswertung wurde
kontinuierlich das Zeitintervall t0 erhöht. Zu sehen ist die Entwick-
lung bis 10 ms. Für sehr kurze Zeiten erkennt man gut den Übergang
zur Poissonverteilung, alle Kumulanten nähern sich für t = 0 der 1 an.
Für die zweite und die dritte Kumulante sieht man zudem, wie diese
monoton abfallen, um dann auf einem Wert zu sättigen. Ab etwa 4 ms
haben beide Kumulanten weitestgehend ihren Langzeitwert erreicht,
wobei die Annäherung bei C2 etwas langsamer vonstatten geht. Oszil-
lationen sind für diese Kumulanten nicht zu beobachten. Anders sieht
das Ergebnis für C4 aus. Hier fällt die Kumulante zunächst steil ab, um
dann ein Minimum zu durchlaufen und sich aus negativer Richtung
an das Langzeitlimit anzuschmiegen.

Dieses oszillierende Verhalten verstärkt sich für höhere Kumulan-
ten. In den Abbildungen 5.17 und 5.18 sind die Kumulanten bis C15
gezeigt. Dargestellt sind sie im Vergleich mit einer von C. Flindt be-
rechneten theoretischen Kurve, die die Bandbreite des Messsystems be-
rücksichtigt. In Abbildung 5.17 sind die Kumulanten von C4 bis C7 zu
sehen. Während für die vierte Kumulante nur ein Minimum auftritt,
entwickelt C5 bereits ein Minimum, das bereits zu kürzeren Zeiten auf-
tritt, und ein darauf folgendes Maximum. Für die sechste Kumulante ist
das Maximum ausgeprägter, für die siebte erscheint ein zweites Mini-
mum. Die Minima und Maxima der Kurven verschieben generell mit
steigender Ordnung der Kumulante zu kürzeren Zeiten. Zudem er-
scheinen immer neue Oszillationen und die Amplitude der Oszillatio-

181



5 Zeitaufgelöste Ladungsdetektion

-1.0

0.0

1.0

1.510.50

t (ms)

m = 7

6

5

4

Abbildung 5.17:
Zeitabhängigkeit der Kumulanten C4 bis C7. Die Punkte stellen die ex-
perimentellen Ergebnisse dar, die Linien entsprechen der theoretischen
Berechnung.

nen nimmt rasch zu. Zum Vergleich mit den höheren Kumulanten sind
zwei graue Linien in den Graphen eingezeichnet. Im oberen Graphen
von Abbildung 5.18 sind diese Grenzen als grauer Kasten hinterlegt.
Man erkennt deutlich, wie stark die Amplitude zunimmt. Während
die Skala von Abbildung 5.17 sich noch von -1 bis 1 erstreckte, errei-
chen für die elfte Kumulante Minima und Maxima bereits Werte von
±40. Das erste Minimum der Kumulanten schiebt sich zudem bereits
in den experimentell nicht mehr zugänglichen Bereich von t0 <10 µs,
während immer neue Oszillationsperioden auftreten. Für die höchste
dargestellte Kumulante C15 erreichen die Extrema der Oszillation eine
Amplitude von etwa 10000.
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Abbildung 5.18:
Zeitabhängigkeit der Kumulanten C8 bis C15. Die Punkte stellen die ex-
perimentellen Ergebnisse dar, die Linien entsprechen der theoretischen
Berechnung. Die grauen Bereiche entsprechen der y-Skala des jeweils
vorangegangenen Graphen.
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Abbildung 5.19:
Darstellung des zeitabhängigen Messfehlers sm der Kumulanten C5 bis
C11. Ermittelt wurde der Fehler aus einem numerischen Experiment.

Für die Kumulanten oberhalb von C8 sind die Daten nur mehr bis
zu einem t0 von 1 ms dargestellt, da der Fehler zu längeren Zeiten auf-
grund der begrenzten Stichprobe deutlich zunimmt. Der rein auf der
Stichprobengröße und der Bandbreite basierende statistische Fehler ist
jeweils als Fehlerbalken gezeigt. Der Fehler wurde aus einem numeri-
schen Experiment errechnet. Dazu wurden 100 simulierte Datensätze
mit exakt gleicher Zahl von Tunnelereignissen erzeugt, zu denen jeweils
mit der gleichen Auswertetechnik ein Satz zeitabhängiger Kumulanten
berechnet wurde. Aus den 100 verschiedenen simulierten Kumulanten
wurde dann die Standardabweichung bestimmt. Diese Streuung be-
rücksichtigt damit die begrenzte Zahl der Tunnelereignisse und even-
tuelle Artefakte, die aus der diskreten Zeitskala der Auswertung ent-
stehen könnten. Die ermittelten Werte für den Messfehler sm sind in
Abbildung 5.19 für C5 bis C11 zur Veranschaulichung dargestellt. Der
Index m markiert die Ordnung der Kumulante. Man erkennt dass der
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Fehler stark mit der Länge des Zeitintervalls t0 steigt. Der Verlauf des
Fehlers lässt sich in etwa beschreiben als

sm ∼ eam·
√

t0 ,

wobei am mit der Ordnung der Kumulante ansteigt. Für steigende
Ordnung ist also eine immer längere Messzeit erforderlich, um das Ver-
halten zu langen Zeiten zu ermitteln. Eine weitere Fehlerquelle, die
Bandbreite des Systems, wurde in der eorie bereits berücksichtigt.
Sie wurde für die theoretische Berechnung als ca. 40 kHz angenommen
(siehe Abschnitt 5.2). Die theoretischen Kurven passen im Rahmen der
Messgenauigkeit für alle Kumulanten hervorragend zu den Messdaten.

Die beobachteten Oszillationen sind aus mehreren Gründen in-
teressant. Zum einen zeigen die Ergebnisse von Messung und eo-
rie sehr deutlich, dass für höhere Kumulanten das oszillierende Verhal-
ten sehr ausgeprägte Folgen für den Wert einer Kumulante hat. Daher
ist es zwingend erforderlich, bei theoretischen Berechnungen im Rah-
men der FCS die Zeitabhängigkeit der Kumulanten zu berücksichti-
gen, was bedeutet, dass nicht allein der zero-frequency Fall betrachtet
werden kann. Andererseits ist zum Vergleich experimenteller Zählsta-
tistiken mit theoretischen Analysen des zero-frequency Falles stets zu
bedenken, dass der Bereich der Oszillationen existiert. Dieser muss in
Richtung langer Zeitintervalle t0 hinter sich gebracht werden, um das
Langzeitlimit abschätzen zu können. Die Stichprobe, die dafür nötig
ist, nimmt zu hohen Kumulanten dramatisch zu. Die bereits sehr um-
fangreiche Stichprobe der präsentierten Messung ließe etwa nur bis zur
fünften Kumulante eine Abschätzung des Langzeitlimits zu. Anderer-
seits ist gerade für sehr seltene Abweichungen in einem statistischen
Prozess durchaus eine Untersuchung höherer Kumulanten notwendig.
Dies führt auf eine weitere interessante Schlussfolgerung dieser Ergeb-
nisse. Die gefundenen Limitierungen der Zählstatistik sind genereller
Natur und nicht allein auf Transportmessungen beschränkt. Sie gelten
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für jede Art von Zählmessung, etwa im Bereich der Quantenoptik, der
Teilchenphysik, aber auch für Statistiken der Medizin oder Biologie.
Das zugrundeliegende mathematische Prinzip [104, 105] ist von abso-
lut genereller Natur.

5.6.2 Symmetrieabhängigkeit hoher Kumulanten

Neben der Zeitabhängigkeit wurde auch die Abhängigkeit der Kumu-
lanten von der Symmetrie der Tunnelbarrieren betrachtet. Experimen-
tell wurde dies realisiert, indem ein einzelner Coulombpeak in sehr
kleinen Schritten von einem Blockadebereich zum anderen abgerastert
wurde und zu jedem Punkt ein Zählsignal aufgenommen wurde. Für
jeden Punkt wurde dann nicht nur ein Satz Kumulanten berechnet,
sondern auch der Asymmetriefaktor a bestimmt. Der Zusammenhang
von a und den Tunnelraten ist gegeben durch:

Γin = Γout ·
1− a
1+ a

.

Eine Messung der Symmetrieabhängigkeit ist in Abbildung 5.20(a)
dargestellt. Der Verlauf der Tunnelraten und des Asymmetriefaktors
entlang des Coulombpeaks ist zum Vergleich in Abbildung 5.20(b) ge-
zeigt. Die Gesamtzeit an jedem einzelnen Messpunkt beträgt nur we-
nige Sekunden. Durch die geringe Stichprobe streuen die Werte der
Kumulanten relativ stark. Auch musste t0 relativ kurz gewählt werden,
was bedeutet, dass sich höhere Kumulanten im Bereich starker Oszilla-
tionen beënden, was die Streuung weiter verstärkt. Es steht jedoch ei-
ne große Anzahl von Punkten auf der Asymmetrieachse zur Verfügung.
Zur Analyse wurde daher ein Savitzky-Golay-Filter [106] zur Glättung
der Daten verwendet. In Abbildung 5.20(a) ist der Vergleich der ex-
perimentellen Daten mit dem geglätteten Signal gezeigt. Die direkten
Messdaten sind als Punkte, die Glättung als Linie über der Asymme-
trie a aufgetragen. Die Glättung erfolgte mit einem Polynom zweiter
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Abbildung 5.20:
(a) Symmetrieabhängigkeit der KumulantenC2 bis C4. Die Punkte stellen
die experimentellen Ergebnisse dar, die Linien entsprechen einer Glät-
tungmittels Savitzky-Golay-Filter. Danneben (b) ist die zugrunde liegen-
de Messung eines Coulombblockadepeaks gezeigt. Dargestellt sind die
gemessenen Tunnelraten Γin , Γout , die Gesamttunnelrate Γtot, sowie der
Verlauf des Asymmetriefaktors a. Das Zeitintervall t0 =2.5ms wurde für
die Messung konstant gehalten, wodurch ⟨n⟩ ∼ Γtot im Verlauf der Mes-
sung variiert.

Ordnung auf einem Intervall von 91 Punkten. Man sieht gut, dass die
Glättung den Verlauf der Messpunkte sehr gut darstellt. Bei Aussagen
über die Absolutwerte der Kumulanten muss die Streuung berücksich-
tigt werden, der qualitative Verlauf wird durch die geglättete Kurve aber
sehr gut wiedergegeben.

Mit dieser Methode der Datenauswertung wurden nun auch hö-
here Kumulanten bestimmt. Die Kumulanten bis C10/C1 sind in Ab-
bildung 5.21 dargestellt. Wie bereits in Abbildung 5.20 sichtbar wur-
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Abbildung 5.21:
Symmetrieabhängigkeit der Kumulanten C2 bis C10. Dargestellt ist die
geglättete Kurve nach Anwendung eines Savitzky-Golay-Filters.

de, treten auch in Abhängigkeit vom Asymmetriefaktor a mit steigen-
der Ordnung der Kumulanten zunehmend Osszillationen auf. C2 und
C3 verlaufen noch ohne Maxima, wobei der Parabelverlauf den C2 be-
schreibt, schon für C3 deutlich deformiert wird. Die Flanken zu hohen
Absolutwerden von a (a ∼= ±1) werden steiler und es bildet sich ein
Plateubereich um a = 0 aus. Dieses Verhalten verstärkt sich für C4 und
C5. Zusätzlich bilden sich am Rand des Plateaubereichs Minima aus.
Dieses Verhalten entspricht den Ergebnissen von Gustavsson et al., die
das Verhalten bis C5 untersuchten [96]. Die auftretenden Oszillationen
sind prinzipiell von der gleichen Natur wie das in der Zeitabhängig-
keit beobachtete Verhalten. Für den zero-frequency-Fall, also wenn das
oszillierende Verhalten in Zeitrichtung abgeklungen ist, erwartet die
eorie Oszillationen nahe a=±1, die mit zunehmender Ordnung der
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Kumulanten in der Amplitude und Frequenz zunehmen. In der Mes-
sung beobachtet man jedoch, dass auch im Bereich a≃0 das Plateau
aufgelöst wird und die Oszillationen hier nur ein Minimum ausprä-
gen. Dieses Verhalten setzt bereits für C6 ein, ab C7 ändert sich dabei
der Wert für a=0. Frequenz und Amplitude der Oszillationen nehmen
dabei wie von Seiten der eorie erwartet deutlich zu. So erreicht C10
bereits Werte unterhalb von -8 und entwickelt auf beiden Hälften der
Kurve zwei Minima und zwei Maxima (von denen das erste Minimum
nahe a=±1 im Rahmen der Messgenauigkeit nicht aufgelöst werden
konnte).

Das Verhalten der höheren Kumulanten bis C10 ist in direktem
Zusammenhang mit den Ergebnissen für die Zeitabhängigkeit zu be-
trachten. Während die eorie die Oszillationen in Abhängigkeit von
t0 üblicherweise nicht berücksichtigt, wirken sie sich deutlich auf die
Messung der Kumulanten aus. Die Folge ist, dass der Bereich nahe der
Symmetrielinie a=0 kein Plateau ausbildet und je nach Kumulante un-
terschiedliche Werte annimmt. Einen Einìuss auf diesen Bereich hat
auch der unterschiedliche Wert für ⟨n⟩ ∼ Γtot bei verschiedenen Asym-
metriewerten a (siehe Abb. 5.20(b)). Die Rate Γtot ändert sich während
die Gatespannung verändert wird, um den Coulombpeak abzutasten.
Da ⟨n⟩ in der Messung von a abhängt, verformt der glockenförmi-
ge Verlauf von ⟨n⟩ den Plateaubereich der höheren Kumulanten. Die
Zeitabhängigkeit der Kumulanten ist abhängig von t0Γtot, womit die
Periode der Oszillationen zu verschiedenen Werten von a unterschied-
lich ist.

Die Abhängigkeit des Mittelwerts von a zeigt sich noch an anderer
Stelle: Für negative Werte von a liegen die Werte etwas höher als auf
der positiven Seite. Dieser Unterschied tritt auf, weil die ansteigende
und die abfallende Flanke des Peaks nicht völlig symmetrisch sind. Das
führt dazu, dass Γtot für negative und positive a einen unterschiedlichen
Verlauf nimmt, da die negativen Werte auf der aufsteigenden, die posi-
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tiven Werte aber auf der abfallenden Flanke auftreten. Dies schlägt sich
im Wert der Kumulanten nieder und führt zu einer Asymmetrie um
a=0. Außerdem verschiebt diese Asymmetrie das zentrale Minimum
von a=0 zu positiven Werten von a, was sich ebenfalls in Abbildung
5.21 nachvollziehen lässt.
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5.7 Zeitaufgelöste Messungen an einem
Dreifachquantenpunkt

Neben den Messungen am Einzelquantenpunkt, wurden auch zeitauf-
gelöste Untersuchungen an einem Dreifachquantenpunkt (triple quan-
tum dot, TQD) durchgeführt. Der Dreifachquantenpunkt wurde von
M.C. Rogge hergestellt und charakterisiert [26, 27]. In Abbildung 5.22
ist ein Bild der Struktur zu sehen, das mittels Rasterkraftmikroskop
(atomic force mircoscope, AFM) aufgenommen wurde. Die Struktur
wurde wie die bisher besprochenen Proben mittels der LAO mit dem
AFM hergestellt.

Abbildung 5.22:
AFM Bild des Dreifachquantenpunkts. Der TQD (oben, roter Bereich)
wird über vier Seitengates kontrolliert und verfügt über eine Source-
und zwei Drain-Zuleitungen. Daneben (unten, grüner Bereich) ist ein
QPC platziert, mit dem die Ladungsänderungen auf den drei Quanten-
punkten A, B und C detektiert werden.

Der Dreifachquantenpunkt (roter Bereich) verfügt über vier Sei-
tengates, mit deren Hilfe die drei einzelnen Quantenpunkte A, B und
C kontrolliert werden. Außerdem bestimmen die Gates die Ankopp-
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Abbildung 5.23:
Ladungsdiagramm des Dreifachquantenpunkts. Dargestellt ist die Leit-
fähigkeitsänderung des QPC. Die x-Achsemarkiert die Spannung anG3,
diey-Achseentsprechenddie anG1 anliegendeSpannung. Es sindReso-
nanzen aller drei QDs zu erkennen. Der rot markierte Bereich entspricht
den Grenzen von Abbildung 5.25.
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lung an die drei Zuleitungen des TQD. Ein QPC liegt direkt neben
dem TQD, um als Detektor Ladungsänderungen der einzelnen QDs
zu messen.

Der TQD ist durch die Vielzahl der Gates ein sehr komplexes Sys-
tem. In diesem Abschnitt werden jedoch nur die Gates G1 und G3 va-
riiert. Die anderen Gatespannungen bleiben konstant. Ein Ladungs-
diagramm des TQD ist in Abbildung 5.23 gezeigt. Dargestellt ist eine
Gleichgewichtsmessung der Ladungsänderung des QPCs unter Ände-
rung der Spannung an G1 und G3.

Es lassen sich deutlich die Resonanzen aller drei QDs ausmachen.
Die Steigung der Linien ermöglicht es, im Vergleich mit der Geometrie
der Struktur die QDs den jeweiligen Linienscharen zuzuordnen. So
koppelt B deutlich stärker an G1 als an G3, A etwa symmetrisch und C
stärker an G3 als an G1. An den Kreuzungspunkten der Resonanzen ist
ein deutliches Anticrossing der Niveaus zu erkennen. Dies ist die Folge
von molekülartigen Bindungen der QDs untereinander.

Eine Besonderheit der Messung offenbart sich, wenn man die zu C
gehörigen Resonanzen verfolgt. Nach der linken der beiden durch blaue
Pfeile markierten Coulomblinien taucht keine weitere Linie mehr auf.
Da der QPC die Coulomblinien unabhängig von der Leitfähigkeit des
jeweiligen QDs detektiert und die Tunnelkopplung der QDs unterein-
ander und zu den Zuleitungen noch ausreichend hoch ist, um Elektro-
nentunneln zuzulassen, ist dies ein klares Zeichen dafür, dass mit der
linken Linie wirklich das letzte Elektron C verlassen hat und der QD
vollkommen entleert wurde.

5.7.1 Detektion einzelner Tunnelereignisse am
Dreifachquantenpunkt

Für eine zeitaufgelöste Messung wurde ein Bereich niedriger Tunnelra-
ten ausgewählt. Er ist mit einem roten Kasten in der Abbildung mar-
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kiert. Im markierten Bereich sind Resonanzen für alle drei Quanten-
punkte zu sehen und zudem Resonanzen der QDs miteinander, bei
denen ein Transport durch die Struktur Elektron für Elektron mess-
bar sein sollte. Für eine Transportmessung mit endlicher Vorspannung
würde man nur dann Leitfähigkeit erwarten, wenn die in Reihe ge-
schalteten QDs in Resonanz sind, also für die sogenannten Tripelpunk-
te, an denen sich Molekülbindungen ausbilden. Für die zeitaufgelöste
Messung wurde jedoch keine Spannung zwischen Source- und Drain-
Kontakten angelegt. Dadurch sollten für jede Resonanz eines QD mit
der jeweiligen Zuleitung Ladungsänderungen messbar sein.

In Abbildung 5.24 sind zeitaufgelöste Ladungsänderungen für al-
le drei Quantenpunkte gezeigt. Die Messungen wurden jeweils auf
den Resonanzen der Quantenpunkte mit der benachbarten Zuleitung
durchgeführt. Für alle drei lassen sich Ladungsänderungen detektie-
ren, allerdings ist die damit verbundene Änderung des QPC-Stromes
deutlich unterschiedlich. Dies spiegelt die unterschiedlich starke An-
kopplung des QPC an die Quantenpunkte wieder. Für jede Ladungs-
änderung auf A ist ein Sprung um ca. 4 nA im Strom des QPC zu
verzeichnen. Die angelegte Vorspannung am Detektor beträgt dabei 5
mV. Quantenpunkt B koppelt deutlich stärker an den Detektor. Hier
bedeutet eine Änderung der Ladung um ein Elektron eine Änderung
von etwa 14 nA bei gleicher Vorspannung. Am schwächsten koppelt
Quantenpunkt C an den QPC. Hier ist nur eine Änderung von etwas
mehr als 1 nA zu beobachten.

Vergleicht man diese Wert mit der Geometrie der Struktur (siehe
Abb. 5.22), so wird klar, dass der QPC sich deutlich weiter links aus-
bilden muss, als es auf den ersten Blick den Anschein hat. Nahe der
Stelle, wo in der Abbildung der Schaft des Pfeils beginnt, sind einige
Ausbuchtungen in den Oxidlinien auszumachen. Es ist wahrschein-
lich, dass sich an dieser Stelle der eigentliche Quantenpunktkontakt
ausprägt. Da C noch geringeren Einìuss auf das QPC-Potential hat als
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Abbildung 5.24:
Zeitaufgelöste Messung an den drei Quantenpunkten: Für Resonanzen
der drei Quantenpunkte A, B und C mit der jeweiligen Zuleitung sind
zeitaufgelöste Messungen des QPC Stromes gezeigt. Die Messungen
wurden bei einer Source-Drain-Spannung von 5mV am QPC durchge-
führt. Der Strom durch den QPC ist mit einemOffset behaftet und daher
nur relativ zu betrachten. Für A und C wurde eine stärkere Filterung an-
gewandt, um die Tunnelereignisse sichtbar zu machen.

195



5 Zeitaufgelöste Ladungsdetektion

A, liegt der rechte Quantenpunkt sehr wahrscheinlich weiter entfernt.
Vermutlich ist C nahe an G4 lokalisiert, auf halber Strecke zwischen A
und D2. Dies könnte auch eine Erklärung dafür sein, warum in Spek-
troskopieuntersuchungen [26, 26] keine Tunnelkopplung zwischen B
und C festgestellt werden konnte.

Insgesamt ist die Empëndlichkeit des Detektors damit deutlich
schwächer, als dies beim Einzelquantenpunkt der Fall war. Dadurch
wurde eine starke Filterung des Signals notwendig. Effektiv sind die
messbaren Tunnelraten dadurch auf einige 100 Hz begrenzt.

5.7.2 Messung der Zählstatistik und die
Charakterisierung der Tunnelbarrieren

In Abbildung 5.25 ist die ausgezählte Messung und die Gleichgewichts-
messung im direkten Vergleich dargestellt. Auf der linken Seite ist das
Zählsignal aus der zeitaufgelösten Messung gezeigt, auf der rechten der
vergrößerte Bereich aus Abbildung 5.23. Man erkennt in Zählsignal
und Gleichgewichtsmessung deutlich die ìachen Resonanzen von B,
wobei die unterste Coulomblinie in der Tunnelrate derart niedrig liegt,
dass sie nicht im Zählsignal sichtbar ist. Von A ist eine Coulomblinie
sichtbar, die schräg durch den unteren linken Bereich verläuft. Sie ist
allerdings in der Gleichgewichtsmessung ausgesprochen schwach und
praktisch nicht sichtbar. Die darauf folgende Resonanz mit C ist im
Zählsignal nicht zu erkennen. Dies liegt daran, dass die Tunnelraten
von C dort bereits äußerst niedrig sind. Sie liegen in der Größenord-
nung von wenigen Tunnelereignissen pro Sekunde, was innerhalb der
Messzeit nicht mehr auìösbar ist. Man erkennt die Resonanz mitC aber
indirekt an den Anticrossings der Resonanzen von B. In der Gleichge-
wichtsmessung ist die Resonanzlinie von C sichtbar. Die nächste Cou-
lomblinie gehört wieder zu A. Sie ist in der Gleichgewichtsmessung
sichtbar, nicht aber in der zeitaufgelösten Messung. Der Grund ist da-
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Abbildung 5.25:
Detailbereich ausAbbildung5.23. Auf der rechten Seite ist dieÄnderung
der QPC-Leitfähigkeit gezeigt. Auf der linken die Ergebnisse der zeitauf-
gelösten Messung bei VSD=0. Gezählt wurden alle registrierten Tunnel-
ergebnisse unabhängig vom QD.

bei genau konträr zur Situation für C. Für die zweite Coulomblinie von
A liegen die Tunnelraten bereits oberhalb der Bandbreite des Detektors.
Dadurch lässt sich keine Zählrate bestimmen.

Drei interessante Bereiche der Messung sind markiert. An den mit
1⃝ und 2⃝ bezeichneten Positionen lässt sich für die Quantenpunkte A
und B einzeln die Tunnelrate bestimmen. An Position 3⃝ sind A und
B in Resonanz, so dass ein Transport Elektron für Elektron durch zwei
in Reihe geschaltete Quantenpunkte messbar ist.

In Abbildung 5.26 ist die Bestimmung der Tunnelraten für die
Quantenpunkte A und B präsentiert. In Situation 1⃝ ist A in Resonanz
mit Source des TQD. B und C sind jedoch durch die Coulombblocka-
de gesperrt. Die Tunnelereignisse ënden also nur in Richtung Source
statt. Dies ermöglicht es, die Ankopplung an Source genau zu charak-
terisieren. Dazu wird eine Verteilung der Tunnelzeiten gebildet. Aus
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Abbildung 5.26:
Bestimmung der Tunnelraten für die Quantenpunkte A und B. Für die
Situationen 1⃝ und 2⃝ wurden die Tunnelzeiten bestimmt. Aus dem Fit
an den exponentiellen Abfall der Verteilung lassen sich die Tunnelraten
der QD zu ihren Zuleitungen bestimmen.

derem exponentiellen Abfall zu langen Zeiten kann dann die Tunnel-
rate Γin von A zu Source und Γout von Source zu A bestimmt werden
(siehe Abschnitt 2.5.5). Der exponentielle Fit ergibt:

1⃝
{
Γin = 154 Hz
Γout = 251 Hz.

Es fällt auf, dass beide Raten unterschiedlich hoch sind. Der Grund
dafür ist, dass die Messung nicht exakt auf dem Maximum des Cou-
lombpeaks durchgeführt wurde, sondern noch in der aufsteigenden
Flanke.

Danneben ist das Ergebnis der gleichen Prozedur für Situation 2⃝
gezeigt. Bei diesen Gatespannungen beënden sich alle QDs bis auf B im
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Bereich der Coulombblockade. B und der angrenzende Drainkontakt
D1 beënden sich in Resonanz. Die Tunnelraten Γin von B zu Drain und
Γout von Drain zu B ergeben sich zu:

2⃝
{
Γin = 58 Hz
Γout = 29 Hz.

Auch hier sind die Raten nicht symmetrisch. Die Messung wurde statt
direkt auf der Resonanz leicht verschoben auf der absteigenden Flanke
des Coulombpeaks durchgeführt.

Für die Resonanz von C und D2 ist die Charakterisierung aufgrund
der sehr langen Tunnelzeiten nicht auf die gleiche Weise durchführbar.
Aus den Messdaten lassen sich aber auch hier die Raten zu

Γin,out . 10 Hz

abschätzen. Die Messungen zeigen, dass über die Detektion der einzel-
nen Tunnelereignisse eine detaillierte Untersuchung des Systems mög-
lich ist, die deutlich über die Möglichkeiten der Gleichgewichtsmes-
sung hinausgeht.

5.7.3 Transport eines einzelnen Elektrons durch zwei
Quantenpunkte

Wenden wir uns Situation 3⃝ zu. In dieser Situation sind zwei der drei
Quantenpunkte in Resonanz. Es ist ein Transport zwischen S und D1
über A und B möglich, während C in der Coulombblockade verweilt
und den Transport Richtung D2 sperrt. Da Ladungsänderungen für A
und B im QPC zu deutlich unterschiedlichen Leitfähigkeitsänderun-
gen führen, sollte damit eine Transportmessung Elektron für Elektron
möglich sein. Da es sich um eine Reihe von zwei QDs handelt, ist nicht
einmal eine Vorspannung notwendig, denn auch die Richtung des Tun-
nelvorgangs kann ermittelt werden.
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Abbildung 5.27:
Dargestellt ist ein Tunnelvorgang eines Elektrons von D1 nach S im Leit-
fähigkeitssignal des QPC. Da QD A deutlich schwächer an den QPC kop-
pelt, sinddie Ladungsstufen vonAklein, B dagegen erzeugt deutlich hö-
here Änderungen. Die verschiedenen Ladungszustände sind als graue
Banden eingezeichnet. Die blauen Pfeilemarkieren Änderungen des La-
dungszustandes für ein Elektron, dass die beiden QDs passiert.

In Abbildung 5.27 ist die Abfolge der Tunnelvorgänge eines Elek-
trons beim Tranport von D1 nach S dargestellt. Gezeigt ist die Leit-
fähigkeitsmessung am QPC für einen Zeitraum von 10 ms. Man er-
kennt nun nicht mehr zwei Banden, wie dies für den Transport durch
einen Einzelquantenpunkt der Fall war. Stattdessen sind zwei Banden
für jeden der beiden Quantenpunkte zu sehen, wobei die Ladungsän-
derungen von A deutlich geringeren Einìuss auf den QPC haben als
die von B. Insgesamt sind damit vier verschiedene Ladungszustände
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denkbar. Ohne Vorspannung ist der Zustand
(A+1
B+1

)
eigentlich ausge-

schlossen. Er tritt allerdings dennoch auf. Die Ursache hierfür könnte
der QPC selbst sein. Khrapai et al. zeigen in [90, 107], dass ein hoher
Strom durch einen QPC Einìuss auf das Transportverhalten benach-
barter Quantenpunkte oder Quantenpunktkontakte hat. Der Strom
durch den QPC lag für die zeitaufgelösten Messungen bei 2 mV Vor-
spannung in einer Größenordnung, die diesen Effekt durchaus wahr-
scheinlich macht. Der hohe Strom war jedoch aufgrund der geringen
Ankopplung der QDs an den QPC zwingend erforderlich.

Betrachten wir den in Abbildung 5.27 gezeigten Transport im De-
tail. Als Anfangspunkt soll die Konëguration

(A
B

)
vor dem ersten blau-

en Pfeil dienen. Hier ist auf keinem der QDs ein zusätzliches Elektron.
Dann, an der Zeitmarke, die der erste Pfeil markiert, tunnelt ein Elek-
tron in QD B. Da sich auf A die Konëguration nicht geändert hat,
muss es von D1 auf den QD getunnelt sein. Das System ist nun im
Zustand

( A
B+1

)
. Etwa eine Millisekunde später ändert sich der Zustand

nach
(A+1

B

)
. Das Elektron ist von B aus weiter zu A getunnelt. Eine

weitere Millisekund später sieht man eine sehr kurze Umladung, in der
das Elektron kurz auf B zurücktunnelt, dann aber sofort wieder zu A
wechselt. Wiederum etwa eine Millisekunde darauf ist ein Übergang
zur Konëguration

(A+1
B+1

)
festzustellen. Diese wird aber nur sehr kurz

gehalten und dann wieder
(A+1

B

)
eingenommen. Hier ist ein zweites

Elektron in das System getunnelt, und zwar von D1 auf B, hat diesen
Quantenpunkt kurz darauf wieder Richtung D1 verlassen. Wenig spä-
ter tunnelt wieder ein zweites Elektron von D1 auf B. Nun verlässt aber
nicht das zweite Elektron das System, sondern es wird die Konëgura-
tion

( A
B+1

)
eingenommen. Das erste Elektron verlässt A in Richtung S,

während das zweite Elektron auf B verbleibt.
Innerhalb der Zeitspanne von etwa 6 ms hat also ein einzelnes Elek-

tron beide Quantenpunkte passiert und damit einen Strom von 1 e in
6 ms erzeugt, was in etwa 25 aA entspricht. Der reale Strom durch das
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System ist allerdings im zeitlichen Mittel Null, da keine Spannung an-
liegt. Dies ist auch der Grund, warum es zu verschiedenen Umladungen
kam, bevor das Elektron am Source-Kontakt ankam.

Die gezeigte Messung zeigt, dass mittels QPC eine direkte Strom-
messung Elektron für Elektron durchführbar ist. An einem Doppel-
quantenpunkt wurde diese Art von Strommessung bereits von Fujisawa
et al. demonstriert [108]. Für das vorliegende System wäre zudem eine
solche Transportmessung an einem Quadrupelpunkt denkbar, da in-
nerhalb dieser Struktur alle drei Quantenpunkte in Resonanz gebracht
werden können. Für eine derartige Messung wäre jedoch eine Steige-
rung der Detektionsbandbreite notwendig, da im Bereich des letzten
Quadrupelpunktes vor der vollständigen Leerung von C die Tunnelra-
ten für A zu hoch für eine Messung lagen.

5.7.4 Einøuss des Detektorstromes

Der Strom, der durch den Quantenpunktkontakt ìießt, kann auf ver-
schiedene Arten die Prozesse auf einem Quantenpunkt beeinìussen.
Zum einen erzeugt der Strom Wärme. Dies äußert sich in Form von
Gitterschwingungen, Phononen. Zum anderen ist der QPC selbst eine
Rauschquelle. Abhängig vom Strom strahlt der QPC ein Rauschspek-
trum von Photonen im Mikrowellenbereich ab [91]. Derartige Effekte
wurden bereits experimentell an Quantenpunkten demonstriert. Khra-
pai et al. [90] zeigten an einer Doppelquantenpunktstruktur, dass Pho-
nonen, Photonen oder Plasmonen, die ein benachbarter QPC erzeugt,
zu einem gerichteten Strom durch einen Doppelquantenpunkt führen.
Gustavsson et al. zeigten ebenfalls anhand eines Doppelquantenpunk-
tes, dass Photonen, die von einem benachbarten QPC abgestrahlt wur-
den, zu Tunnelereignissen im Coulombblockadebereich führen. Zeit-
aufgelöst messbar waren dabei Ereignisse, in denen ein zusätzliches
Elektron auf den Doppelquantenpunkt geladen wurde. Für Anregun-
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Abbildung 5.28:
AuswirkunghohenDetektorstromes:Dargestellt ist eineMessungbei ei-
ner Vorspannung von 10mV am QPC. Die Art der Messung gleicht Ab-
bildung 5.25. Die Spannungen an G1 und G3 wurden variiert, während
das Gleichstromleitwert und zeitaufgelöstes Stromsignal des QPC ge-
messenwurde.Das ausgezählteDetektorsignal konnte aufgrundder ge-
ringen Bandbreite nur bis zu einer Rate von 75 Hz untersucht werden.
Bereiche höherer Raten sind ebenfalls schwarz dargestellt.
Bereits in der Gleichstrommessung ist eine Verbreiterung und Zerfase-
rung der Resonanzen zu verzeichnen. Zudem sind angeregte Zustände
sichtbar. Im Zählsignal wird deutlich, dass die Coulombblockade in wei-
ten Bereichen aufgehoben ist.
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gen eines Elektrons auf höhere Niveaus des Nachbarquantenpunktes
liegen die Zeitkonstanten im Bereich von Nanosekunden, so das diese
nicht aufgelöst wurden. In Abbildung 5.27 wurde bereits die Situa-
tion gezeigt, dass der Dreifachquantenpunkt mit einem zusätzlichen
Elektron geladen wird, obwohl das System blockiert sein sollte. Die
gatespannungsabhängige Messung in Abbildung 5.25 weist im Bereich
der Resonanz von Quantenpunkt A und B auch bereits eine erkennbare
Verbreiterung auf. Die Messauìösung ist jedoch nicht hoch genug, um
die Form der Verbreiterung mit den zitierten Publikationen zu verglei-
chen. In Abbildung 5.28 ist eine Messung mit deutlich erhöhtem Strom
durch den QPC gezeigt. Die Vorspannung des QPC wurde hierzu auf
10 mV gesetzt.

Bereits in der Gleichstrommessung, die auf der linken Seite zu se-
hen ist, wird eine Verbreiterung der Resonanzen deutlich. Zudem sind
zusätzliche parallel zu den erwarteten Resonanzen verlaufende Linien
sichtbar. Hierbei handelt es sich sehr wahrscheinlich um angeregte Zu-
stände. Betrachtet man das ausgezählte Signal, so ist auch hier eine
deutliche Verbreiterung festzustellen. Es lassen sich kaum noch einzel-
ne Resonanzlinien ausmachen. Statt dessen lassen sich auch in weiten
Bereichen des Coulombblockadebereichs Tunnelereignisse feststellen.
Die Bandbreite des Detektors liegt unter diesen Bedingungen deutlich
niedriger. Zwar steigt die Änderung des Stromes durch die Erhöhung
der Vorspannung, das Rauschen der Messung nimmt jedoch ebenfalls
deutlich zu.

Die Ursache könnten schnelle Umladevorgänge zwischen den
Quantenpunkten sein. Tunnelereignisse bis zu einer Rate von 75 Hz
konnten noch identiëziert werden, Bereiche höherer Raten sind in der
Abbildung schwarz dargestellt. Im Bereich unterhalb von 140 mV an
G3 sind Anzeichen einer Resonanz der Quantenpunkte A und B aus-
zumachen. Ein dreieckiger Bereich erhöhter Raten fällt hier auf, der zu
höheren Spannungen an G3 und niedrigeren an G1 an einen Blocka-

204



5

5.7 Dreifachquantenpunkt

debereich angrenzt. Qualitativ ähnelt dies den in [91] gezeigten Ergeb-
nissen.

Eine systematische Untersuchung der Auswirkungen des Detektor-
stromes war nicht möglich. Zum einen liegt der Mindeststrom durch
die geringe Sensitivität bereits sehr hoch. Eine Absenkung des Stromes
sorgt dabei für eine rasche Abnahme der Detektorqualität. Zum ande-
ren haben die Änderungen der Vorspannungen im Bereich von einzel-
nen Millivolt schon deutlichen elektrostatischen Einìuss auf die che-
mischen Potentiale der drei Quantenpunkte. Das komplexe Gesamtsys-
tem des Dreifachquantenpunktes wird dabei verstimmt, und die Tun-
nelraten sämtlicher Tunnelbarrieren verändern sich.
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5.8 Weitere Anwendungen der zeitaufgelösten
Ladungsdetektion

Die zeitaufgelöste Ladungsdetektion bietet eine große Palette an An-
wendungsbereichen. In diesem Abschnitt sollen zwei Messungen vor-
gestellt werden, die dies verdeutlichen. Zum einen kann der QPC De-
tektor zum Charakterisieren einer charge trap genutzt werden. Dabei
wird die Messung der Zählstatistik bei Temperaturen oberhalb von 4 K
durchgeführt und damit der QPC an der Grenze des Detektionsvermö-
gens betrieben. Neben der Zählstatistik kann das zeitabhängige Signal
des Detektors auch für eine sehr genaue Messung der mittleren Beset-
zung eines Quantenpunktes genutzt werden. Die Messgenauigkeit ist
dabei erheblich höher, als es bei den reinen Gleichgewichtsmessungen
der Fall ist. Gleichzeitig ist der zugängliche Frequenzbereich für die
Tunnelraten erheblich breiter als für die Zählstatistiken.

5.8.1 Charakterisierung einer Störstelle

Bei der Herstellung von Nanostrukturen mit dem Rasterkraftmikro-
skop kommt es zuweilen zur Bildung von sogenannten charge traps,
Störstellen im Material, die lokale Potentialminima für Elektronen bil-
den. Liegt eine solche Störstelle nahe am QPC, so kann ihre Besetzung
ebenfalls zeitaufgelöst untersucht werden.

Für den untersuchten Einzelquantenpunkt ist eine solche Störstel-
le beobachtbar. In einem temperaturabhängigen Experiment wurde das
Lade- und Entladeverhalten untersucht. In Abbildung 5.29 ist die Tem-
peraturabhängigkeit dargestellt. Auf der linken Seite sind die Laderate
ΓL und die Entladerate ΓU in Abhängigkeit von der Temperatur auf-
getragen. Extrahiert wurden die Werte aus der rechts daneben gezeig-
ten Messung. In mehreren Schritten wurde die Temperatur des Mess-
systems allmählich abgesenkt. Während der Messzeit von etwa einer
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Abbildung 5.29:
Ladeverhalten einer Störstelle in der Nähe des Detektors. Auf der linken
Seite ist die Entwicklungder Laderate ΓL undEntladerate ΓU inAbhängig-
keit der Temperatur gezeigt. Rechts ist die zugrundeliegende Messung
zum Vergleich dargestellt. Über einen Zeitraum von etwa einer Stunde
wurde die Temperatur des Systems schrittweise abgesenkt (schwarze Li-
nie) und die Ladevorgänge gemessen (graue Punkte).
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Stunde wurde die zeitaufgelöste Leitfähigkeit des QPC gemessen. Aus
den Messungen konnte direkt die Anzahl der detektierten Umladun-
gen der Störstelle festgestellt werden. Diese Anzahl ist im rechten Gra-
phen als graue Punkte eingezeichnet. Man erkennt deutlich, dass die
Umladevorgänge direkt dem Verlauf der Temperatur folgen. Die Tem-
peraturmessung ist jedoch fehlerbehaftet, da sie in einiger räumlicher
Entfernung (ca. 10-15 cm) von der Probe im Gasstrom bestimmt wur-
de.

Die Lade- und Entladeraten können nun für jeden einzelnen Da-
tenpunkt bestimmt werden. Trägt man diese nun gegen die jeweils ge-
messene Temperatur auf, erhält man den linken Graphen. Zunächst
fällt hierbei auf, dass die Entladerate drastisch niedriger ist als die La-
derate. ΓU liegt für 7.2 K etwa bei 300 Hz und sinkt für eine Tempera-
tur von 5.6 K auf 200 Hz ab, was einer Abnahme um 30% entspricht.
Die Laderate ΓL bleibt über den Temperaturbereich konstant bei etwa
7.5 kHz.

Das Verhältnis der beiden Raten legt die Vermutung nahe, dass
die Störstelle energetisch unterhalb der Fermienergie liegt. Damit das
Elektron die Störstelle verlassen kann, muss es eine thermische Anre-
gung erfahren. Die Wahrscheinlichkeit hierfür wird geringer, wenn die
Temperatur sinkt. Anschaulich gesprochen, friert das Elektron auf der
Störstelle aus.

Neben den Laderaten wurde auch die Statistik der Ladevorgänge
untersucht. Im oberen Graphen von Abbildung 5.30 sind wieder die
Laderaten ΓL und ΓU gezeigt, diesmal für den gesamten zugänglichen
Bereich zwischen 1.5 und 7.5 K. Darunter ist die normierte zweite Ku-
mulante der Ladestatistik C2/C1 dargestellt. Für eine Strommessung
wäre dies der Fanofaktor des Systems. Für den Ladevorgang ist die Be-
deutung nicht direkt zu übertragen. Die zweite Kumulante ist aller-
dings natürlich auch hier ein Maß dafür, ob die Statistik Poissonschen
Charakter hat.
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Abbildung 5.30:
Ladeverhalten einer Störstelle in der NähedesDetektors. ImoberenGra-
phen ist die Entwicklung der Laderate ΓL und Entladerate ΓU in Abhän-
gigkeit der Temperatur gezeigt. Darunter ist die normierte zweite Kumu-
lante der Ladestatistik gezeigt.

Für Temperaturen oberhalb von 5 K weist die Ladestatistik eine
zweite Kumulante von 1 auf. Die Ladevorgänge folgen hier wie einer
Poissonstatistik. Dies ist aufgrund der extrem asymmetrischen Lade-
raten auch durchaus zu erwarten. Für Temperaturen unterhalb von 5
K nimmt die zweite Kumulante dagegen einen Wert von 0.5 an. Im
Bereich zwischen 4 und 5 K sind beide Werte zu ënden, und es tre-
ten auch Zwischenwerte auf. Hier ist jedoch die Temperaturmessung
ungenau. Der Grund für die Ungenauigkeit in der Temperatur ist in
der Messtechnik zu ënden. Die Temperatur des Systems wurde ver-
ringert, indem kaltes Heliumgas in den Probenraum strömte. Da der
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Siedepunkt von Helium bei 4.2 K liegt, liegt unterhalb von 4 K ìüssi-
ges Helium vor. Im Übergangsbereich kommt es dazu, dass der Mess-
sensor die Temperatur im Gasstrom misst, während die Probe bereits
in ìüssiges Helium getaucht ist. Diese Messpunkte (im Graphen grau
eingefärbt) sind daher schwer zu interpretieren.

Der Wert 0.5 für die zweite Kumulante im Bereich tiefer Tempe-
raturen überrascht, da die Laderaten auch in diesem Bereich deutlich
verschieden sind (ΓL = 7 kHz, ΓU < 100 Hz). Trotz der starken Asym-
metrie weicht hier die Statistik deutlich von einem Poissonprozess ab.
Ein Wert unterhalb von 1 bedeutet anschaulich, dass das Ladeverhalten
trotz stark asymmetrischer Raten eine deutliche Korrelation aufweist.
Dies ist eigentlich nur dann zu erwarten, wenn die Tunnelraten in der
gleichen Größenordnung liegen. Dann kommt es dazu, dass die Tun-
nelprozesse sich gegenseitig beeinìussen. Die Tatsache, dass die Stör-
stelle praktisch immer geladen ist, lässt zunächst vermuten, dass eine
Korrelation nicht auftreten sollte. Der Ladeprozess sollte von der Ent-
laderate dominiert sein und daher eigentlich einer Poissonstatistik fol-
gen.

Um das Verhalten der Störstelle genauer zu untersuchen, wurde die
Anregungsenergie bestimmt, die notwendig ist, um ein Elektron von
der Störstelle zu lösen. Die Emission von Elektronen aus einer charge-
trap erfolgt mit einer Rate von [109]:

ΓU = ν0 · e− ∆E
kBT . (5.3)

Der energetische Abstand zum nächsten freien Zustand wird durch ∆E
angegeben. Der Proportionalitätsfaktor ν0 kann dabei als ein Maß für
die Ankopplung der charge-trap an ein benachbartes Reservoir verstan-
den werden. Aus der Beziehung (5.4) erhält man nach Logarithmieren
und Umstellung die Relation:

ln(ΓU) ∼ −
∆E

kB

· 1
T
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Abbildung 5.31:
Dargestellt ist die logarithmische Entladerate ΓU in Abhängigkeit vom
Kehrwert der Temperatur. Es bilden sich zwei lineare Bereiche heraus.

In Abbildung 5.31 sind die gemessenen Werte ln(ΓU) gegen 1/T auf-
getragen. Dabei tritt nicht eine einzelne Linie auf, sondern es sind zwei
lineare Bereiche auszumachen. Diese Bereiche wurden linear geëttet.
Aus den Steigungen kann direkt ∆E

kB
, die Anregungsenergie in Kelvin,

abgelesen werden. Für hohe Temperaturen (kleine Werte von 1/T ) do-
miniert ein Emissionsprozess mit einer Anregungsenergie von 10.4 K.
Das entspricht 0.9 meV. Für niedrige Temperaturen ist dieser Prozess
unterdrückt und ein Emissionsprozess mit einer Anregungsenergie von
3.25 K wird maßgebend, was 0.3 meV entspricht. Der Übergangsbe-
reich der beiden Prozesse liegt bei etwa 4 bis 5 K und damit in dem
Bereich, in dem auch ein Umschalten der zweiten Kumulante zu beob-
achten ist.

Aus den sehr geringen Anregungsenergien lässt sich schließen, dass
es sich sehr wahrscheinlich um Störstellen im Bereich der Oxidlinien
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handelt, also um Inseln im 2DEG, die sich am Rand des Verarmungs-
bereichs der Oxidbarrieren ausbilden. Die Anregungsenergien von Do-
tieratomen liegen deutlich höher. Für Si als Akzeptor inGaAs beispiels-
weise wäre eine Anregungsenergie von 35 meV zu erwarten [11].

Die Tatsache, dass zwei unterschiedliche Energien bestimmt wer-
den und zudem der Übergang mit der Änderung der zweiten Kumu-
lante zusammenfällt, bietet einen Ansatz zur Erklärung der unerwartet
niedrigen Werte von C2/C1 zu niedrigen Temperaturen. Vermutlich
handelt es sich nicht um eine, sondern um zwei Störstellen. Eine davon,
in der Abbildung 5.31 mit A bezeichnet, hat eine hohe Anregungsen-
ergie, koppelt stark an das 2DEG und dominiert zu hohen Tempera-
turen. Eine zweite mit geringerer Anregungsenergie, hier B genannt,
koppelt dagegen schwächer an das 2DEG, ist aber noch zu niedrigeren
Temperaturen sichtbar, bei denen die Emission der ersten Störstelle be-
reits unterdrückt ist. Die Störstelle A zeigt, wie man es für stark asym-
metrische Raten erwarten würde, einen Wert von 1 für C2/C1. Für die
Störstelle B erhält man dagegen einen geringeren Wert, obwohl auch
hier die Raten sehr asymmetrisch sind.

Eine mögliche Erklärung ergibt sich aus der Messtechnik. Es ist
durchaus denkbar, dass dadurch das chemische Potential des 2DEG
durch externe Rauschquellen, besonders im Bereich der Netzfrequenz,
moduliert wurde. Wie stark eine solche Modulation den Emissions-
prozess beeinìusst, hängt dann von der Amplitude der Störung und
der Anregungsenergie der Störstelle ab. Ist die Anregungsenergie in der
Größenordnung der externen Störung, so wirkt sich das externe Signal
auf die Tunnelprozesse aus. Schematisch ist dies in Abbildung 5.32 ge-
zeigt. Wenn das 2DEG einer zeitabhängigen Modulation unterworfen
ist, hier als Sinus dargestellt, dann hängt die Anregungsenergie ∆E da-
von ab, ob sich das chemische Potential des 2DEG gerade in einem
Wellental oder auf einem Wellenberg beëndet. In einem Wellental ist
dann die Entladerate ΓU höher als auf einem Wellenberg. Dies führt zu
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Abbildung 5.32:
SchmatischeDarstellung der Auswirkung einer zeitabhängigen Störung
des 2DEG auf die Anregungsenergien zweier StörstellenAundBmit ver-
schiedenen Anregungsenergien.

einer zeitlichen Korrelation der Entladevorgänge. Der Einìuss, den die
Störung auf die Tunnelrate hat, hängt exponentiell von der Energie ab
(siehe Formel (5.4)). Ist ∆E also groß verglichen mit der Störung, so
hat dies nur geringe Auswirkung auf die Tunnelrate. Damit sollte ein
Wert von 1 für C2/C1 gemessen werden. Nähert sich ∆E der Größen-
ordnung der Störung an, so sollte der Einìuss der zeitlichen Korrela-
tion der Entladeereignisse messbar werden. In der Zählstatistik äußert
sich eine solche Korrelation in einer Verringerung der Streuung, also in
einer Abnahme der zweiten Kumulante.

Im Bereich niedriger Temperaturen kommt in der Messung die
Entladerate in die Größenordnung der zu vermutenden Störfrequenz
von 50 Hz. Für die ermittelte Anregungsenergie von 0.3 meV, wie sie
Störstelle B zeigt, ist für eine feststellbare Modulation der Tunnelraten
auch kein starkes externes Signal notwendig. Dies macht ein externes
Netzsignal, das als Rauschquelle das chemische Potential des 2DEG
zeitabhängig moduliert, als Ursache der niedrigen Werte für C2/C1
plausibel.
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5.8.2 Bestimmung der Besetzungswahrscheinlichkeit
aus der zeitabhängigen Messung

In Abschnitt 4.3.1 wurde eine Bestimmung der mittleren Besetzungs-
wahrscheinlichkeit aus der Messung der QPC Leitfähigkeit vorgestellt.
Hier soll nun gezeigt werden, wie man die Besetzungswahrscheinlich-
keit anhand der zeitaufgelösten Messung ermitteln kann.

Das zeitabhängige Stromsignal des QPCs weist bei Transport durch
den QD eine Vielzahl von Sprüngen auf. Dabei prägen sich zwei Ban-
den aus, eine für N Elektronen und eine für N+1 Elektronen auf dem
QD (siehe hierzu Abschnitt 3.4.2). Bildet man ein Histogramm des
zeitabhängigen Signals, erhält man für jede der Banden ein Maximum.
Die Breite der Peaks hängt dabei von der Breite der Banden hab und
spiegelt die Bandbreite des Systems und das technische Rauschen wie-
der.

In Abbildung 5.33 ist ein solches Histogramm gezeigt. Der linke
Peak entspricht N+1 Elektronen auf dem QD, der rechte N. An jeden
Messpunkt, der zum linken Peak beiträgt, war damit ein zusätzliches
Elektron auf dem QD; an jeden Messpunkt, der zum rechten Peak bei-
trägt, waren nur N Elektronen zugegen. Die Besetzung des QD für die
Zeit der Messung erhält man damit aus dem Verhältnis der Flächen A1
und A2, die durch die Peaks deëniert werden:

P(N+1) =
A1

A2
(5.4)

Für den Fall einer klaren Trennung der Peaks, lassen sich die Flächen di-
rekt durch Summation bestimmen. Überschneiden sich beide Peaks, so
können die Flächen über einen simultanen Fit mit zwei Gausskurven
ermittelt werden. Die Fitkurve wurde zur Veranschaulichung in Ab-
bildung 5.33 als schwarze Linie eingezeichnet. Diese Methode ist bei
hinreichender Messzeit sehr genau, wobei sie auch noch etwas oberhalb
der Detektorbandbreite anwendbar ist, sofern sich noch zwei Banden

214



5

5.8 Weitere Anwendungen

3000

2000

1000

0

0.250.200.150.100.05

IQPC

A1 A2

N+1 N

Abbildung 5.33:
Bestimmung der Besetzungswahrscheinlichkeit anhand der zeitaufge-
lösten Messung. Das Histogramm des QPC Stromes (rote Punkte) weist
zwei Maxima auf. Das Verhältnis der Flächen A1 zu A2 ergibt die Be-
setzungswahrscheinlichkeit. Die Flächen können mittels Fit mit zwei
Gaussfunktionen bestimmt werden (schwarze Linie).

identiëzieren lassen. In Abbildung 5.34(a) ist eine solche Messung in
Abhängigkeit von Gate- und Source-Drain-Spannung gezeigt.

Die Messung ist vergleichbar mit Abbildung 4.9(a), allerdings han-
delt es sich um einen anderen Zustand des QD, und die Messung wur-
de nicht entlang der Symmetrielinie durchgeführt. Auch hier sind klare
Ladungsstufen sichtbar. Auch angeregte Zustände lassen sich für end-
liche Vorspannung erkennen (links und rechts der roten Linie). Aller-
dings weist nur das mittlere Coulombplateau angeregte Zuständen zu
beiden Richtungen von VSD auf. Dies liegt daran, dass die Messung
nur in diesem Bereich bei symmetrischen Tunnelraten stattgefunden
hat. Man erkennt gut, wie die unterste und die oberste Stufe jeweils
nur in einer Richtung detektiert werden. Für die unterste Stufe etwa
erkennt man auf der rechten Seite noch schwach sehr kleine Stufen
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5 Zeitaufgelöste Ladungsdetektion

Abbildung 5.34:
(a) Dreidimensionale Darstellung der mittleren Besetzung der Niveaus
des QD in Abhängigkeit von Source-Drain- und Gatespannung. (b) Zwei
Schnitte entlang der markierten Linien.
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5.8 Weitere Anwendungen

für Resonanzen mit Source. Durch die starke Asymmetrie ist aber die
Besetzung dort bereits fast auf 1 angestiegen.

Abbildung 4.9(b) zeigt zwei Schnitte, einen bei VSD=0 (rote Li-
nie) und einen bei VSD= -1 mV (grüne Linie). Ohne Vorspannung
sind deutliche steile Stufen zu erkennen. Für endliche Source-Drain-
Spannung bilden sich kleine Stufen für die angeregten Zustände des
QD. Zwischen -160 und -150 mV, das ist der Bereich, in dem die
Messung nahe der Symmetrielinie des QD stattgefunden hat, sind statt
einer großen drei kleine Stufen sichtbar. Die Messung erscheint im Ver-
gleich zu 4.9(b) deutlicher. Die Messauìösung in Richtung der Gate-
spannung ist jedoch nicht feiner. Das genauere Messergebnis ist ei-
ne Folge der Messmethode. Während für die Gleichstrommessung die
Sprungweite bestimmt werden muss, erhält man hier das Ergebnis aus
dem Verhältnis der beiden Banden eines Histogramms. Das ermöglicht
eine deutlich feinere und weniger fehleranfällige Bestimmung der Be-
setzung.

5.8.3 Messung der Tunnelraten

Die Tunnelraten des Transports ergeben sich praktisch automatisch
bei der Auswertung des zeitaufgelösten QPC-Signals. Die auftreten-
den Fehler der verschiedenen Möglichkeiten, die Raten zu bestimmen,
wurde bereits diskutiert. In diesem Abschnitt sollen nun zwei Beispiele
für absolute Messungen der Tunnelraten gezeigt werden.

In Abbildung 5.35 sind die Tunnelraten Γin (grau) und
Γout (schwarz) über den Bereich von drei Coulombblockadepeaks ge-
zeigt. Die daraus berechnete Gesamttunnelrate Γtot, die proportional
zum Strom durch den Quantenpunkt ist (Γtot = I/e, siehe (5.1)), ist
in Rot eingezeichnet. Die Messung wurde bei VSD= 1 mV durchgeführt,
wodurch der Transport nur in einer Richtung stattënden konnte.

Im Blockadebereich zwischen den Resonanzen ëndet kein Trans-
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Abbildung 5.35:
Die Tunnelraten für drei aufeinander folgende Coulombblockadepeaks.
Dargestellt sind die Raten Γin , Γout und Γtot über der Gatespannung VG2.
Die Messung wurde bei VSD= 1mV durchgeführt.

port statt, womit auch eine Bestimmung der Raten unmöglich ist. So-
bald ein Zustand des QD in Resonanz mit Source kommt, beginnt ein
endlicher Strom zu ìießen. Die Rate Γin nimmt dabei zunächst deut-
lich zu, je weiter die Gatespannung (in positive Spannungsrichtung)
erhöht wird. Dieser Anstieg ist eine direkte Folge der schnell stärker
werdenden Tunnelkopplung zwischen Source und QD Zuständen. Die
Rate sättigt dann allmählich, wird aber nicht konstant. Dies ist eine
Folge von angeregten Zuständen, die zum Tunneln verfügbar werden.
Die thermische Energie der Elektronen verschmiert dabei die zu er-
wartenden Stufen. Für VG2 ≈ -160 mV kann man den Stufencharakter
im Verlauf von Γin bei Erreichen eines angeregten Zustands erkennen.
Für Γout ist der Verlauf umgekehrt. Γout beginnt auf einem Plateau.
Bei Resonanz mit Drain nimmt die Rate dann rapide ab, bis sie auf
Null abgesunken ist. Man sieht hier also direkt, wie die Tunnelraten
den Strom bestimmen. Solange der Zustand oberhalb von Source liegt,
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Abbildung 5.36:
Die Tunnelraten in Abhängigkeit von der Source-Drain-Spannung. Auf
der linken Seite siehtmandenMittelwert der Zählstatistik (rot, t0 =5ms)
und den Fanofaktor (blau) in Abhängigkeit von der Source-Drain-
Spannung VSD. Daneben sind die Raten Γin und Γout über ebenfalls ge-
gen VSD dargestellt. Aus den Raten lässt sich ebenfalls der theoretische
Fanofaktor bestimmen (schwarze Linie, linke Seite).

haben die Elektronen nicht genug Energie, um den QD zu betreten.
Damit ist Γin = 0, wodurch kein Transport möglich ist. Nach der Re-
sonanz mit Drain ist dagegen kein Zustand in Drain mehr verfügbar,
in den das Elektron auf dem QD tunneln könnte. Daher ist Γout = 0,
was ebenfalls den Transport unterbindet.

Eine solche Messung kann auch bei fester Gatespannung und unter
Variation der Vorspannung durchgeführt werden. In Abbildung 5.36
ist dies gezeigt. Auf der linken Seite ist zunächst der Schwerpunkt der
gemessenen Zählstatistik (rot) gezeigt, die Entsprechung eines klassi-
schen Stroms durch den QD. Außerdem ist der Fanofaktor (blau) ge-
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zeigt, der ebenfalls aus der Zählstatistik gewonnen wurde. Für VSD =
0 mV beëndet sich der QD im Blockadebereich. Durch Erhöhen der
Vorspannung verschieben sich auch die Zustände im QD, bis bei etwa
0.25 mV Transport einsetzt. Der Strom steigt schnell an und nach einer
steilen Flanke sind schwach ausgeprägte Stufen für angeregte Zustän-
de zu erkennen. Der Fanofaktor startet im Blockadebereich bei einem
Wert von 1 und sinkt dann bei einsetztendem Transport auf etwa 0.5.

Betrachtet man die Tunnelraten, die aus der gleichen Messung ex-
trahiert wurden, so beginnt wiederum Γin bei 0 Hz, da sich der QD im
Blockadebereich beëndet. Γout hat einen endlichen Wert, etwa 1.5 kHz.
Die steigende Vorspannung sorgt bei Erreichen der Resonanz für ein
Ansteigen von Γin . Die Verschiebung der Zustände auf dem QD geht
dabei jedoch deutlich weniger zügig vonstatten. Γout ändert sich im
gemessenen Bereich nur wenig. Die Verschiebung der Zustände lässt
Γout leicht absinken.

Diese Messung ist vergleichbar mit Rauschexperimenten, wie sie
von Nauen et al. und Maire et al. [110–112] durchgeführt wurden.
Dort wurden selbstorganisierte Quantenpunkte eingesetzt. Die einzi-
ge extern variierte Spannung ist dabei VSD. Es handelt sich bei die-
sen Messungen jedoch um ein Ensemble von Quantenpunkten, deren
Grundzustände durch Erhöhen von VSD einzeln in Resonanz mit den
Zuleitungen gebracht werden können. Die Zuleitungen sind außer-
dem dreidimensional. Die in Abbildung 5.36 gezeigte Messung weist
also durchaus Unterschiede zu den dort gefundenen Ergebnissen auf,
etwa die geringeren Energieabstände der angeregten Zustände.

Da die Tunnelraten direkt gemessen wurden, kann der gemesse-
ne Fanofaktor mit dem theoretisch zu erwartenden Verlauf verglichen
werden [113]:

C2
C1

= α =
Γ2
in + Γ2

out
(Γin + Γout)2

(5.5)
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Die berechnete Kurve ist als schwarze Linie im linken Graphen einge-
zeichnet. Man erkennt, dass der Verlauf der Fanofaktoren aus der Zähl-
statistik und die berechneten Kurve qualitativ gut übereinstimmen. Der
berechnete Fanofaktor liegt allerdings etwas höher als das Ergebnis der
Zählstatistik. Ursache für diese Abweichung dürfte der Transport durch
angeregte Zustände sein, den (5.5) nicht berücksichtigt.
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6 Kapitel 6

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Untersuchungen an Quanten-
punkten durchgeführt, wobei ein Quantenpunktkontakt als Ladungs-
detektor zum Einsatz kam. Die untersuchten Strukturen basieren
auf GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen, die mittels optischer Lithographie
und lokaler anodischer Oxidation strukturiert wurden.

Anhand eines kombinierten Quantenpunkt/Quantenpunktkontakt-
Systems konnte eine minimalinvasive Ladungsdetektion realisiert
werden. Es wurden Gleichstrommessungen an diesem System vor-
genommen, wobei verschiedene charakteristische Merkmale von
Quantenpunkten mittels der Ladungsdetektion untersucht wurden.
Ausgehend von dem Coulombblockadeverhalten, das in Ladungsmes-
sung und Strommessung am Quantenpunkt das Additionsspektrum
des Quantenpunktes abbildet, wurden Ladungsdiagramme und
Coulombrautenmessungen durchgeführt. Dabei zeigten sich die
speziellen Eigenheiten und Vorzüge des Quantenpunktkontakts als
Ladungsdetektor. So ist für die Ladungsmessung nicht der absolute
Wert der Tunnelraten des Quantenpunktes relevant, sondern viel-

223



6 Zusammenfassung

mehr deren Verhältnis. Bei symmetrischer Tunnelankopplung des
Quantenpunktes an seine Zuleitungen konnten Grundzustände und
angeregte Zustände in der Ladungsmessung dargestellt und deren
mittlere Besetzung bestimmt werden.

Die besondere Sensitivität des Quantenpunktkontaktes als La-
dungsdetektor wurde bei Messungen im senkrechten Magnetfeld
demonstriert. Bei steigendem Magnetfeld werden durch sich überkreu-
zende Energieniveaus des Quantenpunktes Elektronen aus dem Inne-
ren des Quantenpunktes in die äußere Landauschale umverteilt. Dies
führt in Transportmessungen zu einem Zickzack-Muster im Verlauf der
Coulombblockadelinien. Mit Hilfe des Quanenpunktkontaktes war
es nun möglich, diese Umverteilung in eine Ladungsmessung direkt
sichtbar zu machen. Die Messung dieser Umladungen konnte an ei-
nem Doppelquantenpunkt wiederholt werden. Zudem ergaben sich bei
Messungen entlang der Symmetrie des Quantenpunktes Anzeichen für
einen weiteren Umordnungsprozess.

Aufbauend auf diesen Gleichstromuntersuchungen konnte eine
zeitaufgelöste Ladungsmessung umgesetzt werden. Ziel einer solchen
Messung ist es, Tunnelereignisse einzeln zu detektieren. Neben der
messtechnischen Realisierung und dem Ladungsdetektor selbst, erfor-
derte diese Messung die Entwicklung eines möglichst fehlerresistenten
Auszählalgorithmus. Anhand der zeitaufgelösten Messung am Quan-
tenpunktkontakt konnte so der Strom als Abfolge einzelner Tunneler-
eignisse aufgenommen werden. Dies ermöglicht eine direkte Messung
von Tunnelzeiten und damit die Charakterisierung von Tunnelraten.
Anhand der statistischen Verteilung der Tunnelzeiten war eine Bestim-
mung der Detektorbandbreite möglich. Dies ist von Bedeutung, da
diese Bandbreite für die Interpretation der Zählstatistik eine wichti-
ge Größe ist. Die direkte Messung der Tunnelereignisse ermöglicht es,
den statistischen Charakter des Transports zu untersuchen. Diese Un-
tersuchungen, Full Counting Statistic genannt, erfolgen auf der Basis
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der Kumulanten, die die Zählstatistik des Stromes charakterisieren. So
ist etwa die normierte zweite Kumulante der Zählstatistik der aus fre-
quenzabhängigen Rauschmessungen bekannte Fanofaktor.

Es wurden mit dieser Technik transportspektroskopische Untersu-
chungen am Quantenpunkt durchgeführt. Bei der Untersuchung ange-
regter Zustände des Quantenpunktes wurde dabei ein erhöhter Fano-
faktor festgestellt. Bei der Untersuchung ergab sich hier eine bimodale
Verteilung der Tunnelereignisse. Der bimodale Charakter konnte auf
ein Umschalten zwischen zwei Transportprozessen zurückgeführt wer-
den. Beide Prozesse zeigten ein unimodales Verhalten und keinen er-
höhten Fanofaktor. Erst der Umschaltprozess, der ebenfalls untersucht
werden konnte, führt zur Bimodalität und damit zu einer Superpois-
sonschen Statistik.

Es wurde außerdem in Langzeitmessungen das Verhalten hoher Ku-
mulanten in Abhängigkeit von der Zeit und der Symmetrie der Tun-
nelraten untersucht. In beiden Fällen wurden Oszillationen beobachtet,
die mit der Ordnung der Kumulaten stark zunehmen. Dieses Verhal-
ten konnte mit theoretischen Berechnungen verglichen werden, wobei
sich bis hin zur 15ten Kumulante eine hervoragende Übereinstimmung
mit der eorie ergab. Auf Basis dieser Ergebnisse wurde zudem die Be-
deutung der zeitabhängigen Betrachtung der Zählstatistik klar, da die
experimentelle Bestimmung des Langzeitlimits für hohe Kumulanten
rasch extremen Zeitaufwand erfordert.

Neben den Untersuchungen am Einzelquantenpunkt wurden auch
an einem Dreifachquantenpunkt zeitaufgelöste Messungen durchge-
führt. Es war dabei möglich, Ladungsänderungen auf allen drei Quan-
tenpunkten des Systems aufzulösen. Dies ermöglichte eine Charakteri-
sierung der Tunnelbarrieren des Systems. Außerdem konnte der Trans-
port eines einzelnen Elektrons ohne angelegte externe Spannung ver-
messen werden, indem dessen Weg durch die Struktur anhand der zeit-
aufgelösten Ladungsänderungen der beteiligten Quantenpunkte ver-
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folgt wurde.
Neben der statistischen Untersuchung von Quantenpunkten erga-

ben sich weitere Möglichkeiten aus der Analyse zeitaufgelöster Tun-
nelereignisse. So konnte etwa das Ladeverhalten einer Störstelle un-
tersucht werden. Auch eine sehr genaue Bestimmung der Besetzungs-
wahrscheinlichkeit eines Quantenpunktzustandes ist mit dieser Tech-
nik möglich. Die Bestimmung der Tunnelraten ermöglichte zudem den
Brückenschlag zu frequenzabhängigen Untersuchungen des Stromrau-
schens.
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7 Anhang

Hohe Kumulanten

Im Folgenden werden zur Veranschaulichung die Kumulanten bis zur
15ten Ordnung aufgelistet:

C7 = M7 − 21C5C2 + 105C2
2C3 + 35C4C3

C8 = M8 − 28C6C2 + 210C4C2
2 + 105C2

4 + 280C2C3
2

+56C5C3 + 35C4
2

C9 = M9 − 36C7C2 + 378C5C2
2 + 1260C2

3C3

+1260C2C4C3 + 84C6C3 + 280C3
3 + 126C4C5

C10 = M10− 45C8C2 + 630C6C2
2 + 3150C4C2

3 + 945C2
5

+6300C2
2C3

2 + 2520C2C5C3 + 1575C2C4
2

+120C7C3 + 2100C4C3
2 + 210C4C6 + 126C5

2

C11 = M11 − 34650C2
2C4C3 + 4620C2C6C3 + 6930C2C4C5

+15400C2C3
3 + 6930C5C2

3 + 17325C2
4C3 + 990C7C2

2

+165C8C3 + 55C9C2 + 4620C5C3
2 + 5775C3C4

2

+330C4C7 + 462C5C6

C12 = M12 − 27720C3C4C5 + 7920C2C7C3 + 66C10C2

+138600C2C4C3
2 + 13860C2C4C6 + 83160C2

2C5C3

+220C9C3 + 1485C8C2
2 + 5775C4

3 + 13860C6C2
3

+51975C4C2
4 + 138600C2

3C3
2 + 51975C2

2C4
2

+8316C2C5
2 + 9240C6C3

2 + 495C4C8 + 792C5C7

+462C6
2 + 10395C2

6 + 15400C3
4
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C13 = M13 − 900900C2
3C4C3 + 600600C2

2C3
3

+270270C2
5C3 + 135135C5C2

4 + 25740C7C2
3

+36036C2C5C6 + 360360C2C5C3
2 + 78C11C2

+60060C3C4C6 + 450450C2C3C4
2 + 12870C2C8C3

+180180C2
2C6C3 + 25740C2C4C7 + 286C10C3

+17160C7C3
2 + 200200C4C3

3 + 36036C3C5
2

+45045C4
2C5 + 1287C5C8 + 1716C6C7 + 2145C9C2

2

+715C4C9 + 270270C2
2C4C5

C14 = M14 − 72072C2C5C7 + 45045C2C4C8 + 91C12C2

+840840C2C6C3
2 + 20020C2C9C3 + 630630C2

2C4C6

+6306300C2
2C4C3

2 + 2522520C2
3C5C3 + 1716C7

2

+168168C3C5C6 + 120120C3C4C7 + 45045C8C2
3

+3003C10C2
2 + 315315C6C2

4 + 525525C2C4
3

+945945C4C2
5 + 42042C2C6

2 + 1401400C2C3
4

+378378C2
2C5

2 + 30030C8C3
2 + 560560C5C3

3

+1051050C3
2C4

2 + 1001C4C10 + 105105C4
2C6

+2002C5C9 + 3003C6C8 + 2522520C2C3C4C5

+3153150C2
4C3

2 + 1576575C2
3C4

2 + 364C11C3

+360360C2
2C7C3 + 135135C2

7 + 126126C4C5
2
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C15 = M15 − 180180C2C6C7 + 135135C2C5C8 + 105C13C2

+4729725C2C4
2C5 + 75075C2C4C9 + 126126C5

3

+21021000C2C4C3
3 + 1801800C2C7C3

2 + 455C12C3

+30030C2C10C3 + 1351350C2
2C4C7 + 2837835C5C2

5

+6306300C2
3C6C3 + 675675C2

2C8C3 + 6435C7C8

+23648625C2
2C3C4

2 + 9459450C2
3C4C5

+18918900C2
2C5C3

2 + 1891890C2
2C5C6

+23648625C2
4C4C3 + 630630C4C5C6 + 5005C6C9

+225225C3C4C8 + 6306300C3
2C4C5 + 675675C7C2

4

+75075C9C2
3 + 4095C11C2

2 + 50050C9C3
2

+2627625C3C4
3 + 1401400C6C3

3 + 210210C3C6
2

+1365C4C11 + 21021000C2
3C3

3 + 225225C4
2C7

+3003C5C10 + 6306300C2C3C4C6 + 4729725C2
6C3

+1401400C3
5 + 360360C3C5C7 + 3783780C2C3C5

2
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Der Auszählalgorithmus

Im Folgenden ist das Kernstück der Auswertung zeitaufgelöster Mess-
signale abgedruckt, der Auszählalgorithmus:

int counttrace(long * Signal, long size,
float * counted, long * tau1, long * tau2)

{
// *Signal: Messsignal
// size: Anzahl der Messpunkte
// *counted Zielarray für das ausgewertete Signal
// *tau1 / *tau2: Zielarrays für die Tunnelzeiten

struct PUNKT Cur;
struct PUNKT Last;
struct PUNKT LastLast;

Last.Avg = 0; // Summe der Mittelung
Last.N = 0; // Punktanzahl der gemittelten Messwerte
Last.State = 0; // Niveau

Cur = Last; // Alle struct auf Null setzen
LastLast = Last;

long Events = 0; // Events auf Null setzen
long Events2 = 0; // Events2 auf Null setzen
float MinN = 3; // Minimale Abschnittslänge für

// Vorausmittelung bei neuem Sprung
int PointState; // Niveau des aktuellen Punkts
num_tau = 0;

// Übergebenes Signal und die daraus gewonnenen Größen
long *Signal_Dif = new long[size];
long *Signal_Noise = new long[size];
long *Signal_State = new long[size];
long *Signal_Max = new long[size];
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7 Anhang

// Zähler
long i = 0;
long i_Avg = 0;
long DeltaSignal = 0;
long j=0;

int tausorte=0;

// Vorsummiervariable und Zähler des letzten und aktuellen Steps
long Signaltest, LastStep = 0, CurStep = 0;

////////////// S I G N A L D U R C H L A U F E N
//////////////

PointState = GetState(Signal[0]);

while(GetState(Signal[i]) < 0 && i < size)
{
i++;
PointState = GetState(Signal[i]);

}

Last.State = PointState;
Cur.State = PointState;

for(i=0; i<size; i++) // die Auszählschleife beginnt
{
// Die aktuelle Vormittelungslänge wird in Signal_Diff eigetragen.
Signal_Dif[i] = MinN;

PointState = GetState(Signal[i]);

// Wenn der aktuelle Datenpunkt außerhalb der beiden Niveaugrenzen
// liegt, dann wird er ignoriert.
if (PointState > 0)
{
// Sonst wird überprüft ob der State sich geändert hat
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if(PointState == Cur.State)
{
// ...dann wird Cur.Avg und Cur.N aufaddiert
Cur.Avg += Signal[i];
Cur.N += 1;
// Da der Punkt nicht als Rauschen gezählt werden soll,
// wird die Vormittellänge ein wenig verringert
MinN -= 0.5;
// Sollte diese schon unter 3 gefallen sein,
// dann bleibt sie fix bei 2
if (MinN < 4) MinN = 3;

}
// Wenn der State nicht der gleiche war,
// dann liegt scheinbar eine Stufe vor...
else
{
Signaltest = 0;
// Nun wird überprüft ob es wirklich eine Stufe ist
for(j=i;j<i+MinN;j+=1)
{
// Die nächsten MinN Punkte aufsummieren
Signaltest += Signal[j];

}
// Ist der Mittelwert der nächsten MinN Punkte denn
// auch im neuen State?
if(GetState(Signaltest/MinN) == PointState)
{
Last.State = Cur.State;
LastStep = CurStep;
// Der letzte Step wird nun vergessen und
// der aktuell gefundene wir der LastStep
CurStep = i;
Last = Cur;

if (Last.N != 0)
{
float tempcount = float(Last.Avg)/float(Last.N);
for(int k=0; k<CurStep-LastStep; k++)
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{
//Mittelwert in Array eintragen
counted[LastStep+k] = tempcount/1000;

}
}

// Ist der Sprung nach oben?
if (Last.State < PointState )
{
// der Abstand seit dem letzten Sprung wird eingefügt
tau1[num_tau] = CurStep-LastStep;
// und Null bei tau2
tau2[num_tau] = 0;
// Events hochzählen
Events += 1;
// tau hochzählen
num_tau += 1;

tausorte=1;

}
// Wenn das nicht nach oben ging, muß es nach unten
// gegangen sein, also ein Wert für Tau_in
else
{
tau2[num_tau] = CurStep-LastStep;
tau1[num_tau] = 0;
Events2 += 1;
num_tau += 1;
tausorte=2;

}
// Der letzte Step wird nun vergessen und der aktuell
// gefundene wird der LastStep
LastStep = CurStep;

// Die Position des Letzten wird in den Vorletzten übertragen
LastLast = Last;
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// Die Position des gerade Gefundenen ist nun in Last vermerkt
// Dann müssen die Variablen für die neue aktuelle
// Mittelung wieder auf Null
Cur.Avg = 0;
Cur.N = 0;
Cur.State = PointState;

}
}

}
// der Punkt liegt nicht in einem Intervall...
// dann ist er Rauschen
else
{

// darum wird MinN um zwei angehoben,
// um dem Rauschen entgegenzuwirken
MinN += 2;
// Sollte der Wert schon bei 25 liegen,
// dann bleibt er da und wird nicht noch höher
if (MinN > 10) MinN = 10;

}

}

////////////// E N D K O R R E K T U R //////////////
// Für den letzen Abschnitt muß noch etwas eingetragen werden

float tempcount = float(Last.Avg)/float(Last.N);
for(int k=0; k<CurStep-LastStep; k++)
{
counted[LastStep+k] = tempcount/1000;

}
tempcount = float(Cur.Avg)/float(Cur.N);
for(int k=0; k<size-CurStep; k++)
{
counted[CurStep+k] = tempcount/1000;

}
if (tausorte == 1)
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{
tau2[num_tau] = size-CurStep; tau1[num_tau]=0; num_tau += 1;

}
if (tausorte == 2)
{
tau1[num_tau] = size-CurStep; tau2[num_tau]=0; num_tau += 1;

}

delete [] Signal_Dif;
delete [] Signal_Noise;
delete [] Signal_State;
delete [] Signal_Max;

return Events;
}
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Ein nummerisches Experiment zur
Abschätzung der experimentellen Grenzen für
die Messung hoher Kumulanten

Die Messungen zu Zeit- und Symmetrieabhängigkeit der Kumulanten
legen Überlegungen nahe, inwieweit höhere experimentell bestimmte
Kumulanten mit theoretischen Betrachtungen im zero-frequency-limit
verglichen werden können. Anders formuliert könnte man fragen: Bis
zu welcher Kumulante kann ein Experiment das zero-frequency-limit
erreichen. Die Fehlerbetrachtung in Abbildung 5.19 zeigte bereits, dass
die Größe der notwendigen Stichprobe sowohl mit der Ordnung der
Kumulante als auch mit der Länge des Zeitintervalls t0 stark zunimmt.

Um eine Vorstellung von den experimentellen Voraussetzungen
und Möglichkeiten zu erhalten, wurden in einem numerischen Ex-
periment für eine feste Gesamttunnelrate Γtot=1500 Hz kontinuierlich
der Asymmetriefaktor von -1 zu 1 verschoben. Für jeden Zwischenwert
wurden 500000 Tunnelereignisse simuliert und ein Satz Kumulanten
samt ihrer Zeitabhängigkeit berechnet. Die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 7.1 zu sehen. Für die normierten Kumulanten bis C11 ist für einen
Zeitraum bis 3 ms die Zeitabhängigkeit für Asymmetriewerte zwischen
-1 und 1 dargestellt.

Die in Abschnitt 5.6.2 beschriebenen Phänomene lassen sich in der
Abbildung gut identiëzieren. Für Kumulanten niedriger Ordnung er-
hält man zunächst keine Oszillationen, weder in Zeitrichtung, noch in
Abhängigkeit von der Symmetrie. Ab der vierten Kumulante prägt sich
für beide Richtungen die erste Oszillation aus. Die Oszillationen ma-
nifestieren sich in dieser Darstellung als Wechsel von roten und blau-
en Bereichen, wobei Blau einem Maximum und Rot einem Minimum
entspricht. Bei steigender Ordnung werden immer mehr Oszillations-
perioden sichtbar und die Amplitude der Oszillationen nimmt deutlich
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Abbildung 7.1:
Zeit- und Symmetrieabhängigkeit der Kumulanten C2 bis C11 für ein nu-
merisches Experimentmit 500000 Ereignissen. Für die Simulationwurde
eine konstante Gesamttunnelrate Γtot=1500Hz angesetzt.
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zu. Man erkennt auch, dass der Plateaubereich nahe der Symmetrie erst
für Zeiten deutlich über 1 ms auftritt. Da die Tunnelrate Γtot konstant
gehalten wurde, liegt eine verhältnismäßig deutliche Trennung beider
Oszillationen vor. Im Experiment trat durch die Veränderung der Tun-
nelraten ein sanfterer Übergang zwischen Zeit- und Symmetrieoszilla-
tionen auf.

Für die Möglichkeiten der experimentellen Untersuchungen kann
man aus den Simulationen mehrere Informationen ableiten. Zum ei-
nen ist festzustellen, dass sich beide Phänomene auch mit verhältnismä-
ßig überschaubarer Stichprobe darstellen lassen. Das numerische Ex-
periment entspricht einer Messung von etwa fünf bis sechs Minuten
QPC-Signal für 100 verschiedene Einstellungen der Symmetrie, also
einer Messzeit von insgesamt etwa 10 Stunden. Die untersuchten QD-
Systeme sind im Bereich dieser Zeitspannen hinreichend stabil, um ei-
ne solche Messung zu realisieren. Allerdings erkennt man auch deutlich
die Begrenzungen, die die limitierte Stichprobe von 500000 Ereignis-
sen steckt. Das zero-frequency Limit lässt sich konservativ betrachtet
nur bis zur fünften Kumulante bestimmen, im Falle relativ symmetri-
scher Tunnelraten auch noch für die sechste und evtl. siebte Kumulan-
te. An der zunehmenden statistischen Streuung der hohen Kumulanten
erkennt man deutlich, dass erheblich größere Stichproben notwendig
werden, um zuverlässig das Langzeitverhalten abzubilden. Diesem Pro-
blem durch längere Messzeiten entgegenzutreten ist spätestens für Ku-
mulanten jenseits der zehnten Ordnung ein zum Scheitern verurteiltes
Unterfangen. Die Simulationsergebnisse unterstreichen also deutlich
die Notwendigkeit, das oszillative Verhalten in die theoretischen Be-
trachtungen hoher Kumulanten aufzunehmen.
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