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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Flachwassergleichungen oder Shallow Water Equation un-
tersucht. Dabei wird besonderes Augenmerk auf die Schwierigkeiten gerichtet, die sich im
Zusammmenhang mit einem kleinem Viskositétsparameter ergeben.

Zur Losung der Flachwassergleichungen werden haufig Formulierungen benutzt, die nur
fiir grosse Viskositatsparameter zuléssig sind oder fiir den kiinstlichen Fall ohne Viskosi-
tat. In dieser Arbeit wird dagegen eine Least-Squares Formulierung fiir die Shallow Water
Equations mit Viskositdtsparameter p > 0 vorgeschlagen und untersucht.

Die vorgeschlagene LS-Formulierung ist dabei insbesondere auch fiir kleinere Werte von
(1 zuléssig.

Die Shallow Water Equations werden zunéchst in ein System von partiellen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung umgeschrieben und das so umgeformte System mit einer
ELLAM Zeitdiskretisierung und einem Least-Squares Ansatz kombiniert.

Als néchstes wird das System um verniinftige Randbedingungen fiir die Least-Squares
Formulierung ergénzt und gezeigt, dass diese Randbedingungen fiir das gesamte Spektrum
von g > 0 zuléssig und sinnvoll sind. Ein Teil der Randbedingung héngt dabei von der
Viskositédt ab und wird in schwacher Form direkt in das Funktional mit eingebaut.

Desweiteren wird mit Hilfe des 2. Lemmas von Strang gezeigt, dass das Funktional stetig
und elliptisch bzgl einer bestimmten Norm ist und damit als a-posteriori Fehlerschéatzer
genutzt werden kann. Dariiber hinaus werden Konvergenzabschitzungen gegeben.

Die vorgeschlagene LS-Formulierung wurde implementiert und auf verschiedenen Test-
gebieten simuliert und mit den theoretischen Konvergenzresultaten verglichen. Dabei wur-
de u.a. das Finite Element von Mardal, Tai and Winther (SIAM Journal on Numerical
Analysis 40, pp. 1605-1631, [MTWO00]) genutzt und mit dem quadratischen Raviart Tho-
mas Element verglichen.
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Abstract

In this thesis the shallow water eqations are studied particularly with regard to pro-
blems due to a small viscosity parameter. To solve the swe, often methods are used which
are only feasible for a high viscosity parameter or for the artificial case of no viscosity.
In this thesis a least-squares finite element method for the shallow water equations with
viscosity parameter p > 0 is proposed and studied. The proposed method is in particular
feasible for small viscosity.

The shallow water equations are reformulated as a first order system by adding a new
variable for the velocity flux. The reformulated first order system is combined with a
characteristic-based time discretization and a least squares approach.

Next the LS System is supplemented with reasonable boundary conditions. A trace
theorem is presented and it is shown that the new boundary conditions are feasible for
the entire range of the viscosity parameter ;1 > 0. A part of the boundary conditions
depend on the viscosity and is build in weakly into the least squares formulation.

Further it is shown with Strangs second Lemma that the least squares functional is con-
tinuous and coercive in respect to a suitable norm and thus can be used as a a-posteriori
error estimator. Furthermore convergence estimations are given.

The proposed least squares formulation is implemented for some test examples and the
results of the numerical computations are compared to the theoretical convergence esti-
mates. There the finite element spaces introduced recently by Mardal, Tai and Winther
(SIAM Journal on Numerical Analysis 40, pp. 1605-1631) are used and compared to the
quadratic Raviart-Thomas element.
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1 Einleitung

Die mathematische Modellierung von Vorgéngen in der Natur ist von grosser Bedeutung
fiir viele verschiedene Aspekte des téglichen Lebens. So beruht z.B. die Wettervorhersa-
ge auf einer numerischen Simulation eines Systems von partiellen Differentialgleichungen,
welches das Verhalten von Fluiden beschreibt.

Gerade durch die in den letzten Jahren verstarkt aufgetretenen Wetterphénomene, wie die
Oder-Flut im Jahre 2002, die Uberschwemmung von New Orleans oder das El Nino Phé-
nomen, ist die Aufmerksamkeit wieder verstérkt auf die Beschreibung und die Simulation
von Naturereignissen gelenkt worden. Die Beschreibung und Simulation von Vorkomm-
nissen dieser Art ist ein wichtiger und aktueller Zweig der Forschung.

Die ersten Versuche zur numerischen Simulation von athmosphérischen und ozeanischen
Ereignissen fanden bereits im Jahr 1922 statt. Richardson versuchte die atmosphérischen
Bewegungsgleichungen mit Hilfe von finiten Differenzen numerisch zu lésen [Ri22]. Er
scheiterte allerdings bei seinem Versuch.

Bis zum heutigen Zeitpunkt ist es meist unméglich eine geschlossene Losung fiir Systeme
von Differentialgleichungen anzugeben. Aus diesem Grund ist die numerischen Behandlung
zur Losung von Differentialgleichungen noch immer Gegenstand der aktuellen Forschung.
Auch die Shallow Water Equations (SWE), die aus einer Vereinfachung der Navier-Stokes
(NS) Gleichungen resultieren [WEI92], sind ein Beispiel fiir ein System von Differential-
gleichungen, dessen geschlossene Losung man bis heute nicht anzugeben vermag.

Die Shallow Water Equation sind seit vielen Jahren bekannt und gut untersucht. Da-
bei wurden wichtige Beitrdge u.a. von Lynch und Grey [LYG79] oder auch Peraire und
Zienkiewicz (siehe z.B. [PEZ86]) geliefert. Allerdings weichen die vorgeschlagenen Formu-
lierungen der SWE in Details immernoch leicht ab.

Aber nicht nur die Beschreibung der SWE mittels eines nichtlinearen Systems von par-
tiellen Differentialgleichungen, sondern auch ihre (numerische) Losung ist von eminenter
Bedeutung. Da es nicht mdglich ist fiir die Shallow Water Equations eine geschlossene
Losung anzugeben, werden numerische Methoden zur approximativen Nidherung an die
Losung benotigt. Zur ndherungsweisen Losung der SWE ist die Methode der Finiten Ele-
mente unerlésslich.

In dieser Arbeit wird eine gemischte Finite Element Least-Squares Formulierung fiir die
Flachwassergleichungen vorgeschlagen und untersucht. Die Idee der Methode der kleins-
ten Quadrate oder Least-Squares Methode, wurde bereits von Carl Friedrich Gauss im 17.
Jahrhundert entdeckt. Legendre war allerdings der erste, der die Least-Squares Methode
in einer Publikation erwidhnte. Die Anwendung der Least-Squares Methode auf die Finiten
Elemente wurde allerdings erst in den 1970er Jahren populér. Zunéchst versuchte man nur,
die Least-Squares Finite Element Methode (LSFEM) auf Probleme anzuwenden, bei denen
die klassische Galerkin Finite Element Methode versagte. Erste Arbeiten auf dem Gebiet
der Least-Squares Finite Element Methoden publizierten z.B. Lynn und Arayal|LLYA74],
Zienkiewicz|[Z1074] oder Wendland[WENT9]. Aziz et.al. lieferten spiter wichtige theore-
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tische Grundlagen [AKS85]. Aufgrund der Erfolge wurden die Least-Squares Methoden
schnell populédr und auch auf andere Probleme angewandt. Fiir eine Ubersicht iiber Finite-
Element Least-Squares Formulierungen sei auf [BOG98| verwiesen.

In jedem Losungsschritt der Finite-Element Methode muss ein lineares Gleichungssys-

tem gelost werden. Dies ist in der Regel ein Gleichungssystem mit sehr vielen Unbekann-
ten. Je feiner das Gitter, mit dem man das zu simulierende Gebiet fiir die Finite Element
Methode iiberziehen muss, desto grosser wird die Zahl der Freiheitsgrade. Und damit ver-
groflert sich auch die Zahl der Unbekannten fiir das zu losende Gleichungssystem. Aus
diesem Grund moéchte man es vermeiden das Gitter an Stellen zu verfeinern, wo es nicht
unbedingt notig ist. Denn dies kostet natiirlich unnétig Rechenzeit. Aus diesem Grund ist
es essentiell zu wissen, wo das Netz verfeinert werden muss. Es ist klar, dass das Gitter dort
verfeinert werden soll, wo der Fehler, den man mit der bisherigen Néherungslosung macht,
besonders gross ist. Man benétigt einen a-posteriori Fehlerschétzer. Ein a-posteriori Feh-
lerschétzer zeigt einem die Grossenordnung des Fehlers, den man auf jedem Dreieck mit
der Ndherunglosung macht, an. Die ersten Arbeiten zu a-posteriori Fehlerschéitzern liefer-
ten Babuska und Rheinboldt im Jahr 1978, siche [BAR78] und [BRH78], und begriindeten
damit ein neues Forschungsgebiet.
Ein a-posteriori Fehlerschatzer muss sowohl effektiv als auch zuverléssig sein. Dabei meint
effektiv, dass der Fehlerschétzer eine untere Schranke fiir den Fehlerschétzer darstellt.
Diese kann man zur oben angesprochenen adaptiven Verfeinerung des Gitters nutzten.
Andererseits muss ein Fehlerschitzer auch zuverlissig sein. Damit ist eine obere Schranke
des Fehlers fiir die Ndherungslosung gemeint.

Ziel dieser Arbeit ist die Formulierung und Untersuchung einer Finite Element Least-
Squares Formulierung der Shallow Water Equations, auch Flachwassergleichungen ge-
nannt, und die Entwicklung eines a-posteriori Fehlerschétzers fiir die Flachwasserglei-
chungen. In den meisten numerischen Simulationen der SWE wird der sog. Viskositéts-
parameter p entweder auf den kiinstlichen Wert 0 oder aber auf einen recht grossen Wert
gesetzt. Dies resultiert einerseits aus der Tatsache, dass sich die Flachwassergleichungen
mathematisch von einem System hyperbolischer Differentialgleichungen zu einem System
parabolischer Differentialgleichungen &ndern, wenn der Viskositétsparameter gegen Null
strebt. Fiir sehr kleine Viskositdtsparameter lassen sich klassische Verfahren zur Losung
von hyperbolischen Systemen von Differentialgleichungen nicht anwenden, da das System
mathematisch gesehen zwar parabolisch ist, sich aber schon hyperbolisches Verhalten ein-
stellt. Zum anderen &ndern sich die Randbedingungen fiir den Fall eines verschwindendes
Viskositéitsparameters. Es muss daher ein glatter Ubergang zwischen den Randbedingun-
gen fiir den Fall grofler Viskositdt zum Fall verschwindender Viskositit gefunden werden.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Aufstellung einer Least-Squares Formulierung fiir die
Flachwassergleichungen und die Entwicklung eines Fehlerschétzers fiir das ganze Spek-
trum des Viskositédtsparameters. Insbesondere sollen die Least-Squares Formulierung und
der Fehlerschitzer auch fiir kleine Viskositdtsparameter giiltig sein. Ein weiterer Aspekt
war die Implementierung und Nutzung des Finiten Elements, das Mardal Tai und Win-
ther in [MTWO00] vorgestellt haben. Dieses Element kommt in den numerischen Tests in
Abschnitt 8 zum Einsatz und wird dort mit den Raviart-Thomas Elementen verglichen.
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Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 werden die in spateren Kapiteln benétigten grundlegenden Definitionen,
Gleichungen und Ungleichungen gegeben. Desweiteren wird ein kurzer Uberblick iiber die
Finite Element Methode gegeben und es werden die Sobolevraume eingefiihrt.

Kapitel 3 beschreibt zunéchst die Flachwassergleichungen genauer. Die Shallow Wa-
ter Equations stellen eine Advektions-Diffusions-Gleichung dar. Die Schwierigkeiten die
aus einer im Vergleich zur Diffusion hohen Advektion ergeben, werden in Kapitel 3 er-
lautert und die SWE in der Zeit diskretisiert. Die verwendete Diskretisierungsmethode
basiert auf einer Charakteristikenmethode[DAWO00] und wird in Kapitel 3 genauer er-
lautert. Anschliessend wird zur Illustration eine mogliche Galerkin Formulierung fiir die
Flachwassergleichungen gegeben.

Im anschliessenden Kapitel wird néher auf die Least-Squares Methode fiir die Finiten
Elemente eingegangen. Es wird ein kurzer Uberblick iiber verschiedene Least-Squares For-
mulierungen gegeben und zum Abschluss eine Finite-Element Least-Squares Formulierung
fiir die Shallow Water Equations vorgeschlagen.

Beim Ubergang des Viskosititsparameters von p > 0 zu p = 0 ergeben sich Probleme
hinsichtlich der korrekten Randbedingungen. Kapitel 5 beschreibt ausfiihrlich welche Pro-
bleme sich dabei ergeben und wie sie gelost werden kénnen. Es werden Randbedingungen
fiir die geschlossenen, die Einfluss- und die Ausflussrander gegeben und damit die im vo-
rigen Kapitel gegebene Least-Squares Formulierung komplettiert. Insbesondere wird ein
Spursatz bewiesen, der zeigt dass die angegebene Randbedingung fiir die geschlossenen
Rénder zuléssig ist.

Nachdem die Least-Squares Formulierung komplett angegeben wurde, werden in Kapitel
6 die zur numerischen Simulation verwendeten Finite-Element Ansatzriume vorgestellt.
Insbesondere wird auf das MTW-Element nédher eingegangen.

In Kapitel 7 wird dann schliesslich mit Hilfe des 2. Lemmas von Strang zunéchst fiir den
Stokes Fall und darauf aufbauend fiir die Flachwassergleichungen gezeigt, dass die Norm
des Least-Squares Funktionals als a-posteriori Fehlerschéitzers genutzt werden kann. Es
werden Konvergenzabschitzungen fiir die jeweiligen Finiten Elemente gegeben, die zur
numerischen Simulation benutzt werden.

Im Anschluss werden im letzten Abschnitt die Resultate der numerischen Simulation
einiger Testprobleme gezeigt und mit den Ergebnissen aus dem vorherigen Kapitel vergli-
chen.

Garvin Danisch, Hannover, November 2006
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2 Mathematische Grundlagen

Im vorliegenden Kapitel werden die mathematischen Grundlagen gelegt, die fiir die Ent-
wicklung der Theorien in den weiteren Kapiteln bendtigt werden. Desweiteren werden
einige héufig gebrauchte Gleichungen und Ungleichungen gegeben, sowie grundlegende
Konzepte, wie etwa die Finite Element Methode, kurz erlautert.

Fiir eine grundlegende Einfiihrung in die Konzepte der Finiten Elemente wird auf einschl
dgige Literatur, wie z.B. auf [BRA97] oder [GIR86], verwiesen.

2.1 Notationen

In diesem Abschnitt sollen die gebrauchlichsten Symbole und Operatoren kurz in Erinne-
rung gerufen werden.

Bemerkung 2.1

In dieser Arbeit wird ein Skalar a € R oder o € R immer in ’Normalschrift’ gegeben,
wéhrend Vektoren u € R" in fetter Schrift gedruckt werden. Um Matrizen A € R™*" zu
kennzeichnen werden im allgemeinen Grossbuchstaben verwendet. Eventuell auftretende
Abweichungen werden gesondert gekennzeichnet.

Bemerkung 2.2
Wie allgemein tiblich wird

dul Oun
o1 T 01
e mit Vu := : : der Gradient und
ouq Oun
Oxn o Oxn

n
ou;
e mitdivu=V- -u:= g ' die Divergenz
, Z;
=1

0

einer vektorwertigen Funktion u = (uy,--- ,u,) : {2 — R" bezeichnet.

Bemerkung 2.3
Fiir eine Funktion A = (a;;) : @ — R™" wird

e mit div A die Divergenz der Zeilen und
e mit tr A die Spur

von A bezeichnet.

Definition 2.4
Mit C™ wird wie iiblich die Menge der n-mal differenzierbaren Funktionen bezeichnet.
Mit C*° wird die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen bezeichnet.
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2.2 Einige niitzliche Definitionen und Ungleichungen

Als niitzlich werden sich im folgenden die unten angegebenen elementaren Ungleichungen
erweisen, dessen Beweise sich, falls nicht angegeben, in der Standardliteratur, z.B. in

[EVA9S], finden lassen.

Lemma 2.5 (Ungleichung von Cauchy)
Fiir a,b € R gilt:
a’? b
hb< —+ —
=51y
Beweis:
0<(a—0b)?=a*—2ab+?

Lemma 2.6 (Ungleichung von Cauchy mit )
Fir R > a,b> 0 und € > 0 gilt:
bQ

b<ea? +—
a_ea+4€

Beweis:

(26)1/2

Setzte ab = ((2¢)'/2a) ( b ) und wende die Ungleichung von Cauchy (2.1) an.

Lemma 2.7 (Ungleichung von Young)
Seil < p,q< oo miti%—%: 1. Dann gilt fiir a,b > 0

ab? b
ab < —+ —
p q

Beweis:
Die Abbildung = — e* ist konvex, daher gilt

ab = e10ga—‘,—logb — e%logap+%logbq < lelogap + lelogbq — a_p + g
p q p q
Lemma 2.8 (Ungleichung von Young mit ¢)
Seien a,b > 0 und € > 0
ab < ea? + C(e)b?

wobei C(€) = (ep)~¥/Pq!.
Beweis:
Setze ab = ((ep)l/pa)((epg’l/p) und wende die Ungleichung von Young (2.3) an.

(2.1)

(2.2)
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Definition 2.9 (Fréchet-Ableitung)

Seien X und Y Banachrdume. Die Funktion f : G C X — Y mit G offen, heisst Fréchet-
differentierbar im Punkt xo € G, falls es eine stetige lineare Abbildung L(X;Y') gibt, so
dass fiir alle xo + h aus einer e-Umgebung U C G von z gilt

f(zo+ h) — f(xg) = Lh+r(h) mit }ILE% % =0 (2.5)

Die eindeutig bestimmte Abbildung L£(X;Y') wird dann Fréchet-Ableitung von f an der
Stelle x( genannt.

Fiir die Theorie der Finiten Elemente sind die LP-Rdume die wichtigsten Funktionenrau-
me.

Definition 2.10 (LP-Riume)
Der Raum
LP(Q) ={f: Q — R: f messbar auf Q, | f|, < oo} (2.6)

versehen mit

1/p
1= ([ pde)  firt <p< o0 wnd |7l = esssupli@] (2

ist ein Banachraum. Dabei ist esssup,cp := inf{p : f(x) < p fiir fast alle x € D}

Bemerkung 2.11
Der Raum L? ist sogar ein Hilbertraum.

Definition 2.12
Sei H ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform a : H x H — R heisst stetig, wenn es ein a>0
gibt, so dass

la(u,v)| < allullg - ||v||g fir alle u,v € H (2.8)

gilt. Eine symmetrische, stetige Bilinearform a wird H-elliptisch oder koerziv genannt,
wenn es ein 7 > 0 gibt, so dass

a(v,v) > |||} fiir allev € H (2.9)
gilt. Die hierdurch induzierte Norm ||v||, = y/a(v,v) wird dann als Energienorm bezeich-

net und ist dquivalent zur Norm des Hilbert-Raums H.

Folgerung 2.13
Aus Lemma 2.6 folgt natiirlich insbesondere

1
(a,0)0.0 < ellallse + - [Pllo0 (2.10)
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Definition 2.14 (Lipschitz-Stetigkeit)
Eine Funktion f : Q — R"™ wird Lipschitz-stetig genannt, wenn es eine Konstante ¢ € R
gibt, so dass

[f(x) =)l <clle =yl Vo,y e (2.11)
gilt.

Satz 2.15 (Schwarz Ungleichung)
Sei V' ein Raum mit einem inneren Produkt (-,-), dann ist

[, 0)] < (u,u)?(v,0)" (2.12)

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn u und v linear abhéngig sind.

Fiir das Rechnen mit Differentialgleichungen insbesondere bei Umformungen einer Varia-
tionsformulierung ist die Greensche Formel von besonderer Bedeutung.

Lemma 2.16 (Greensche Formel)

Es sei V. C R3 ein rdumlicher Bereich, der von einer stiickweise glatten, nach aussen
orientierten Fliche F' berandet wird. Sind die reellen Funktionen f, g : R® — R geniigend
differenzierbar, so gilt:

/ f-VgdlF = / (Vf-Vg+ f-Ag)dV (2.13)
F 1%

2.3 Sobolevraume

2.3.1 Ganzzahlige Sobolevraume

Fiir partielle Differentialgleichungen (im weiteren als PDGLn bezeichnet), wie die in die-
ser Arbeit untersuchten Shallow Water Equations (SWE), last sich im allgemeinen keine
geschlossene Losung angeben. Dies ist nur bei sehr einfachen Beispielen von PDGLn méog-
lich. Wenn man keine geschlossene Losung finden kann, ist es mit Hilfe der Methode
der Finiten Elemente trotz allem meist moglich eine Néaherungslosung fiir die zugrunde
liegende PDGL zu bestimmen.

Als Funktionenrdume, in denen nach einer Ndherungslosung fiir eine bestimmte PDGL
zu suchen ist, bieten sich die sog. Sobolevraume an. Beim Versuch die ’einfachsten’ Funk-
tionenrdaume, namlich die Rdume C™, zu nutzen, ergaben sich schnell Schwierigkeiten, da
die Rdume C™ nicht abgeschlossen sind. D.h. dass eine Folge aus C™ eventuell gegen ein
Element konvergiert, welches nicht in C™ liegt.

Aus diesem Grund wurden die Sobolevraume eingefiihrt, die unter bestimmten Voraus-
setzungen als Vervollsténdigung der C™ und C'*° Rédume angesehen werden kénnen. So ist
z.B. der Raum H'(Q) (siehe Definition 2.19) die Vervollstéindigung von C'*(£2) beziiglich
der H;-Norm.

Da die urspriinglichen verwendeten Raume C™ erweitert werden, spricht man nun von
einer schwachen Losung, die man sucht. Um die Sobolev Rdume zu definieren bedarf es
zunéchst der Definition der schwachen Ableitung.
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Definition 2.17
Zuwu € L*(Q) existiert die schwache Ableitung v, 9%u = v € L*(2), wenn

(T, 0) 2 = (=1)N (0T, u) 2 VI € C°(Q) (2.14)
gilt. Dabei ist o = (ay, . .., o) ein Multiindex.
Bemerkung 2.18
Wenn die klassische Ableitung zu einer Funktion existiert, so existiert ebenfalls die schwa-

che Ableitung und beide Ableitungen stimmen iiberein. Die Definition der schwachen Ab-
leitung kann man kanonisch auf Funktionen héherer Dimension iibertragen.

Mit Hilfe dieser Definition ist es nun moglich, die Sobolev-Réume zu definieren.

Definition 2.19 (Sobolevraum)

Fiirl € N sei
W = {p € L™(Q)| D% € L™(Q) fiir |a| < 1} (2.15)
der Sobolevraum mit Norm:
1/m
lellw @ = Z Do [Fom ) (2.16)
|| <1
Ausserdem sei
WL = {p € L®(Q)|D*p € L=(Q) fiir |a| <1} (2.17)
der Sobolevraum mit Norm:
lellwe e = max 1Dl =co (2.18)

Fiir m=2 wird der Sobolevraum zu einem Hilbertraum und mit H; = T/Vl2 bezeichnet.
Mit H(div ,Q) wird der Raum {p € L*(Q)| div ¢ € L*} bezeichnet.

So wie mit C die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompakten
Trager bezeichnet wird, bezeichnet man auch die Menge der Funktionen aus H™ mit
kompaktem Tréger als H". Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass im R" kompakt
dquivalent zu abgeschlossen und beschrankt ist. Daher nimmt eine Funktion f € H{" ins-
besondere auf dem Rand 02 des betrachteten Gebietes €2 den Wert Null an.

Neben den Normen ||-||,, der Sobolevraumen sind auch auf ihnen definierte Seminormen
von einiger Bedeutung.

Definition 2.20
Auf dem Sobolevraum H™ wird mit

[l o= [ (072 (2.19)

laj=m

die zugehérige Seminorm bezeichnet.
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In Réumen mit verallgemeinerter Nullrandbedingung, d.h. in H{", sind die Seminormen
zu den Normen dquivalent. Gleiches gilt, wenn Q beschrankt ist (siche [GIR86]).

Bemerkung 2.21
Nach diesen Definitionen ist natiirlich klar, dass der Raum H(div ,Q) den Raum H'({2)
enthalt.

Definition 2.22
Analog zum Raum H{'(Q2) kann man Hy(div ,Q) definieren als

Hy(div ,Q) = {p € H(div,Q)|, (¢ -n,0) =0 Yoe H(Q)} (2.20)

Bemerkung 2.23
Bendtigte Randbedingungen werden meist direkt in die Ansatzraume mit eingebaut. Da-
her wird zur Vereinfachung folgende Schreibweise vereinbart:

HNQ) = {ne HY(Q),n=0 aufT}
Hr(div ,Q) = {ve H(div,Q),v-n=0 aufl}

Die etwas inkonsistente Schreibweise fiir diese Abkiirzungen liegt in den spéter verwende-
ten Randbedingungen und Ansatzraumen begriindet.

2.3.2 Nicht ganzzahlige Sobolevraume

Die Notation der Sobolevraume W™P(Q2) kann erweitert werden auf den Fall, dass m nicht
aus N ist. Leider gibt es mehrere Definition von Sobolevraumen mit nicht ganzzahliger
Dimension, die nicht alle dquivalent sind.

In dieser Arbeit verwenden wir die folgende Definition, die u.a. in [GIR86] und [BRS94]
zu finden ist.

Definition 2.24

Sei Q) eine offene Teilmenge des RN, 0 < m € N und s und p zwei reelle Zahlen, fiir die
gilt 1 <p<oounds=m+ o, wobei 0 € R mit 0 < o < 1. Wir bezeichnen mit WP ()
den Raum aller Distributionen von u mit u € W*P(2) und

le% _ A« p
// [9%ulr) = 0"u(y)| dxdy < oo V|a| =m.
aJa [l —

yHN+op

Dementsprechend wird mit W#%>°(§2) der Unterraum der Funktionen u € W (Q) mit

aoz _ aa
max ess sup | u<$> U(y)l < 0
a=ml  yeQrty |z —yll°

bezeichnet.

Definition 2.25

FEine algebraisch und topologisch dquivalente Definition der Sobolevrdume mit p = 2,
erhélt man durch Verwendung von Fourier Transformationen [GIRS86]: Fiir reelle s > 0
definieren wir

H*RY) = {v € LRY) | (1+||o]*)*?0(0) € LA(R])}
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mit der Norm
[vllszny = {l[vllgex + 1+ lo]*)20(0) 1§ gy } 72

wobei v die Fourier Transformation von v bezeichnet. Wenn (2 eine offene Teilmenge des
RY ist, definieren wir

H*(Q) ={v e L*Q) |30 € H*(R"Y) mit 9|q = v}
mit der Norm

50 = inf O||s.rN-

lolla =, it ol
Bemerkung 2.26

Ebenso wie im Fall H'(Q) C H(div ,§) kann man sich leicht iiberlegen, dass der Raum

H=Y2(Q)) den Raum H'?(Q) enthélt. Denn w ist ein Element aus H~'/2(Q), falls die
H~Y2-Norm von w endlich ist, d.h. falls gilt

<w,p >

sup < 0. (2.21)

semz |9l

Man kann sich weiter tiberlegen: Wére ¢ € L? in der obigen Ungleichung 2.21, so wiirde
sich in 2.21 das normale L? Skalarprodukt ergeben. Und damit wére natiirlich auchw € L2.
Da aber ¢ € H'/? liegt und natiirlich H*/?(Q2) C L?*(Q) gilt, ist w aus einer Menge, die
L? enthilt. Es gilt daher also:

HY2(Q) C L*(Q) € HY2(Q)

Weiterhin gilt sogar
HY(Q) c L*(Q) ¢ HY2(Q)

Bemerkung 2.27
Der Beweis fiir die Aquivalenz der Definitionen (2.24) und (2.25) findet sich beispielsweise
in [GIRSG].






3 Die Flachwassergleichung

In diesem Kapitel werden die Flachwassergleichungen vorgestellt und ihre wichtigsten
Eigenschaften kurz charakterisiert. Desweiteren wird im Abschnitt 3.2 eine Zeitdiskreti-
sierung der Flachwassergleichungen gegeben, die auf einer Kombination des Eulerschen
und des Lagrangeschen Koordinatensystems beruht. Am Ende des Kapitels werden zwei
mogliche Variationsformulierungen gegeben, die zur (Ndherungs-)Losung der Flachwas-
sergleichungen per Finite Element Methode genutzt werden kénnen.

3.1 Einleitung

Bei den Flachwassergleichungen handelt es sich zunéchst einmal um ein freies Randwert-
problem, d.h. die Berechnung der Rénder, in diesem Fall der Wasserhohe, ist ein Teil des
Problems. Die Flachwassergleichungen (Shallow Water Equations, SWE) werden durch
Mittelung der Wasserhdhe aus den inkompressiblen drei-dimensionalen Navier-Stokes-
Gleichungen (NS) gewonnen. Durch Mittelung iiber die Wasserhohe wird aus der ur-
spriinglichen drei-dimensionalen nichtlineare Advektions-Diffusions Gleichung eine leich-
ter zu losende zwei-dimensionale nichtlineare Advektions-Diffusions Gleichung. Dies re-
duziert einerseits den Rechenaufwand, den man zur Losung der SWE betreiben muss.
Andererseits erkauft man sich diese Vereinfachung durch einige Einschrinkungen. So sind
die Flachwassergleichungen, wie der Name schon vermuten ldsst, nur in einem Gebiet
giiltig, indem die Lénge des Gebietes sehr viel grosser als seine Hohe ist. Desweiteren
wird angenommen, dass sich die Bodenbeschaffenheit nicht zu schnell &ndert. Dies kann

/—/———x\__x__ﬂg__ﬂ————ﬂ—’
//////////////
Abbildung 3.1: Querschnitt des Gebiets
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mathematisch durch

%‘ ~ d]hb| < d]H] 1
0y |L| |L|
Iy, dlhy| _ d|H|
—_— — << 1
O ‘L‘ ’L’

beschrieben werden (siche [DAWO00]). Dabei ist (x4, 22, t) die Wasserhohe tiber einer Re-
ferenzebene, h;, die Wassertiefe unter dieser Referenzebene und H = £+ hy, die tatséchliche
Wasserhohe (siehe Abbildung 3.1). Weiterhin wird das Fluid als inkompressibel und hy-
drostatisch angenommen [FQS99]. Fiir eine genaue Herleitung der SWE aus den NS sei
auf [WEI92] verwiesen.

Sei u = (u(wy, x2,t),v(x1, 22, t)) die hohengemittelte Geschwindigkeit, dann haben die
Flachwassergleichungen die folgende Form:

1. Kontinuitatsgleichung (Continuity Equation)

0
8_§ + div(uH) =0 (3.3)

2. Impulserhaltung (Momentum Equation)

aa—l;+(u~V)u+gV£—uAu+Tbu+F:O (3.4)

dabei ist g die Gravitationskonstante, 7,(£,u) = cf% ist eine Bodenreibungskonstante.

Die hier verwendete Form von 7, ist aus [FQS99] tibernommen und bei verschiedenen
Autoren unterschiedlich. F ist eine Funktion, die externe Kréfte, wie z.B. die Coriolis-
kraft, Windstarke, athmosphérischen Druck, usw., darstellt. Die mathematische Darstel-
lung dieser Kraft ist bei verschiedenen Autoren ebenfalls unterschiedlich. Eine mdogliche
Darstellung dieser Kraft ist F = (fok x u — Z7ws + Vp — gVN)[LWS91].

Im Folgenden wird Q als der gesamte dreidimensionale Wasserkérper und 2 als die
zweidimensionale Projektion von €2 auf die x-y Ebene bezeichnet. Dabei wird zur Verein-
fachung davon ausgegangen, dass der Rand 02 von 2 glatt ist.

3.2 ELLAM

Neben Vereinfachungen, ergeben sich auch spezielle Schwierigkeiten aus den Flachwasser-
gleichungen. Eine der grossten Schwierigkeiten geht mit einer, im Vergleich zur Dispersion,
sehr grossen Advektionsgeschwindigkeit einher. Dies trifft hdufig auf kleine Kanéle oder
schmale Buchten zu und die SWE sind in diesem Fall mit Standard-Galerkin Verfahren
nur sehr schwer zu 16sen (vgl. Kapitel 6.1 in [QUV00]).
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Die SWE sind dann zwar noch parabolisch, durch die sehr geringe Dispersion macht sich
aber ein hyperbolisches Verhalten bemerkbar. Deshalb sucht man nach Verfahren um die-
se Schwierigkeit in den Griff zu bekommen.

Fiir allgemeine Advektions-Diffusions-Probleme der Form

Lz(x) := Z D;(a;;D;z) + Z D;(b;z) + apz (3.5)

ij=1 i=1

(D; = %),A = (a;;) € R™™, b € R" mit einem sehr grossen Advektionsanteil ergibt
sich eine, im Vergleich zur Stetigkeitskonstante 7, kleine Elliptizitatskonstante a (vgl.
2.12). Dies fiihrt dazu, dass besonders der Fehler im Gradienten der Niherungslosung bei
Verwendung von Standard Finiten Elementen sehr gross sein kann. Was im weiteren dazu
fithrt, dass bei der Standardfehlerabschétzung des Fehlers

lu =gl < ChIlulli (3.6)

die Konstante C' sehr gross wird. Der Fehler den man durch nur ndherungsweise Losung
der SWE macht, wird in diesem Fall also sehr gross (siche [QUV00]). In der Lésung kon-
nen in diesem Fall unphysikalische Oszillationen auftreten.

Um dieses Problem zu umgehen, gibt es verschiedene Stabilisierungsstrategien. Die wohl
bekannteste Strategie ist die ’artificial diffusion method’. In diesem Fall wird der Diffu-
sionsterm kiinstlich erhoht. Man vermeidet dadurch zwar die typischerweise auftreten-
den Oszillationen, allerdings ist der Nachteil die erhohte Ungenauigkeit. Die Losung ver-
schmiert durch die zusétzliche Diffusion. (‘cannot be better than first order accurate’).
Ebenfalls sehr bekannt ist die 2Az-Methode von Lynch und Grey (1979) [LYGT79].

Es existieren allerdings schon seit geraumer Zeit Methoden, die eine hohere Genau-
igkeit erreichen, so z.B. die 'streamline-upwind/Petrov-Galerkin’ Methode (SUPG) (vgl.
z.B. [BRHS82]), oder etwa die 'Galerkin Least-Squares’ Methode (GaLS) (vgl. Kapitel 4).
Darauf soll an dieser Stelle allerdings (noch) nicht weiter eingegangen werden. Stattdessen
wird im folgenden die Euler Lagrange Localized Adjoint Method (ELLAM) beschrieben,
die einer Arbeit von Dawson und Martinez-Canales entstammt [DAWOO], mit der die
Schwierigkeiten, die sich in Verbindung mit einer zu geringen Diffusion ergeben, ebenfalls
in den Griff zu bekommen sind. Die ELLAM-Methode verbindet die klassische Eulersche
Sichtweise eines festen Koordinatensystems mit der Lagrangeschen Sichtweise, bei der
sich das Koordinatensystem mit einem Partikel mitbewegt. Fiir den Advektionsteil wird
die Lagrangesche Sichtweise verwendet, wiahrend sonst die klassische Eulersche Sichtweise
verwendet wird. Im Advektionsteil bewegt man sich durch den Lagrange-Ansatz auf den
Trajektorien der Partikel mit, erreicht so, dass dieser Teil aus der resultierenden Gleichung
"herausfillt’. Diese Darstellung erreicht man durch Ersetzen der 'normalen’ Zeitableitung
% durch die Richtungs- bzw. totale Ableitung in Richtung (u,1). Dies soll etwas niher
dargestellt werden:

Sei also s der Einheitsvektor in Richtung (u,1), also s = X(u,1) mit @ = /1 + |u?
Dann ergibt sich als Richtungsableitung fiir eine beliebige Funktion f:

or _ar

Ao = B +uVf (3.7)
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Angewandt auf u und £ in (3.3) und (3.4) erhdlt man als Charakteristikenform der SWE

0
&a—i + div(uH) —uV§ =10 (3.8)

9,
—u+gV§+cf%+uAu+F:0 (3.9)

s

(0%

oder fiir H statt & als Prozessvariable:

H
a%—s + div(uH) —uVH =0 (3.10)
Hdiv(u)
O H = hy)+ e A F =0 (3.11)
Oéas g b Cr H J77AN = .

Eine mogliche schwache Formulierung von (3.3),(3.4) lautet also:

Schwache Formulierung:

oY (%—Z,n> + (Hdiv(u),n) =0 fiir alle n € L*(Q) | (3.14)
o (g—‘:,v) T (gV(H — ) v) + ¢ (%\) + (A, v) + (F,v) = 0

fiir alle v € (H*(Q))?* | (3.15)

3.3 Zeitdiskretisierung

Im n&chsten Schritt ist die schwache Formulierung zeitlich zu diskretisieren.

Fiir eine zeitliche Diskretisierung benotigt man die Werte von u und H zu zwei aufein-
anderfolgenden Zeitpunkten ¢t und ¢t — 1. Da man, zumindest teilweise, eine Lagrangesche
Sichtweise benutzt hat, ist es geschickt zuerst die Partikel zuriickzuverfolgen und ihren
Ort zum Zeitpunkt ¢t — 1 zu errechnen. Um dies zu erreichen wird das Eulerverfahren
auf die Charakteristiken angewandt. Durch Anwenden des impliziten Euler Verfahrens
auf das Problem (3.14),(3.15), mit passenden Randwerten und Anfangswerten u(0) = uy,
H(0) = Hy, ergibt sich:

x =x —u(x,t)At

wobei X die Approximation an den Ort des Partikels, das sich zum Zeitpunkt t am Ort x
befand, zur Zeit t-1 ist. Im folgenden sei X = x* — uf(z)At und f = f(%).
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tk

X X

Abbildung 3.2: Charakteristiken

Da die ELLAM-Methode auf die Flachwassergleichungen angewandt wurde, ergibt sich
nun der einfache Zusammenhang (vgl. z.B. [DAN02])

ou u—nu
a— =~
Js At
und natiirlich ebenso 0488—1: o~ HA’tH , siehe dazu auch Abbildung 3.2.

Bei der Zuriickverfolgung der Charakteristiken entsteht ein Approximationsfehler. Die-
sen kann man verkleinern, indem man genauere Verfahren als das implizite Eulerverfahren
anwendet, so zum Beispiel ein Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung. Je genauer man
die Stromlinien zuriickverfolgt, desto grosser wird der Rechenaufwand den man betrei-
ben muss. Man muss hier also einen Kompromiss zwischen Genauigkeit und vertretbarem
Aufwand eingehen.

Mit At = 7 lautet die Variationsformulierung nach der Zeitdiskretisierung also:

Variationsformulierung:

Bestimme u € (H'(Q2))?
H € L*) so, dass

(H + 7H div u,n)oq = (H™ n)eg vy e L2(Q) (3.18)
(u + ch%u\’ V) —1g(H,div v)o o + 7(Vu, Vv)o 0
0,2

= (0™, v)oa + 79(Vhy, V)og — Tg(H¥™ n-v)oq (3.19)
Vv € (H'(Q))?

mit geeigneten Randbedingungen, die i.A. von der Viskositédt abhéngen, z.B.:

H = Hp auf I'openinflow (3.20)
u-n =0 auf Iyosea (3.21)
und Anfangsbedingungen:
u(0) = u (3.22)
H(0) = Ho (3.23)

Dies ist ein nichtlineares Variationsproblem. Die Losung kann hier z.B. mit Hilfe des
Newton-Verfahrens ermittelt werden. Dazu setzen wir:
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HY = HF + 60y mit oy € LQ(Q)
utl = b4, 8, € Hr, (div, Q)2

Als nichstes werden die nichtlinearen Anteile H- div u und % linearisiert. Mit

|V—{—(5| = \/(U1+51)2—|—(U2+52)2
Taylorentw. \/ﬁ 5121)1 522U2
~ v; + vy + +
SR N/ s B N
vo
~2 v+ — (3.24)
V]

(uk + 5u)|uk + 6'u,| ukéu 1 5H

k 6u k o PuNe - a0
Ty + on R R T [
1 [u*|8 u*(u*s,) ufuf|
~ k.. .k u u
ergibt sich als ein linearisiertes Problem fiir die
Variationsformulierung:
Bestimme 4, € H'(Q)?
dg € L*() so, dass
(6H7 77) + T( div uk6H7 77) + T(Hk div 51“ ?7)
= (H"",n) = (H*,n) — 7(H* div u*, ) v e LA(Q)  (3.28)
[u*|d,, u”(u*d,)
((su,V)+TCf ( Hk , 'V +7'Cf W’V
u”|uf| :
—TCy W(SH’ v ) + 790y, div v) +7u(Vd,, VV)
~alt k u”|u?|
= (u"",v) + 19(Vhy,v) — (0", v) — 7¢; —r VY
—7g(H", div v) — Tu(Vu*, Vv) — 7g(H**™ n - v)or (3.29)
Vv € (HY(Q))?

wieder mit geeigneten Rand-

H =Hp auf Topeninfiow (3.30)
u, =0 auf Fclosed (331)
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bzw. Anfangsbedingungen:

u(0) = up (3.32)
H(0) = H, (3.33)

Die oben stehende Variationsformulierung kénnte nun dazu genutzt werden eine nume-
rische Losung fiir die Flachwassergleichungen zu erhalten. Allerdings ergeben sich dabei
die unterschiedlichsten Schwierigkeiten. Man hat bei dem oben stehenden Problem ein
Sattelpunktproblem zu 16sen und Sattelpunktprobleme sind allgemein sehr aufwendig zu
16sen. Beim Losen des zugehorigen linearen Gleichungssystems tauchen i.A. indefinite Ma-
trizen auf. Desweiteren miissen die Ansatzraume fiir die Finiten Elemente einer Kompa-
tibilitdtsbedingung gentigen. Man kann die Finiten Elemente also nicht vollig frei wéhlen,
sondern muss die Ansatzriaume aufeinander abstimmen. Und zu guter Letzt stellte es sich
als sehr schwierig heraus, einen a-posteriori Fehlerschétzer fiir die oben stehen Variations-
formulierung zu finden. Und gerade ein Fehlerschétzer ist zur effektiven Losung der SWE
unerlésslich.

Aus diesen unterschiedlichen Griinden wird auf die weitere Untersuchung der Variati-
onsformulierung (3.28) verzichtet. Sie soll hier nur als Illustration dienen. Stattdessen wird
mit dem néichsten Kapitel ein anderer Ansatz verfolgt, der frei von den oben beschriebenen
Beschrankungen ist. Es wird eine Least-Squares Formulierung fiir die Flachwassergleichun-
gen hergeleitet, bei der die Finiten Elemente frei gewahlt werden kénnen, man lediglich
positiv definite lineare Gleichungssysteme zu 16sen hat und sogar einen Fehlerschitzer
erhélt.
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In diesem Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften der Least-Squares Methode er-
lautert. Desweiteren wird knapp beschrieben welche Vorteile sich aus einer Least-Squares
Formulierung im Gegensatz zu einer klassischen Variationsformulierung aus Kapitel 3 er-
geben. Fiir einen umfangreicheren Uberblick sei z.B. auf den Artikel [BOG98] von Bochev
und Gunzburger verwiesen.

4.1 Einfithrung in Least-Squares
Die Least-Squares Formulierung eines Systems von PDGLn basiert auf der Minimierung
einer Norm des zugehorigen Residuums des Systems.

Beispiel 4.1
Im Beispiel der Poisson-Gleichung

Au=f (4.1)
wiére das Residuum R = Au — f. Man sieht sofort, ist u Losung von (4.1) so gilt
JAu— f* =0 (4.2
und umgekehrt, wobei ||.|| eine vom Problem abhidngende Norm ist.

Dies motiviert die folgende Vorgehensweise: Man versucht nun eine Naherungslésung
uy, an 4.1 zu finden, in dem man die Gleichung 4.2 nicht exakt, sondern eben nur néhe-
rungsweise 10st. Dies geschieht durch Minimierung der linken Seite. In unserem Beispiel
sucht man also:

Finde
min [|[Au — f||? (4.3)
Dabei ergibt sich gleich der offensichtliche Vorteil, dass die Norm des Residuums defini-

tionsgeméf immer grosser oder gleich Null ist. Das bedeutet, falls man in Beispiel (4.2)
ein u; mit

|Auy, — fl* =0 (4.4)
gefunden hat, oder allgemein eine Losung, so dass die Norm des Residuums Null ergibt,

so hat man auch die exakte Losung des Problems gefunden.

Um die im obigen Beispiel stehende Least-Squares Formulierung 4.2 zu 16sen, stellt man
nun die Normalengleichungen

(Auy, Auy) = (f, f) (4.5)

auf und 16st dieses Variationsproblem.



38 4 Least-Squares Ansatz

Bemerkung 4.2

An der zur Illustration verwendeten DGL (4.1) kann man gut beobachten, dass es nicht
in jedem Fall optimal ist, eine Least-Squares Formulierung zu benutzen. Wie man in der
Normalengleichung (4.5) beobachten kann, ergibt sich in diesem Beispiel als Konditions-
zahl fiir einen Least-Squares Ansatz O(h™) im Gegensatz zu einer Konditionszahl von
O(h™2) bei der Standard Galerkin Methode.

Abhilfe schafft die Transformation der PDGL in ein System von PDGLn erster Ordnung
(siehe auch Kapitel 4.2.1).

Desweiteren miissen die Ansatzridume fiir eine LS-Formulierung H?-konform sein, wéhrend
fiir die Galerkin-Formulierung H'-Ansatzrdume ausreichen.

4.1.1 Vor- und Nachteile von LeastSquares Formulierungen

Fiir die Implementierung der SWE wurde eine Least-Squares Formulierung gewéhlt. Dies
hat verschiedene Griinde.

Die Least-Squares Formulierung bietet allgemein und insbesondere fiir das vorliegende
Problem der SWE einige Vorteile.

So fithrt eine Standard Variationsformulierung fiir die Flachwassergleichungen, wie
schon in Kapitel 3 bemerkt, auf ein meist schwer zu losendes Sattelpunktproblem. Da-
bei konnen u.a. die Finiten Elemente fiir die Prozessvariablen nicht frei gewéhlt werden,
sondern miissen einer Kompatibilitdtsbedingung, der sog. inf-sup oder Babuska-Brezzi-
Bedingung, geniigen. Im Gegensatz dazu kénnen bei einem Least-Squares Verfahren be-
liebige Finite Element-Ansatzraume kombiniert werden. Z.B. fithrt die Verwendung von
standard polynomialen linearen Ansatzraumen (vgl. Kapitel 6.1) fiir beide Prozessvaria-
blen zu Oszillationen in der Losung (siehe auch [DANO02]). Desweiteren bendtigt man fiir
Advektions-Diffusions-Gleichungen mit grosser Advektion, zu denen natiirlich auch die
SWE mit geringer Viskositét gehoren, Stabilisierungsverfahren wie z.B. artificial diffusion
oder upwind- Verfahren (siehe auch Kapitel 3). Durch diese Stabilisierungsverfahren ent-
stehen allerdings meist zusétzliche Ungenauigkeiten und grossere Fehler bei der Losung
der DGLn. Zumindest erhoht sich aber der Rechenaufwand zur Losung bei Verwendung
von Stabilisierungsverfahren. Im Gegensatz dazu wird bei der Least-Squares Methode
keine Kompatibilitdtsbedingung fiir die Ansatzraume benotigt.

Ein weiterer Vorteil der Least-Squares-Methode ist, dass man fiir das zu loésende Glei-
chungssystem immer positiv definite Matrizen bekommt. Bei allgemeinen Variationsformu-
lierungen hat man es dagegen héufig mit indefiniten Matrizen und damit mit schwieriger
zu losenden Sattelpunktproblemen zu tun.

Desweiteren hat man die Mdéglichkeit Randbedingungen direkt in das Funktional ein-
zubauen. Dies ist besonders bei komplizierten Randbedingungen sehr vorteilhaft, da die
Ansatzriume sonst ebenfalls dementsprechend kompliziert wéren. Von diesem Vorteil ei-
ner Least-Squares Formulierung wird im Folgenden noch Gebrauch gemacht werden. Denn
die Randbedingung fiir den geschlossenen Rand hat bei der hier verwendeten Form der
SWE die Gestalt

(u-n) - n+(pu-t)-t=0. (4.6)

Wie diese Randbedingung zustande kommt, wird ausfiihrlich in Kapitel 5 beschrieben.
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Man hat also unterschiedliche Randbedingungen fiir unterschiedliche Viskositdtsparame-
ter. Insbesondere im Fall p = 0 reduziert sich die Randbedingung fiir den geschlossenen

Rand auf
u-n=_0. (4.7)

Dies in die Finite-Element-Ansatzraume einzubauen wére sehr schwierig, deshalb wird die
Randbedingung 4.6, wie in Bemerkung 5.9 beschrieben, umgeschrieben zu

u-n = 0 (4.8)
pu-t = 0 (4.9)

und der Anteil 4.9 der Randbedingung direkt in das Funktional eingebaut.

Ein weiterer wichtiger Vorteil eines Least-Squares Verfahrens ist die Tatsache, dass es
i.a. moglich ist, das LS-Funktional als einen a-posteriori Fehlerschéitzer zu nutzen. Fiir ein
lineares System von PDGLn ist es generell nicht sonderlich schwer einen residuellen Feh-
lerschétzer zu erhalten. Allerdings stellen die SWE ein nichtlineares System von PDGLn
dar. In diesem Fall wire der Aufwand einen residuellen Fehlerschitzer zu erhalten sehr
gross, wenn es iiberhaupt moglich ist. Fiir die Least-Squares Methode hingegen reicht es
zu zeigen, dass eine Norm des zu den PDGLn gehorenden Funktionals nach oben und
unten durch eine beliebige Norm beschrinkt ist. Dass also das Funktional koerziv und
stetig ist. Die Norm sollte dabei moglichst nicht von einem evtl. vorhandenen Zeitschritt,
sondern nur von Konstanten und den Prozessvariablen abhédngen. In diesem Fall stellt
die Norm des Funktionals einen Fehlerschitzer dar, denn es gilt die folgende Relation
zwischen dem Residuum R eines Funktionals F und seiner Fréchet-Ableitung 7:

R(Xn) = R(Xp) = R(X) (4.10)

_ /l T(X + 8(Xp — X))[ X — X] ds (4.11)

wobei wie {iblich X}, eine Ndherung an die wahre Losung X bezeichnet. Um zu zeigen,
dass das Residuum R einen a-posteriori Fehlerschétzer darstellt, geniigt es also zu zeigen,
dass

/0 T (X +s(Xp — X)X, — X]ds = ||| X — X||)? (4.12)

mit einer geeigneten Norm |||(-, -)||| auf dem Ansatzraum gilt. Diese Aquivalenz zu zeigen,
ist ein wesentlicher Teil dieser Arbeit und wird ausfiihrlich in Kapitel 7 behandelt.

Die Moglichkeit einen einfach zu berechnenden Fehlerschétzer zu erhalten, stellte auch
ganz wesentlich die Motivation zur Verwendung der Least-Squares Methode dar.

Bemerkung 4.3

Mit Hilfe eines Fehlerschéatzers ist es moglich die Naherungslosung auf einem Gitter adap-
tiv zu verfeinern, d.h. also nur dort zu verfeinern, wo der Fehler besonders gross ist. Dies
reduziert den erforderlichen Rechenaufwand eine bestimmte Genauigkeit in der Losung
zu bekommen, ganz erheblich.
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Least-Squares Formulierungen lassen sich allgemein in die folgenden Methoden eintei-
len [BOGY98]. Aus Platzgriinden werden die verschiedenen LS Methoden hier allerdings
nur sehr grob erldutert. Fiir eine detailliertere Beschreibung sei wiederum auf [BOG9S|
verwiesen.

- Einfache L?- LS-Methoden (Basic L? methods)

Einfache L?-Least-Squares Methoden basieren auf einem System von PDGLn ers-
ter Ordnung. Das zugehorige Least-Squares Funktional beinhaltet auschliesslich L2-
Normen. Wenn das resultierende LS-Funktional vollstindig H'-koerziv (fully H!
coercive) ist, sind diese Formulierungen zur Losung des Problems sehr gut geeignet.
Vollsténdig H'-koerziv bedeutet, dass die auftauchenden Normen #quivalent zu ei-
nem Produkt aus H'-Normen sind. In diesem Fall ist es moglich die Variablen durch
Umformungen entkoppeln. Man erhiilt eine Konditionszahl der Ordnung o(h~2) und
einen beziiglich der H'-Norm optimalen Fehlerschitzer. Als weiterer Vorteil ist die
Formulierung sehr leicht aufzustellen und das Funktional ausserdem leicht zu imple-
mentieren.

- gewichtete L2-Methoden (weighted L? methods)

Bei gewichteten L?-Methoden werden die in dem Least-Squares Funktional auftau-
chenden Normen, wie der Name schon vermuten lésst, zusétzlich mit Gewichten
versehen. Diese Gewichte sind i.A. von der Gitterkonstante abhéngig.

Viele Systeme sind nicht vollstindig H'-koerziv, wie z.B. auch das Stokes-Problem
und die SWE. Denn bei diesen beiden PDGLn sucht man eine Losungsvariable
in dem Zwischenraum H(div ,2). Bei der LS-Formulierung taucht daher auch die
diesem Raum zugeordnete Norm || - || 4, ¢ auf. Und damit ist klar, dass diese For-
mulierungen nicht vollstindig H!-koerziv sein kénnen. Fiir solche Probleme kénnen
gewichtete L2-LS-Methoden verwendet werden. Gewichtete Methoden lassen sich
i.A. dazu verwenden Probleme zu beheben, die dadurch entstehen, dass

— andere Normen als die Norm || - |2 bei der LS-Formulierung verwendet werden,
— man ungiinstige Randbedingungen zu implementieren hat oder
— man einspringende Ecken in der Geometrie hat.
- H'-Methoden
H~1-Methoden, sind LS-Methoden, in denen negative Sobolev-Normen in der For-

mulierung auftreten. Die auftretenden negativen Sobolev-Normen verkomplizieren
allerdings die Implementierung einer H~!-LS-Formulierung entscheidend.

Da bei den hier untersuchten SWE u.a. zumindest eine Losung in H(div ,2) gesucht
wird, wird zur Aufstellung der LS-Formulierung eine gewichtete Least-Squares-Methode
genutzt.

4.2 Das Least-Squares Funktional

4.2.1 Vorbereitung

Bevor die konkrete Least-Squares Formulierung der Shallow Water Equations gegeben
wird, werden wir zunéchst eine neue Hilfsvariable U fiir den Gradienten des Flusses u
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einfithren. Es wird also

U :=Vu (4.13)

gesetzt.

Mit Hilfe dieser Standardtechnik, die z.B. auch bei [CLM94] gefunden werden kann, wird
aus einem System von PDGLn zweiter Ordnung ein dquivalentes System erster Ordnung
geschaffen. Man umgeht damit die Schwierigkeiten, die sich beim Losen von PDGLn zwei-
ter Ordnung mit Hilfe eines Least-Squares Ansatzes ergeben (vgl. Bemerkung 4.2).
Desweiteren ist es durch die Einfiihrung der zusétzlichen Variablen moglich, einen weite-
ren Finite-Element Ansatzraum fiir den Fluss u zu verwenden. So ist es moglich, die sog.
MTW-Réaume, die in Kapitel 6.3 ndher betrachtet werden, als Ansatzriume fiir den Fluss
u zu nutzen.

4.2.2 Das SWE Least-Squares Funktional

Nach Anwendung der Charakteristiken-Methode (vgl. 3.2) und der Einfiihrung der neuen
Hilfsvariablen U sehen die SWE (3.3)-(3.4) nun wie folgt aus. Unsere zu losende Least-
Squares Formulierung lautet zunéchst:

Finde (H,u,U) € HE_(Q) x Hry(div,Q) Ny~ HL (2)? x Hy, (div , Q)2
so dass

IR(HP + H,u, U 9 0°)|2,  (4.15)
minimiert wird.

Dabei ist nach der Beschreibung der LS-Methode aus der Einleitung klar, dass das Resi-
duum R definiert ist als
R(H,u, U; HoY ¢°d)=

H— HY 4 7 Hdiv u
u— 0 4 7(g V(H — Hy) + ¢, 4 /idiv U+ F) | - (4.16)
T/2(U + \/aVu)

Allerdings suchen wir die Losung der Variablen u aufgrund der Randbedingungen immer
noch im Raum Hr (div , Q)N p- Hp (). Es ist klar, dass dieser Raum unterschiedliche
Form fiir verschiedene Werte von p annehmen kann. In diesem von p abhédngenden Raum
zu suchen ist problematisch. Wir umgehen diese Schwierigkeit, indem wir den von u
abhéngenden Teil der Randbedingungen, nédmlich plju - t||p, direkt in das Funktional
einbauen. Die Randbedinung wird dann schwach erfiillt.

Dazu definieren wir

F(HP 40,0, U; B @) = 3 |R(HP+H, 0, U B 0§ o trp Y i||[’C'11]E||(2),E
KeT, Ecé&y I
(4.17)
Dabei steht [t - v]g fiir einen Kantensprungterm.
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Definition 4.4
Genauer, der Kantensprung [u]g ist definiert als

ulp —ulpr ,E€ENQ

[U]E = u|Tz JEe&NTy (418)
0  Ee&ENTp

wobei T und T" das linke bzw. das rechte angrenzende Dreieck an der Kante E ist.
Analog ist es moglich den Kantensprung fiir den Tangentialanteil der Geschwindigkeit zu
definieren.

t'U|Tl—t'LI|Tr ,EGSQQ
[t-u]E: t'u|Tl S Ee&ENTy (419)
0 JEe&Nnlp

Bemerkung 4.5
Fiir stiickweise polynomiale Funktionen u € H (div , ) gilt

ulp=[n-ulpgn+ [t -ulgt =[t ulpt (4.20)
da die Normalkomponente des Sprungs auf allen Kanten verschwindet.

Das Least-Squares Problem unter Beriicksichtigung der Randbedingungen besteht nun
also darin:

Finde (H,u,U) € HE_(Q) x Hr,(div ,Q) x Hp,(div ,Q)? so dass

F(HP + H u, U; A% 0 < F(HP 4+, v, V; Ho9, qo9) (4.22)

gilt, fiir alle (n,v, V) € H} (Q) x Hr, (div ,Q) x Hp,(div , Q).

Die Finite Element Approximation (Hj, up, Up) € Qp X ¥ X Oy, erfiillt dann natiirlich
F(HD + If[ha Up, Uh7 ﬁ01d7 lihOId) S F(phD + 4hs Vh, Vh7 pAhOlda lih()ld) (423)

fir alle (gn, vi, Vi) € Qn X 3 X Op,. Wobei Qp, x X5 x ©, Finite Element Ansatzrdume
bezeichnen, die in Kapitel 6 ndher beschrieben werden. Die zum Funktional 4.17 gehorende
Bilinearform ist gegeben durch

B(H,u,U;q,v,V) = Z (R(HP + H,u, U; 4%, R(HP + 4, v, V; 4, v°19))o «
KeTy,

+ MZ tuE,tV])E (4.24)
EESh

Die Losung von 4.22 erfiillt natiirlich auch die Variationsformulierung
BHP + Hu,U;r,w, W) =0 (4.25)

fiir alle (r,w, W) € H}._ () x Hp,(div ,Q) x Hp, (div ,Q)>
Ebenso erfiillt die Losung von 4.23

B(HD—Fﬁh,uh,Uh;T’h,Wh,Wh) =0 (426)
fir alle (Th,Wh,Wh) S Qh X 2, X O,
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Bemerkung 4.6
Fiir den Fall u = 0 reduziert sich das System (4.16) zu

H—ﬁ°1d+THdiv u

Ro(H,u, U; A%, 0°9) = |y — god + (g V(H — Hy) + cf% +F) (4.27)
12U
und es gilt
R ) 0
R(H,u,U; A% 0°Y) = Ro(H, u, U; H a°) 4+ Y2 [ 7div U (4.28)
/2Vu

Die Fréchet-Ableitung von R bzgl. (H,u,U), die wir noch benétigen, hat dann folgende
Gestalt:

n+7(H div v+ ndiv u)

J(H,w)ln,v, V] = | D(H,u) ulul ) (4.29)
TV2(V 4 \/_Vv)
mit ul )
B 1 0 TCy Uy UUo
= (o) (o 1) i (Ll )
Bemerkung 4.7
Die Fréchet-Ableitung von Ry bzgl. (H,u) hat die Form
n+7(H div v+ ndiv u)
Jo(H, W)y, v, V] = | D(H,u)v + 7 ( i ) (4.30)

T2V

Die Gleichungen (4.16) und (4.29) fithren dann direkt auf das zu lésende Variationspro-
blem, die Normalengleichungen:

Finde
(H,u,U) € H%;D(Q) X %[FN(div ,Q) x Hr,(div , Q)% so dass
(R(HP + H,u, U; H°Y u°), j(H u, U)[n, v, V])oa

+ (T,MZ [t - uE,TuZ ) =0
0,E

Ec&y, EGEh

gilt fiir alle (n,v, V) € Hp_(Q) x HFN(div , Q) x HFD(div , Q)2
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4.2.3 Das Darcy Stokes Least-Squares Funktional

Wenn man die Fréchet-Ableitung von R bzgl. (H,u, U) (4.29) niher betrachtet, fallt die
Ahnlichkeit zwischen J(H,u)[n,v, V] firu=0,H =1 und 7 = 1 und den Stokes Glei-
chungen auf.

Die grosse Ahnlichkeit motiviert die folgende nihere Betrachtung des Systems

O0p+divu=0in Q,
u+Vp—puAu=0in 2,
n-u=gonl,
p(t-u)=0onT

(4.31)

mit d, u > 0 und die Hoffnung, dass Ergebnisse, die sich fiir 4.31 gewinnen lassen, auch
auf die Flachwassergleichungen iibertragen werden kénnen.

Bemerkung 4.8

Das System (4.31) entspricht fiir (0, ) = (0,1) einem Stokes System, wéhrend es fiir
(0, 1) = (0,0) einfach eine Umformulierung der Laplace-Gleichung als System erster Ord-
nung ist.

Im Fall (4.31) ist das Residuum nach der Einfithrung einer Hilfsvariablen fiir den Gra-
dient des Flusses (vgl. 4.13) gegeben durch
Op—+div u
Rs(p,u,U) = | u+ Vp+p/2div U | . (4.32)
U + p/?Vu

Analog zu den Flachwassergleichungen, besteht das Least-Squares Problem fiir den
Stokes Fall darin, (p,u,U) € H(Q) x HE(2)? x H(div ,Q)? zu finden, so dass

IRs(p,u™ +8,U)[5q < [Rs(q.u™ +v,V)[l5q (4.33)
erfiillt ist, fiir alle (¢, v, V) € HY(Q) x H:(Q)? x H(div , Q)%

Ebenso wie bei den SWE muss allerdings auch hier die Randbedingung u(t - u) = 0
noch eingebaut werden. Wir definieren also dhnlich wie im Fall der SWE

1
Fs(puw,U)= > [Rs(pw, U)[§ 5+ 1 Y El![t g5 (4.34)

KeTy, Eecé&y

und das Least-Squares Minimierungsproblem besteht nun also darin, finde (p,0,U) €

H'(Q) x Hr(div ,Q) x H(div ,Q)? so dass
Fs(p,u" +10,U) < Fs(g,u” +v,V) (4.35)

gilt fiir alle (¢, v, V) € H'(Q) x Hp(div ,Q) x H(div , Q)%
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Bemerkung 4.9
Zur Vereinfachung nehmen wir im weiteren Verlauf an, dass 6 > 0 gilt. Im Fall 6 = 0,
kann eine zusétzliche Bedingung wie
/ pds =0
r

eingefiigt werden, um eine eindeutige Losung p zu garantieren.

Die zugehorige Finite Element Approximation (py, vy, Vi) € Qp X Xp, X Oy, erfiillt dann
natiirlich analog zu 4.23

Fs(pp,u™ +uy, U) < Fs(qn, 0™ +vi, Vi) (4.36)

fir alle (qh,Vh,Vh) € Qp X Xp X Oy.

Die zu 4.35 gehorende Bilinearform wird dann gegeben durch

BS(p7 u7U; Q7V>V) = Z (RS(pauaU)>RS(Q7V7V)O,K
Ke?’h

+ oy é([t “ulp, [t v]E)oE (4.37)

Ee&,

Die Losung von 4.35 erfiillt natiirlich auch die Variationsformulierung
Bs(p,u¥ +u, U;r,w, W) =0 (4.38)

fiir alle (r,w, W) € Hp (Q) x Hp,(div ,Q) x Hr,(div , Q).
Ebenso erfiillt die Losung von 4.36

Bs(p,u™ +up, Up; 1y, wi, W) = 0 (4.39)

fir alle (Th,Wh,Wh) c Qh X Xp X Op.

Bemerkung 4.10
Wenn wir das System (4.32) fiir den Fall ;n = 0 mit

Op+div u
RSO(Z)’ ll,U) = u+vp
U
bezeichnen, sieht man sofort, dass
0
RS(p7 u, U) = RSO(p7 u, U) + :ul/2 div U (440)
Vu

gilt.






5 Randbedingungen

In diesem Kapitel wird auf die bisher nicht besprochenen Probleme néher eingegangen,
die im Zusammenhang mit den Randbedingungen auftauchen. Es werden die in dieser
Arbeit verwendeten Randbedingungen fiir die Flachwassergleichungen néher erlautert und
in einem Spursatz gezeigt, dass insbesondere die fiir den geschlossenen Rand verwendete
Randbedingung mathematisch sinnvoll ist.

5.1 Allgemeines

Die in Kapitel 3 stehende Variationsformulierung ist ebenso wie die erste Least-Squares-
Formulierung (4.15) aus Kapitel 4 noch unvollstéandig ohne physikalisch korrekte Rand-
und Anfangsbedingungen. Doch nicht nur physikalisch, sondern auch im mathematischen
Sinn ist es i.A. notig, PDGLn um Rand- und Anfangsbedingungen zu erweitern. Nur so
ist es in der Regel moglich eine eindeutige Losung fiir eine PDGL garantieren zu kénnen.

Beispiel 5.1
Betrachtet man die (parabolische) Wéarmeleitungsgleichung
w—Au=0 (5.1)

so stellt man fest, dass fiir jede Losung u(t,x) von (5.1) auch u(c® - t,c-x),c € R eine
Losung liefert. Mit einer geeigneten Anfangsbedingung, z.B.

u(0,-)=yg auf € (5.2)

und einer Randbedingung wie z.B.

u=gyg auf [0, 7] x 09 (5.3)
mit g € L™ oder

a—u—O auf [0,T] x 02 (5.4)

on ’ '

erhélt man fiir das obige Anfangsrandwertproblem (5.1),(5.2),(5.3) allerdings eine ein-
deutige Lisung.

Es gibt eine Reihe von unterschiedlich moglichen, problemabhéngigen Randbedingun-
gen fiir die Flachwassergleichungen. So muss eine Wand in einem Hafenbecken anders als
ein zum Meer offener Rand behandelt werden. Ebenso konnen mit Randbedingungen vom
offenen Meer kommende Wellen, z.B. bei Ebbe oder Flut, beschrieben werden.

Die richtige Wahl der Randbedingungen ist daher ein wichtiger Faktor bei der Aufstellung
und Losung der zu modelierenden PDGLn.
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Eine gute Ubersicht iiber mogliche Randbedingungen fiir die Flachwassergleichungen gibt
z.B. [AQF94].

5.1.1 Charakterisierung der Randbedingungen

Die Rénder des betrachteten Gebietes {2 werden zunéchst in offene und geschlossene Rén-
der eingeteilt. Dabei werden die offenen Rénder nochmals in Ein- bzw. Ausflussrédnder
unterteilt. Offene Einflussrdnder sind charakterisiert durch die Bedingung

{z € 90 :n-u(zx) < 0}. (5.5)

Dabei bezeichnet n wie iiblich die nach aussen gerichtete Normale am Rand. Entsprechend
wird der Ausflussrand durch

{r €9Q:n-u(z) >0} (5.6)

beschrieben. Dabei ist es natiirlich moglich, dass sich Einflussrdnder mit der Zeit in Aus-
flussrénder dndern und umgekehrt.

Bemerkung 5.2
Ebenfalls méglich ware die Anderung von offenen zu geschlossenen Réndern oder eine
Anderung der Geometrie.

Fiir offene Einflussrénder (Inflow open boundary) Iy, fion wird
ou
on

mit g € L*> auf dem Rand gesetzt.

Diese Randbedingung ist physikalisch sinnvoll, da die Anderung des Einstromflusses auf
diesem Randstiick konstant gehalten wird.

= g (Il&t.) auf Finflow (57)

Ganz dhnlich wird der offene Ausflussrand (Outflow open boundary) Iy fi0n behandelt.
Es wird

Ju

a_n = g (nat.) auf Foutflow (58)
wieder mit g € L* bzw.

H = Hy (ess.) auf Toufiow (5.9)

vorgeschrieben.

Die oben beschriebenen Randbedingungen fiir die Ein- bzw. Ausstromrander sind sinn-
voll unabhéngig vom Viskositdtsparameter p. Die Randbedingung fiir den geschlossenen
Rand T'ypseq gestaltet sich beim vorliegenden Fall allerdings schwieriger, denn eine beson-
dere Schwierigkeit bei den Flachwassergleichungen ergibt sich daraus, dass sich mit der
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Viskositédt auch die Randbedingung fiir den geschlossenen Rand &ndert. Bei sehr hoher
Viskositédtskonstante hat man eine sehr zédhe Fliissigkeit, die wie Honig am geschlossenen
Rand kleben bleibt und sich daher am Rand nicht bewegt. Man muss also die Geschwin-
digkeit am Rand (closed boundary) auf Null setzen, d.h. man erhélt in diesem Fall als
Randbedingung u = 0 auf [';osq. Man benétigt eine sog. no-slip Bedingung. Anders ist
der Fall bei sehr kleiner Viskositédt bzw. dem theoretischen Fall einer Viskositdt von Null.
Hier haftet die Fliissigkeit nicht bzw. in sehr, sehr geringem Masse am Rand. Sie kann
also in Tangentialrichtung nahezu ungehindert stromen. In Normalenrichtung muss der
Fluss natiirlich aufgrund des undurchliassigen Randes auf Null gesetzt werden. Man hat
also fiir den Fall © = 0 die Randbedingung u - n = 0 auf I';geq-

Die Herausforderung besteht nun darin, eine in p gleichméissig stetige Randbedingung
zu finden, die den beiden Randbedingungen in den ’Extremféllen’ 4 = 0 und p >> 0
geniigt. Dies wird im néchsten Unterabschnitt ausfiihrlich untersucht werden. Dabei ist
zu beachten, dass u € H(div ,Q) fiir p = 0, aber u € H'(Q2)? fiir u > 0.

Bemerkung 5.3

Die Kennzeichnung (ess.) bzw. (nat.) der einzelnen Randbedingungen, gibt an, ob diese
Randbedingungen wesentlich oder natiirlich sind. Natiirliche Randbedingungen haben den
Vorteil, dass sie direkt in die Variationsformulierung eingebaut werden kénnen. Daher auch
der Name natiirliche Randbedingung. Notwendige Randbedingungen muss man dagegen
explizit fordern.

5.2 Randbedingung fiir den geschlossenen Rand

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist zunichst der Fall = 0, also der kiinstliche
Fall ohne Viskositdat. In diesem Fall hat man die Randbedingung u - n = 0 auf dem
geschlossenen Rand. Zunéchst wird in einem bekannten Spursatz gezeigt, dass die obige
Randbedingung wohldefiniert ist. Davon ausgehend wird ein Spursatz fiir den allgemeinen
Fall © > 0 gegeben, der sich fiir den Fall ;1 = 0 auf die Randbedingung u - n = 0 und fiir
grosse p auf die Randbedingung u = 0 reduziert.

Lemma 5.4

Die Abbildung 7, : v — (v - n)r definiert auf D(Q)Y kann erweitert werden zu einer
linearen und stetigen Abbildung, ebenfalls als vy, bezeichnet, von H(div) nach H~/?(T").
Hierbei bezeichnet D(S2) den linearen Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Tréager auf ).

Beweis:[GIR86] ) )
Sei ¢ € D(Q) und v € D(Q)?. Dann setzen wir D(Q) = {¢|q : ¢ € D(R?)} und es gilt die
Greensche Formel (2.16):

(v,grad ¢) + (div v, ¢) = /¢V -nds (5.10)
r

Da D(Q) dicht in H*(Q) liegt, sind diese Ungleichungen immernoch giiltig, wenn ¢ €
H'(Q). Daher gilt

/Fqbv - nds

< IVl gdiv oy l€l.e Vo € HY(Q),¥v € D(Q)V.
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Sei nun A € H'Y2(T"). Dann existiert ein Element ¢ € H'(Q), so dass ¢ = A auf I'. Daher
folgt aus der obigen Ungleichung:

/)\V -ndx
r

Daher gilt

< vl iy )M/ VA e HY*(),vv € DN, (5.11)

vl er <[Vl div o (5.12)

D.h. die Abbildung v, definiert auf D(Q)? ist stetig in der Norm von H(div ;). Da
D(Q)? dicht in H(div;Q) liegt, kann =, stetig fortgesetzt werden zu einer Abbildung
Yo € L(H(div; Q); H~Y/2(I")), so dass

vl e aivsays -2y < 1

Bemerkung 5.5

Die Spur von H(div ,Q) ’lebt’ also in H~'/2. Die Spur von H'() bildet hingegen auf
H'? ab. Dies muss miteinander kombiniert werden. Dazu wird u.a. das folgende Lemma
bendtigt.

Lemma 5.6

Die Abbildung v, : v — (v - t)r definiert auf D(Q)™ kann erweitert werden zu einer linea-
ren und stetigen Abbildung, ebenfalls als v, bezeichnet, von H(curl) nach H—/2(T).
Hierbei bezeichnet v -t wie tiblich die Tangentialkomponente von v auf dem Rand.

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 5.4.0

Da bekanntlich die Beziehung v|r = (v - t)t + (v - n)n gilt, ist es naheliegend einen
Spursatz von H (div, Q) N u- HY(Q)? nach H=Y/2(T') N - H/? mit der Abbildung

Yot 2V = [ (Vt)t+ (vom)n]p (5.13)

zu verwenden. Durch die Kombination der beiden Lemmata 5.4 und 5.6 erhilt man einen
Spursatz von H(div; Q) N - H(curl; Q) nach H=Y2(I') N g - HY2, mit 0 < p < 1. Dabei
wird v wie angedacht abgebildet durch

Yot V= [(V-t)t + (v -n)n]r. (5.14)

Satz 5.7 (Spursatz)

Die Abbildung v : v — [u(v - t)t + (v - n)n]p definiert auf D(Q)N kann erweitert wer-
den zu einer linearen und fiir p — 0 gleichmassig stetigen Abbildung, ebenfalls als ~,;
bezeichnet, von H(div,Q) N p- H*(2)? nach H=Y/2(T) Ny - HY2.



5.2 Randbedingung fiir den geschlossenen Rand 51

Der Beweis erfolgt mit den obigen Uberlegungen und einer Kombination von Lemma 5.4
und Lemma 5.6. O

Durch diesen Spursatz ist es moglich, fiir die Flachwassergleichungen (3.3)-(3.4) die Rand-
bedingungen am geschlossen Rand zu wéhlen als

(u-n)n+ p(u-t)t =0 auf I'ypseq (5.15)
fir 0 < p < 1.

Bemerkung 5.8
Fiir den Fall 4 = 0 reduziert sich die Randbedingung, wie oben erwahnt, auf den Fall

u-n = 0. Es ist eine Abbildung auf den Raum H /().

Fiir den Fall 1 > 0 bildet 5.15 auf den Raum H'/?(Q)) ab, denn H'/?(Q) ¢ H~'/2(Q)
Fiir p = 1 ist 5.15 natiirlich identisch zur bekannten Randbedingung u = 0, die fiir SWE
mit hoher Viskositédt verwendet wird.

Aufgrund der in diesem Kapitel beschriebenen Randbedingungen, erhilt man insgesamt
die folgende, bereits in Kapitel 4 vorgestellte, Least-Squares Formulierung:

Finde (H,u,U) € HL_(Q) x Hr,(div ,Q) x Hp,(div ,2)? so dass
F(HP + H,u, U; HO 4% < F(HP 4, v, V; HO' 6°9) (5.16)

gilt, fiir alle (n,v, V) € H{_(Q) x Hp, (div ,Q) N p- Hp (Q)* X Hp,(div , Q)%
Dabei waren F, R und J definiert als

ro ~0 ro ~0 1
FHP+0,v, Vi H 6%) = Y |REHP+n, v, v; H 6|2 i D —hEH[t-v]EHS,E,
KeTy, Ee€é&y

) (5.17)
R(H, u, U; HOld, ﬁold):
H— HY 4 7 Hdiv u
u— 0 4 7(g V(H — Hy) + ;" 1 /udiv U +F) (5.18)
T12(U 4+ /pVu)
bzw. J(H,u,U)[n,v,V] =

n+7(Hdiv v+ndiv u)
v+T (g Vn+cy (%v + mg(u-v) — “}}‘2" 77) + /pdiv V) (5.19)
T2V + /uVv)

Bemerkung 5.9
In Formulierung 5.16 wird deutlich, dass die Randbedingungen auf dem Rand T j,g0

ou
n 0 (nat.) (5.20)
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und die Randbedingungen auf dem Randstiick I',utgow
H = Hr (ess.) (5.21)

bereits in den Ansatzrdumen fiir die finiten Elemente eingebaut sind. Die Randbedingung
5.15 wurde zerlegt in die Teile u-n = 0 und p(u - t) = 0. Denn natiirlich ist (u - n)n +
p(u-t)t =0, wennu-n =0 und p(u-t) = 0. Diese Aufspaltung hat den Vorteil, dass es
moglich ist, den ersten Teil der Randbedingung u-n = 0 wieder direkt in die Ansatzrame
einzubauen, wéhrend der zweite, aufgrund des Parameters p variable Teil p(u-t) = 0
explizit in die Least-Squares-Formulierung eingebaut wurde. Dies ist gut zu beobachten
in der Definition von F (5.17).

Bemerkung 5.10 (Implementierung der Randbedingung)
i) In der Implementierung wurde die, in die LS-Formulierung eingebaute Randbedin-
gung, uflu-t|? Jary durch die strengere, aber besser implementierbare Norm

1
P>, (5.22)
ecE €

ersetzt, wobei e die Menge der Kanten £ durchlduft und h. die Lédnge der jeweiligen
Kante ist.

ii) Eine MTW-Funktion wu,, die genauer in Kapitel 6.3 untersucht wird, hat als Frei-
heitsgrade auf einem Dreieck

a) die Normalkomponente von u;, am Anfangs- und am Endpunkt jeder Kante,

b) den Wert des Integrals iiber die Tangentialkomponente an jeder Kante.

Aufgrund dieser Freiheitsgrade fallt die Implementierung der Randbedingungen re-
lativ leicht aus.
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In diesem Kapitel werden zunéchst die verwendeten Finite-Element Ansatzraume genauer
beschrieben. Anschliessend wird kurz auf einige Aspekte der Implementierung unter MAT-
LAB eingegangen. Zur Anwendung in den Beispielrechnungen (vgl. Kapitel 8) kamen dabei
verschiedene konforme und nichtkonforme Ansatzraume, angefangen bei simplen standard
konformen H'-Elementen, bestehend aus stiickweisen Polynomen, iiber Raviart-Thomas
Elemente bis zu MTW-Elementen (vgl. Unterabschnitt 6.3).

In diesem und in den folgenden Abschnitten bezeichnet 7;, eine quasiuniforme Trian-
gulierung der Feinheit h, T' ein Dreieck dieser Triangulierung und Py(7") den Raum der
Polynome vom Grad k auf dem Dreieck T

Definition 6.1
Eine Familie von Zerlegungen 7}, heisst quasiuniform, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, so
dass jedes T aus T}, einen Kreis vom Radius pr mit

pr > hr/k

enthélt, wobei hy der halbe Durchmesser von T ist.

6.1 Standard Polynomiale Ansatzraume

Zur Approximation der Wasserhéhe H werden in dieser Arbeit standard konforme H'-
Elemente benutzt.

Der Ansatzraum Q; der standard konformen H'-Elementen, bestehend aus stiickweisen
Polynomen des Grades k, ist definiert als

P(T) = {p(:z:l,xQ) cp(x, x0) = Z aijx’ixé} : k=0,1,.... (6.1)

1,j<k

Bemerkung 6.2
Die Dimension des Raums Qy, ist 3 (k + 1)(k + 2).

Bemerkung 6.3

Anschaulich besteht der Ansatzraum ()1 des Grades 1, aus linearen Funktionen auf dem
Dreieck T' und hat als Freiheitsgrade die Eckpunkte auf den Dreiecken.

Der zweite hier verwendete Ansatzraum ist ()o und besteht aus quadratischen Funktio-
nen tiber jedem Dreieck T'. Die Freiheitsgrade von )y sind neben den Eckpunkten jedes
Dreiecks die Kantenmittelpunkte auf jeder Kante (sieche Abbildung 6.1).
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Abbildung 6.1: Freiheitsgrade der Ansatzraume Q7 und Qs

6.2 Das Raviart-Thomas Element

Um Né&herungslosungen fiir die Hilfsvariable U bzw. die Geschwindigkeit u im Raum
H(div, Q) mit Hilfe finiter Elemente zu finden, soll der unendlich dimensionale Raum
H(div, Q) durch endlich dimensionale Réume approximiert werden. Als geeignete Teil-
rdaume von H(div ) bieten sich die Raviart-Thomas Elemente an. Um diese Réume zu
konstruieren wird der Rand von {2 durch einen Polygonzug approximiert und €2 mit einer
Triangulierung 7 iiberzogen. Fiir T' € T ist der Raviart-Thomas Raum der Ordnung k

definiert als:
RTkJrl(T) = (Pk(T))Q_'_XPk(T)? k:0717

Dabei bezeichnen wir mit Pg(7") den Raum aller Polynome von Grad < k auf T und

x = (z,y)T.
Diese Elemente haben die Dimension (k+1)(k+3)[RT77].

Die Raviart-Thomas Elemente wurden konstruiert, um die beiden folgenden Lemmata
zu erfiillen.

Lemma 6.4
Fiir jedes Dreieck T gilt fiir v € RTy,1(T)

(i) divv € P(T)
(11) V- Il‘aT € Rk(ﬁT)

Dariiberhinaus ist der Divergenzoperator surjektiv von RTy1(T') nach Py(T)

Beweis: [RT77]

Bemerkung 6.5
In diesem Lemma bezeichnet Ry die Menge aller Funktionen o, fiir die gilt

¢ € L*(9T)

©le; € Pr(ei),

wobel mit e; die Kanten des Dreiecks T bezeichnet werden.
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! Y '

Abbildung 6.2: Freiheitsgrade der RT-Elemente der niedrigsten und néchst hoheren Ord-
nung

Lemma 6.6
Fiir k > 0 und fiir jedes v € RT}., gilt weiterhin

Falls
/ v-np, =0 Vpr € R(0T) (6.2)
or
und /v pr—1 =0 Vpr_1 € (Pe_1(T))? (6.3)
dgnn istv. =0. (6.4)
Beweis: [RT77]
O

Wenn wir RT} als
RTY(T) = {v € RT(T)| divv =0}

definieren, folgt sofort
RT.(T) € (Pu(T))*.

Der Grund, warum der Raviart-Thomas Raum so konstruiert wurde, dass die Eigen-
schaften aus Lemma 6.4 und Lemma 6.6 erfiillt werden, besteht darin, dass mit Hilfe
dieser Lemmata gezeigt werden kann, dass die Raviart-Thomas-Réume sehr einfach zu
handhaben sind. Denn als Freiheitsgrade fiir RT},; kann man

(i) die Momente bis zur Ordnung k von v - n auf den Kanten von T und
(ii) die Momente bis zur Ordnung k-1 von v auf T

benutzen (vgl. Abbildung 6.2).

Denn die Rédume Ry (9T) und (Py_1(7T)) mit den Dimensionen 3(k + 1) und @ sind
unabhéngig. Daher kann, wie oben beschrieben, jede Funktion v eindeutig durch den Wert
an @ verschiedenen Punkten und den Wert der Normalkomponenten an k+1 verschie-

denen Punkten der Kanten beschrieben werden.

Da wir uns im folgenden auf die Raviart-Thomas Elemente niedrigster Ordnung, RT}
(linear), und der Ordnung 2, RTy (quadratisch), beschrinken, erhélt man durch diese
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2N

beitsgrat e o
Abbildung 6.3: Freiheitsgrade des MTW-Elements

Eigenschaft eine sehr einfache Darstellung der Raviart-Thomas-Elemente. Die Freiheits-
grade sind dann im linearen Fall durch den Wert von v-n auf den Kanten von T eindeutig
bestimmt und im quadratischen Fall durch den Wert v-n an den beiden Eckpunkten jeder
Kante sowie dem Wert von v im Mittelpunkt des Dreiecks (siche Abbildung 6.2).

Diese einfache Darstellung der Freiheitsgrade erleichtert die Implementierung der Raviart-
Thomas-Elemente enorm.

Das Raviart-Thomas Element der niedrigsten Ordnung hat auf einem Dreieck T' € 7}, die

Form:
RTl(T):{v:<g)+v(z),a,ﬁ,veR} (6.5)

Das quadratische Raviart-Thomas Element hat auf dem Dreieck T' € 7, die Form:

B [ a+Bxt+y-y . ' x
R ={v= (10T ) wasne) (3) asnspown e Rf60

6.3 Das Mardal-Tai-Winther Element

Eine Alternative zur Approximation von u ist die Nutzung des finiten Elements von
Mardal, Tai und Winther, das in [MTWO00] vorgestellt wurde. Dieses Element, im folgen-
den kurz MTW-Element genannt, ist ein nichtkonformes H!-Element und wird in diesem
Unterabschnitt ndher beschrieben werden. Zunéchst soll das MTW-Element und insbe-
sondere seine Freiheitsgrade dargestellt werden.

Sei T' € Ty, ein Dreieck, dann kann das MTW-Element auf dem Dreieck T' beschrieben
werden als

M(T) = {v € (P(T))*|div v € Py(T),(v-n)|. € P(T) Vee&(T)}

Dabei bezeichnet Py(T) wieder die Menge der Polynome vom Grad k iiber dem Dreieck
T und E(7) bezeichnet die Menge der Ecken von T'.

Definition 6.7 (Baryzentrische Koordinaten)
SeiT € T ein Dreieck mit den Eckpunkten P!, P?, P3. Unter Baryzentrischen Koordinaten
eines Punktes P aus T versteht man dann die (eindeutige) Losung A = (A1, A2, A3) des



6.3 Das Mardal-Tai-Winther Element 57

LGS

3

3
Y PN=P, j=12 don=1 (6.7)
=1

=1
wobei P} die j-te Koordinate des Punktes P* bezeichnet.

Definition 6.8 (Bubblefunktion)
Die auf 1 normierte Bubblefunktion b wird definiert durch

b= )\1)\2)\3. (68)
Dabei bezeichnen Ay, Ay und A3 die Baryzentrischen Koordinaten.

Bemerkung 6.9
Falls T}, € R? und T}, das Einheitsdreieck darstellt, lassen sich die Baryzentrischen Koor-
dinaten schreiben als

)\12351, )\QZ,IQ, )\3:1—1'1—{172 (69)

Lemma 6.10
Der Raum M(T) hat die Dimension 9. Weiterhin ist jedes Element v € M(T) eindeutig
bestimmt durch die Freiheitsgrade

o [(v-m)rhdr, k=0,1,Vee&(T).
o [(v-t)rdr, Ve e &(T).

dabei bezeichnet T die (Bogen)ldnge einer Kante e.

Beweis:[MTWO00]
Der Raum (Ps)? ist ein Vektorraum der Dimension 20. Die Einschrinkungen

divv € By(T) und (v -t)|. € P, Ve € £(T)

stellen hochstens 11 linear unabhéingige Nebenbedingungen dar.

Dabher folgt sofort dim M(7') > 9. Es reicht also zu zeigen, dass jedes Element von M (T)
durch 9 Freiheitsgrade eindeutig beschrieben wird.

Angenommen, dass fir v.€ M(T) alle Freiheitsgrade Null sind. Dies bedeutet insbeson-
dere auch

(V : n)aT =0.

/divvdx:/ v -ndr = 0.
T ar

Daraus folgt, dass
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Abbildung 6.4: Freiheitsgrade des Crouzeix-Raviart Elements

Da div v € Py(T'), konnen wir schliessen, dass v divergenzfrei ist.
Da v € (Ps)? divergenzfrei ist, gibt es eine skalare Funktion w € Py mit v = curl w. Da

(Vw-t)le= (v -n)[c=0

fiir Kante e gilt, folgt weiter, dass (Vw - t) = 0 auf d7. Da w damit nur bis auf eine
Konstante eindeutig festgelegt ist, konnen wir annehmen, dass w = 0 gilt auf 0T

Das bedeutet wiederum, dass w von Form w = pb ist, wobei p € P;(T") und b die kubische
Bubblefunktion darstellt. D.h. b = A\ A\3A3, wobei die A\; baryzentrischen Koordinaten des
Dreiecks T sind. Das impliziert, dass %|e das Vorzeichen auf der Kante e nicht wechselt.
Desweiteren gilt

ow b
on aT—pan oT

und

b ow
/epa_ndr_ ea—ndf_/ev~td7'—0 Ve e E(T).

Daraus ergibt sich, dass p = w = 0.

Bemerkung 6.11

Ein entscheidender Vorteil des M'TW-Elements ist die Tatsache, dass man sowohl die
Normal- als auch die Tangentialkomponente direkt als Freiheitsgrad gegeben hat. Dies ist
besonders fiir die Vorgabe von Randbedingungen sehr praktisch, da bei der Implementie-
rung sowohl die Normal- als auch die Tangentialkomponente direkt vorgegeben werden
kénnen.

Als néchstes soll eine elementweise Darstellung des MTW-Elements angeben werden.
Dazu wird zunéchst die folgende Definition bendttigt.

Definition 6.12

Es seien wieder T € T, ein Dreieck, e®) (i = 1,2,3) die Eckpunkte des Dreiecks und
m® (i =1,2,3) die Kantenmittelpunkte des Dreiecks. Das Crouzeix-Raviart Element ist
ein Finites Element mit genau einem Freiheitsgrad auf jedem Kantenmittelpunkt. Jede

Basisfunktion ¥ des Crouzeix-Raviart Element hat also am Mittelpunkt der Kante m
den Wert 6;;, (vgl. Abbildung 6.4).
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Neben den Bezeichnungen aus Definition 6.12 sollen mit ®*), ®® und ®®) die Ba-
sisfunktionen der standard Finiten Elemente mit Freiheitsgraden an den Eckpunkten
e i =1,2,3, also ®(el¥)) = §;; bezeichnet werden (vgl. Kapitel 6.1).

Mit diesen Definitionen ist es moglich, die MTW-Funktion v auf dem Dreieck Ty, v|r €
M (T) darzustellen als

e (2 )a0e (% )o0a (2 oo o
2 2 2
+peurl {TWb} + geurl {T@b} + reurl {TE b}

mit a17a2aﬁ17ﬁ2771772apa o, T € R.

6.4 Implementierung

6.4.1 Allgemeines

Die Implementierung der Finite-Element-Methoden erfolgt iiber das Programmpaket MAT-
LAB in der Version 7.1 Release 14. MATLAB hat gegeniiber anderen Programmierspra-
chen mehrere Vorziige. Daten werden in MATLAB immer in Matrizen bzw. Vektoren
gespeichert und aus diesem Grund sind Matrixoperationen, auch wenn sie elementwei-
se erfolgen, in MATLAB besonders schnell implementiert. Daher sollten Programme in
MATLAB so geschrieben werden, dass die Daten moglichst geschickt in Datenfelder ange-
ordnet werden, um Matrixoperationen nutzen zu konnen und Schleifen zu vermeiden. Im
Gegensatz zu den Matrixoperationen sind Schleifen in MATLAB aufgrund der Interpreter-
Struktur relativ zeitaufwendig.

Ein weiterer Vorteil von MATLAB liegt in den mitgelieferten Toolboxen. Besonders die
PDE-Toolbox fand in den Programmen, die dieser Arbeit angehéren, Verwendung. Diese
Toolbox liefert unter anderem fertige Routinen fiir die Erzeugung einer Triangulierung
und deren Verfeinerung, fiir die Berechnung der Fliache der entsprechenden Dreiecke und
den Wert der Gradienten fiir Funktionen, die auf den Eckpunkten der Dreiecke definiert
sind.

6.4.2 Datenorganisation

Im folgenden sollen n,, n. und n; die Anzahl der Punkte, Ecken bzw. Dreiecke der Trian-
gulierung 7 bezeichnen.
Bei der Verwendung des standard linearen Finiten Elements P; reichen fiir eine eindeu-
tige Beschreibung der Wasserhohe H die Werte der Funktionen auf den Eckpunkten der
Dreiecke aus. Man benétigt zur Speicherung der Daten fiir H in diesem Fall also lediglich
einen Vektor der Grosse n,, also der Anzahl der Gitterpunkte. Wenn man den Ansatz P,
fiir die Wasserhohe nutzt werden zusétzlich die Werte an den Mittelpunkten der Kanten
benotigt. Man nutzt zur Speicherung der Daten also Vektor der Grosse ny, + n..

Die Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes u ist ein wenig schwieriger. Wie in Kapitel
6.2 beschrieben, wurde der Raviart-Thomas Raum niedrigster Ordnung so konzipiert,
dass die Freiheitsgrade genau den Werten der Normalen an den Kantenmittelpunkten
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der Dreiecke entsprechen. Das heisst, man kann die Funktion u durch die Werte an den
entsprechenden Normalen vollstindig beschreiben. Da Funktionen aus R7} normalerweise

die Gestalt
up \ _ (o oy x
(o) =(5)=(3)

haben, benétigt man noch eine Routine, die diese Darstellung in eine Darstellung auf den
Kanten umrechnet. Die Funktion loctonod, die genau dieses leistet, wurde ebenso wie
die Funktion nodtoloc, die die Umkehrung liefert, bereits von Herrn Prof. Dr. Starke und
Herrn Dr. Korsawe programmiert und fiir diese Arbeit zur Verfiigung gestellt. Fiir eine
genauere Darstellung der Umrechnung siehe [KORO05].

Man benoétigt zur Speicherung also einen Vektor der Grosse n., wobei n. die Anzahl der
Kanten der Triangulierung darstellt. Analog verhilt es sich bei Verwendung des quadra-
tischen Raviart-Thomas Raums. Auch hier muss die Darstellung der Funktionen auf die
Kanten bzw. den Mittelpunkt des Dreiecks umgerechnet werden. Dies leistet die erstellte
Funktion nodtoloq. Man benétigt hier zur Speicherung der Daten einen Vektor der Lénge
2n, + 2n;.

Ebenso erfolgt die Nutzung des MTW Elements. Das MTW-Element hat 3 Freiheits-
grade pro Kante. Also wird zur Speicherung der Daten hier eine Vektor der Lénge 3n,
bendtigt. Zur Darstellung der Funktion auf den einzelnen Dreiecken wird die Funktion
nodtoloc_mtw genutzt.

Schliesslich ben6tigt man noch die Daten fiir die Ndherung an U. Dafiir werden wie-
derum die RT7 bzw. RT, Ansatzraume genutzt. Es ist klar, dass hier zum Speichern der
Daten eine Matrix mit 2 Spalten der Linge n, bzw. 2n, + n; benotigt wird.

6.4.3 Implementierung

Nach der Datenorganisation folgt als nédchster Schritt die eigentliche Implementierung zur
Losung der Least-Squares Formulierung. Diese gliedert sich in die folgenden Punkte:

- Erzeugung der Geometrie und der Randdaten
- Erzeugung und evtl. Verfeinerung des Gitters
- Neue Korrektur mit Hilfe eines Gauss-Newton-Verfahrens berechnen, dazu

- Zuriickverfolgung der Charakteristiken

- Aufstellen der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite

In den folgenden Unterabschnitten sollen die einzelnen Schritte etwas genauer darge-
stellt werden.

Geometrie- und Gittererzeugung

Da die Geometrien der Testbeispiele sehr einfach gehalten sind, stellt die Geometrieerzeu-
gung in MATLAB kein Problem dar. In einer Geometriedatei wird der Rand des Gebiets
) durch Linien und Kreisbogen beschrieben. In einer zugehorigen Randdatendatei wird
festgelegt, welche Randbedingung - Neumann oder Dirichlet - das jeweilige Randstiick
erfiillen soll.
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Fiir die Erzeugung eines Gitters auf der zuvor festgelegten Geometrie kann der MATLAB-
Befehl initmesh aus der PDE-Toolbox verwendet werden. Dieses Ausgangsgitter kann
man durch den Aufruf der Funktion refinemesh beliebig weiter verfeinern.

Mit diesen Befehlen wird zusétzlich eine Liste mit Punkten, Dreiecken und Réndern des
Gitters geliefert, die zur Arbeit mit den Unbekannten H, u und U benétigt werden.

Fiir den Einsatz des Raviart-Thomas Elements wird allerdings zusétzlich eine Kan-
tenliste benotigt, die MATLAB nicht zur Verfiigung stellt. Die Routine edgemesh, die
eine solche nummerierte Kantenliste erstellt, wurde ebenso wie die Routine nodtoloc von
Herrn Prof. Dr. Starke und Herrn Dr. Korsawe programmiert.

6.4.4 Riickverfolgung der Charakteristiken

Ein wesentlicher Bestandteil des ELLAM Verfahrens ist die Verwendung der Charakteris-
tiken. Um nun die Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite fiir aufstellen zu kénen, miissen
die Funktionen u und H an den Stellen X = x —u(x, t)At ausgewertet werden. Man muss
also zunéchst die Position X, die ein Partikel zum Zeitpunkt ¢ — At innehatte berechnen.
Um dies zu erreichen werden die einzelnen Elemente wieder elementweise in der nodalen
Basis betrachtet.

Bei Verwendung der standard lineare Elemente kann die betreffende Funktion, die durch
den Wert an den Kanten gegeben ist, einfach durch eine Interpolation berechnet werden.
Bei Verwendung des Raviart-Thomas Elements niedrigster Ordnung ist die Darstellung
von u wieder elementweise in der nodalen Basis:

(3)-()()
Uy &) Ty

In dieser Darstellung ist die Berechnung von X% simpel.

Ebenso wurden Routinen erstellt, die die anderen FE-Ansatzraume, @2, RT> (vgl. 6.6)
und MTW (vgl. 6.10) elementweise darzustellen und damit die Berechnung von x moglich
machen.

Die Auswertung einer Funktion auf einem Dreieck T leisten die Funktionen evalpp,
evalpq, evalrt, evalrt2 bzw. evalmtw.

Im néchsten Schritt miissen die Funktionen H und u an den jeweiligen Stellen ausgewer-
tet werden. Dazu wurden zunédchst Routinen erstellt, die errechnen, in welchem Dreieck
der Punkt x liegt.

Anschliessend konnen die Werte der Funktionen nun einfach mit den oben genannten
Funktionen errechnet werden.

6.4.5 Aufstellen der Steifigkeitsmatrix

Zum Aufstellen der Steifigkeitsmatrix miissten in einem ersten Schritt die Basisfunktionen
der einzelnen finiten Elemente erstellte werden. Zu diesem Zweck wurden die Funktionen
base_pl, base_p2, base_rtl, base_rt und base_mtw programmiert. Wie aus dem Re-
siduum der Least-Squares Formulierung 4.16 ersichtlich ist, haben die Steifigkeitsmatrix
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und die rechte Seite des zu losenden Systems die folgende Gestalt

Apg Agu Anvu H In
AUH AuU AUU U f U

Die Steifigkeitsmatrix kann also in 9 Teilmatrizen unterteilt und diese einzeln implemen-
tiert werden. Ebenso wird die rechte Seite in 3 Vektoren unterteilt.
Das Aufstellen der Teilsteifigkeitsmatrizen bzw. rechten Seiten erfolgt in den Routinen as-
wehh, aswehu, aswehw usw. Dabei werden aufgrund vorher eingestellter Parameter stets
die ausgewéhlten Finiten Elemente fiir die jeweilige Variable genutzt.

Um die Steifigkeitsmatrix, bzw. ihre Teilmatrizen, aufzustellen, ist es u.a. notig, die
L?-Norm von Funktjonen auszuwerten.

Da (f,9)r2r) = f - g dx ist, geniigt es Interpolationsformeln zu benutzen, um die

T
entsprechenden Integrale auszuwerten. Dazu werden die iiblichen Interpolationsformeln
benutzt, von der Mittelpunktsregel

1) = L) + fma) + ()
bis hin zur Formel
1(F) = TN F(2, 5y 4 Bl (o) + f(0, B) + F(B. )] + CLE( ) + F(,8) + (6.7

407373

e _ 6 _ 942s . _ 64s § _ 92« _ 155— _ 15545 7
mit s = V15, a = %5, = =577, v = 57, 0 = 577, B = 555 und C = 5555, die auf
dem Einheitsdreieck fiir Polynome vom Grad kleiner gleich 7 exakt ist. |T'| bezeichnet wie

tiblich die Fléche des Dreiecks 7" und f die auszuwertende Funktion (vgl. [AT97]).

Mit diesen Hilfsmitteln ist es moglich, die Matrizen in MATLAB aufzustellen. Als Beispiel
soll der folgende Programmauszug dienen

p = mesh.p;t = mesh.t;te = mesh.te;e = mesh.e;
nt = size(t,2); % Number of triangles

ne = size(e,2); % Number of edges

np = size(p,2); % Number of points

[ ar,agl,ag2,ag3 ] = pdetrg(p,t);

hAuswertung der Funktionen auf den Dreiecken

s=[’[ hglqu,hg2qu,hqu ] = quval’,mesh.h.name,’ (mesh,5,HH);’];
eval(s);

s=[’[ phiglqu,phig2qu,phiqu ] = quval’,mesh.h.name,’ (mesh,5);’];
eval(s);

s=[’[ udqu,ulqu,u2qu ] = quval’,mesh.u.name,’ (mesh,5,UU);’];
eval(s);

s=[’[ wdqul,wlqul,wiqu2 ]
eval(s);

s=[’ [ wdqu2,w2qul,w2qu2 ] = quval’,mesh.w.name,’ (mesh,5,WW(:,2));’];

quval’ ,mesh.w.name,’ (mesh,5,WW(:,1));’];
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eval(s);

%[ holdqu,uloldqu,u2o0ldqu ] = quvalcc2_mtw(mesh,tau,UU,meshold,HHold,UUold);
s=[’[ holdqu,uloldqu,u2o0ldqu ] = quvalcc2_’,mesh.u.name,’
(mesh,tau,UU,meshold,HHold,UUold);’]; eval(s);

s=[’[ hbglqu,hbg2qu,hbqu ] = quval’,mesh.h.name,’ (mesh,5,hb);’];
eval(s);

% Assemble indices
oh=ones(1,mesh.h.anzahlbasis);
iej=[1;

I=[1;

dreiecksindex=1:nt;

for i=1:mesh.h.anzahlbasis

s=[’s=mesh.h.index.basis’,int2str(i),’;’];
eval(s);

s=[’ie=7,s,7;’];

eval(s);

iej=[iej iel;

I=[I kron(oh,ie)];
end;
J = kron(oh,iej);

% assemble matrix entries

A = 9/40; B = (155-sqrt(15))/1200; C = (155+sqrt(15))/1200;
arwgt = [ A ; B; B ; B; C; C; C ]x*ar;
uabsqu = sqrt(ulqu.*ulqu+u2qu.*u2qu) ;

jach=[1;shi=[];

jacul=[];jacu2=[];

suli=[];su2i=[];

for i=1:mesh.h.anzahlbasis
s=[’jach=[jach (1 + tauxudqu).*phiqu.basis’,int2str(i),’];’];
eval(s);
s=[’shi=[shi kron(oh, (1 + tau*udqu).*phiqu.basis’,int2str(i),’)];’];
eval(s);
s=[’jacul=[jacul taux(gz*phiglqu.basis’,int2str(i),_
’—cf*ulqu.*uabsqu./(hqu.*hqu) . *phiqu.basis’,int2str(i),’)];’];
eval(s);
s=[’suli=[suli
kron(oh,taux(gz*phiglqu.basis’,int2str(i), _
’—cf*ulqu.*uabsqu./(hqu.*hqu) . *phiqu.basis’,int2str(i),’))];’];
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eval(s);
s=[’jacu2=[jacu2 taux(gz*phig2qu.basis’,int2str(i),_
’—cf*u2qu.*uabsqu./(hqu.*hqu) . *phiqu.basis’,int2str(i),’)];’];
eval(s);
s=[’su2i=[su2i
kron(oh,taux*(gz*phig2qu.basis’,int2str(i), _
’—cf*u2qu.*uabsqu./(hqu.*hqu) . *phiqu.basis’,int2str(i),’))];’];
eval(s);

end;

shj = kron(oh, jach); sulj = kron(oh, jacul); su2j = kron(oh, jacu2);
S = sum(kron(ones(1l,mesh.h.anzahlbasis”2),arwgt)._
*(shi.*shj+suli.*sulj+su2i.*su2j)); s=[’Khh =

sparse(I,J,S,’ ,mesh.h.dof,’,’ ,mesh.h.dof,’);’]; eval(s);

% assemble right hand side entries

resh = hqu - holdqu + tauxhqu.*udqu;

resul = ulqu - uloldqu + tau*gz*(hglqu-hbglqu)+
tauxcf*ulqu.*uabsqu./hqu + cl*wdqul;

resu2 = u2qu - u2oldqu + taukgz*(hg2qu-hbg2qu) +
tauxcf*u2qu.*uabsqu./hqu + cl*wdqu2; resh = kron(oh,resh);

resul = kron(oh,resul); resu2 = kron(oh,resu2);

F = -sum(kron(oh,arwgt) .*(resh.*jach+resul.*jacul+resu2.*jacu2));
s=[’Fh = sparse(iej,1,F,’ ,mesh.h.dof,’,1);’]; eval(s); Fh =
full(Fh);

der die Matrix Agpy aufstellt.
Die anderen Steifigkeitsteilmatrizen werden entsprechend analog aufgestellt. Die voll-
standigen Quelltexte aller Programme finden sich unter www.ifam.uni-hannover,/ ~danisch/Source.
Zusétzlich musste natiirlich noch die Auswertung des Kantensprungterm

1
™y EII[t g5 e
Ee&y,

und die Auswertung des Funktionals (in 1sfunc) an sich implementiert werden. Die Aus-
wertung des Kantensprungterm wurde in 2 verschiedenen Dateien, aswe_tang_mtw bzw.
aswe_tang_rt2, jeweils fiir das MTW bzw. das RT, Element realisiert.

6.4.6 Losung des Gleichungssystems

Nachdem die Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite aufgestellt wurde, gilt es nun, eine Né-
herungslésung in jedem Zeitschritt zu berechnen. Zur Berechnung einer neuen Naherung
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in jedem Zeitschritt wurde das bekannte Gauss Newton Verfahren verwendet (swesolve).
Als Gleichungssystemloser im Gauss Newton Verfahren wurde der in MATLAB eingebau-
te direkte Loser fiir lineare Gleichungssysteme benutzt. Dieser Loser ist soweit optimiert,
dass die 'manuelle’ Verwendung von Vorkonditionierern das Ergebnis und die Geschwin-
digkeit nicht verbessern wiirde.

Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung der verwendeten MATLAB Befehle und Routinen
siehe auch [MAT98| und [MAT].

6.4.7 Verfeinerungsstrategie

Zur Verfeinerung werden zunéchst diejenigen Dreiecke identifiziert, in denen der Fehler
sehr hoch ist bzw. der Fehlerschétzer hohe Werte liefert. In den numerischen Beispielen
in Kapitel 8.3 wird ein Dreieck T verfeinert, wenn der Wert des Funktionals, also des
Fehlerschétzers, auf diesem Dreieck grosser als der Durchschnittliche Wert des Funktionals
auf den Dreiecken ist. Als Verfeinerungsstrategie zur adaptiven Verfeinerung wurde die
h-Methode genutzt. Bei der h-Methode wird das bereits vorhandene Gitter an den oben
beschriebenen Dreiecken verfeinert. Dazu wird jedes dieser Dreiecke in mehrere kleinere
Dreiecke, hier uniform, unterteilt. Es wird kein neues Gitter erstellt, wodurch kein zu
grosser Rechenaufwand entsteht.






{ Fehlerschatzer

Dieses Kapitel ist das Herzstiick dieser Arbeit. Es wird gezeigt wie man fiir die in Kapitel
4 vorgeschlagene Least-Squares Formulierung einen a-posteriori Fehlerschétzer gewinnen
kann. Genauer wird gezeigt, dass das Funktional F als a-posteriori Fehlerschétzer dienen
kann. Damit ist es moglich adaptiv zu verfeinern. Der Beweis, dass das Funktional ein
Fehlerschétzer ist, gliedert sich in drei Abschnitte. Zunéchst wird kurz die Arbeit [STA]
rekapituliert, in der gezeigt wird, dass das Funktional im Grenzfall verschwindender Vis-
kositdt einen Fehlerschétzer darstellt. Danach wird der Beweis auf den Stokes Fall und
anschliessend auf den allgemeinen Fall p > 0 der Flachwassergleichungen ausgeweitet.

7.1 Einleitung

Um zu zeigen, dass das Funktional einen a-posteriori Fehlerschétzer darstellt, geniigt es
zu zeigen, dass

ol v, VIIII? < (17 (H,w, 0) [, v, V|| < Blll(n, v, V)] (7.1)

mit «, f € R unabhéngig von p fiir alle 7, v, V mit einer geeigneten Norm |||(-, -, )| gilt.
In diesem Fall erhélt man, aufgrund der aus Kapitel 4 bekannten Relation zwischen dem
Residuum R und der Fréchet-Ableitung J eines Funktionals F

R(Hh, uy, Uh, ﬁOId, flOId) = R(Hh, Uy, Uh, ]:IOId, ﬁOId) — R(H, u, U; f{OId, flOId)

1
:/ T(H + s(Hy, — H),u+ s(up — u), U + s(Up — U))[Hy — H,up — w, Uy — U ds
0

wobei wiederum Hj,u;, und U, Nédherungen an die Losung H, u, U sind, sofort die Ste-
tigkeit und Koerzivitidt des Funktionals. Dies soll nun im Folgenden gezeigt werden. Al-
lerdings werden die Stetigkeit und die Elliptizitdt des Funktionals in unterschiedlichen
Normen erzielt. Genauer wird die Elliptizitat in einer schwicheren Norm als die Stetigkeit
gezeigt. Dies kann zu schlechteren Ergebnissen in der Approximation der Losung fithren.

Bemerkung 7.1
Das Funktional F (siehe 4.17), das Residuum R (siehe 4.16) und die zugehdrige Frechet-
Ableitung J (siehe 4.29) waren definiert als

FHP+n,v, Vi HM 0%) = > | RHP +y, v, v; HO 0B o+rp Y hill[t-V]Ellﬁ,E,
KeT, peg, F
. (7.2)
R(H,u, U; HoM, 401y =

H—HY 4 7 Hdiv u
u— '+ 7(g V(H — Hy) + ¢, 3 + \/udiv U + F) (7.3)
72U + VirVu)
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und
n+7(H div v+ndiv u)

J(H,W[n,v,V] = | D(H,u)v + 7 (g Vi — Sl 4 Jndiv V) (7.4)
T2(V + /uVv)

Definition 7.2
Fiir den restlichen Unterabschnitt wird folgende vereinfachende Bezeichnung vereinbart

11 v, V)= (nllg + 721 Vallso + V150 + 7lldiv vIgo + 7IIVIEQD)Y*  (7.5)
mit der zusétzlichen Vereinbarung, dass |||(-,-)||| = |||(,+,0)]||, also

[0,V = (g o + 72 IV0l5.0 + IVIE e + 72 div v]§ )2 (7.6)

7.2 SWE ohne Viskositat

Dieser Unterabschnitt stellt den ersten Schritt des Beweises dar. Konkret wird gezeigt,
dass das Funktional der SWE ohne Viskositét (u = 0) einen a-posteriori Fehlerschétzer
darstellt. Dieser Abschnitt ist dem Artikel [STA] von G. Starke entnommen.

Sei also fiir den Rest dieses Abschnitts g = 0. Implizit bedeutet der Fall x4 = 0 natiirlich
auch U = 0, daher wird im Folgenden ebenfalls davon ausgegangen, dass U = 0 ist.

Damit reduziert sich das Residuum R und damit auch F auf R, (4.27), also

H — HY 4+ 7 H div u

F =R =Ro(H,u; H &) = ( ) ) .7
0( ) u_u01d+7—(gv<H_Hb)+Cf%+F) ( )
Fiir diesen Fall ergibt sich als Fréchet-Ableitung

n+7(H div v+ ndiv u)
k70(H7 'Ll) [777 V] - D(H, ll)V +7 <g VT] B uh|r121| 7]) (78)

Lemma 7.3

Die Matrix
— |u| 10 TCy U% U1U9
D(H,u) = (1 —|—ch? 01 + AR 2

ist invertierbar mit

1 1 0
_1_
D(H,u) _—1+Tcﬂ(0 1
7]

)i (4 )
lal H(1+ re, 8 (1 4 27¢p ) \ wave 3

fiir u # 0

Beweis: [STA]
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O
Zur Vereinfachung wird nun eine Variablentransformation ausgefiihrt.
Die Variable v wird ersetzt durch
V =W+ TCs ’H|< Tu)n (7.9)
Durch Einsetzen in (7.7) ergibt sich dann fir J
> 1+ 7div u)y + 7Hdiv w + 72¢, Hdiv (2 (D~ a)n)
H ( ! H? 7.10
gt winw = ( Eu R (7.10)

Da im folgenden mit der transformierten Variablen w gearbeitet wird, ist es wichtig
zu zeigen, dass die Normen |||(n,v)||| und ||[(n,w)]|| &quivalent sind. Dazu dient das
nachstehende Lemma.

Lemma 7.4
Seien H € WH>*(Q), u € Wh>(Q)? und H > H, mit einer Konstanten H, > 0, dann gilt
fiir alle n € Hy_ (), dass die Abbildung

VoV TCi (D_lu)n =w (7.11)

bijektiv in Hr, (div ,Q) ist. Es existiert sogar eine Konstante vy > 0, die unabhéngig von
T ist, so dass

%’H(%V)W < [ W[l < A1, )] (7.12)

gleichmiissig fiir T — 0 und fiir alle (n,v) € H}_(Q) x Hp, (div ,Q) gilt.

Beweis:[STA]
Es gilt u-n = 0 auf I'y und daher auch

[u]
_ 1 TCf
n- (D 1u) = n- ﬁ 1— —H\ul u
+7Cr g 1—1—2ch
1

[
1+270f“
=0 aqu‘N

(7.13)

= n-

Deswegen ist n-v = 0 auf I'y gdw n-w = 0 auf I'y. Desweiteren folgt aus der obigen
Gleichung

|;-11| (D7) = H(H —i—|1;|7'cf|u|)u (7.14)
und daraus wiederum folgt
Mp-1| < HEH2 < (““““79)2 = C (7.15)
H o IHlleo ™ H,
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Aus (7.14) folgt ebenfalls

(v ~ [u bl g
div <H2<D ) | = u div (H(H+270f|u|)> t B2y div U

u-(HQV(|u\)72|u\(H+TCf|u|)VH)

TR 2l + g —divu.  (7.16)

H(H+21cy|ul)

Mit V(Jul) < |Vu| erhalten wir aus obigen Gleichung

. (la], [u|[Vul [ul*[Vu| lu|[div ul
d — (D 2 || ——— —_
v (HQ( U) 00,2 N H2 oo,Q+ H3 00,2 H2 00,02
u Vu
< 2| 5| +zl. a7
[ulo.0 ||V11||oosz Hu||ooQ||VH||ooQ
< ollfllee. 7 : ) _.
= S, A E ¢
Und daher erhalt man
u| [uf
[wlloo = HV—TCng(D ") (D" 'u)
< ||V||0,Q+ch01||77||0,9 (7.18)
und
. . . lul
|div wljoo = |ldiv v —7cpdiv (ﬁ(D tu) n—ch‘Hl(D ') Vnllo.o

|u| u
(D7) ) llallnllon + 7esll o (D7 W) 0l Valloo

< |[div vijoa + 7erCallnllo.q + 7¢;Chl[Villoo (7.19)

< ||div vljo,q + Tcg||div ( |

Und damit ergibt sich insgesamt

e w)I* = Anlls + 7 IVallsq + IWlle.q + 7(ldiv wiig o (7.20)
< (L+277¢(CY + C))lInllg e
+ (142507 Vg o + 2vi5 e + 27°|div V]G q (7.21)

Und damit ist rechte Seite der Ungleichung fiir v = 1 4 max{1,27%c¢3(C} + C3),2¢5CF}
bewiesen. Der Beweis der anderen Richtung erfolgt analog.

O

Mit Hilfe dieser Lemmata ist es nun moglich den unten stehenden Satz zu formulieren,
indem die Elliptizitdt des Least-Squares Funktionals gezeigt wird.

Satz 7.5
Es seien wieder H € W1°°(Q), u € W1>(Q)? und H > H, mit einer Konstanten H, > 0.
Wenn weiterhin fiir den Zeitschritt T gilt, dass

1 1 g
7 < min y , , 7.22)
{2udw W’ BesCol N 4o, Cr(HA (1 + 270, OV /2 } (




7.2 SWE ohne Viskositiat 71

wobel H* = ||H|| .o und Cy und Cy definiert sind wie in (7.15) und (7.17), dann existieren
positive Konstanten o und (3, so dass

o[l VII? < 1T (H, w)[n, 15 o < Blll(n, )1 (7.23)

fiir alle (n,v € Hyp () x Hyp, (div ,Q) gleichméssig fiir T — 0 gilt.

Beweis:
Nach Lemma 7.4 reicht es zu zeigen, dass

&l (n, w)III® < 1T (H, w)llg 0 < Blll(n, W)l (7.24)

gleichméssig fiir 7 — 0 fiir alle (9,v) € Hp, x Hpy(div,Q) gilt. Es gilt sogar, dass
J(H,u)[n, w] dquivalent ist zu

JO(H,u)[n, w] = (7.25)
14rdiv w2 H vz 2 H 1/2 ul (-1
(T) + T (m) div w + T Cr (1+TdiV u) div <—2(D Ll)??)

1/2
—(29;1/2D1/2W +7 (%) ”D 1/2yp

in dem Sinn, dass

. . 1|,
min H, (1 7]div ull) 201~ res =) 00 W), w3 )
< 1T H ) R (7.26)

. U||co
< o H* (14 7div ). 201+ 27e, S0 700, w)ln, wil )

gleichméissig fiir 7 — 0 fiir alle (n, w) € Hyp_(Q) x Hp, (div , Q).
Aufgrund der Voraussetzung (7.22), gilt 1+7div u > 0 in ganz Q und daher ist es moglich
in der obigen Gleichung die Wurzel zu ziehen. Daher bleibt nur zu zeigen:

||, w)III* < 1T (H, w)[n, wll|* < 8%1(n, w)]|* (7.27)

gilt fiir alle (n,w € H}_ () x Hp,(div ,Q) mit Konstanten o°, 3°, die unabhéingig von 7
sind.
Gezeigt werden soll hier nur die schwerer zu zeigende linke Ungleichung.

Mit (7.15) und (7.17) erhélt man

I 2 lul
H(l%—Tdiv u) div (HQ(D ) ) o

u u
< Mg (1 (G0 lealllon + IO Wil Vo

I 1/2
< C C 7.28
< (toear) (Celilba + Cill¥ilon) (7.28)
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Zusammen mit der Einschrankung der Schrittweite 7 ergibt sich

H 1/2 |u’
e i eptt
H(l—irrdiv u> div (H2< u)n)

und daraus wiederum

HJO<H7 u)[na W]H%),Q

2
1 H 1/2 . 1+ 7rdivu I/Qd,
1+ 7divu T H W

Q

< (2H")2(Cellnllog + CilVillog) (7.29)
0,2

v

5 (7.30)

1 1/2 2
DY2wd  piryy

_ar, H (Callnlloss + Col[ Vo) + H

(29)1/2 2
2
1+ 7div u 1/2 H 1/2d'
S - ivw
H g - 1+ 7div u v

. 1
—27%c;H*(CoInllog + C1llVnllo)® + %“DI/QW“aQ

0,0
2

1 . 72
2 2

Q

+572| D72V

dabei wurde (7, div w)oq + (W, Vn)oo = 0 benutzt. Dies gilt aufgrund der Randbedin-
gungen.
Zusammen mit den Abschitzungen

z-D(H,u)z = <1 + ch%) |z|* + Tcf |u|H(u z)? > (1 + TCf%) lz|>  (7.31)

und

2 D(H.u) 'z — ;QZQ’_ Tep(u - z)? ))

1 —i—ch% lulH(1 + 27¢, 2

H
1
> | 1‘”}‘% (7.32)
L+ 1ep'y H(1+ 27cp's
_ |2|”
14 QTCf%

kann dies weiter abgeschétzt werden durch

2H,

1+ 7||div ul|eo.0
Ar2e . H*(O2 2 C2I1Vnl[2 1 2 97'2 Vnl2
—4r7cy H* (C3|Inllg o + C1l 77”0,9"‘2_““4‘0,9"‘ 172 1Vnllo.0
g 21+ resCY7?)
2
qgr 2
V]| (7.33)
2(1+ 27'cf011/2 o
T2 H,
(14 7||div u||w.q)

1 — 7||div ul|eo.0
2H*

17°(H ) [0, w]llo o > Inllg.q + Idiv w50

1
> (m - 4720?]']*022) ||77||(2)Q +

1 .
+gIIWH3,9 +5 Idiv W[5 o-
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Zusammen mit der Einschrankung an die Schrittweite 7 ergibt sich weiter

17°(H, W) wllse >

1 9 2 2
Inllg.q + ([ V|| (7.34)
8H*"S 41+ QchC’ll/2 o

H,
(14 7]|div u||co0)

1 .
+%HWH3@+ 5 7| div Wl o-

7.3 Der Stokes Fall

Nachdem in Satz 7.5 ein Elliptizitatsresultat fiir den SWE Fall ohne Viskositit gezeigt
wurde, soll nun in einem nichsten Schritt ein dhnliches Resultat fiir das Stokes Sys-
tem gezeigt werden. Darauf aufbauend wird anschliessend ein Elliptizitédtsresultat fiir die
Flachwassergleichungen im allgemeinen Fall mit nichtnegativer Viskositéit gezeigt.
Im ersten Schritt wird kurz die Stetigkeit und Elliptizitat im Fall y = 0 gezeigt.
Anschliessend soll gezeigt werden, dass das Least-Squares Funktional 4.34 stetig und
elliptisch beziiglich einer geeigneten Norm ist. Dies geschieht indem zunéchst gezeigt wird,
dass die Finite Element Approximation aus 4.36 stetig und elliptisch ist. Mit Hilfe des
nachstehenden 2. Lemmas von Strang wird gezeigt, dass dann auch die wahre Losung
stetig und elliptisch ist. Dazu legen wir fiir diesen Unterabschnitt die folgende Abkiirzung
fest:

. 1
(@ v, Il = { V5o + Idiv vI§o +n Y IIVVIEa+u Y It vielhq
hr

KeTy, Ee&;,

1/2
g2 g+ VI + llg + 1/2div vnag)

Bemerkung 7.6
I||(q, v, V)||| definiert eine Norm auf dem Raum H'(Q2) x Hr(div ,Q) x L?(Q)%.

Satz 7.7 (2. Lemma von Strang)
Sei die Bilinearform ap,(u,v) elliptisch und stetig bzgl. der (gitterabhéngigen) Norm || - ||,
im Finite Element Raum Sy, an den Raum V', genauer gelte

an(v,v) > allv|3 fir v € S, (7.35)
lan(w, V)| < Cllullu|[vlls fiiru eV +Sp,v € S (7.36)

mit von h unanhédngigen Konstanten o und C'. Dabei ist S}, tiblicherweise ein nichtkonfor-
mer Finite Element Raum. Dann existiert eine von h unabhingige Konstante c, so dass
die Ungleichung

lu—wup|ln <c( inf |Ju—wvy||p+ sup an (v, wn) (7.37)
UnE€Sh wnesy,  ||wnlln

gilt. Dabei wird der erste Term als Approximationsfehler, der zweite als Konsistenzfehler
bezeichnet.
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Beweis: z.B. in [BRA97]

O
Das Residuum im Stokes Fall war definiert als
op—+div u
Rs(p,u,U) = | u+ Vp+ p'/2div U (7.38)
U + u'/?Vu
und das Funktional als
1
Fs(pu,U) = > [Rs(pw, U)[§ + 4 > h—ll[t -ulgl[§ 5 (7.39)
KeTy, Eeg&y, E

Fiir g = 0 besteht die Minimierung von (4.35) nur aus der Minimierung von || Rso(p, u, U)|lo.a
(vgl. 4.10). Offensichtlich gilt

||R0(p7117U)||0,Q
> min{s, 1} (|8"p +6~div ul3q + [[u+ Vp|o + |U[3,) (7.40)
< max{d,1} (|6Y2p + 0~ 2div u|f o + [lu+ Vp[[io + U5 ) -

Fiir (¢,v,V) € HY(Q) x Hr(div ,Q) x H(div ,Q)?, erhilt man durch partielle Integration

62+ 67 2div wl o+ [+ Vpllda + Ul o
= 8lpli3 0 + IVPIZq + luldq + 7 div uldq +UJZq.

Dies, zusammen mit (7.40), ergibt die Stetigkeit und Elliptizitéit in der Norm H'(2) x
Hr(div ,Q) x L*(©2)? im Fall u = 0.

Satz 7.8 (Stetigkeit)
Mit den tiblichen Bezeichnungen aus diesem Kapitel, gilt

Fs(q,v, V) S ll(g, v, V)II (7.42)

Beweis:
Es gilt offensichtlich

> IRs(a, v, V)| «

KeT,

< max{5, 1) (Wq #6712 VB g+ v + Vg iy VIR + 3 IV + ul/QvVnaK)
KeT,

und damit

1
D IRs(@v. V)5 + 1) LI vigllo s

KeTy, Eecé&y

- . 1
< 2max{0*,4 '} (HVH%,Q + lldiv vge +p ) Al v]gll6 s

Ecé&y
+llgllgo + IVIEa + Vg + p2div VI3 )

fiir alle (¢, v, V) € HY(Q) x Hp(div ,Q) x H(div , Q)%
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O

Eine untere Schranke fiir das Funktional zu finden, gestaltet sich allgemein etwas schwie-
riger. Dazu definieren wir zunéchst

512 ¢+ 6"12div u

Rslq, v, V) = | v+ Vg4 p2div V (7.43)
V + u'/2Vv
Dann gilt offensichtlich
IRs(a:v, V)5 o = min{s, 1}[|Rs (. v, V)3 o (7.44)

Mit Hilfe dieses Satzes reicht es die Elliptizitit von Rg beziiglich des Finite Element
Ansatzraums Q X X5 X O, C H'(Q) x HL(Q)? x H(div ,2)? zu zeigen.

Wie miissen also nur noch eine untere Schranke fiir RAS (¢, v, V) finden. Dazu dient das
nachfolgende Lemma

Lemma 7.9

Seien ©;, C H(div,Q)? und ¥, C Hr(div ,Q) stiickweise polynomiale Finite Element
Réaume auf der Triangulierung 7T;,. Es existiert eine Konstante C' > 1, so dass die Unglei-
chung

21> (Vi n, [vilg)ors

Ecé&y

1
< 2 1/2 ||Vh||09 +20u'? Z EH[‘J . Vh]EH(QLE- (7.45)

Ecé&y

fiir alle V,, € O, und v;, € ), gilt.

Beweis:
Mit Hilfe der Cauchy Schwarzschen Ungleichung und Bemerkung 4.5 folgt

2 Z (Vi-n, [vi]p)op| = 2 Z (t (Vi ), [t va]p)os
Ee&), Ecé&y
< 2 E(Va-n)losllt - valzlos (7.46)
Ee&y
(/2
= 1/2 D IE(Vi-m ||0E+7||[t Vilelo.5-
Ee&y,

wobei der Parameter p € (0,1) im weiteren genauer bestimmt werden soll.
Es gilt

o hslE(Va-n)lie < Y helVilis

Eeé&y Eegy,
< Z Z hellValls g (7.47)
KecT), ECOK

< C Z ”VhHg,E = CHVhHg,Q
KeT,
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mit einer Konstanten C'.
O.B.d.A kann hier C' > 1 angenommen und p = 1/(2C) in (7.46) eingesetzt werden. Dies
fithrt zu
1 2 1/2 1
2) (Vi n, [vi]p)os < WHVhHo,Q +20u!? EH

Ecé&y Eecé&y

[t valslop  (7.48)

O

Damit sind nun alle Voraussetzungen fiir den folgenden Satz gegeben.

Satz 7.10 (Elliptizitét)

Seien ©, C H(div ,Q)? und %), C Hr(div ,Q) stiickweise polynomiale Finite Element
Réaume auf der Triangulierung 7Tj,. Mit den iiblichen Bezeichnungen aus diesem Kapitel
gilt fiir das in 4.34 definierte LS-Funktional

Fs(qn, Vi, Vi) 2 11(an, vi, Vi)l (7.49)

fiir alle (q,V,V) € Qh X Zh X @h

Beweis:
> IRs(g, v, V)«
KeTy,
= ||51/2q + 6 V2div V)||3Q + v+ Vg+ 1M 2div V||(2)7Q + Z IV + ,u1/2VV||aK
KeT,
= 6[lqllp. + 07 Idiv vI[§ o + [IVIE o + IVg + 1'2div V5 o + IVIIF o (7.50)
i Y VG 26 (Ve [V]g)os
KeTy, Eegy,

fiir alle (¢, v, V) € H'(Q) x Hr(div ,Q) x H(div ,Q)?, wobei partielle Integration genutzt
wurden. Mit Lemma 7.9 kann dies weiter abgeschéatzt werden zu

. 1
> IRs(qn va, Vil x + 2C+ 1 Y EH[t vileld e

KeTy, Eegy,

1) s 1
> dllanllso + 0 Idiv vallfo + [Valgo + 4 D IVl ke + 5 Vallio (7:51)
KeT,

1 )
o ol vilel e + IV + i div Vil

Ee&,
fir alle (qh,vh,Vh) S Qh X X, X Oy
O

Satz 7.11
Sei (p,u,U) € H'(Q) x Hr(div ,Q) x H(div,Q)? die exakte Lésung von 4.35 und sei
(pn,up, Up) € Qp x X, X Oy, die nichtkonforme Approximation an 4.36. Dann gilt

I||(p = pr,u—u,, U—=Up)||| S inf |(p — pr,u —u,, U —U,)||| (7.52)

Prup, Up)EQR XX, X O



7.4 SWE mit Viskositit 77

Beweis:
Mit dem zweiten Lemma von Strang 7.7 ergibt sich

Il(p = pru—u,, U=Un)lll S inf (P —=pru—uw, U=U,)[l|  (7.53)

Phyup,Up)EQR XLy xOp,
B(p — pr,u—up, U —Uyp;rp, Wy, W)

+ sup
(rh,Wh,Wh)EQR X XOp ||<Tha WhaWh)

Fiir den Zéahler des Konsistenzfehlers erhalten wir aufgrund von 4.39
B(p — pn,u —up, U — Up;rp, wi, W) = B(p,u, U rp, Wiy, W)
1
= Z (,R’(pa u, U)aR(Q7V7V)>0,K + % Z h_([t : u]E'v [t ’ V]E)O,E
E

KE’]-}L EES}L

Da fiir die exakte Losung (p,u, U) gilt R(p,u,U) = 0 und plt - u] = 0 fir alle E € &,
ist der Konsistenzfehler Null.

Bemerkung 7.12
In der Norm |||(-, -, -)||| sind Vq und div V durch einen Term gekoppelt. Es ist klar, dass
man Schranken ohne Kopplungsterm gewinnen kann durch

: 1
1@ vVIE = Ivlge+ lIdiv viigo+u Y IVVIGL+r ) ol viglloe + lallee + IVIGa
KeTy, Eeé&y

: 1
g vWIIP < IVIIGe + Idiv vIEa + 1 Y IVVIGK+1 ) LR vigloe +llalte + 21 Valoe
KGIJ—}L Eegh

+ IVIGa + 2uldiv V[i§q

Diese Schranken werden auch im Abschnitt 7.5 genutzt, um Konvergenzabschédtzungen zu
erhalten.

7.4 SWE mit Viskositat

Analog zur Gewinnung des Elliptizitédtsresultats fiir das Stokes System soll nun ein Ellipti-
zitédtsresultat im allgemeinen Fall nichtnegativer Viskositét fiir die Flachwassergleichungen
gewonnen werden.

D.h. in diesem Abschnitt sollen obere und untere Schranken fiir das linearisierte Least-
Squares Funktional

o NTH WV V]G ke + 7Y %Il[t V]ello.5 (7.54)

KeTy, Ecep

gefunden werden.

Eine obere Schranke fiir dieses Funktional ist wie im Stokes Fall recht einfach zu zeigen.
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Zunachst fiihren wir wieder analog zum Stokes Fall eine Norm ein, die im restlichen
Unterabschnitt wieder mit |||-, -, ||| bezeichnet wird.

. 1
[1I(g, v, V)II| = (”V”(Q),Q +r2glldiv v+ Y IVVIGatTH Y e viEllso

KeTy, Ee&y

1/2
alal2a + TIVIEg +7llg + 1 div V||3,Q>

Satz 7.13
Es gilt
2 1 2 < 2
S ONTH W)V, VI 7m0y it - visllos < (. v, V)L (7.55)
KGTh EEEh E

fiir alle (n,v, V) € H'(Q) x Hp(div ,Q) x H(div ,Q)%

Beweis:
Analog zum Stokes Fall.

O

Die Entwicklung einer unteren Schranke durch eine Norm ||| - ||| gestaltet sich hingegen
wiederum schwieriger. Allerdings kann man zunéchst ganz analog zum Stokes Fall vorge-
hen. Zunéchst soll erst einmal der Spezialfall H = 1,u = 0 betrachtet werden. In diesem
Fall ergibt sich nach einer Skalierung der ersten Zeile J zu J* durch

g2 (n+ 1 div v)
J(H,u)[n,v,W] = | v+71(gVn+ /pdiv V) (7.56)
V2V + p'/2Vv)

Dann ist klar, dass sich die Ergebnisse fiir den Stokes Fall iibertragen lassen.

Lemma 7.14

Seien ©, C H(div ,Q)? und ¥, C Hr(div ,Q) stiickweise polynomiale Finite Element
Raume auf der Triangulierung 7,. Dann existiert eine Konstante C' > 1, so dass die
Ungleichung

1 7 9 12 1 )
257 Vallag +207 3 2 o=t - vilelig e (757)

Ee&y,

27 Z (Vi -1, [vi]e)oe| <

Eecé&y

tiir alle V € ©), und v, gilt.

Beweis:
Analog zum Beweis von Lemma 7.9.
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Damit sind nun alle Voraussetzungen fiir den folgenden Satz gegeben.

Satz 7.15 (Elliptizitit)

Seien ©;, C H(div ,Q)? und %), C Hr(div ,Q) stiickweise polynomiale Finite Element
Réaume auf der Triangulierung 7T,. Mit den iiblichen Bezeichnungen aus diesem Kapitel
gilt

. 1
D NI H W) s Vi Valllg e + 700 Y E\I[t vilplo.e 2 0w, vi, Vi)l

KeTy, Ee€&p

fiir alle (Uh,Vh,Vh) S Qh X 2, X Op.

Beweis:
> T (H W) nn, vi, Wall3
KeT,
= 1lg"(mn +7div Vi) I3 0 + [1Va + 79Vn + V/Ediv VilS o+ > Vi + 1>V allf

KeTy,
= glmlsa +T*glldiv vl o + IValloo + I7gVnn + adiv Villga + 7Vl (7.58)
+TH Z IV a5,k + 27! Z (Vi n, [Vi]g)oe
KeTy, Eegy,

fir alle (g, v, Vi) € Qnx 3, X Oy, wobei partielle Integration genutzt wurde. Mit Lemma
7.14 kann dies analog zum Stokes Fall weiter abgeschétzt werden zu

ST H W) s Vi WalllZ e + 2t - val sl
KeTy,

. 1
> gllmnllgo + 79lldiv vallgo + Ivallga +7i Y IVVAllsx + 5TIVallsq (7:59)
KeTy,
O

Satz 7.16
Sei (p,u,U) € HYQ) x Hr(div,Q) x H(div ,Q)? die exakte Losung von 4.22 und sei
(pn,up, Up) € Qp x Xy, X Oy, die nichtkonforme Approximation an 4.23. Dann gilt

I[P = pra—up, U—=Up)ll[ S inf I[(p = pr,u —ap, U = U)|| (7.60)

Phup,Up)EQR XX, X O

Beweis:
Mit dem zweiten Lemma von Strang 7.7 ergibt sich
(p—pr,a—w, U-Up)[| < inf (> = pr,a—up, U = Up) ] (7.61)

PhuR,Up)EQR XX, X0,
B(p — pn,u—uy, U —Uyp;rp, Wy, W)

+ sup
(rh,Wh,Wh)EQRXE X Oy, H(meh,Wh)

Fiir den Zéahler des Konsistenzfehlers erhalten wir aufgrund von 4.26
B(p — pr,u —up,, U = Up; 1y, wi, Wy) = B(p,u, U;r,, wiy, W)
1
= Z (R(pa u, U)aR((LV?V))O,K + % Z h_([t : u]E7 [t ’ V]E)O,E
E
KeTy, Eegy,

Da fiir die exakte Losung (p,u, U) gilt R(p,u,U) = 0 und plt - u] = 0 fir alle E € &,
ist der Konsistenzfehler Null.
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O

Bemerkung 7.17

Auch in diesem Abschnitt sind Vn und div V in der Norm |||(-,-,-)||| durch einen Term
gekoppelt. Es konnen wiederum leicht Schranken ohne Kopplungsterm gefunden werden
durch

) 1
1 VP = (IVIGq + T2glldiv vIg + 7o Y IVVIGx + 70 Y h—H[t Vglf e
KeT, Eeg, ' E
h h

+ gllnlia+7IVIa
) 1
(@ v < VIS + 7glldiv vIGo + 7 Y VYIS + 70 ) h—H[t vglf e
KeT, Eeg, ' E
+ glnlga+ 272 1Vallga + 7IVIGq + 277 ulldiv V|i§ g

Diese Schranken werden im néchsten Abschnitt 7.5 genutzt, um Konvergenzabschétzungen
zu erhalten.

In einem nichsten Schritt soll nun die Aquivalenz von J (H,u)[n, v, V] und J*(H,u)[n, v, V]
gezeigt werden.

Lemma 7.18
Sei 7||div ul|oco < 1 und H > H, in ganz ), dann gilt fiir alle K € T,

2

0
1T (H, ), v, VII[§ i = || T*(H,w)[n.v, V] = | eS8y (7.62)

0 0,K

Beweis: Offensichtlich gilt
(1 4+ 7div u)n + 7(H div v)
|7 (H v, VI[Ex = | DH v+ (g =580 + yidiv V)
V2V + /uVv)

(l+7’(]1{iv u)1/277 + 7 (Ii{ )1/2 div v

~ | DV2(H,u)v + TD‘l/Z(\/ﬁél;rVT \17277 - cr “;Jl n +gVn)
TV2(V + pu?Vv)
g2 (n+ 7 div v)
~ | v+ 7(u2divV —¢; “;J' n +gVn) (7.63)
TV2(V + pt/?2Vv)
0
= |7*(H, w)[n, v, V] - TCfSH_l;IU 16,
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Satz 7.19

Wenn der Zeitschritt T so gewéhlt wird, dass 27cs||ulleq < g*/?H,, gilt

1
S ONTH WV, VI +70> It vislls e (7.64)
=0 Beg,
. 1
~ Y T H W v, VG + 7Y It Vsl

KeT, peg, E

Beweis:
Aus (7.59) ergibt sich sofort

Inllge <

(Z |7 (H.w)in, v Wl + 2070 Y -t v]EHaE) (7.65)

KeTy, IS

Q|

und daraus folgt

2 2
ulu| %0 . 1
TCt 3 1 < 7% PYiE > T H ), v, V]G« + 20T Y h—||[t'V]E||(2),E
0,2 * KeT, Ee&, E

< 3 (Z |7 (H.w)in, v, VI + 20 3 i vJEHaE) (7.66)

KeT,, Eecéy

unter obiger Voraussetzung an 7 gilt dann

1
S O NTH W), v VG + 70> - VIl e (7.67)

h

KeT, peg, E

. 1

~ > T H )V, VG +7i > h—ll[t'V]EH%,E

KeT, EBeg, F

O

7.5 Konvergenz

Fiir die Konvergenzanalyse in diesem Abschnitte benttigt man fiir die verschiedenen Fi-
niten Elemente eine Abschitzung des Diskretisierungsfehlers || — gn||, wobei ¢, € @
die N#herung an die wahre Losung ¢ bezeichnet. Aus [BRA97| erhilt man das folgende
Ergebnis:

Lemma 7.20
Sei 7, eine regulare Verfeinerung von ), h bezeichne die Gitterkonstante der Verfeinerung
und Q' bezeichne den standard polynomialen Ansatzraume des Grades m, dann gilt

inf |lg—anllio S A" glmrzn (7.68)
heQm+1

h
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Die Abschitzung des Diskretisierungsfehlers fiir die RT-Elemente erhélt man aus [BRF91].

Lemma 7.21
Sei 7T, eine reguldre Verfeinerung von ) und ¥}* bezeichne den Raviart-Thomas Raum
des Grades m, dann gilt

Jnf =il @ S B (s + [V o) (7.69)
h

und aus [MTWOO] erhélt man schliesslich die folgende Abschéitzung

Lemma 7.22
Sei T}, eine reguldre Verfeinerung von ) und sei I, : Hp(div ,Q) — %, der Interpolati-
onsoperator aus Kapitel 4 in [MTWO00]. Dann gilt

1/2
(Hu s, o +u Y V- Hhﬂ)ll%,x) S hlulz (7.70)
KeT,

Lemma 7.23
Wenn zur Approximation der Variablen u der Raviart-Thomas Raum X' des Grades
m genutzt wird, gilt mit den Bezeichnungen aus diesem und dem vorigen Kapitel die
Abschétzung

inf ([[u—vallgq+7glldiv (u—va)ll5q

Vh GEm
+p Z IV(u—vp)lg x + 1 Z —H - ()] pl|g 5)"*
KeTy, EESh
SR (Ul + |V lnsr0) + A2 a]mg 0 (7.71)

Beweis:
Aus Lemma 7.21 folgt

)1/2

inf (fu—vallgo+glldiv (w=vi)ll50)"" <A™ ([ulmsro + |div ulmio)

VREX

Dies kann mit Prop I11.3.6 aus [BRF91] weiter abschétzt werden durch

1/2
inf | lu—vallgo+7gldiv(w—=vi)l5o+p Y Va—vi)lix
VhGEh KETh
S ([0 + AV Wm0 + A7 ) 0) (7.72)

Sei I, : Hr(div , ) — %, der Interpolationsoperator, der iiblicherweise fiir die Raviart-
Thomas Elemente genutzt wird, siche z.B. Kapitel I11.5 [BRF91] und sei V), : HL(Q)* —
Y2 der Interpolationsoperator der Standard Finiten Elemente, dann gilt

It - ILW)]elf s < ILW)]elf s = 1Tl — Dyl § 5
< 2|l — Ypullf 5 + 2|l — Yhullf 5 (7.73)
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Daraus erhélt man weiter
1
>, h_”[t'(Hhu)]E||(2),E <2y > —Ilﬂhu—‘l’hUIIOE
ges, ' F Ke’]’h poak
S 7 Z [TTpu — ‘I’hqu,aK
KeTy,
1
S = > I — Whulff
KeTy,
= 3l = Wufgg
2
< lu—Thullie + [u— Pl
< PMulhg (7.74)
Also kann die Abschétzung (7.72) erweitert werden zu
Jinf (fJu-— Vallg.o + 72glldiv (u—va)[lg o
Yy IV =vi)llg+0) —|| - (pw)] ][5 )"
KeTy, Eegh
S E (alm,0 + AV Ul o) + A )00 (7.75)
O

Eine analoge Abschitzung zu Lemma 7.23 kann auch fiir die Approximation des Flusses

u durch das MTW-Elements gewonnen werden.

Lemma 7.24

Wenn zur Approximation der Variablen u der MTW-Ansatzraum genutzt wird, gilt mit

den Bezeichnungen aus diesem und dem vorigen Kapitel die Abschétzung

inf (|lu—vallgo+rglldiv (u—vi)loq

VLEXR
DN CERSIFFESSY —|| ()] gllf )'?
KeTy, Eegh

< WJufig + [div ulia)
Beweis:
Nach Lemma 7.22 gilt

1/2
Jnf (nu — il + 7gldiv (=)o + Y IV (u HOK)
' KeT,

< h(lulo + [div ul0) + bl g
S h(lulye +[div alg)

(7.76)

(7.77)
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Sei II, : Hr(div , Q) — ¥, analog zu Lemma 7.23 der Interpolationsoperator der MTW-
Elemente aus Kapitel 4,[MTWO00]. Sei weiterhin ¥;, : HE(2)? — Q% wiederum der Inter-
polationsoperator der standard finiten Elemente, dann gilt wie oben

1Tt - (I w)] (15, 5 A6 5 = 1w g — yulge g o

<
< 2|l — Ypullf 5 + 2|l — Yhullf 5 (7.78)

Und daraus erhilt man wiederum analog zum Beweis von Lemma 7.23

1 1
> e Maelfy < 23" 3 o=l —Vyuli,

Ee&y KeT, ECOK
1
S 3 > Iyu = Whulf o
KeTy,
1
S 73 > IMhu — Wyuf
KeTy,
1 2
= ﬁ”ﬂhu = Ypullgq
2
< ﬁ”u — I o+ lu— Yuulg,
< Rulfg (7.79)

Damit kann die Abschétzung (7.77) erweitert werden zu

inf ([[u—valgq+7glldiv (u—va)liq

VREX
1
D NCERD RS e ()] ][5, )
KeT, Bee, F
5 h(|11|1,Q + |le u‘LQ) (780)

Lemma 7.25
Fiir die Approximation der Variablen U mit Hilfe des Raviart-Thomas Raums X}, gilt
die entsprechende Abschatzung

. . 1/2 m
inf (IIU = ValZg+plldiv (U= Vi)[2o)"* < h™ 2 (V0] ar g + 12| At o)7.81)

\'23 EEZI
Bewelis:

. . 1/2
inf (|[U = V|20 + pldiv (U= Vy)[20)"

VLED)

S P (U0 + ,ul/z’div Ulni10)

= " (P a0 + pl AU 0)

= hm+lﬂl/2(|vu|m+1,n + M1/2|Au|m+1,9)

= W2 (a) 2.0 + 1A 0). (7.82)
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Damit erhédlt man insgesamt die Folgende Abschétzung:

Satz 7.26

Wenn zur Approximation der Variablen H der standard polynomiale Ansatzraum @} und
fiir die Variablen u bzw. U der Raviart-Thomas Raum ¥} des Grades m bzw der Raviart-
Thomas Raum X des Grades k genutzt wird, gilt mit den Bezeichnungen aus diesem und
dem vorigen Kapitel die Abschétzung

(lu—wlde + gldiva—w)lfo+p Y IV —w)llfx+IH - Hl,
KeT,
+ oy —|| (I)el5 g + 11U = Villso + plldiv (U = Vi[5 o)
EEEh
1/2
S (Z IR(Hp,wn, U5+ Y —|| - (pu)]p ||(2),E> (7.83)
KeT,, Eegh
< R ([ulmgrg + iV ulpmsne) + hmM1/2|u|m+1,Q + hn+1|ﬁ|n+2,ﬂ
+ R P afrge 0 + AU )

Beweis:
Nach Lemma 7.20 gilt infg oni |H — Hyllio < B qlags.o. Zusammen mit Lemma
7.23 und Lemma 7.25 liefert dies die Behauptung.

Folgerung 7.27 )
e Bei Approximation von H,u und U durch Verwendung der Ansatzriume Q}, RT}
und RT}! ergibt sich daher insbesondere die Abschétzung:

(lu—wlie + Tglldiv(a—w)lio+r D IVa—w)lix+ 17 - Hilise

KeT,
+ oy —|| ()] g§ o + 11U = Vil§ o + plidiv (U = Vi)[§0)"
Eégh
1/2
. (Z IR(Hp,wn, Up)ll50+ 4 Y —|| - (pu)]p ||3,E) (7.84)
KeTy, EEEh

< RA(Julpo + |div ulog) + A(|Hog + p'/[uloe + p|Aul o)

e Bei Approximation von H,u und U durch Verwendung der Ansatzréiume Q3, RT?
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und RT} ergibt sich daher insbesondere die Abschétzung:

(lo—wlgo + 72glldiv (a—u)lfo+u Y IVa—w)lix +I1H - Hillse

KET}L
+ oy —|| ()] e[ + U = Vg o + plldiv (U = Vi)[[50) "
EGgh
1/2
S <Z IR(Hn, wn, Un)[§.0 + 1> —H - (Tu)] e l5 E) (7.85)
KeTy, Eegh

S R(lulzg + |div ulsg + [Hlse) + A(p'*[ulsg + plAu)i0)

Eine analoge Abschétzung erhédlt man bei Verwendung des MTW-Elements statt des
RT-Elements als Ansatzraum fiir den Fluss u.

Satz 7.28

Wenn zur Approximation der Variablen H der standard polynomiale Ansatzraum )} und
fiir die Variablen u der MTW-Raum und fiir die Variable U der Raviart-Thomas Raum
Yk des Grades k genutzt wird, gilt mit den Bezeichnungen aus diesem und dem vorigen
Kapitel die Abschétzung

(la—wlie + glldiv(a—w)lio+n D IV—w)lix+ 17 - Hillie

KeT,
+op Y —|| (M) gl§ & + 10 = Vil§ o + plidiv (U = Vi)[§o)"
EESh
1/2
S <Z IR(Hn, wn, Un)[§0 + 1> —H (M) g5 E) (7.86)
KeTy, Eegh

< h([ufio + [div ulig) + A" H psoo + B (0 ulkga0 + plAufie)

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 7.26
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Folgerung 7.29 R
e Bei Approximation von H,u und U durch Verwendung der Ansatzriume Q', MTW
und RT" ergibt sich daher die Abschétzung:

(Il —wlge + 7glldiv(a—w)lfo+u Y IVa—w)lgx + 1H - Hillie
KeTy,
+ MZ—H ()]s ll5 g + 1U = Villgo + plldiv (U = V4)[[5 o)
Ecé&y
1/2
S (Z IR(Hpsun, U)o+ ) —|| - (Ipu)]e ||(2),E) (7.87)
KETh EGSh

< h([ufig +|div ulig + |[Hlog + p'?[u20 + plAuli o)

e Bei Approximation von H,u und U durch Verwendung der Ansatzridume Q?, MTW
und RT? ergibt sich die Abschétzung:

(Il —wlfo + 72glldiv (u—w)lfo+u Y IVa—w)lx + 14 - Hilliq

KeT,
+ oy —H - (pw)]slf§ 5 + 10 = Vil[§ o + plldiv (U = Vi) |5 o)
EEgh
1/2
N (Z IR(Hp, w, Up)[l5 0+ 10 —|| ()] p Hg,E) (7.88)
KeTy, Eegh

< h(Julig + [div ulig + g3 [ulpo + plAulie) + B2 Hz o






8 Numerische Ergebnisse

Zur numerischen Simulation wurde die Finite Element Least-Squares Formulierung so-
wohl fiir das Stokes System als auch fiir die Shallow Water Equations implementiert und
in verschiedenen Geometrien jeweils fiir eine Reihe von unterschiedlichen Viskositétspa-
rametern getestet.

Zum Einsatz kamen dabei die folgenden Geometrien

e das Einheitsquadrat
e cin L-Shape

die in den folgenden Unterabschnitten zusammen mit den Ergebnissen kurz beschrieben
werden sollen.

8.1 Stokes

Zunéchst soll auch in diesem Kapitel zum Vergleich der Stokes Fall betrachtet werden.
Die numerischen Simulationen fiir das Least-Squares Funktional des Darcy-Stokes-Falls
(4.34) wurden auf dem Einheitsquadrat Q@ = [—1,1] x [—1, 1] (sieche auch Abbildung 8.2)
mit Randbedingungen

1—22 | fiiray=1,
gz, x0) =4 22 —1 | fiirzy=—1,
0, , sonstI.

getestet (vgl. [DSTO05]). Dabei bestand die grobste Triangulierung (1=0) aus 12 Dreiecken,
24 Kanten und 13 Punkten. Diese Triangulierung wurde fiinfmal gleichméssig verfeinert,
so dass die feinste Triangulierung (1=5) aus 12288 Dreiecken, 18624 Kanten und 6337
Punkten bestand.

Das Least-Squares Funktional Fg(pp,u, U) (vgl. 4.34) des Stokes Falls wurde imple-
mentiert, auf jedem Level, 1=0 bis 1=5, berechnet und in den Tabellen 8.1 - 8.4 fiir ver-
schiedene Werte des Viskositéitsparameters dargestellt. Dabei wurden als Ansatzrdume fiir
die Wasserhohe )5, und den Gradienten des Flusses ©, standard quadratische Ansatzrau-
me bzw. lineare Raviart-Thomas Rdume genutzt. Bei den numerischen Tests stellte sich
heraus, dass standard quadratische Ansatzraume notig sind, um quadratische Konvergenz
zu erhalten, wiahrend es ausreicht fiir den Gradienten des Flusses Raviart-Thomas Réaume
niedrigster Ordnung zu nutzen.

Als Ansatzraum fiir den Fluss X, wurde in den Tabellen 8.1 und 8.2 der quadratische
Raviart-Thomas Raum (RT3) genutzt. Aus Tabelle 8.1 kann man fiir den Fall p = 0
tatsdchlich quadratische Konvergenz beobachten, wiahrend man fiir 4 = 1 nur lineare
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Konvergenz erhilt. Die zugrunde liegende Triangulierung 7;, wird in jedem Verfeinerungs-
schritt gleichméssig verfeinert. Daher weiss man, dass die Gitterkonstante h, auf dem
néichst feineren Level (z.B. I = 1) nur noch viertel so gross wie auf dem Ausgangslevel
(z.B. 1 =0) ist. D.h. man kann in den Tabellen gut beobachten, dass sich das Funktional
fir 1 = 0 verhilt wie h* und fiir g = 1 wie h%. Damit verhlt sich die Wurzel des Funk-
tionals wie h? bzw. wie h. Man beobachtet also eine Reduktion des Funktionals auf ein
Viertel des Wertes im néchsten Verfeinerungsschritt bei linearer Konvergenz bzw. auf ein
sechzehntel bei quadratischer Konvergenz. Fiir die Zwischenwerte von p kann man anfangs
eine quadratische Konvergenz beobachten, die sich dann aber immer weiter zur linearen
Konvergenz abschwicht, je dominanter der Viskositéitsanteil wird. Man kann ebenfalls
beobachten, dass der Wert des Funktionals ab und zu auf einem hoheren Feinheitslevel
grosser wird. Eine genauere Betrachtung enthiillt, dass fiir diese kleinen Riickschritte der
Tangential-Sprungterm der LS-Formulierung verantwortlich ist. Die Tabellen 8.1 und 8.4
sind hier nur der Vollstandigkeit halber mit angegeben worden und sollen nicht weiter
erldutert werden, da der Stokes Fall (0 = 1) das hier interessierende Problem darstellt.
Allerdings erkennt man in Tabelle 8.2 ein &hnliches Konvergenzverhalten wie fiir den Fall
0=1.

Fiir die nédchsten beiden Tabellen 8.3 und 8.4 wurde fiir den Fluss der MTW Ansatzraum
genutzt. Man erkennt dabei in Tabelle 8.3, dass man hier auch im Fall 4 = 0 nur noch
lineare Konvergenz erhélt. Man erhélt fiir das gesamte Spektrum von g nur noch eine
lineare Konvergenz des Funktionals. Dass die Konvergenz schlechter als bei Nutzung der
quadratischen Raviart-Thomas Rdume ist und man auch etwas grossere Werte fiir den
Wert des Funktionals bekommt, deutet daraufhin, dass sich die Verwendung des MTW
Elements hier nicht lohnt. D.h. dass die Verringerung der Freiheitsgrade, die man durch
Nutzung des MTW Elements erhélt, nicht die schlechteren Resultate kompensiert. Man
kann die Freiheitsgrade noch ein wenig mehr reduzieren, indem man bei Verwendung des
MTW Elements zur Nidherung an die Wasserhohe standard lineare statt quadratische
Ansatzriaume verwendet. Man erhélt dann fast identische Werte zu Tabelle 8.3.

Zur Tabelle 8.4 soll hier nur kurz angemerkt werden, dass die Konvergenz des Funktionals
zwar nicht quadratisch, aber doch sichtbar besser als nur linear ist.
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l:

[=1

[ =2

[=3

=4

[=5

dim Qh
dim Eh
dim ®h

37
48
48

121
216
168

433
912
624

1633
3744
2400

6337
15168
9408

24961
61056
37248

7.24-1071
1.14-107!
4.22:1072
3.02-1072
2.88-1072
2.87-1072
2.87-1072
2.87-1072
2.87-1072
2.87-1072
2.87-1072

2.49-107 ¢
4.61-1072
1.91-1072
5.70-1073
3.47-1073
3.23.1073
3.21-1073
3.20-1073
3.20-1073
3.20-1073
3.20-1073

6.93-10~2
1.52-1072
1.56-1072
4.63-1073
7.89-10~*
3.32:1074
2.85-1074
2.80-10~*
2.80-10~*
2.80-10~*
2.80-107*

1.81-1072
4271073
6.85-1073
5.96-10~3
9.99-10~*
1.25-1074
3.26-107°
2.33-107°
2.24-107°
2.23-107°
2.23.107°

4.61-1073
1.13-1073
1.97-1073
4.01-1073
1.65-1073
2.05-1074
2.24-107°
3.76-10~¢
1.89-10°6
1.71-1076
1.69-1076

1.16-1073
2.92.1074
5.09-10~*
1.34-1073
1.81-1073
3.80-107*
4.13-107°
4.27-10°6
5.39-1077
1.65-1077
1.28-1077

2.87-1072

3.20-1073

2.80-10~*

2.23-107°

1.69-107°

1.24-1077

Tabelle 8.1: LS-Funktional fiir 6 = 1 und P,/RT,/RT} im Stokes Fall

[=0

l=1

[ =2

[=3

=4

=5

37
48
48

121
216
168

433
912
624

1633
3744
2400

6337
15168
9408

24961
61056
37248

7.09-107!
1.30-1071
4.36-1072
2.75-1072
2.56-1072
2.54-1072
2.54-1072
2.54-1072
2.54-1072
2.54-1072
2.54-1072

2.87-107!
7.61-1072
3.02:1072
7.00-1073
3.36-1073
2.97.1073
2.94.1073
2.93.1073
2.93.1073
2.93-1073
2.93.1073

8.87-1072
2.92.1072
2.90-1072
7.78-1073
1.13-1073
3.49-107*
2.70-10~*
2.62:1074
2.61-1074
2.61-10~*
2.61-1074

2.41-1072
8.23-107°
1.33-1072
1.05-1072
1.70-1073
1.98-10~*
3.88-107°
2.28-107°
2.12:107°
2.11-107°
2.11-107°

6.21-107°
2.13-107%
3.82:107°
7.27-107%
2.86-107°
3.50-10~*
3.71-107°
5.17-10°°
1.97-10°¢
1.65-10°¢
1.61-10°°

1.57-1073
5.37-10~*
9.85-10~*
2.46-10~°
3.19-1073
6.54-107%
7.08-107°
7.24-1076
8.32:10~7
1.90-107
1.26-1077

2.54-107

2.93-1073

2.61-107%

2.11-107°

1.61-107°

1.19-1077

Tabelle 8.2: LS-Funktional fiir 6 = 0 und P,/RT,/RT} im Stokes Fall
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l:

[=1

[ =2

[=3

=4

[=5

dim Qh
dim Eh
dim @h

37
48
48

121
204
168

433
840
624

1633
3408
2400

6337
13728
9408

24961
55104
37248

9.06-10~*
1.61-107!
7.56-1072
5.97-1072
5.76-1072
5.74-1072
5.74-102
5.74-1072
5.74-1072
5.74-1072
5.74-1072

3.09-107*
6.01-107*
3.00-1072
1.61-1072
1.36-1072
1.34-1072
1.33-102
1.33-1072
1.33-1072
1.33-1072
1.33-1072

8.56-102
1.86-1072
1.68-1072
7.35.1073
3.63-103
3.16-103
3.11-1073
3.11-103
3.11-1073
3.11-103
3.11-1073

2.22:1072
5.03-1073
6.53-1073
6.09-10~3
1.70-1073
8.57-107*
7.64-1074
7.55-10~%
7.54-1074
7.54-1074
7.54-1074

5.63-107°
1.31-1073
1.84-1073
3.51-1073
1.72-1073
3.85-107*
2.07-1074
1.89-1074
1.87-1074
1.86-1074
1.86-1074

1.42.107°
3.35-107*
4.72-10~4
1.14-1073
1.61-1073
4.07-107*
8.71-1074
5.06-10~*
4.69-10*
4.65-10~*
4.65-107%

5.74-1072

1.33-1072

3.11-1073

7.54-107%

1.86-10~%

4.65-1074

Tabelle 8.3: LS-Funktional fiir 6 = 1 und P,/MTW/RT? im Stokes Fall

=0

=1

[ =2

[=3

=4

[=5

37
48
48

121
204
168

433
840
624

1633
3408
2400

6337
13728
9408

24961
55104
37248

6.13-107!
1.18-1071
3.77-1072
1.88-1072
1.63-1072
1.60-1072
1.60-1072
1.60-1072
1.60-1072
1.60-1072
1.60-1072

2.46-1071
6.66-10~!
2.86-1072
6.21-1073
2.32:1073
1.90-1073
1.85-1073
1.85-1073
1.85-1073
1.85-1073
1.85-1073

7.38-1072
2.46-1072
2.50-1072
7.38-1073
1.04-1073
2.53-10~4
1.72-1074
1.63-1074
1.63-1074
1.62-10~*
1.62-10~*

1.97-1072
6.82-1073
1.09-1073
9.40-1073
1.63-1073
1.89-10~*
3.09-107°
1.48-107°
1.32:107°
1.31-107°
1.31.107°

5.03-1073
1.75-1073
3.12:1073
6.00-10~3
2.65-1073
3.42-1074
3.64-107°
4.56-10~6
1.35-1076
1.03-1076
1.00-1076

1.27-107°
4.40-10~4
8.03-107*
2.01-1073
2.75-1073
6.21-1074
6.99-107°
7.19-107°
7.86-1077
1.45-1077
8.08:1078

1.60-102

1.85-1073

1.62-10~*

1.31-107°

9.97-1077

7.37-107°

Tabelle 8.4: LS-Funktional fiir 6 = 0 und P,/MTW/RT? im Stokes Fall
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8.2 SWE Quadrat

Die einfachste Testgeometrie fiir die
Flachwassergleichungen bestand wie
im Stokes Fall des vorherigen Unter-
abschnitts ebenfalls aus einem Qua-
drat mit einer Kantenlinge von 2m.
Dabei ist die auf der nebenstehen-

3;&: -

T
e

den Abbildung 8.2 oben zu sehende /ﬁ‘/
Kante der Einfluss- die untere Kante J/i
der Ausflussrand. Die Anfangsbedin- ‘JZF
gungen der Simulation in diesem Test- 4

gebiet sind H = 2, U = 0 auf ganz ,
u-n=1-—2%auf Iy pon, un =2 —1
auf oyt fron und u = 0 sonst.

Analog zum Stokes Unterabschnitt
sind den nachstehenden Tabellen 8.5
bis 8.12 die Ergebnisse fiir die unter-
schiedlichen Kombinationen von FE- )
Elementen und fiir verschiedene Viskositidtsparameter ggé]éléjer?

Y
e Al
N

=~

Abbildung 8.1: Fluss u im Testgebiet Quadrat
0O und 7 =15

Auch fiir die Shallow Water Equations wurde das Funktional F(H” +n,u, U; Hold, u°d)
(vgl. 4.17) auf den Leveln 1=0 bis 1=5 berechnet und in den Tabellen 8.5 - 8.12 fiir verschie-
dene Werte des Viskositdtsparameters dargestellt. Dabei bestanden die Triangulierungen
fiir die Feinheitslevel (1=0 bis 1=5) aus denselben Triangulierungen wie im Stokes Fall.
Die Triangulierung im grobsten Fall (1=0) bestand also auch hier aus 12 Dreiecken, 24
Kanten und 13 Punkten und dementsprechend die feinste Triangulierung (1=5) aus 12288
Dreiecken, 18624 Kanten und 6337 Punkten.

Als Finite Element Ansatzrdume zur Approximation an die Wasserhche ), kamen dies-
mal sowohl standard lineare Finite Elemente P; in den Tabellen 8.5, 8.7, 8.9 und 8.10 als
auch standard quadratische Elemente P, in den Tabellen 8.6, 8.8, 8.11 und 8.12 zum Ein-
satz.

Zur Approximation an den Gradienten des Flusses ©; wurden in den Tabellen 8.5,8.6,
8.9, und 8.11 lineare (RT}) bzw. in den Tabellen 8.7, 8.8, 8.10 und 8.12 quadratische (RT3)
Raviart-Thomas Raume genutzt.

Als Ansatzrdume an den Fluss u wurden wiederum das MTW Element, vgl. Tabellen
8.5-8.8, bzw. das quadratische Raviart-Thomas Element, vgl. Tabellen 8.9-8.12, genutzt.

Die Ansatzraume fiir die Wasserhohe, den Fluss und den Gradienten des Flusses wurden
auch hier mit @), 3, und ©; bezeichnet und die Freiheitsgrade auf den verschiedenen
Leveln zu Vergleichszwecken mit in die Tabellen aufgenommen. Zur besseren Vergleichs-
moglichkeit wurden in den Tabellen 8.5-8.12 ebenfalls die Quotienten der Werte des Funk-
tionals auf benachbarten Leveln angegeben. So bezeichnet beispielsweise die Spalte 11/10
den Quotienten aus dem Wert des Funktionals auf dem Level 1=1 und dem Wert des
Funktionals auf dem Level 1=0.
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Bei niherer Betrachtung fallt auf, dass fiir eine quadratische Konvergenz im Fall ¢ = 0
standard lineare Ansatzrdume fiir die Wasserhche nicht ausreichend sind. Um quadra-
tische Konvergenz zu erreichen, miissen mindestens standard quadratische Ansatzriume
genutzt werden. Dagegen spielt es fiir das Konvergenzverhalten keine Rolle, ob lineare
oder quadratische Raviart-Thomas Rédume fiir @, den Ansatzraum fiir U, genutzt wer-
den. Bei der Verwendung von R7T5-Ridumen ist der Wert des Funktionals fiir u = 1 etwas
kleiner, allerdings hat man natiirlich sehr viel mehr Freiheitsgrade als bei der Verwendung
von RT; Elementen. Deshalb ist es hier empfehlenswert RT; Elemente zu nutzen.

Erstaunlicherweise fillt bei einem Vergleich zwischen dem MTW - und dem RT5-Element
zur Approximation an u auf, dass man fiir dieses Testbeispiel auch im Fall des MTW-
Elements quadratische Konvergenz des Funktionals im Fall g = 0 erzielen kann. Bei
Nutzung des RT5-Elements erhélt man, wie zu erwarten war, fast identische Ergebnisse
wie im Stokes Fall. Man erhélt fiir p = 0 quadratische Konvergenz des Funktionals, die
sich mit zunehmender Viskositédt immer weiter abschwécht, bis man nur noch lineares
Konvergenzverhalten im Fall u = 1 erhélt. Genau diese Resultate erzielt man in diesem
Beispiel allerdings auch bei Nutzung des MTW-Elements. Auch hier erhélt man fiir den
Fall 4 = 0 quadratische Konvergenz, die sich mit zunehmender Viskositédt zur linearen
Konvergenz abschwécht. Sogar die Werte des Funktionals sind hier etwas kleiner. Fiir

dieses Testbeispiel lohnt sich also die Verwendung des MTW-Elements fiir den Fluss.
Insgesamt legt die Betrachtung hier die Nutzung der Kombination aus den Ansatzraume
Py, MTW und RT; fiir Qy, X, und ©), dar.

Tabelle 8.5: LS-Funktional auf Quadrat fiir P1/MTW/RT)

=0 =1 =2 =3 =1 =5 /10 12/II 13/12 14/13  15/14
dim Qj, 13 37 121 433 1633 6337
dim X, 48 204 840 3408 13728 55104
dim @), 48 168 624 2400 9408 37248

0e+00 6.62e-02 2.86e-02  8.96e-03  2.42e-03 6.21e-04 1.56e-04 | 2.32 3.19 3.70 3.90 3.97
le-10 6.62e-02 2.86e-02  8.96e-03 2.42e-03 6.21e-04  1.57e-04 | 2.32 3.19 3.70 3.90 3.97
le-09 6.62e-02 2.86e-02  8.96e-03  2.42e-03  6.21e-04 1.57e-04 | 2.32 3.19 3.70 3.90 3.95
1le-08 6.62e-02 2.86e-02  8.96e-03  2.42e-03  6.25e-04  1.66e-04 | 2.32 3.19 3.70 3.88 3.76
le-07 6.62e-02 2.86e-02  8.97e-03 2.44e-03 6.66e-04  2.52e-04 | 2.31 3.19 3.67  3.67 2.64
1le-06 6.62e-02 2.86e-02  9.03e-03  2.61e-03  1.05e-03  1.00e-03 | 2.31 3.17 3.46 2.48 1.05
le-05 6.65e-02 2.89e-02  9.63e-03 4.21e-03  3.96e-03  3.42e-03 | 2.30 3.00 2.28 1.06 1.16
le-04 6.94e-02 3.13e-02 1.56e-02  1.28e-02  7.00e-03  2.23e-03 | 2.21 2.01 1.22 1.83 3.14
le-03 8.84e-02 5.07e-02  3.25e-02  1.27e-02  3.56e-03  9.12e-04 | 1.74 1.56 2.56 3.57 3.90
le-02 1.96e-01 9.98e-02  3.43e-02  9.32e-03  2.38e-03  5.97e-04 | 1.96 2.91 3.68 3.92 3.98
le-01 9.53e-01 3.95e-01 1.17e-01  3.05e-02  7.75e-03  1.95e-03 | 2.41 3.39 3.82 3.94 3.98
le+00 8.30e+00 3.35e4+00 9.76e-01  2.56e-01 6.49e-02 1.63e-02 | 2.48 3.43 3.82 3.94 3.98

Tabelle 8.6: LS-Funktional auf Quadrat fir Po/MTW/RT;

=0 =1 =2 =3 =1 =5 /I0 1211 13/12  14/13  15/14
dim Qp, 37 121 433 1633 6337 24961
dim X, 48 204 840 3408 13728 55104
dim @y, 48 168 624 2400 9408 37248

0e+00 1.69e-02 1.95e-03 1.70e-04  1.37e-05 1.05e-06 7.96e-08 | 8.67 11.42 12.47 13.03 13.17
le-10 1.69e-02 1.95e-03 1.70e-04  1.37e-05 1.10e-06  1.87e-07 | 8.67 11.42 12.45 12.42 5.89
1le-09 1.69e-02 1.95e-03 1.71e-04  1.39e-05 1.59e-06 1.15e-06 | 8.67 11.41 12.24  8.79 1.37
1e-08 1.69e-02 1.95e-03 1.72e-04  1.64e-05 6.42e-06 1.08e-05 | 8.67 11.34 10.50 2.55 0.60
le-07 1.69e-02 1.95e-03 1.84e-04  4.05e-05 5.43e-05 1.04e-04 | 8.64 10.62 4.54 0.75 0.52
1le-06 1.69e-02 2.02e-03  3.06e-04 2.78e-04 5.06e-04 8.92e-04 | 8.38 6.60 1.10 0.55 0.57
1le-05 1.73e-02 2.66e-03 1.47e-03  2.38e-03  3.58e-03  3.02e-03 | 6.51 1.81 0.62 0.66 1.18
le-04 2.11e-02 8.28e-03 1.02e-02  1.13e-02  5.82e-03  1.77e-03 | 2.55 0.81 0.91 1.94 3.30
1le-03 4.66e-02 3.62e-02  2.69e-02 1.01e-02  2.78e-03  7.10e-04 | 1.28 1.35 2.66 3.64 3.92
le-02 1.52e-01 7.93e-02  2.69e-02  7.25e-03  1.85e-03  4.64e-04 | 1.92 2.95 3.71 3.93 3.98
le-01 8.97e-01 3.70e-01 1.09e-01  2.85e-02  7.24e-03  1.82e-03 | 2.43 3.40 3.82 3.94 3.98
1e+00 8.25e4+00 3.32e400 9.68e-01 2.54e-01 6.44e-02 1.62e-02 | 2.48 3.43 3.82 3.94 3.98
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Tabelle 8.7: LS-Funktional auf Quadrat fiir Py /MTW/RTs
=0 =1 =2 =3 =4 =5 [ 11/l0 12/l 13/12 14/13 15/
dim Qp, 13 37 121 433 1633 6337
dim 3, 48 204 840 3408 13728 55104
dim ©), 144 204 840 3408 13728 55104
0e+00 6.62e-02 2.86e-02 8.96e-03  2.42e-03 6.21e-04  1.56e-04 2.32 3.19 3.70 3.90 3.97
le-10 6.62e-02 2.86e-02 8.96e-03  2.42e-03 6.21e-04 1.57e-04 2.32 3.19 3.70 3.90 3.97
1e-09 6.62e-02 2.86e-02 8.96e-03  2.42e¢-03 6.21e-04  1.57e-04 2.32 3.19 3.70 3.90 3.95
1e-08 6.62e-02 2.86e-02 8.96e-03  2.42e-03  6.24e-04 1.65e-04 2.32 3.19 3.70 3.88 3.78
1le-07 6.61e-02 2.86e-02 8.95e-03  2.43e-03 6.52e-04 2.41e-04 2.32 3.19 3.69 3.72 2.71
1le-06 6.61e-02 2.85e-02 8.87e-03  2.48e-03  9.55e-04  8.50e-04 2.32 3.21 3.58 2.59 1.12
1le-05 6.52e-02 2.75e-02 8.51e-03  3.53e-03  2.73e-03 1.41e-03 2.38 3.23 2.41 1.29 1.93
le-04 5.84e-02 2.35e-02 1.15e-02  6.60e-03  2.31e-03  6.18e-04 2.48 2.05 1.74 2.85 3.74
1e-03 4.56e-02 2.91e-02 1.32e-02  3.88e-03  9.99e-04 2.51e-04 1.57 2.20 3.40 3.89 3.98
le-02 8.37e-02 3.50e-02 1.01e-02  2.59e-03  6.52e-04  1.63e-04 2.39 3.48 3.88 3.97 3.99
le-01 4.66e-01 1.56e-01 4.22e-02  1.08e-02 2.71e-03  6.80e-04 2.99 3.69 3.92 3.97 3.99
1le+00 4.31e+00  1.42e4+00 3.84e-01  9.82e¢-02 2.47e-02  6.20e-03 3.04 3.70 3.91 3.97 3.99
Tabelle 8.8: LS-Funktional auf Quadrat fiir Po/MTW/RT>
=0 =1 =2 =3 =1 =5 [ 11/l0 12/l _13/i2_ 14/13 15/
dim Qp, 37 121 433 1633 6337 24961
dim X, 48 204 840 3408 13728 55104
dim @y, 144 204 840 3408 13728 55104
0e+00 1.69e-02 1.95e-03 1.70e-04 1.37e-05 1.05e-06  7.96e-08 8.67 11.42 12.47 13.03 13.17
le-10 1.69e-02 1.95e-03 1.70e-04 1.37e-05 1.10e-06 1.87e-07 8.67 11.42 12.45 12.42 5.89
le-09 1.69e-02 1.95e-03 1.71e-04 1.39e-05 1.59e-06  1.15e-06 8.67 11.41 12.24 8.79 1.37
1e-08 1.69e-02 1.95e-03 1.72e-04 1.63e-05 6.41e-06  1.08e-05 8.67 11.34 10.51 2.55 0.59
le-07 1.69e-02 1.95e-03 1.83e-04  4.03e-05 5.42e-05  1.04e-04 8.65 10.65 4.55 0.74 0.52
le-06 1.69e-02 2.00e-03 2.99e-04 2.75e-04  4.95e-04  7.76e-04 8.45 6.69 1.09 0.56 0.64
le-05 1.69e-02 2.47e-03 1.39e-03  2.19e-03  2.54e-03  1.39e-03 6.85 1.77 0.64 0.86 1.83
le-04 1.71e-02 6.66e-03 8.24e-03  6.16e-03  2.26e-03  6.13e-04 2.57 0.81 1.34 2.72 3.69
le-03 2.43e-02 2.29e-02 1.23e-02  3.77e-03  9.86e-04  2.50e-04 1.06 1.87 3.25 3.82 3.95
le-02 7.24e-02 3.26e-02 9.76e-03  2.55e-03  6.47e-04  1.63e-04 2.22 3.33 3.82 3.94 3.98
le-01 4.34e-01 1.51e-01 4.15e-02  1.07e-02  2.70e-03  6.78e-04 2.88 3.63 3.88 3.96 3.98
le+00 4.05e4+00 1.38¢+00 3.78e-01  9.73e-02  2.46e-02  6.18e-03 2.95 3.64 3.88 3.95 3.98
Tabelle 8.9: LS-Funktional auf Quadrat fiir Py /RT>/RT)
=0 =1 =2 =3 =4 =5 [ 1/l0 12/l 13/12 14/13 15/
dim Qp, 13 37 121 433 1633 6337
dim X5, 144 204 840 3408 13728 55104
dim @, 48 168 624 2400 9408 37248
0e+00 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03 2.43e-03  6.22e-04  1.56e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.97
le-10 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03 2.43e-03  6.22e-04 1.57e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.97
1le-09 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03 2.43e-03  6.22e-04  1.57e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.95
1e-08 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03 2.43e-03  6.26e-04  1.66e-04 2.56 3.28 3.73 3.89 3.76
1e-07 7.60e-02 2.97e-02 9.07e-03 2.45e-03  6.66e-04  2.54e-04 2.56 3.28 3.70 3.68 2.62
1le-06 7.60e-02 2.97e-02 9.12e-03 2.61e-03  1.06e-03  1.05e-03 2.56 3.26 3.49 2.46 1.01
le-05 7.62e-02 2.99e-02 9.69e-03 4.27e-03  4.26e-03  3.96e-03 2.55 3.08 2.27 1.00 1.08
le-04 7.78e-02 3.17e-02 1.59e-02 1.44e-02  8.25e-03  2.62e-03 2.45 2.00 1.10 1.75 3.14
1e-03 9.22e-02 5.22e-02 3.72e-02 1.49e-02  4.19e-03  1.07e-03 1.77 1.40 2.49 3.56 3.90
le-02 2.11e-01 1.12e-01 3.98e-02 1.09e-02  2.79e-03  6.92e-04 1.89 2.81 3.64 3.93 4.02
le-01 1.14e+00 4.80e-01 1.44e-01 3.75e-02  9.16e-03  2.16e-03 2.38 3.33 3.85 4.09 4.25
1le4-00 1.01e+401 4.12e+00 1.19e400  2.92e-01 6.85e-02 1.62e-02 2.46 3.47 4.06 4.27 4.22
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Tabelle 8.10: LS-Funktional auf Quadrat fiir Py /RT>/RT>
=0 =1 =2 =3 =4 =5 [ 11/l0 12/l 13/12 14/13 15/
dim Qp, 13 37 121 433 1633 6337
dim X, 144 204 840 3408 13728 55104
dim Oy, 144 204 840 3408 13728 55104
0e+00 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03  2.43e-03  6.22e-04  1.56e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.97
le-10 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03  2.43e-03  6.22e-04 1.57e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.97
1e-09 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03  2.43e-03  6.22e-04 1.57e-04 2.56 3.28 3.73 3.91 3.95
1e-08 7.60e-02 2.97e-02 9.06e-03  2.43e-03  6.25e-04  1.65e-04 2.56 3.28 3.73 3.89 3.79
le-07 7.60e-02 2.97e-02 9.05e-03  2.43e-03  6.53e-04  2.43e-04 2.56 3.28 3.72 3.73 2.69
1le-06 7.59e-02 2.96e-02 8.97e-03  2.48e-03  9.78e-04  9.76e-04 2.57 3.30 3.61 2.54 1.00
le-05 7.48e-02 2.84e-02 8.60e-03  3.74e-03  3.60e-03  2.44e-03 2.63 3.31 2.30 1.04 1.48
le-04 6.66e-02 2.45e-02 1.30e-02 1.02e-02  4.24e-03 1.17e-03 2.72 1.89 1.27 2.41 3.64
le-03 5.40e-02 3.57e-02 2.21e-02  7.09e-03  1.86e-03  4.68e-04 1.51 1.62 3.11 3.82 3.96
le-02 1.18e-01 5.89e-02 1.83e-02  4.78e-03 1.21e-03  3.01e-04 2.00 3.23 3.82 3.96 4.01
le-01 7.77e-01 2.91e-01 8.16e-02  2.09e-02  5.20e-03  1.26e-03 2.67 3.57 3.90 4.03 4.14
1le+00 7.34e+00  2.68e+00 7.41e-01 1.85e-01 4.43e-02 1.05e-02 2.74 3.62 4.00 4.18 4.21
Tabelle 8.11: LS-Funktional auf Quadrat fiir P»/RT>/RT1
=0 =1 =2 =3 =4 =5 | 11/l0 12/l 13/i2  14/i3 15/
dim Qp, 37 121 433 1633 6337 24961
dim X, 144 204 840 3408 13728 55104
dim Oy, 48 168 624 2400 9408 37248
0e+4-00 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04 2.18e-05 1.66e-06 1.22e-07 8.70 11.30 12.46 13.13 13.57
le-10 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04 2.18e-05 1.71e-06  2.30e-07 8.70 11.30 12.45 12.74 7.46
1le-09 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04 2.21e-05  2.20e-06  1.20e-06 8.70 11.29 12.32 10.05 1.84
1e-08 2.67e-02 3.07e-03 2.73e-04 2.45e-05  7.02e-06  1.08e-05 8.70 11.24 11.15 3.48 0.65
1le-07 2.67e-02 3.08e-03 2.85e-04 4.85e-05 5.52e-05  1.06e-04 8.68 10.79 5.87 0.88 0.52
1le-06 2.67e-02 3.13e-03 4.04e-04 2.87e-04 5.22e-04  9.47e-04 8.53 7.75 1.41 0.55 0.55
le-05 2.70e-02 3.71e-03 1.57e-03 2.49e-03  3.92e-03  3.60e-03 7.28 2.37 0.63 0.64 1.09
le-04 2.98e-02 9.05e-03 1.09e-02 1.30e-02  7.14e-03  2.17e-03 3.29 0.83 0.84 1.83 3.29
le-03 5.23e-02 3.88e-02 3.20e-02 1.24e-02  3.42e-03  8.73e-04 1.35 1.21 2.58 3.63 3.92
le-02 1.72e-01 9.30e-02 3.26e-02 8.87e-03  2.25e-03  5.59e-04 1.85 2.85 3.67 3.93 4.03
le-01 1.09e+00 4.56e-01 1.37e-01 3.55e-02  8.65e-03  2.03e-03 2.39 3.34 3.85 4.10 4.26
le4+00 1.01e+01  4.09e+00 1.18¢4+00 2.90e-01  6.80e-02 1.61e-02 2.47 3.47 4.06 4.27 4.22
Tabelle 8.12: LS-Funktional auf Quadrat fiir Py/RT>/RT»
=0 =1 =2 =3 =4 =5 [ 11/I0 12/11 13/12  14/13 15/
dim Qp, 37 121 433 1633 6337 24961
dim Xj, 144 204 840 3408 13728 55104
dim @y, 144 204 840 3408 13728 55104
0e+00 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04  2.18e-05 1.66e-06 1.22e-07 8.70 11.30 12.46 13.13 13.57
le-10 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04 2.18e-05 1.71e-06  2.30e-07 8.70 11.30 1245 12.74 7.46
1le-09 2.67e-02 3.07e-03 2.72e-04  2.21e-05  2.20e-06 1.20e-06 8.70 11.29 12.32 10.05 1.84
1e-08 2.67e-02 3.07e-03 2.73e-04  2.44e-05 7.01e-06  1.08e-05 8.70 11.25 11.17 3.48 0.65
le-07 2.67e-02 3.07e-03 2.84e-04 4.82e-05 5.51e-05  1.06e-04 8.69 10.82 5.89 0.88 0.52
1e-06 2.67e-02 3.10e-03 3.94e-04  2.84e-04 5.19e-04  9.05e-04 8.59 7.88 1.39 0.55 0.57
le-05 2.63e-02 3.42e-03 1.48e-03  2.42e-03  3.42e-03  2.42e-03 7.69 2.31 0.61 0.71 1.42
le-04 2.41e-02 7.22e-03 9.80e-03  9.83e-03  4.20e-03  1.16e-03 3.33 0.74 1.00 2.34 3.61
1le-03 2.85e-02 2.92e-02 2.11e-02  7.00e-03  1.85e-03  4.67e-04 0.98 1.38 3.02 3.79 3.95
le-02 1.02e-01 5.61e-02 1.80e-02  4.75e-03 1.20e-03  3.01e-04 1.81 3.12 3.78 3.94 4.00
le-01 7.23e-01 2.84e-01 8.08e-02  2.08e-02 5.19e-03  1.25e-03 2.54 3.52 3.88 4.02 4.13
1le400 6.88¢+00 2.62e+00 7.33e-01 1.84e-01 4.42e-02 1.05e-02 2.62 3.57 3.98 4.17 4.20
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8.3 SWE L-Shape

Die zweite Testgeometrie fiir das
SWE Funktional besteht aus einem

200

L-formiges Gebiet. Die Daten die-

ser Geometrie wurden einem Artikel 1eor

von Fontana et al. [FQS99] entnom- weor

men und leicht modifiziert. Das Ge- wor

biet besteht aus einem Kanal mit 120f

1000m Léage, der am Einfluss des Was- 100

sers eine Breite von 100m und am sof

Ausfluss eine Breite von 200m be- 6ol ]
sitzt. Die Wasserhohe H ist zu An- 20 A
fang konstant auf 2m gesetzt. Der 20l 7
Fluss ist am Einflussrand zeitabhén- 0
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gig mit u(0,z9) = 5509 inc,

wobei 1nc zeitabhéngig definiert ist als

. — 2jrm s 2(j71)7'7r>
mne st ("St€p5;7> s.zn ( nstepsT J° - Abbildung 8.2: Geometrie L-Shape mit Gitter
nsteps steht dabei fiir die Anzahl der auf grobstem Level

Zeitschritte und j bezeichnet den aktuellen Zeitschritt. Im restlichen Gebiet wird der Fluss
u ebenso wie die Hilfsvariable U konstant auf 0 gesetzt.

Wiéhrend in den vorigen Testbeispielen alle Dreiecke auf jedem Level gleichméssig verfei-
nert wurden, wird in diesem Beispiel eine adaptive Verfeinerung vorgenommen. Es werden
nun ausschliesslich die Dreiecke verfeinert, bei denen das Funktional einen grossen Wert
als den durchschnittlichen Wert des Funktionals iiber alle Dreiecke liefert. Dies bedeutet
natiirlich auch, dass es in diesem Beispiel schwieriger ist, die Konvergenz des Funktionals
zu bewerten. Denn die Dreiecke werden ja nicht mehr gleichméssig in 4 Dreiecke geteilt
und damit reduziert sich natiirlich auch die Gitterkonstante nicht mehr auf ein Viertel.
Im Kopf der beiden Tabellen 8.13 und 8.14 sind aus diesem Grund auch nur die Frei-
heitsgrade der Ansatzraume fiir den ersten Zeitschritt und fiir einen Viskositétsparameter
von 1 = 0 gegeben. Aufgrund der adaptiven Verfeinerung weichen die Freiheitsgrade in
den folgenden Schritten und bei anderer Viskositdt von den angeben Freiheitsgraden ab.
Allerdings stimmen die iibrigen Freiheitsgrade in der Groflenordnung mit den angegeben
iiberein.

Bei diesem Testbeispiel handelt es sich, wie man schon an der Definition der Randwerte
erkennen konnte, um ein zeitabhéngiges Problem. Wahrend die beiden vorigen Testbei-
spiele stationdre Probleme behandelten, wird in diesem Testgebiet durch die zeitabhéngi-
gen Randwerte eine ankommende Welle simuliert. Dies ist auch gut in der Abbildung 8.5
(a)-(f) zu erkennen.

In den Tabellen 8.13 - 8.14 sind exemplarisch die Werte fiir die Norm des Funktionals
bei einem konstanten Zeitschritt von 7 = 15 und bei unterschiedlichen Viskositédtsparame-
tern gegeben. Trotz der adaptiven Verfeinerung sind ebenfalls wieder die Quotienten aus
den Werten des Funktionals von benachbarten Feinheitsleveln gegeben. Aus Platzgriinden
wurden hier nur Teile der Tabellen fiir gewisse Zeitschritte und fiir ausgewahlte Werte des
Viskositédtsparameters angegeben. Die vollstdndigen Tabellen finden sich im Internet un-
ter den Adressen
www.ifam.uni-hannover/ ~danisch/Daten/p2rt2rt1taul5chanltabelle.txt bzw.
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www.ifam.uni-hannover/ ~danisch/Daten/p2mtwrt1taul5chanltabelle.txt.

Aufgrund der Erfahrungen aus den letzten zwei Testbeispielen, werden als Ansatzraume
fiir @), und ©;, diesmal nur standard quadratische Ansatz- bzw. lineare Raviart-Thomas
Réaume ausgewdhlt. Denn diese Kombination erwies sich bei den vorherigen Beispielen als
am effektivsten. Fiir den Fluss wurden wieder die MTW- bzw. RT, Ansatzriaume genutzt
und verglichen. Die Betrachtung der Tabellen lédsst den Schluss zu, dass auch hier in bei-
den Fillen fiir 4 = 0 mindestens lineare, wahrscheinlich sogar quadratische Konvergenz,
bei gleichméssiger Verfeinerung vorliegen wiirde. Allerdings scheint sich die Konvergenz
auch mit zunehmender Viskositit weiter abzuschwéachen. Die Resultate fiir das RT5 sind
hier durchgéngig, insbesondere aber auf dem Level | = 2, besser als die Resultate bei Ver-
wendung des MTW-Elements. Allerdings erkauft man sich diese Verbesserung natiirlich
durch die erhohte Anzahl von Freiheitsgraden. Es ist also fraglich, welches Element hier
wirklich einen Vorteil verspricht.

Man erkennt auch in diesem Testbeispiel wiederum, dass die sich der Wert des Funk-
tionals bei einigen Zeitschritten auf dem feineren Level erhéht. So z.B. fiir p = 107! in
beiden Tabellen im letzten Verfeinerungsschritt. Dieses Verhalten konnte man schon bei
den vorherigen Testrechnungen auf dem Quadrat sowohl fiir das Stokes als auch das SWE
Funktional beobachten. Auch in diesem Fall ist wieder der Kantensprungterm in dem
Funktional fiir dieses Verhalten verantwortlich zu machen.

In den Abbildungen 8.3 (a) bis (c) ldsst sich gut die Adaptive Verfeinerung erkennen.
Verfeinert wird nur dort, wo der Fehlerschétzer, also das Funktional, besonders grosse
Werte liefert. Im Fall des L-Shapes werden die Dreiecke nahe der einspringenden Ecke
und am Einflussrand verfeinert. Dies entspricht auch der Erwartung.

In Abbildung 8.4 ist der Fluss u zu zwei verschiedenen Zeitpunkten, dem 15. und dem
30. Zeitschritt, und fiir die beiden Viskositétsparameter © = 0 bzw. p = 1 dargestellt. Man
erkennt, wie sich der Fluss aufgrund der Randbedingungen mit der Zeit fast umkehrt.

In Abbildung 8.5 ist die Wasserhéhe in der Geometrie L-Shape zu verschiedenen Zeit-
punkten fiir einen Viskositdtsparameter von pu = 1078 dargestellt. Man kann in der Abbil-
dung sehr gut die einlaufende Welle erkennen, die sich aus den zeitabhéngigen Randwerten
ergibt.
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(c) Level 2

Abbildung 8.3: Fehler im 30. Zeitschritt fiir 4 = 0, 7 = 10 auf der Geometrie L-Shape
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Tabelle 8.13: LS-Funktional auf L-Shape fir Po/MTW/RTy, T = 15

T m =0 =1 =2 =3 =1 /0 12/l 1312 14/13
15 0 249 304 481 1002 2099 dim Q,
15 0 480 558 926 2046 4451 dim =,
15 0 352 432 692 1464 3098 dim @),

15 0e+000 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.38e-003 5.57 4.70 3.31 2.51
75 0e+000 5.54e-001 9.96e-002  2.11e-002  6.41e-003  2.54e-003 5.56 4.72 3.29 2.52
135 | 0e4-000 5.21e-002  9.37e-003  1.99e-003  6.03e-004  2.40e-004 5.56 4.71 3.30 2.51
195 | 0e4-000 1.40e-001 2.52e-002  5.34e-003  1.62e-003  6.43e-004 5.56 4.72 3.30 2.52
255 | 0e+000 6.98e-001 1.26e-001  2.65e-002  7.97e-003  3.18e-003 5.54 4.75 3.32 2.51
315 | 0e+000 9.54e-001 1.72e-001  3.63e-002  1.09e-002  4.35e-003 5.55 4.74 3.33 2.51
375 | 0e+000 5.55e-001 9.99e-002  2.11e-002  6.34e-003  2.52e-003 5.56 4.73 3.33 2.52
435 | 0e+000 5.21e-002  9.38e-003  1.99e-003  6.03e-004  2.40e-004 5.55 4.71 3.30 2.51
495 | 0e+000 1.40e-001 2.52e-002  5.35e-003  1.62e-003  6.44e-004 5.56 4.71 3.30 2.52
555 | 0e+000 6.97e-001 1.25e-001  2.66e-002  8.07e-003  3.20e-003 5.58 4.70 3.30 2.52
600 | 0e+000 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.38e-003 5.57 4.70 3.31 2.51
15 1e-009 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.38e-003 5.57 4.70 3.31 2.51
75 1e-009 5.54e-001 9.96e-002  2.11e-002  6.41e-003  2.54e-003 5.56 4.72 3.29 2.52
135 1e-009 5.21e-002  9.37e-003  1.99e-003  6.03e-004  2.40e-004 5.56 4.71 3.30 2.51
195 1e-009 1.40e-001 2.52e-002  5.34e-003  1.62e-003  6.43e-004 5.56 4.72 3.30 2.52
255 1e-009 6.98e-001 1.26e-001  2.65e-002  7.97e-003  3.18e-003 5.54 4.75 3.32 2.51
315 1e-009 9.54e-001 1.72e-001  3.63e-002  1.09e-002  4.35e-003 5.55 4.74 3.33 2.51
375 1e-009 5.55e-001 9.99e-002  2.11e-002  6.34e-003  2.52e-003 5.56 4.73 3.33 2.52
435 1e-009 5.21e-002  9.38e-003  1.99e-003  6.03e-004  2.40e-004 5.55 4.71 3.30 2.51
495 1e-009 1.40e-001 2.52e-002  5.35e-003  1.62e-003  6.44e-004 5.56 4.71 3.30 2.52
555 1e-009 6.97e-001 1.25e-001  2.66e-002  8.07e-003  3.20e-003 5.58 4.70 3.30 2.52
600 1e-009 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.38e-003 5.57 4.70 3.31 2.51
15 1e-005 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.42e-003 5.57 4.70 3.31 2.49
75 1e-005 5.54e-001 9.96e-002  2.11e-002  6.42e-003  2.55e-003 5.56 4.72 3.29 2.52
135 1e-005 5.21e-002  9.37e-003  1.99e-003  6.04e-004  2.41e-004 5.56 4.71 3.29 2.51
195 1e-005 1.40e-001 2.52e-002  5.34e-003  1.62e-003  6.47e-004 5.56 4.72 3.30 2.50
255 1e-005 6.98e-001 1.26e-001  2.65e-002  7.97e-003  3.19e-003 5.54 4.75 3.32 2.50
315 1e-005 9.54e-001 1.72e-001  3.63e-002  1.09e-002  4.36e-003 5.55 4.74 3.33 2.50
375 1e-005 5.55e-001 9.99e-002  2.11e-002  6.34e-003  2.54e-003 5.56 4.73 3.33 2.50
435 1e-005 5.21e-002  9.38e-003  1.99e-003  6.04e-004  2.41e-004 5.55 4.71 3.29 2.51
495 1e-005 1.40e-001 2.52e-002  5.35e-003  1.62e-003  6.47e-004 5.56 4.71 3.30 2.50
555 1e-005 6.97e-001 1.25e-001  2.66e-002  8.07e-003  3.21e-003 5.58 4.70 3.30 2.51
600 1e-005 9.53e-001 1.71e-001  3.64e-002  1.10e-002  4.42e-003 5.57 4.70 3.31 2.49
15 1e-003 9.54e-001 1.72e-001  3.71e-002  1.21e-002  6.51e-003 5.55 4.64 3.07 1.86
75 1e-003 5.54e-001 9.99e-002  2.16e-002  7.03e-003  3.78e-003 5.55 4.63 3.07 1.86
135 1e-003 5.21e-002  9.40e-003  2.03e-003  6.61e-004  3.56e-004 5.54 4.63 3.07 1.86
195 1e-003 1.40e-001 2.53e-002  5.45e-003  1.77e-003  9.46e-004 5.53 4.64 3.08 1.87
255 1e-003 6.98e-001 1.26e-001  2.71e-002  8.80e-003  4.69e-003 5.54 4.65 3.08 1.88
315 1e-003 9.55e-001 1.72e-001  3.70e-002  1.20e-002  6.45e-003 5.55 4.65 3.08 1.86
375 1e-003 5.55e-001 1.00e-001  2.15e-002  7.00e-003  3.73e-003 5.55 4.65 3.07 1.88
435 1e-003 5.21e-002  9.41e-003  2.03e-003  6.61e-004  3.53e-004 5.54 4.64 3.07 1.87
495 1e-003 1.40e-001 2.53e-002  5.46e-003  1.78e-003  9.58e-004 5.53 4.63 3.07 1.86
555 1e-003 6.97e-001 1.26e-001  2.71e-002  8.84e-003  4.76e-003 5.53 4.65 3.07 1.86
600 1e-003 9.54e-001 1.72e-001  3.71e-002  1.21e-002  6.51e-003 5.55 4.64 3.07 1.86
15 1le-001 9.95e-001 2.19e-001  1.09e-001  1.32e-001  1.37e-001 4.54 2.01 0.83 0.96
75 1e-001 5.79e-001 1.28e-001  6.35e-002  7.67e-002  7.96e-002 4.52 2.02 0.83 0.96
135 1e-001 5.44e-002 1.20e-002  5.96e-003  7.19e-003  7.46e-003 4.53 2.01 0.83 0.96
195 1e-001 1.46e-001 3.23e-002  1.60e-002  1.92e-002  1.99e-002 4.52 2.02 0.83 0.96
255 1e-001 7.28e-001 1.60e-001  7.90e-002  9.50e-002  9.85e-002 4.55 2.03 0.83 0.96
315 1le-001 9.96e-001 2.19e-001  1.08e-001  1.30e-001  1.35e-001 4.55 2.03 0.83 0.96
375 1e-001 5.79e-001 1.28e-001  6.29e-002  7.56e-002  7.84e-002 4.52 2.03 0.83 0.96
435 1e-001 5.44e-002 1.20e-002  5.94e-003  7.16e-003  7.42e-003 4.53 2.02 0.83 0.96
495 1e-001 1.46e-001 3.23e-002  1.60e-002  1.94e-002  2.01e-002 4.52 2.02 0.82 0.97
555 1e-001 7.28e-001 1.60e-001  7.99e-002  9.65e-002  1.00e-001 4.55 2.00 0.83 0.96
600 1e-001 9.95e-001 2.19e-001  1.09e-001  1.32e-001  1.37e-001 4.54 2.01 0.83 0.96
15 1e4+-000 | 1.34e+000  5.54e-001  4.65e-001  3.12e-001  1.25e-001 2.42 1.19 1.49 2.50
75 1e+-000 7.80e-001 3.22e-001  2.69e-001  1.81e-001  7.26e-002 2.42 1.20 1.49 2.49
135 | 1e4-000 7.34e-002  3.03e-002  2.52e-002  1.69e-002  6.79e-003 2.42 1.20 1.49 2.49
195 | 1e4-000 1.97e-001 8.11e-002  6.73e-002  4.51e-002  1.81e-002 2.43 1.21 1.49 2.49
255 | 1e+000 9.81e-001 4.02e-001  3.32e-001  2.23e-001  8.95e-002 2.44 1.21 1.49 2.49
315 | 1e+000 | 1.34e4000 5.50e-001  4.55e-001  3.04e-001  1.23e-001 2.44 1.21 1.50 2.47
375 | 1le+000 7.80e-001 3.20e-001  2.65e-001  1.77e-001  7.12e-002 2.44 1.21 1.50 2.49
435 | 1e+000 7.34e-002  3.02e-002  2.51e-002  1.68e-002  6.75e-003 2.43 1.20 1.49 2.49
495 | 1e+000 1.97e-001 8.14e-002  6.78e-002  4.55e-002  1.83e-002 2.42 1.20 1.49 2.49
555 | 1e+000 9.81e-001 4.05e-001  3.39e-001  2.28e-001  9.11e-002 2.42 1.19 1.49 2.50
600 | 1e+000 | 1.34e4+000 5.54e-001  4.65e-001  3.12e-001  1.25e-001 2.42 1.19 1.49 2.50
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Tabelle 8.14: LS-Funktional auf L-Shape fir Po/RT%/RTi, T = 15
T m =0 =1 =2 =3 =1 /10 12/ 13/2 1413
15 0 249 292 397 661 1097 dim Qp,
15 0 480 570 808 1426 2460 dim 3,
15 0 352 414 568 958 1604 dim @,
15 0e+000 1.25e4+000  1.83e-001  2.57e-002  6.09e-003  1.82e-003 6.83 7.12 4.22 3.35
75 0e+000 7.25e-001 1.06e-001 1.49e-002  3.53e-003  1.05e-003 6.84 7.11 4.22 3.36
135 | 0e+000 6.82e-002 9.98e-003  1.40e-003  3.31e-004  9.83e-005 6.83 7.13 4.23 3.37
195 0e+000 1.83e-001 2.68e-002 3.75e-003  8.82e-004  2.62e-004 6.83 7.15 4.25 3.37
255 | 0e4000 9.11e-001 1.33e-001 1.86e-002  4.32¢-003  1.25e-003 6.85 7.15 4.31 3.46
315 | 0e+000 1.25e4+000  1.83e-001  2.54e-002  5.89e-003  1.71e-003 6.83 7.20 4.31 3.44
375 | 0e+000 7.24e-001 1.06e-001 1.48e-002  3.47e¢-003  1.01e-003 6.83 7.16 4.27 3.44
435 | 0e+000 6.81e-002 9.98e-003  1.40e-003  3.29e-004  9.76e-005 6.82 7.13 4.26 3.37
495 | 0e+000 1.83e-001 2.69e-002  3.77e-003  8.90e-004  2.65e-004 6.80 7.14 4.24 3.36
555 | 0e4-000 9.12e-001 1.34e-001 1.88e-002  4.45e-003  1.33e-003 6.81 7.13 4.22 3.35
600 0e+000 1.25e+4-000 1.83e-001 2.57e-002  6.09e-003 1.82e-003 6.83 7.12 4.22 3.35
15 1e-009 1.25e4+000  1.83e-001  2.57e-002  6.09e-003  1.82e-003 6.83 7.12 4.22 3.35
75 1e-009 7.25e-001 1.06e-001 1.49e-002  3.53e-003  1.05e-003 6.84 7.11 4.22 3.36
135 1e-009 6.82e-002 9.98e-003  1.40e-003  3.31e-004  9.83e-005 6.83 7.13 4.23 3.37
195 1e-009 1.83e-001 2.68e-002  3.75e-003  8.82e-004  2.62e-004 6.83 7.15 4.25 3.37
255 1e-009 9.11e-001 1.33e-001 1.86e-002  4.32e-003  1.25e-003 6.85 7.15 4.31 3.46
315 1e-009 1.25e4+000  1.83e-001  2.54e-002  5.89e-003  1.71e-003 6.83 7.20 4.31 3.44
375 1e-009 7.24e-001 1.06e-001 1.48e-002  3.47e¢-003  1.01e-003 6.83 7.16 4.27 3.44
435 1e-009 6.81e-002 9.98e-003  1.40e-003  3.29e-004  9.76e-005 6.82 7.13 4.26 3.37
495 1e-009 1.83e-001 2.69e-002 3.77e-003  8.90e-004  2.65e-004 6.80 7.14 4.24 3.36
555 1e-009 9.12e-001 1.34e-001 1.88e-002  4.45e-003  1.33e-003 6.81 7.13 4.22 3.35
600 1e-009 1.25e4+000  1.83e-001  2.57e-002  6.09e-003  1.82e-003 6.83 7.12 4.22 3.35
15 1e-005 1.25e+000 1.83e-001  2.57e-002  6.10e-003  1.81e-003 6.83 7.12 4.21 3.37
75 1e-005 7.25e-001 1.06e-001 1.49e-002  3.54e-003  1.05e-003 6.84 7.11 4.21 3.37
135 1e-005 6.82e-002 9.98¢-003  1.40e-003  3.31e-004  9.81e-005 6.83 7.13 4.23 3.37
195 1e-005 1.83e-001 2.68e-002  3.75e-003  8.84e-004  2.61e-004 6.83 7.15 4.24 3.39
255 1e-005 9.11e-001 1.33e-001 1.86e-002  4.32e-003 1.26e-003 6.85 7.15 4.31 3.43
315 1e-005 1.25e4+000  1.83e-001  2.54e-002  5.90e-003  1.72e-003 6.83 7.20 4.31 3.43
375 1e-005 7.24e-001 1.06e-001 1.48e-002  3.48e-003  1.02e-003 6.83 7.16 4.25 3.41
435 1e-005 6.81e-002 9.98¢-003  1.40e-003  3.29e¢-004  9.73e-005 6.82 7.13 4.26 3.38
495 1e-005 1.83e-001 2.69e-002 3.77e-003  8.92e-004  2.64e-004 6.80 7.14 4.23 3.38
555 1e-005 9.12e-001 1.34e-001 1.88e-002  4.46e-003  1.32e-003 6.81 7.13 4.22 3.38
600 1e-005 1.25e4+000 1.83e-001  2.57e-002  6.10e-003  1.81e-003 6.83 7.12 4.21 3.37
15 1e-003 1.25e+000 1.83e-001  2.64e-002  6.70e-003  3.90e-003 6.83 6.93 3.94 1.72
75 1e-003 7.26e-001 1.07e-001 1.53e-002  3.88e-003  2.26e-003 6.79 6.99 3.94 1.72
135 1e-003 6.82e-002 1.00e-002 1.44e-003  3.63e-004  2.12e-004 6.82 6.94 3.97 1.71
195 1e-003 1.83e-001 2.69e-002  3.84e-003  9.69e-004  5.65e-004 6.80 7.01 3.96 1.72
255 1e-003 9.11e-001 1.34e-001 1.90e-002  4.79e-003  2.79e-003 6.80 7.05 3.97 1.72
315 1e-003 1.25e4+000  1.83e-001  2.60e-002  6.53e-003  3.81e-003 6.83 7.04 3.98 1.71
375 1e-003 7.25e-001 1.06e-001 1.52e-002  3.81e-003  2.22e-003 6.84 6.97 3.99 1.72
435 1e-003 6.81e-002 1.00e-002  1.43e-003 3.61e-004 2.11e-004 6.81 6.99 3.96 1.71
495 1e-003 1.83e-001 2.69e-002  3.86e-003  9.79e-004  5.71e-004 6.80 6.97 3.94 1.71
555 1e-003 9.13e-001 1.34e-001 1.93e-002  4.89e-003  2.85e-003 6.81 6.94 3.95 1.72
600 1e-003 1.25e4+000  1.83e-001  2.64e-002  6.70e-003  3.90e-003 6.83 6.93 3.94 1.72
15 1e-001 1.28e4+000  2.26e-001 1.01e-001 1.28e-001 1.44e-001 5.66 2.24 0.79 0.89
75 1e-001 7.44e-001 1.32e-001  5.85e-002  7.43e-002  8.35e-002 5.64 2.26 0.79 0.89
135 1e-001 6.99e-002 1.24e-002  5.49e-003  6.94e-003  7.80e-003 5.64 2.26 0.79 0.89
195 1e-001 1.88e-001 3.32e-002  1.47e-002  1.85e-002  2.07e-002 5.66 2.26 0.79 0.89
255 1e-001 9.35e-001 1.65e-001  7.26e-002  9.14e-002  1.03e-001 5.67 2.27 0.79 0.89
315 1le-001 1.28e4+000  2.26e-001 9.92e-002 1.25e-001 1.40e-001 5.66 2.28 0.79 0.89
375 1e-001 7.43e-001 1.31e-001  5.78e-002  7.27e-002  8.16e-002 5.67 2.27 0.80 0.89
435 1le-001 6.99e-002 1.23e-002 5.47e-003  6.89e-003 7.73e-003 5.68 2.25 0.79 0.89
495 1e-001 1.88e-001 3.32e-002  1.48e-002  1.87e-002  2.10e-002 5.66 2.24 0.79 0.89
555 1e-001 9.36e-001 1.66e-001  7.36e-002  9.34e-002  1.05e-001 5.64 2.26 0.79 0.89
600 1e-001 1.28e4+000  2.26e-001 1.01e-001 1.28e-001 1.44e-001 5.66 2.24 0.79 0.89
15 1e+000 1.57e4+000 5.43e-001  4.63e-001  3.42e-001 1.47e-001 2.89 1.17 1.35 2.33
75 1e+000 9.10e-001 3.16e-001  2.69e-001 1.98e-001  8.49e-002 2.88 1.17 1.36 2.33
135 1e+000 8.55e-002 2.96e-002  2.52e-002  1.86e-002  7.94e-003 2.89 1.17 1.35 2.34
195 1e+000 2.30e-001 7.94e-002  6.72e-002  4.95e-002  2.11e-002 2.90 1.18 1.36 2.35
255 1e+4-000 1.14e4+000  3.94e-001 3.32e-001 2.44e-001 1.04e-001 2.89 1.19 1.36 2.35
315 1e+000 1.56e+000 5.38e-001  4.53e-001  3.33e-001 1.42e-001 2.90 1.19 1.36 2.35
375 1e+000 9.08e-001 3.13e-001 2.64e-001 1.94e-001 8.30e-002 2.90 1.19 1.36 2.34
435 1e+000 8.55e-002 2.96e-002  2.50e-002  1.84e-002  7.88e-003 2.89 1.18 1.36 2.34
495 1e+000 2.30e-001 7.97e-002 6.77e-002  5.00e-002  2.14e-002 2.89 1.18 1.35 2.34
555 1e4-000 1.14e4+000  3.97e-001  3.38e-001  2.50e-001 1.07e-001 2.87 1.17 1.35 2.34
600 1e+000 1.57e4+000  5.43e-001 4.63e-001 3.42e-001 1.47e-001 2.89 1.17 1.35 2.33
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Abbildung 8.4: Fluss auf Feinheitslevel 2 in Geometrie L-Shape
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